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OZET

Uc¢ boliimden olusan bu calismanm ilk bolimiinde, daha sonraki boliimlerde
kullanilacak olan bazi tanim ve teoremler verilmis ve istatistiksel yakinsakligin bazi
ozellikleri incelenmisgtir.

Ikinci boliimde tesadiifi degisken dizilerinin olasilikda istatistiksel yakinsakhigi,
tesadiifi degisken dizilerinin r-yinci momentte istatistiksel yakinsakligi ve tesadiifi

degisken dizilerinin dagilimda istatistiksel yakinsakligi incelenmistir.

Son boliimde ise tesadiifi degisken dizilerinin S, —yakinsakhigi, r-yinci momentte

S, —yakinsaklig1 ve dagilimda S, — yakinsaklig1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dagilim Fonksiyonu, Tesadiifi Degisken Dizisi, Istatistiksel
Yakimsaklik



SUMMARY

STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF RANDOM VARIABLES

In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, we give some
fundamental definitions and theorems which will be used in the next chapters and examine
some properties of statistical convergence.

In the second chapter we examine the statistical convergence in probability,
statistical convergence in the r™ moment, statistical convergence in distribution of

sequences of random variables.

In the last chapter we give S, —convergence, S, —convergence in the r™ moment,

S, —convergence in distribution of sequences of random variables.

Key Words: Distribution Function, Sequences of Random Variables, Statistical

Convergence.
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GIRIS

Istatistiksel yakmsaklik 1951 yilinda birbirinden bagimsiz olarak Fast [Fast,1951]
ve Steinhaus [Steinhaus,1951] tarafindan tanimlandi. Bu yakinsaklik tipi klasik anlamda
yakinsakligin bir genellestirmesi olup pozitif tamsayr kiimelerinin dogal yogunlugu
kavramma dayanmaktadir. Istatistiksel yakmsaklik giiniimiize kadar ¢ok sayida
matematik¢i tarafindan tiizerinde c¢alisilmis ve halen c¢alisilmakta olan bir konudur.
Ozellikle Schoenberg [Schoenberg,1959], Salat [Sal4t,1980], Fridy [Fridy,1985], Connor
[Connor,1988] gibi birgok matematikgi istatistiksel yakinsakligin gelisimine onemli
katkilarda bulunmuslardir.

Buck [Buck,1953] reel ve kompleks diziler igin istatistiksel yakinsakligi
gelistirerek  bu  kavramin  genellestirme  fikrini  ortaya atmustir.  Schoenberg
[Schoenberg,1959], toplanabilme teorisi ile istatistiksel yakinsakhigin iliskisini

incelemistir. Connor [Connor,1988] istatistiksel yakinsaklik kavraminda C, Cesaro matrisi

yerine negatif olmayan regiiler A matrisi alarak A-istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanitmistir.  Istatistiksel yakinsaklikla iliskili diger ©nemli yakimnsaklik tiplerinden
biriMursaleen [Mursaleen,2000] tarafindan tanitilan A-istatistiksel yakinsakliktir.

Bu c¢alismanin birinci bolimiinde bir 6rnek uzayinda alman tesadiifi degisken
dizilerinin olasilikda istatistiksel yakimsaklhigi tanimlanacak bu kavrama iliskin bazi temel
Ozellikler incelenecek, tesadiifi degisken dizilerinin r-yinci momentte istatistiksel
yakmsakligi ve tesadiifi degisken dizilerinin dagilimda istatistiksel yakinsakligi

incelenecektir.

Caligmanin son bolimde tesadiifi degisken dizilerinin S, —yakinsakligi, r-yinci

momentte S, —yakinsaklig1 ve dagilimda S; — yakinsakligi incelenecektir.



1. GENEL KAVRAMLAR

1.1.Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim ve

teoremleri verecegiz.

Tamiml.1.1.(Lineer Uzay) E bos olmayan bir kiime ve K reel veya kompleks
sayilarin bir cismi olsun.

+:EXE-E

KX E-E

fonksiyonlar1 asagidaki Ozellikleri sagliyorsa E kiimesine K cismi iizerinde bir
vektor (lineer) uzayi ad1 verilir. Her X ,u € Kve X,y,Z € E i¢in

L1) x+y=y+x

L2) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) x+0=x olacak sekilde bir 6 € E vardir

L4) Her x €E i¢in x+(-X) = 8 olacak sekilde bir (-x) €E vardir

L5) 1.x=x

L6) A(X+Y)=AX+ Ay

L7) (A4 p)X =X+ X

L8) A(ux)=(Au)x [Maddox,1970].

Tamml1.1.2.(Normlu Uzay) E , K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

I E=R

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna E {izerinde bir norm ve
(E, ||.I]) ¢ifti ne de bir normlu uzay ad1 verilir.

N1) [x|[ =0

N2) |X||=0 x =86

N3) [larx]|= |e [I[x]l.a € K

N4) [[x+yl|<lx[|+]yll [Kreyszing,1978] .



Tamm 1.1.3.(Cauchy Dizisi) Eger her £>0 ve her n,m > n, i¢in |Xn —Xm| <&

olacak sekilde pozitif bir ny tamsayis1 mevcut ise (Xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 1.1.4.(Yakinsak Dizi ) Eger her £>0 ve her n > ny i¢in |Xn - X| < ¢ olacak
sekilde pozitif bir ny tamsayist mevcut ise (Xp) dizisi x sayisina yakinsaktir denir. Yakinsak
dizilerin kiimesi C ile gosterilir ve

c={x=(x,):lim, x, mevcut}

seklinde ifade edilir. Eger limit sifir ise bu kiimeyi C,1ile gosterecegiz ve

Co ={x=(x) :lim, x}

yazacagiz. Ornegin genel terimi (1+ lj olan dizi yakinsak bir dizidir ve limiti 1
n

. I .1
dir. Genel terimi (lj olan dizi ise sifira yakinsaktir, yani lim, —=0dir. ¢, = colup ve bu
n n

kapsama kesindir, ger¢ekten (1+ lj € ¢ —cC,dir.Yakmsak her dizi Cauchy dizisidir, ancak
n

tersi genelde dogru degildir. ( Banach uzaylarinda yani tam uzaylarda terside dogrudur).
Gergekten (x,) dizisi X sayisina yakimsak ise n > ng oldugunda|xn - X| <g olacak sekilde
pozitif bir ny tamsayis1 mevcuttur. Simdi n,m > n, olsun. Bu takdirde

Xy = X | <Xy =X+ X=X, | <

& &
X, — X ‘+‘xm—x ‘ <= +=<eg
2 2

yazabiliriz. Bu (Xn) dizisinin Cauchy dizisi olmasi demektir. Tersinin
saglanmadigini gostermek i¢in E=(0,1) uzaymi alalim ve x = (1/n) olsun. Bu dizi Cauchy
dizisidir, fakat E de yakinsak degildir. Eger E=[0,1] ise bu takdirde E 'de bulunan O

noktasina yakinsar.

Tanim 1.1.5 (Banach Uzay1 ) Bir (E, ||.||) normlu uzay1 tam ise , yani bu uzaydan
alnan her Cauchy dizisi bu uzaymn bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach

uzay1 adi verilir.

Tamim 1.1.6 (Smmirh Dizi ) (X, ) dizisi verilsin. k< x, <K olacak sekilde k ve K

sayilar1 varsa (X, ) dizisine smirli dizi denir. Bu tanima gore sinirlt bir dizi hem {istten hem



de alttan sinirlt bir dizidir. Ayrica M > 0 olmak iizere K=M ve k=-M alinirsa smirliligin

tanimindan k < X, <K ifadesi |Xn| <M olarak yazilabilir. Ornegin genel terimi (-1)" olan

dizi smirh bir dizidir. Clinkd ‘(-1)n <1dir. Yakinsak her dizi sinirlidir, ancak tersi dogru

degildir, yani sinirh diziler yakmsak olmak zorunda degildir. Ornegin x= ((-1)" ) dizisi
siirhdir, ancak bu dizi -1 ve +1 sayilarina yakinsar, halbuki bir dizi yakmsak ise limiti
tekdir. Sinirli dizilerin kiimesi | ile gosterilir ve

, ={x=(X.) :sup,|x| < o}

seklinde ifade edilir.c — | olup ve bu kapsama kesindir, ger¢cekten ((— 1)")6 I, —c
dir.c, ,cve | uzaylari

], sup[x

normu ile birer Banach (tam) uzayidir.

Tanim 1.1.7. (Tesadiifi Degisken ) (©2,U, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere,
X:Q—>R

w— X (w)

seklinde tanimlanan X fonksiyonu,

Va e Rigin{w: X(w) <a}eU

Ozelligini sagliyorsa, X fonksiyonuna bir tesadiifi (rasgele) degisken denir.

Tanim 1.1.8. (Tesadiifi Degiskenler Dizisi) Her pozitif n tamsayisi icin X, S
ornek uzaymnda tanimlanan tesadiifi degisken olsun. S,Anin bir alt kiimesi olmak

tizereP: A— R olasilik fonksiyonu olsun. O zaman X, X,,..., X, ... dizisine tesadiifi

degiskenler dizisi denir ve {X},.\ ile gosterilir.

Tamm 1.1.9. (Dagihm Fonksiyonu ) (€,U,P) bir olasilik uzay1 olmak lizere P
olasilik Olciisii yardimu ile reel sayilardan [0,1] araligina,

F:R—[0]]

X = F(x)=P{w: X(w)<x})



seklinde tanimlanan F fonksiyonuna, X tesadiifi degiskenin dagilim fonksiyonu
(birikimli dagilim fonksiyonu) denir.
Dagilim fonksiyonu i¢in genellikle, F(Xx) = P(X <x) gosterimi kullanilir. Bir X

tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonu igin 6ncelikle (Q,U,P) olasilik uzayinin belirli
olmasi gerekir. X bir tesadiifi degisken oldugu i¢in her X € Rigin {w: X(w) <a}eU dir
[Akdi,2011].

Tamm 1.1.10.(r.moment) X rastgele degiskeninin olasilik veya olasilik yogunluk
fonksiyonu f(x) ve her reN i¢in E(X") mevcut olsun. E(X") degerine X rastgele
degiskenin r.momenti denir ve g, ile gosterilir. Ayrica,

a) r=1 i¢cin E(X) degerine X in beklenen degeri denir ve 4 ile gosterilir.

b) E(X —u)" degerine X in u ye gore r. merkezi momenti denir ve . ile
gosterilir.

c) m, = E(X — z)? degerine X in varyans: denir ve Var(X) veya o ile gosterilir.

d) E(X(X =1)(X —2)...(X —(r +1))) degerine X in r. ¢arpimsalmomenti denir.

Var(X) = u, — ylzolupX rasgele degiskenin varyansinin pozitif karekdkiine X in
standart sapmas1 denir. X in varyansio’ ise standart sapmasi (o > 0)dir. Bir X rasgele
degiskeni, herhangi bir X, € Rnoktasina gére simetrik olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
butiin X e Rler i¢cin P(X =X, +X) = P(X <X, —X) olmasidir. Herhangi bir X rasgele

degiskeni C noktasina gore simetrik ise , E(X) = C dir. [Akdi,2011].

Tamim 1.1.11 (Ornek Uzay1 ) Bir deneyin tiim olabilir sonuclarinm kiimesine

ornek uzay denir ve S harfi ile gosterilir [Akdi,2011].

Tammm 1.1.12 (Olasihikta Yakinsama) ne N i¢in X, tesadifi degiskenlerin

herhangi bir dizisi olsun. V& >0 i¢in 36 >0 ve 3n, (&) ve dyle ki n > n, (&) i¢in

Pw:|X, (W) —x(W) >} <&



ozelligi saglantyorsa X, tesadiifi degiskenlerinin dizisi N — oo iken X tesadiifi

degiskenine olasilikta yakimsiyor denir ve X —p> X seklinde gosterilir.

X, tesadiifi degisken dizisinin X tesadiifi degiskenine olasilikta yakinsamasi

n

genellikle

limge P ({W:|X, (W) —X(W)| >})=0  (veya  lim, P (‘Xn —X|>¢&)=0

seklinde ifade edilir. Ayrica reel say1 dizilerinde oldugu gibi X —p> X ise X, =0,(1) ve

f, reel sayilarm bir dizisi olmak {izere X /f, =0 (1) ise X, =0,(f,) yazilir [Akdi,

n

2011].

Tanim 1.1.13 (Olasihkta Simirhlik)Her ne N icin X tesadiifi degiskenlerinin
herhangi bir dizisi olsun. V& > Oigin 6yle bir M, ve N, sayilari var ve n> N_ i¢in

PAw:|X ,|>M <&

oluyorsa X, tesadiifi degiskenlerinin dizisi olasilikta siirhdir denir ve X, =0 (1)

ile gosterilir. Olasilikta siirlilik i¢in genellikle
PAw:|X ,|>M,}) <& yerine P(X ,|>M,) <& veyalim, o, P (X ,[>M,)=0

gosterimleri kullanilir [Akdi, 2011].

Tanim 1.1.14 (Hemen Hemen Her Yerde Yakinsama) X tesadiifi degiskenlerin

bir dizisi olsun. X, tesadiifi degiskenlerin dizisi her & >0 sayisi igin

P(lim,,_,o{ W:

X, (W) — x(w)| > £}) =0

ozelligi saglaniyorsa X, hemen hemen her yerde X tesadiifi degiskenine yakinsar

ve X, =5 X ile gosterilir [Akdi, 2011].

Tanim 1.1.15 (Momentlerde Yakinsama) X tesadiifi degiskenlerin dizisi ve X

de herhangi bir tesadiifi degisken olsun.n — oo iken E(X,—X)" -0 ise X, tesadiifi



degiskenlerinin dizisi X degiskenine r. momentte yakinsiyor denir ve X SXile
gosterilir..
X, tesadiifi degiskenlerinin dizisi X tesadiifi degiskenine momentlerde yakinsiyor

ise olasilikta da yakinsar. Yanliz bunun tersi dogru degildir [Akdi , 2011].

. r ; p . . . . r
Ornek 1.1.1 X | — X ise X, — X dir. Bunun i¢in n—o iken X — X olsun.Bu

durumda Ve >0 i¢in Chebyshev esitsizliginden

0<P(X, —x|)sw

elde edilir. X, - X ise E(X, —X)" —0 olup n—oo iken P(X, = X[)>&—>0

dir. Tersinin dogru olmadigmi gostermek icin X tesadiifi degiskenleri

p(X,=n*)= V5 ve P(X, =0)=1-(}/,)

olacak sekilde Bernoulli tesadiifi degiskenlerinin bir dizisi olarak se¢elim. Yani

n®, n?ise
X =

" 10, 1-n?ise
Dizisi verilmis olsun. Burada her & >0 i¢in n— oo iken

P(X,|>&)=n?—>0

p
oldugunda X, 6 —Oolup olasilikta yakinsama gerceklesir. Olasilikta yakinsama
gergeklesmis olmasma ragmen N —» oo i¢in r >1 igin
E(X,-0)" =E(X,) =0"P(X=0)+n*P(X =n®)=n*"(n?)=n>"? 5>

dir. Yani momentte yakinsama ger¢eklesmez [Akdi, 2011].

Tamm 1.1.16 (Dagihmda Yakinsama) X dagilim fonksiyonlar1 F, olan rasgele

degiskenlerinin bir dizisi olsun. Dagilim fonksiyonu F olan X rasgele degiskeni i¢in, F nin

siirekli oldugu yerlerde n —oo iken F (x) — F(x) ise X, rasgele degiskenleri dagilimda

D
X rasgele degiskenine yakinsiyor denir ve X, — X ile gosterilir.



1.2. istatistiksel Yakinsakhik

Istatistiksel yakmsaklik kavrami Fast [Fast,1951] ve Schoenberg [Schoenberg,
1951] tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak verilmistir. O zamandan beri istatistiksel
yakmsaklik, farkli isimler altinda Fourier analiz, ergodic teori ve sayilar teorisinde
kullanilmistir. Her iki arastirmaci tarafindan sinirlr istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro
toplanabilir oldugu ifade edilmistir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik, Fridy
[Fridy,1985], Salat [Salat,1980], Connor [Connor,1988], Mursaleen [Mursaleen,2000] gibi

bircok matematik¢i tarafindan ¢aligilmstir.

Tamim 1.2.1. (Dogal Yogunluk ) Pozitif tamsayilardan olusan bir K climlesinin

dogal yogunlugu
8(K)=1lim 1\{k <n:keK}
n—oo n

seklinde tamimlanir. Burada ‘{kSn:ke K}|K nin n den biiyilk olmayan

elamanlarinin sayismi gostermektedir. Egerd(K) = 0 ise K ya sifir yogunluklu ctimle denir
Fridy [Fridy ,1985].

Eger bir x =(X,)dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir ciimle
disinda biitin k lar igin saghyorsa (X,) dizisi P 6zelliginin hemen hemen her k igin

sagliyor denir ve "h.h.h.k" seklinde gosterilir.
Sifir yogunluklu ciimle tanimindan yararlanarak istatistiksel yakinsak dizi tanimi

asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 1.2.2. (Istatistiksel Yakinsak Dizi ) x = (X, ) kompleks terimli bir dizi

olsun . Eger Ve > 0 i¢in
.1
Iim —{k<n:|x, —L|>&}=0
Im"n}{ n:lx, - L=}

olacak sekilde bir L sayisi varsa, yani, h.h.h.k i¢in ‘Xk —L|<eise x = (x,)dizisi L

st

sayisina istatistiksel yakmsaktir denir, vest-lim(x,) = L wveya x,—L seklinde

gosterilir. Biitiin istatistiksel yakinsak dizileri ctimlesini S ile gosterecegiz. Eger L =0ise

X = (X, ) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir ve Sy ile gosterilir [Fridy ,1985].



Asagidaki dizi sifira istatistiksel yakinsak bir dizidir.
X =(X,) dizisim e N olmak iizere
1 k=m?
X, =
0, k=m?
olarak tanimlansin. Bu taktirde
Kk <n:x, =0f<n

olup

limnﬁm%‘{k <n:x, ¢0}|£rllim Vn_g

—oo N
dir. Buise lim, x, = Lisest-lim, x, = L demektir.
Bilinen anlamda yakmsak diziler istatistiksel yakimsaktir. Fakat istatistiksel
yakmsak diziler yakinsak olmak zorunda degildir. Istatistiksel yakimsak bir dizi sinirl

olmak zorunda degildir. Yani | ve S uzaylar1 birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak
elemanlar1 vardir. Gergekten
X = (X, )dizisim € N olmak {izere

k, k=m?
X, = ,
1 k#m

seklinde tanimlansinx=(xy) dizisi i¢in S-limx,=1dir, ancak x¢|_ dir. x=(1,0,1,0,...)
dizisi sinirhidir, ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakimsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S-limxy=Lj,

S-limx,= Lyise Li=L, dir.

Teorem 1.2.3.S-limx=a, S-limy,=Db ve c bir reel say1 olsun. Bu taktirde
i) S-limexg = ca
i) S-lim(xc+yx) = a+b

dir. Yani istatistiksel yakisak dizilerin kiimesi bir lineer uzaydir.

Tamim 1.2.4 (p-Cesaro Yakinsak Dizi ) x e w, ve p € R"olsun.

lim EZL

|P
n-o N

=0

X, —L



olacak sekilde bir L sayist varsa X dizisi L ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir

denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzayiw, ile gosterilecek ve en az bir

L>0, p>0 igin

W, :{x:(xk):%ZE=l X

seklinde ifade edilecektir [Maddox, 1970].
Istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p-Cesarotoplanabilirlik arasindaki iliski Connor

k—L|p—>Oenaz bir L>0, p>0 i¢in, n— o0

[Connor,1988] tarafindan ifade edildi. Bunun igin 6nce asagidaki tanimi hatirlayalim.
Kompleks terimli tim x =( x, ) , (k=1,2,...) dizilerinin climlesini w ile
gosterecegiz. W,

x=(X,),Y=(Y,) ve «a skaler olmak iizere

X+y =)+ (V)

oX = (an )

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler arasindaki

iligkiyi veren asagidaki teoremi verelim.

Teorem 1.25p € R 0< p < o olsun. Eger bir dizi L ye kuvvtli p-Cesaro
toplanabilir ise bu taktirde L ye istatistiksel yakmsaktir. Eger bir dizi sinirli ve L ye
istatistiksel yakinsak ise bu dizi kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir

Ispat: x ew ve € > 0 olsun. Bu taktirde
p
Sk -L] = Slx -L |+ S —L |

‘xk—L |<e % -L [z&
p
> D% -L|

[x—L |2&

=&’k <n:x —L |2} |

yazabiliriz. Buradan
1n
HZk:l

elde edilir. n— oo i¢in limit alinirsa st-lim x; = L oldugu goriiliir.

x ~L | < g”%‘{kén:|xk—L|2g}|
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Simdi x€L ve st-lim x; = L olsunK =|x| +|L| diyelim.& > Overilsin ve N,

sayisint her N> N_olmak iizere

1}(kSn:
n

olacak sekilde secelim ve

£
2K?

<

1
X~z ()"

1
L, ={k<n:fx -L |2(§)"}
diyelim. Simdin > N_ i¢in

1 n 1
HZkzl X —L |p :H(Z‘Xk -L |p + Z‘Xk -L |p)
keL, keL,

1. ne, , /1 £
<H(2k—p)K +(ﬁ)(”)(£)

=%+ 2~ ¢[Connor,1988].
2 2

yazabiliriz. Buradan x dizisiL sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.
Bu teoreme gore smirli diziler tizerinde p-Cesaro toplanabilme ile istatistiksel
yakinsaklik denktir.

1.3. A -Istatistiksel Yakinsakhk

A ile pozitif sayillarm A, <A, +1 A =106zelligini saglayan sonsuza giden ve
azalmayan A=(4,) dizilerinin kiimesini gosterelim. 1, =[n—A, +1,n] olmak iizere

genellestirilmis de la Vallée-Poussin ortalamasi

tn(x)zink

Aq ke
seklinde tanimlanir. Eger n—o iken tn(X)—>L ise X=(Xk) dizisine L
sayisima  (V,1)— toplanabilirdir denir. Eger A,=n ise bu durumda (V,A)-
toplanabilme, (C,1)— toplanabilmeye indirgenir. Kuvvetli (C,1)— toplanabilir ve kuvvetli

(V,4)— toplanabilir dizilerin kiimeleri sirastyla

11



[C,l]:{x =(x,) :3LeR, Lm%im - :O}
k=1

ve

[\/,A]z{x:(xn) 3LeR, mﬁiﬂxk —|_|=o}

n kel,

seklinde gosterilir.

Tanmm 1.3.1. A € A veg > 0Qverilsin.

Iim%ﬂ‘{ke l, : |xk—L|25}{:O

isex=(x) dizisi L ye A— istatistiksel yakinsaktrr veya L ye S, -

yakmsaktir denir Bu durumda Sy &dimx HL veya x, > L(S,) yazilir

[Mursaleen,2000].
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2. TESADUFi DEGISKEN DiZIiLERININ iSTATISTiKSEL YAKINSAKLIGI

Bu bolimiin ilk kismmda bir 6rnek uzayinda alinan tesadiifi degisken dizilerinin
olasilikda istatistiksel yakinsakligi tanimlanacak bu kavrama iliskin bazi temel ozellikler
incelenecek, ikinci kisimdatesadiifi degisken dizilerinin r-yincimomentte istatistiksel
yakinsaklig1, son boliimde ise tesadiifi degisken dizilerinin dagilim anlaminda istatistiksel

yakinsaklig1 incelenecektir.

2.1. Olasilikda istatistiksel Yakinsaklhik

Tamm 2.1.1 (Olasihkda Istatistiksel Yakinsaklik ) {X,} S ornek uzayinda

neN !
tanimh tesadiifi degiskenlerin bir dizisi ve A 0Ornek uzaylarin bir smifi olmak iizere

P:A — Rolasilik fonksiyonu olsun. Eger her £,0>0 i¢in

lim Sk <n:P(X, - X |>2)> 6} |=0

n—ow N

olacak sekilde bir X tesadiifi degiskeni varsa veya buna denk olarak
|im1\{ks1—P(]xk—x >£)>5} | =0,
non

ise {X,},.y tesadiifi degisken dizisi X tesadiifi degiskenine olasilikda istatistiksel

yakinsaktir denir ve

st

st—limP(X, =X |>£)=0 veya st-limP(X,-X |<&)=1 vyadaX, X
seklinde gosterilir [Ghosal, 2013].

st

st P
Teorem2.1.1.(x, )reel terimli bir dizi ve x, — xolsun. Bu takdirde x, — x dir, yani

adi anlamda istatistiksel yakinsak bir dizi olasilikda istatistiksel yakimsaktir.

Ispat: & >0olsun. (Xn) dizisi adi anlamda istatistiksel yakinsak oldugundan

M = {n eN :|Xn —X| > 6‘} olmak tizere d(M) =1 dir. Boylece herhangi birs > 0igin

st,

B={neN :1-P|Xx, — X |<5)25}gN—M olmak tizere d(B) = 1dir. Bu x, —X; yani

(Xn )diZiSinin olasilikda istatistiksel yakinsak olmasi demektir. [Ghosal, 2013].



Asagidaki ornekten anlasilacagi lizere Teorem 2.1.1 in tersi dogru degildir

Ornek 2.1.10<&,5 <1ve me N olmak iizere, olasilik yogunluk fonksiyonu X

1, O0<x<1l ve n=2" Iise
0, diger durumlarda ve n=2" ise
o (¥) =1 pxrt
o
0, diger durumlarda ve n=2" ise

O<x<2 ve n=2" se

sekilde tanimlansin. Bu takdirde m e N olmak tizere

P(X,-2|2¢)=
1, n=2" ise
_ , n#2" ise
1-P(X, -2 |<&) =1-8- (== 2y

olupA, N nin sonlu bir alt kiimesi olmak tizere

.1 10152

lim=| {k<n:P( X,-2 |e2)26} |<lim=| 2°,2"2%,...}UA|=0
n n n n

yazabiliriz. Boylece
Iim%|{ {k<n:P( X,-2|28)>6}|=0

elde edilir.

Olasilikda istatistiksel yakimsaklik adi anlamda istatistiksel yakmsakliktan farkli

olmasina ragmen asagidaki sonuglar olasilikda istatistiksel anlamda yakinsaklik i¢in de
saglanir [Ghosal, 2013].

Teorem2.1.2.

st st

i) X, >X ve Y, Y ise P{X=Y}=1,

st st

i) X, >X & X, -X 0,

14



st, st,

iii)c € R olmak iizere X, > X =cX, —>cX,

st st st

V) X >XVeY, 5Y =X +Y, 5>X+Y,

st, st st

V) X, SX veY, Y= X, —Y, 5>X-Y

Stp st

; 2 " 2
Vi) X, =>X= X2 ->x

st st st

Vi) X, >x Ve Y, >y=>X, .Y, >xy

st st

p sty p
viii) X, oxveyY, ->Y=X,/Y,o>x/y,y#0,

st

Stp P Strm
iX) X, >X veY,oy=X,.Y —>XY,

st st,

X)0< X, <Y, vey, 30> X,—0

st,

Xxi) £,6 >0 olmak lizere X, — X ise
d({neN:P(|Xx, -X, |=¢€)=d})=0
olacak sekilde bir K € N vardir. Bu son sart olasilik anlamda Cauchy sart1 olarak

adlandirilir.

ispat. £,6 > Osayilar1 verilsin.

i) ke{neN:P(]Xn—X|2%g)<%5}m{neN:P(| X, Y |z%g)<%5}
olsun. Bu takdirde

P(X -Y])2 &)< P( X, X |21e)+P(X,-Y |z%g)<5

yazilabilir. Bu P{X=Y } = 1 olmasin1 gerektirir.
(ii) ,(iii) , (iv) ve (V) in ispatlar1 (i)' in ispatina benzerdir.
st st

vi) Eger Z, —>0veZ > —>0ise

{neN:P

Z —0‘2\/2)25}

zf-o\m)za} = {neN:P
yazabiliriz. Buradan

Stp
X 2=(X, =x)2+2x(X, =X) + x> > x?
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yazilabilir.

vii) nin ispat1 asagidaki esitlikten elde edilir.
1 sty 1
XYy = X, +Y,)* = (X, =Y,)’} > A y)* = (x=y)°}=x.

viii) A veB s1ras1y1a"|Yn -y |<|y| >e"ve™ ‘llYn -1y | > ¢ "olaylarin1 gostersin.

Buna gore

|i_£|:|Yn—y|: A . Y, -V |
Yooy Iy [ M=y [ (v ¥ = )]

olur A ve B eszamanli meydana gelirse, 0 zamanyukaridaki esitsizlikten

I
>€y

Y — >
[ Yoy | 1+ ey

n

yazilabilir. g, = g|y|2 I(1+£ly)) olsunve C de "‘Yn —Y | > &," olaym1 gdstersin. Bu

durumda A, A nintiimleyenini gostermek iizere ABS C olmasi P(B) < P(C)+P(A) olmasini

gerektirir.
Buradan
menN:PE_tsssrc{neN :P(]Yn—y|)250%é‘}u
no Y

1 _ o
{neN: P|Yn - y| > |y|§5}yazablllr|z. Boylecey+#0 olmak ﬁzere%—)—olur.Sonug olarak
no Y
.. X, o
(vii) den —* —>5
Yo oY

n

yazilabilir.

. st, st,
(ix) Ik olarak X, — X ve Z tesadiifi degisken olmak iizere X,Z — XZ oldugunu

1
gosterelim.Z tesadiifi degisken oldugundan verilen her § >0 i¢in P(|Z| >a) < 55 olacak

sekilde bir @ > 0 sayis1 vardir.Bu taktirde verilen herhangi bir >0 i¢in

P(X,Z-XZ|2¢)=P(X, - X||Z| 2 &,|Z|> & )+ P(P(X, - X||Z|> &, |Z| < ))
<Lss P(|Xn ~X |zfj
2 a

yazilabilir. Buradan
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fneN:P|X,Z-XZ|>5)>5}c{neN:P( X, -x |z£)z%5}
a

st

p Stp .
olup, buradanda (X, — X)(Y, —Y) —0yazilabilir. Bdylece X,Y, — XY elde edilir.
. 5 1 1
xi) k € N dogal sayisini P(‘Xk - X | > Eg) < 55,
yani

d ({n eN:P|X, - X|> %5) < %6) = lj olacak sekilde secelim. Bu durumda

{neN:PX, - X|2e}<5)c{n:N: P(\xn ~ X |z%g) %5 olur [Ghosal,

2013].

Asagidaki teoremin ispat1 Teorem 2.1.2 den yararlanilarak yapilir.

st,

Teorem2.1.3.{X },.\ tesadiifi degiskenlerin bir dizisi ve {X,},., de X,—X, —0

olacak gekilde reel sayilarin bir dizisi olsun.m (X, ), X, tesadiifi degiskenlerin dizilerinin

medyanini gostermek iizere

Stp st

X, —m(x, —0 ve x, —m(x, 0dir [Ghosal, 2013].

st

Teorem2.1.4. X, - X ve g : R-R sirekli bir fonksiyon olsun.Bu taktirde

st

9(X, )=>g(X)dir.
. 1
Ispat: X tesadiifi degisken oldugundan her § > 0 i¢in P(|X| >a) 355 olacak

sekilde bir a sayisi vardir. g , [-a, a] araliginda siirekli oldugundan her € > 0 igin |X| <a
ve |Xn — X| <0, oldugunda|g(Xn) — g(X)| < ¢ olacak sekilde bir J, sayist vardir. Boylece

P(9(X,)-9(X) |2 &) <P(X, - X |25,)+P(X|>a) <
P(X, - X |250+%5)
dir.Buradan

17



{neN: P(‘g(Xn)—g(X) |>6,) c{neN: P(‘Xn -X |250)2%50

yazilabilir. Bu ispat1 tamamalar [Ghosal, 2013].
2.2. r-yinciMomentte Istatistiksel Yakinsaklik

Tamm 2.2.1. (r-yinci Momentte Tstatistiksel Yakinsaklik) Eger her ne N igin
E(X,|") ve E(X|") mevcut olacak sekilde herhangi bir 5 >0 igin
d{neN:E(X,—X| 25} =0

esitligi saglaniyorsa{X},.y tesadiifi degisken dizi bir X tesadiifi degiskenine r-

St
yinci momentte istatistikselyakinsaktir denir ve st—limE(X,—X|" =0 veya X, — X

seklinde gosterilir[Ghosal, 2013].

Strm Stp
Teorem 2.2.1.X,—> X (r>0) olsun. Bu takdirde X,— X dir, yani r-yinci

momentte istatistiksel yakinsaklik, olasilikda istatistiksel yakmsaklig1 gerektirir.

Ispat. Ispat asagidaki esitsizlikten elde edilir.
P(X -m[ > &) <E{X -m 2}/ &".

Teorem 2.2.1 in tersi genelde dogru degildir. Bu durumu asagidaki ornek ile
agiklayalim [Ghosal, 2013].

Ornek 2.2.1.{X,},.y tesadiifi degiskenler dizisini asagidaki gibi tanimlayalim:

X, €{0,n} olmak tizere P(X,, = 0) =1—iIr
n

ve
1

r>0neN P(X,=0)=—.
n

Bu takdirdee >0 igin, O<e<n ise P(X,-0=¢&)=P(X,=n)dire>n ise

P(|Xn—0|28)=0dir. Boylece herhangi bir 6 >0 i¢in {neN:P(|Xn—O|28)25}:
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sonlu kiime = st—lim P(X,-0>¢)=0 dr. Fakat her neN icin E(X,[)=1 ise

{E(X, -0 =21)}=N olur. Buradan{E(|X, 0" = 1)},. kiimesi O sayisna istatistiksel

yakinsak degildir [Ghosal, 2013].

st st

Teorem 2.2.2.X,—X,Y,-Y >0 olacak sekilde X,—>X ve Y, Y ise

st

X, +Y, — X +Y dir.
Ispat. Ispat, X ve Y negatif olmayan tesadiifi degiskenler ve r >0 olmak iizere

E(X +Y)" <2"[E(X)" + E(Y)"] yazilabilir. ispat bu esitsizlikten ¢ikar [Ghosal, 2013].

Teorem 2.2.3.{a,},cy dizisi st—lima,=a ve a>0 olacak sekilde negatif

n—oo

olmayan bir reel sayilar dizisi olsun. Bu takdirde qeQ* olmak iizere st— lim(a,)?=a"
Nn—o0
dir.
Ispat.q=m/reQ*olsun. Eger a=0 ise sonu¢ asikardir. Bunun igin a>0

segelim. e N\{1} olmak iizere st—lima,=a limitinin st—lim(a,)"" =a"" limitini

n—oo nN—o0

gerektirdigini gostermek yeterlidir. Bu durumda
{neN:la,—a<ia}c{neN:a,>21a}=M dir. (d(M)=1diyelim) olup

1/r_a1/r

|an _a| _ ‘(an) {(an)(r—l)/r " (an)(r—Z)/ral/r - (an)llra(r—Z)/r 4 a(r—l)/r}<

> L‘(an)l/l’ _ a.]./I’

dir.
Buradan L = a/"/2(1—1/4/2) dir. Yani,

Mc{neN :Os‘(an)l”—al”

<L a, —af}dir. Buradan st—lim {/a, =Vadir [Ghosal,
N—oo

2013].
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2.3. Dagihmda Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 2.3.1 (Dagihimda istatistiksel Yakinsaklik) Herne N igin F,(x), X, nin
dagilim fonksiyonu olmak tizere {X,},.y dizisitesadiifi degiskenlerin bir dizisi olsun. x

noktasinda F(X) dagilim fonksiyonu siirekli olmak tizerest— lim F,(x)=F(x) olacak
n—o

sekildebir X tesadifi degiskeni varsa {X,},.y dizisi X e dagilimda istatistiksel yakinsaktir

sty
denir . Bu durum X, — X seklinde gosterilir.

Asagidaki iki teoremi ispatsiz olarak verecegiz [Ghosal, 2013].

Teorem 2.3.1. {X },on bir tesadiifi degiskenler dizisi olsun. Ayrica, her i € N igin
f,(6) =P(X,=%), X, (neN) nin olasiliksal kiitle fonksiyonu ve her ieN igin

f(x)=P(X =) de X in olasiliksal kiitle fonksiyonu olsun. Bu takdirde

st

fn(x)i f(x), X< X, > X
dir [Ghosal, 2013].

Teorem 2.3.2. {a,},cn Ve {0 }cn» her ne N i¢in a, <b, olacak sekilde iki reel
say1 dizisi olsun. Bu takdirde

st—lima, <st-limb,and st—li_man SSt—"_mbn

dir [Ghosal, 2013].

st, sty
Teorem 2.3.3. X,,— X olsun. Bu takdirde X, — X dir, yani olasilikda istatistiksel

yakinsaklik, dagilimda istatistiksel yakinsaklig1 gerektirir.

Ispat. F,(X)ve F(X), srrasiyla X, ve X in dagilim fonksiyonlar: olsun. X<y

olmak iizere herhangi iki x ve y reel sayilar1 i¢in

(X<X)=(X, Sy, X<X)+(X, >y, X £X)
elde edilir. (X, <y, X <x) < (X, £Y) oldugundan
(X <X) S (X, <Y)+ (X, > Y, X <X)
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dir. Bu nedenle

P(X <x)<P(X,<y)+P(X,>y, X <X)

<P(X,<y)+P(X, >y, X <X)

=F(y)2FX)-P(X,>Yy, X <X)

olur.

Benzer sekilde eger X,>Yy,X<X olursa X,>y,-—X2=-X ve bdylece
Xp=X>y=X, yani (X,>y,X<x)c(X,-X>y-x)=(X,—X|>y-x) olur ki bu
da

P(X, >y, X <x)<P(X,—-X|>y-x)

olmasin1 gerektirir.

st,
X<yve X,— X oldugundan

st—Ilim P(X, >y, X <x)=0

nN—o0

elde edilir. Boylece st —limF, (y) = F(x) bulunur.
Benzer sekilde eger y < z ise bu durumda

X, 2y)=(X<z, X, 2y)+(X>2,X,<Y)
olur ve boylece

F.(Y)<F(2)+P(X>2,X,<y)=0vest—limP(X >z,X,<y)=0

olur. Sonug olarak st —an(y) > F(z) elde edilir. Buna gore X<y <z i¢in
F(x) <st—limF. (y) < st—limF, (y) < F(z)

bulunur.

Eger F, yde siirekli ise

F(y) = Jlim F(9 < st—limF, (y) < st—limF, (y) < im F(2) = F(y)

st

olur. Bu st—IlimF, (y) < st—ﬁFn(y) =F(y) olmasini yani X, — X yi gerektirir.

Teorem 2.3.3 iin tersi genelde dogru degildir. Bunun icin X, X;, X,,...tesadiifi
degiskenlerinin birim dagilima sahip oldugunu kabul edelim. Iki boyutlu (X,,X)
degiskeninin spektrumu (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) ve

P(X,=0,X=0)=0=P(X,=1X =1),
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P(X,=0,X=1) :% =P(X,=1LX=0),

olsun. Bdylece, Xninmarjinal dagihmi  p, 5= 1= Px1 olmak lizere
Pyi = P(X, =i)olasiliksal kiitle fonksiyonu yardimiyla X, =i(i=01) seklinde;
Pyo :%: P olmak ilizere p,;=P(X = j)olasihksal kiitle fonksiyonu yardimiyla

X =j(j=01) seklinde verilir.

Eger F,(x) ve F(X), sirasiyla X, ve X in dagilim fonksiyonlari ise

0, x<0
F(x)=F,(x)=43, 0<x<1
1, x>1

st
dir. Bu nedenle her xeR igin st— lim F,(x) = F(x), yani n —oo igin Xn—d>x dir.
nN—oo

Fakat,
P(X,—X|=1)=P(X,-X|=1)=P(X,=0,X =) +P(X,=LX =0)=1

Dir. Bu nedenle st— lim P(|Xn —X| 2%)¢Odir. Bu takdirde
n—oo
st— lim P( X, — X|> &) = 0dir [Ghosal, 2013].
n—oo

Asagidaki teoremleri ispatlart Teorem 2.1.2 nin ispatina benzerdir, bu ylizden bu

teoremleri ispatsiz olarak verecegiz.

st
Teorem 2.3.4. {X },cy dizisi X, — X olacak sekilde bir tesadiifi degiskenler

dizisi ve c bir sabit olsun. Bu takdirde,
sty

(@ X,+c—>X+c ve

sty
(b) cX,—>cX , ¢=0dir [Ghosal, 2013].

stq st,
Teorem 2.3.5. ¢ bir sabit olmak tizere X, —C=> X, —>cdir [Ghosal, 2013].

stq st,
Teorem 2.3.6. ¢ bir sabit olmak tizere X, —Cc=> X, —>cdir [Ghosal, 2013].
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st sty
Teorem 2.3.7. {X Jhen Ve {Yotren dizileri X, =Y, —0 ve Y, —> X olacak sekilde
st,
bir ihtimal uzayinda tesadiifi degiskenler dizisi ise X,,— X dir [Ghosal, 2013].

Teorem 2.3.8. {X, },cn Ve {Y, ey bir ihtimal uzaymda tesadiifi degiskenler dizisi

ve ¢ bir sabit olsun, bu takdirde

] sty sty sty
() X, >X,Y,»c=X,+Y,—> X +c,

st sty

sty p
(i) X,—»X,Y,—»0=X,Y,—0,

sty st, sty
(iii) X, > X, Y, >c= XY, >cX, (c#0)

sty st,

st,
(iv) X,—>X,Y,—>c= X,/Y,—>X/c, (c#0)[Ghosal, 2013].
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3. TESADUFI DEGISKENDIZILERININ S, - YAKINSAKLIGI

Bu bolimde tesadiifi degisken dizilerinin olasilikta S, —yakinsakligi, r-yinci

momentte S, —yakinsakligi ve dagilimda S, — yakisakligi incelenecektir.
3.1.Tesadiifi DegiskenDizilerinin Olasihkda S, — Yakinsakhig

Tammm 3.1.1. (Tesadiifi Degisken Dizilerinin OlasihkdaS; —Yakinsakhg) A
olaylar smifinmn bir S altsinifi verilsin. Her bir X, ayni bir S olay uzay1 iizerinde tanimli
olmak tizere {X,},.n dizisi bir tesadiifi degiskenler dizisi olsun ve bir P:A — R olasilik

fonksiyonu verilsin. Bu takdirde eger herhangi bir £,0 >0 igin

1
me‘{keIn:P(|Xk—X|Zg)25}(=O

veya buna denk olarak lim %‘{k el 1P(X,—X|<eg) 26}{ =0 ise {X }n dizisi
nN—o0

bir X tesadiifi degiskenine S, —yakmsaktir denir ve S,—limP(X,—X|>¢)=0 veya

S
S, —limP(X, — X|<¢&)=1veya X, —>X ile gosterilir.
Asagidaki ornek bir {X,},.y tesadiifi degiskenler dizisinin X e olasiliksalS; —
yakimsak fakat olasilikda yakinsak olmadigint gostermektedir [Ghosal, 2014].

Ornek 3.1.1. Bir {X,},.y tesadiifi degiskenler dizisini asagidaki gibi tanimlayalim:

_{{—l,l}, P(Xk :1) = P(Xk :—l), n— ﬁ“n +1<k<nise
k

{0, P(X, =0)=@-1)veP(X, =1)=1 diger durumlarda
0 < & <1olsun. Bu durumda

1 n—-y4,+1<k<nise
+,  diger durumlarda

P(|Xk—0|25):{

s?
oOlur. Boylece X,—0dir, fakat olasilikda yakmsak degildir.



s? s;
Aciktir ki X, —>X ve X,—Y ise P{X =Y}=1dir [Ghosal, 2014].

s?
Teorem 3.1.1. Eger X,—>x ve ¢:R—>R fonksiyonu x de siirekli ise

g(Xn)ig(x) dir.
Ispat.g, x de siirekli oldugundan her bir & >0 icin
X =X <& =]9(x)-9(X)|<e
olacak sekilde bir &, mevcuttur. Buradan
P(9(X)—g(X)[ > &) <P(X, — X|> &)

bulunur.  Bu ke l,:P(g(X)-9(X)| 2 &) >6fc fkel, :P(X, —X|>8,) > 5}

olmasini gerektirir [Ghosal, 2014].

Teorem 3.1.2. Eger {X,},.n, herhangi bir n i¢in sonlu bir m ortalamaya sahip

s, sP
tesadiifi degiskenler dizisi ise bu durumda o, — x iken X, —mdir [Ghosal, 2014].

Ornek 3.1.2. Asagidaki drnek, bir {X },.y tesadiifi degiskenler dizisi herhangi bir

n i¢in sonlu bir m ortalama ve ¢ sonlu standart sapmaya sahipse

7
X,—m, fakat limo,, #0dur.

Asagidaki tesadiifi degiskenler dizisini tanimlayalim:

w _JEKKE P(X, =k)=P(X, =), n—.4, +1<k <nise
““ {0y, P(X,=0)=1 diger durumlarda

Bu durumda m=E(X,)=0,vke N ve

o _{k, n—\4, +1<k <nise
=

0, diger durumlarda

S,
= limoy #0 fakat o, —0 dir. Buradan

2
P(X,-0/=¢)<

O,
”2 ,VneNveg>0
&

25



S, S?
elde edilir. o,, >0 oldugundan X, —0 bulunur [Ghosal, 2014].

3. 2.Tesadiifi Degisken Dizilerinin r-yinci MomentteS, — Yakinsakhgi

Tammm 3.2.1. (Tesadiifi Degisken Dizilerinin r-yinci MomentteS; —

Yakinsakhg) Eger herhangi bir 6 >0 igin ve her ni¢in E(X,|") ve E(X|") mevcut iken

Iimi{keln:E(|Xk—X|r25)25}:O

r—oo

limiti varsa bir {X },.n tesadiifi degiskenler dizisi, X :S — R olmak tizere X

tesadiifi degiskenine r-yinci momentteS, —yakmsaktir denir ve S, —limE(X,—X| =0

m
S,

veya X, — X seklinde yazilir [Ghosal, 2014].

{X,} _, tesadiifi degisken dizisi r-yinci momentte s, yakmsaktir ama X r-yinci

momentte yakisak degildir. Bunu 6rnekte gorebiliriz.

Ornek 3.2.1. Bir {X, }.y tesadiifi degiskenler dizisini asagidaki gibi

tanimlayalim.
{05, P(X,=0)=P(X, =1 n—yJA4, +1<k<nise
T Ho,k}, P(X, =0) =1—k,—{1ve P(X, =k) =kr—{l diger durumlarda

Bu takdirde
1 n- +1<k<nise

e(x,-of)y={2 " V%
i»  diger durumlarda
s

olur ve bu X,—0 olmasmni gerektirir fakat X e r-yinci momentte aligilmig

yakinsak degildir [Ghosal, 2014].

Teorem 3.2.1. {X, },.n dizisi, her n ve sabit M>0 i¢in P(|Xn|£ M) =1 olacak

s?
sekilde bir tesadiifi degiskenler dizisi olsun. Kabul edelim ki X, — X olsun. bu takdirde

m
S;

herhangi bir r >0 i¢in X, — X dir [Ghosal, 2014].
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Teorem 3.2.2. Eger herhangi bir r>0 icin X,—X,Y,—-Y >0 olacak sekilde

m rm m
S S, S

X,—> X ve Y,—>Y ise bu takdirde X, +Y,— X +Y dir.

Ispat. X ve Y non-negatif tesadiifi degiskenler ve r>0 olmak iizere

E(X+Y) <2"[E(X)" +E(Y)"] esitsizliginden elde edilir [Ghosal, 2014].
szm
Teorem 3.2.4. {X, },on dizisi X, — X olacak sekilde bir tesadiifi degiskenler

dizisi olsun. Bu takdirde S, —limE(X,)=E(X) ve S, —limE(X?)=E(X?)dir [Ghosal,
2014].

3.3 Tesadiifi Degisken Dizilerinin Dagiimda S, —Yakinsakhgi

Teorem 3.3.1.{X },cy bir tesadiifi degiskenler dizisi olsun. Ayrica her n igin

f,(X)=P(X, =X), X, ninolasilik kiitle fonksiyonu ve f(X)=P(X =X) de X in olasilik

Sy SH
kiitle fonksiyonu olsun. Eger f,(X)— f(x) ise X,— X dir [Ghosal, 2014].

S
Teorem 3.3.2.{X,},cy bir tesadiifi degiskenler dizisi olsun. Eger X, —X ise

s
X, — X dir, yani olasilikta S, —yakinsaklik dagilimda S, —yakinsaklig1 gerektirir.

Ispat. F (x) ve F(X), srrasiyla X, ve X in olasilik dagilim fonksiyonlar1 ve X < y
olsun.

(X<X) (X, 2y, X<X)+ (X, >y, X <X)
=X X)) (X, 2y)+ (X, >y, X LX)
=P(X<X)<P(X,<y)+P(X, >y, X <X)
=P(X <X)<P(X,<y)+P(X, = X[>y-x, (X, >y, X <Xx)iken)

< (Xo = X|>y-x)
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= F(X) <F,(y)+P(X, - X|>y-x)

s?
=S, —limF(x)<S, -limF (y) (X,—>Xold. S, —limP(X, - X|>y-x)=0)

= F(x) <S5, ~limF, (y)
S, —ﬁFn(y) < F(2) oldugu ise y <z olarak benzer sekilde gosterilir.
y, F(x)  fonksiyonunun  siireklilik  noktast  olsun. Bu  takdirde

lim F(x)= lim F(z) = F(y) olur. Boylece S, —limF,(y)=F(y) elde edilir.
z>y"

X—y~
Simdi Teorem 3.3.2 nin tersinin genelde dogru olmadigmi gosterelim. Yani

dagilimda S, —yakinsaklik olasilikta S; —yakinsakligi gerektirmez [Ghosal, 2014].

Ornek3.3.1.k e[n— \/Z +1,n] icin X, X, aym dagilima sahip tesadiifi
degiskenler olsun.
P(X,=1LX=1)=0=P(X, =-1,X =0)

P(X, =—1 X =1)=%= P(X, =1 X =0)

olmak tizere iki boyutlu (X,, X) tesadiifi degiskenlerinin spektrumu (-1,0), (-1,1),
(1,0), (1,1) olsun. Boylece fy (-1)= fy (1) :% olmak iizere X ninmarjinal dagilimi
X =i(i=-11); f,(0)= fy (1) =3 olmak iizere X in marjinal dagihmi X =i(i =0,1) dir.

Simdi de k ¢[n —\/Z +1,n] icin X, X, ayni dagilima sahip tesadiifi degiskenler
olsun.

P(X,=0,X=0)=0=P(X, =L X =1)

P(X, =1 X =0)=%= P(X, =0,X =1)

olmak {izere iki boyutlu (X,,X) tesadiifi degiskenlerinin spektrumu (0,0), (0,1),
(1,0), (1,1) olsun. Bdylece fy (0)=fy (1) =2 olmak iizere X, nmmarjinal dagilim
X =i(i=01); fy (0)=fy (D) =% olmak tizere X in marjinal dagilimi X =i(i =0,1) dir.

ke[n- \/Z +1,n] tamsayilar1 igin F, (X), X, ninolasilik dagilim fonksiyonu olsun.

Bu takdirde

28



0, x < —1lise
F(x)=13, —-1<x<lise
1 x>1lise

dir.
Simdi de kel, ve kg[n —\/Z +1,n] tamsayilari i¢in F (X) ve F(X) sirasiyla
X ve X in olasilik dagilim fonksiyonu olsun. Bu takdirde

0, x<0Oise
F.(X)=F(x)=4¢3, 0<x<lise
1 x=>1ise
dir.
[-1,0) araligini goz Oniine alalim. Asagida tammli {Y, },.y dizisinin 0 a A—

istatistiksel yakmnsak bir dizi oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi {y, },., dizisini

asagidaki gibi tanimlayalim:

y. = 1, n—\//l_n+1sk£nise
“ o, kelnvekez[n—\//I—nJrl,n]

S;
Aciktir ki {Y, }oy dizisi 0 ’a A —istatistiksel yakmnsaktir. Bu F, (x)—F(x), VX eR

SH
olmasin1 gerektirir  (fakat, lim,_ F, (x)#F(x),vxe[-10)). Bu X,—>X olmasi

gerektirir. Herhangi bir 0 < ¢ <1 i¢in

, keln—4, +1,n]

1
P(X, - X|>¢)=172
(| k | £) {1, kelnveké[n—\//l_n”,n]

Bu S, —limP(X, —X|>¢)#0 oldugunu fakat {X },on dizisinin X e olasilikta

S, —yakinsak olmadigin1 gostermektedir [Ghosal, 2014].

Asagidaki teoremleri ispatlar1 Teorem 2.1.2 nin ispatina benzerdir, bu yiizden bu

teoremleri ispatsiz olarak verecegiz.

S
Teorem 3.3.3{X, }cns X, — X olacak sekilde bir tesadiifi degiskenler dizisi ve c

bir sabit olsun. Bu takdirde
Sd

)] Xn+ci>x +C ve
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S
(b) cX,—>cX,c=0
dir [Ghosal, 2014].

s§ S
Teorem 3.3.4 ¢ bir sabit ise X, —c = X, —>cdir [Ghosal, 2014].

Teorem 3.3.5. Eger {X },cn Ve {Y,}.y dizileri bir olasilik uzaymnda iki tesadiifi

degiskenler dizisi ve ¢ bir sabit ise bu takdirde

54 sp S
M X, =X, Y,—>c= X, +Y, > X +c,,

sg

5P s
(i) X,—>X,Y,—»0=X,Y, >0,

S s? S
(i) X,—>X,Y,»>c= XY, >cX,c#0

sg sP Sg
(iv) X, > X,Y,—>c= X,/Y,—>X/c,c#0 [Ghosal, 2014].

s?
Teorem 3.3.6. Eger {X, },cn Ve {Y.}..\ dizileri X —Y,—0 olmak iizere bir

d d

59 sd
olasilik uzayimnda tesadiifi degigkenler dizisi ve Y, — X ise X, — X dir.

Ispat. ¢ > 0 olmak iizere X,X+e¢, F dagilim fonksiyonunun X tesadiifi degiskenine

karsilik gelen siireklilik noktalar1 olsun. Bu takdirde
P(X, <x)=P(Y, <x+Y,-X,)
=P(Y, <x+Y, = X;Y, = X, &)+ P(Y, <x+Y, - X;Y, - X, >¢)
<SP(Y, <x+¢&)+P(Y, - X, >¢)
=S, —limF, (xX) < F(x+¢)
ve benzer olarak

F(x—¢&)<S, —limF, (X) olur. Boylece F(x)=IlimF, (x)dir [Ghosal, 2014].
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