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OZET
Cesaro Dizi Uzaylar1 ve Bazi Topolojik Ozellikleri

Bu galisma bes béliimden olusmaktadar.

Birinci ve ikinci boliimde sirasiyla, Cesaro dizi uzayimn tarihsel geligimi hakkinda
bilgiler verilmig ve bu ¢ahgmada gerekli olan bazi temel tanim ve teoremler ele alin-
mistir.

Ugiincii boliimde, Cesaro dizi uzaylarimn tanim verilmis, bu uzaylarn baz 6zel-
likleri incelenmig ve ¢, dizi uzay ile aralarindaki iligkiler aragtirilmigtar.

Dérdiincti bolimde, 1 < p < oo igin ces, uzaylarmn yapisi incelenmis ve bu
uzaylarin baz topolojik 6zellikleri verilmistir.

Besinci béliimde, bir modiiliis fonksiyonu ile tamimlanan Cesaro dizi uzay: hakkinda

bilgi verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro dizi uzayi, ces, uzayi, cess, uzayl, £, uzayi, modiiliis

fonksiyonu.

III




SUMMARY

Cesaro Sequence Spaces and Some Topological Properties

This study consists of the five chapters.

In Section 1 and 2, we give some informations about the historical development
of Cesaro sequence space and introduce some fundamental definitions and theorems
which are necessary in this study, respectively.

In Section 3, we give definitions of Cesaro sequence spaces, examine some properties
of this spaces and research the relations between ¢, sequence space.

In Section 4, we investigate the structure of ces, spaces and give some topological
properties of this spaces.

In Section 5, we inform about Cesaro sequence space defined by a modulus function.

Keywords: Cesaro sequence space, ces, space, cesy space, £, space, modulus

function.
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SEMBOLLER LISTESI

Bu ¢alisma boyunca kullanilacak olan bazi semboller asagida verilmistir.

N . Dogal sayilar kiimesi

R . Reel sayilar kiimesi

ces, : Cesaro dizi uzay1

ces,, : Cesaro dizi uzay1 (p = o)
ces; : Cesaro dizi uzay1 (p=1)

h.h.k : hemen hemen her k

4, : p—yinci kuvveti yakinsak seriler uzay1
Lo : Swurh diziler uzay:

f :  Modiiliis fonksiyonu

~ : Denk kiime bagintisi




1.GIRIS

Cesaro fonksiyonu ve dizi uzaylar ilk olarak 1968’de dual uzaymin gosterimini
bulmak i¢in Alman yazarlar toplulugu tarafindan bir problem olarak goriilmistiir.
Daha sonra bu problem 1974’te Jagers [1] tarafindan ¢oziillmiistiir. Jagers [1] bu galig-
masinda 1 < p < oo i¢in ces, uzaymin dualinin izometrik tanmimini vermigtir. Ben-
zer bir sonu¢ 1976’da Ng ve Lee [2] tarafindan p = oo durumu icin elde edilmistir.
Cesaro dizi ve fonksiyon uzaylarmin baz temel sonuglar1 70°li yillarda Shiue [3],[4],
Leibowitz [5], Hassard ve Hussein [6] tarafindan elde edilmistir. Bunun sonrasinda
Cesaro dizi uzaylari, Banach uzayi konusunda ¢ahigan bilim insanlar1 arasinda biiyik
bir énem kazanmistir. Ornegin 1990l yillarda bu uzaylarm cesitli geometrik ozellik-
leri galisitlmigtir. Cui ve Pluciennik [7] Cesaro dizi uzaylarindaki yerel diizgiin kare-
sellesmeme (local uniform nonsquareness) ozelligi iizerinde galigmg ve Meng [8] ile
birlikte ces, uzayinin Banach-Saks 6zelligi ve Rolewicz’in () 6zelligine sahip oldugunu
ispatlamigtir. Cui vd.[9] ces, uzaymin sabit nokta ozelligine sahip oldugunu goster-
mistir. ces, uzaymdaki diger bir bakig 2010 yilinda Saejung tarafindan sunulmustur
[10]. Son on y1l boyunca daha genel uzay olan Cesaro-Orlicz dizi uzaylar kegfedilmigtir.
Astashkin ve Maligranda’nin Cesaro dizi uzaylarinin geometrik ve topolojik zellikleri
tizerine yaptig1 calismalardan sonra Cesaro fonksiyon uzaylari daha ¢ok dikkat cek-

migtir [11],[12],[13]. Son zamanlarda Bakery [14] Cesaro dizi uzaylarimn ideal operatorii

lizerine calisma yapmistir.




2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1. X # & bir kiime ve K ise reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere
+:XxX—-X T KxX-X

fonksiyonlar agagidaki verilen sartlari saghyorsa, X kiimesine K cismi iizerinde bir
lineer uzay (vektor uzay) denir [15].

Her a,b,c € X ve her A\, u € K igin

ya+b=b+a

i) (a+b)+c=a+(b+¢)

iii) Her a € X igin a + 6 = a olacak gekilde bir § € X vardir.

iv) Her bir a € X igin a + (—a) = 0 olacak sekilde bir (—a) € X vardir.

v)la=a

vi) AMa+0b) = Xa + Ab

vil) (A + p)a = Aa+ pa

viil) A(pa) = (Aw)a

Tanim 2.2. V bir lineer uzay ve ) # U C V olsun. Eger U 'nun kendisi bir lineer

uzay ise U’ya V'nin bir lineer alt uzay1 denir [16].

Tanim 2.3. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olmak iizere eger g : X — R doniigiimii
asagida verilen sartlari saglarsa g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay
denir [15].

Vz,y € X icin

i) g(0) =0

i) g(z) = g(~)

iii) g(z +y) < g(=) + 9(y)

iv) g — oy, T — o iken pr — poZo

dir. (iv) sart1 g — pg, g(z —z0) — 0 iken g(pz — pyxo) — 0 seklinde ifade edilebilir.

Eger g(z) = 0 iken z = 6 oluyorsa g ye total paranorm denir.




Tanim 2.4. K cismi iizerinde bir X lineer uzay1 verilsin. Buna gore eger

X — RT

a — |l

doniistimii agagida verilen sartlan saghyorsa |.| doniistimiine bir norm ve (X, |.||)
ikilisine de bir normlu uzay denir [17].

Va,b € X icin

N1) [lalf = 0

N2) |la|| =0 a=10

N3) [[Aall = [Alfla]| (A skaler)

N4) |la+ ]| < [lall + [0l

dir. Eger (N2) a = 0 = ||a|| = 0 seklinde olursa X’ e yarmorm ve (X, ||.||) ikilisine

de yarmormlu uzay adi verilir.

Tanmm 2.5. A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. ilglzf (z) = f(a)
ise f fonksiyonuna a noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A kiimesinin
her noktasinda siirekli ise fonksiyon A {izerinde siireklidir denir. Bagka bir deyisle
f fonksiyonu a noktasinda siireklidir < Her € > 0 icin en az § > 0 vardir oyleki
|z —al <0 =|f(z)— f(a)|] < e olur [18].

Tanim 2.6. A CR, f: A — R bir fonksiyon olsun. A’nin bir £ alt kiimesinin z; < x5
sartini saglayan her z,,z, elamanlan i¢in f (1) < f () ise f fonksiyonuna F iizerinde

artan, f (z1) > f (x2) ise f fonksiyonuna E iizerinde azalan fonksiyondur denir [18].

Tanim 2.7. ¢ = () kompleks terimli bir dizi olmak iizere w biitiin x = (z;) dizilerinin

kiimesini gostersin. « bir skaler olmak iizere

T4y = (2k) + (Y)
ax = (axy)

seklinde tanimlanan toplama ve skaler garpma iglemleri altinda w bir lineer uzaydir.

Buna gore w nin her alt lineer uzayma bir dizi uzay: denir [19].

Tanim 2.8. Her k € N igin |z;x| < M olacak sekilde bir M > 0 reel sayis1 varsa (xy)

dizisine bir smirh dizi denir [18].




Tanim 2.9. Bir (zy) dizisi tstten smurh ise tist siirlarmin en kiigiigiine () dizisinin
supremumu denir ve sup z;, ile gosterilir. Benzer sekilde dizi alttan simirh ise alt sinir-

larimin en biiytigiine dizinin infimumu denir ve inf 7y, ile gosterilir [18].

Tanim 2.10. (X, ||.||) bir normlu uzay ve z = (), X uzaymda bir dizi olsun. Eger

Ve > 0 icin Vk > ng iken

|z — x| <e

olacak sekilde bir ny = ng(e) € N sayisi varsa x = () dizisi 2’e yakinsaktir denir.

z = (z) dizisi x’e yakinsak ise lilgmsk =z veya zj — = seklinde yazilir [17].

Tanim 2.11. (X, ||.||) bir normlu uzay ve z = (z,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 i¢in Ym, n > n, iken

|zm — 2.l <€

olacak sekilde bir ng = ngy(e) € N sayist varsa x = (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[17).

Tanim 2.12. X bos olmayan bir kiime olsun. Asagida verilen sartlarn saglayan bir
d: X x X — R doniigiimiine X kiimesi iizerinde bir metrik denir. (X,d) ikilisine de
bir metrik uzay denir [17].

M1) Va,b € X igin d(a,b) > 0

M2) Va,b € X i¢in d(a,b) =0&a=0b

M3)Va,b € X i¢in d (a,b) = d (b,a)

M4)Va,b,c € X icin d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)

Tanim 2.13. X metrik uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayn bir elemanina yakinsi-

yorsa X metrik uzay1 tamdir denir [17].

Tanim 2.14. (X, ||.||) normlu uzayimda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayr denir [17].

Tanim 2.15. X bostan farkli bir kiime ve 7, X ’in alt kiimelerinin bir smfi olsun.

Buna gore eger asagidaki ii¢ sart saglanirsa 7 simfina X kiimesi iizerinde bir topoloji

ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir [20].
T1) X,0 ¢ 7




T2) Uy, Ury, .., Uy, € 7 ise _ﬁlUkj e,
]:
T3) Her j € I igin Uy; €7 ise 'UIUk" €T
j€
T2 ve T3 sartlarina gore 7 simfi sirasiyla sonlu kesigime ve sonsuz birlegime gore

kapalidir.

Tamm 2.16. 1 < p,q < oo ve ;}4—% =1 olsun. ag, by >0, (k= 1,2,...,n) olmak iizere

n n 1/p n 1/(]
San<(3a) ()
k=1 k=1 k=1
esitsizligine Holder esitsizligi denir [21].

Tanmm 2.17. i) p>1ve k= 1,2,...,n icin az, by > 0 ise

n 1/p n 1/p 1/p
[Z (ar +0)"| < l:Z a,ﬂ} + [Z blﬂ}

k=1 k=1 k=1

3

esitsizligi saglanir.

) 0<p<lvek=12, .. nicn a by > 0ise

S (o <Yt + 30
k=1 k=1 k=1
esitsizligi saglanir. Her iki egitsizlige de Minkowski esitsizligi denir [21].

Tanim 2.18. Herhangi bir u ve v vektorleri igin ||u + v|| < |Ju|| + ||v| esitsizligine
Minkowski esitsizligi denir [22].

Tanim 2.19. (a,) dizisi verilmis olsun. Genel terimi s, = a1 + ag + - - - + a,, seklinde
tamimlanan (s,) dizisini goz oniine alalm. ((a,), (s,)) ikilisine seri denir. a,, terimine
serinin genel terimi, (s,) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (s,)
kismi toplamlar dizisi bir s sayisina yakinsak ise, yani lim s, = s ise ((a,,) , (s,,)) serisine

yakinsak ve serinin toplami s dir denir. Yakinsak olmayan bir seriye iraksaktir denir

[23].

Teorem 2.20. Her £ € N igin a,, > 0, by > 0 ve ax < Cby, olacak sekilde bir C sabiti
mevcut olsun [23]. O halde kargilagtirma testi geregince

(i) > by yakinsak ise S a;, yakimsaktir.

(ii) > ap waksak ise S by wraksaktir.
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Tanim 2.21. S = () veya bir n dogal sayisi igin S = {1,2,...,n} ise S kiimesi sonludur
denir. Sonlu olmayan kiimeye sonsuz kiime ad1 verilir. .S bir sonlu kiime veya S ~ N

ise S’ye sayilabilir kiime denir [18].

Tanmm 2.22. (f,) A iizerinde diizgiin siurhdir < Her n € N ve Vz € A i¢in
| fn (z)] < M olacak sekilde bir M sayis1 vardir [23].

Tanim 2.23. Her z,y € R icin |z + y| < |z| + |y| esitsizligine tiggen esitsizligi denir
[22].

Tanimm 2.24. X bir topolojik uzay olsun. Bir z € X noktasmin bir komgulugu
z € G olacak gekilde X ’deki herhangi bir agk G kiimesidir. Bir F' C X kiimesine,
eger tiimleyeni acik ise kapahdir denir. Bir A C X kiimesinin A kapamg1 A kiimesini
kapsayan biitiin kapali kiimelerin arakesitidir. Bir A kiimesinin A° i¢i A kiimesinde

kapsanan biitiin agik kiimelerin birlegimidir [16].

Tanim 2.25. X bir topolojik uzay olsun. Eger A kiimesinin ici bog ise A C X
kiimesine higbir yerde yogun degildir denir. Eger A = X ise A C X kiimesi X ’de
yogundur denir. Eger X sayilabilir yogun bir alt kiime iceriyorsa X ’e ayrilabilir uzay

denir [16].

Tanim 2.26. X bir kiime olsun. X in bir A siifi i¢in agagidaki ozellikler saglaniyorsa
bu A simfina X iizerinde bir cebir denir.

10, XeA

(i) Hre Fe Aigm EC=X—-E€ A

(iii) B, € Aise Up_ By € A

Eger (iii) de her k € N i¢gin F), € A iken U2 F), € A sart1 alimrsa A cebirine bir

o—cebiri denir [24].

Tanim 2.27. X bir kiime ve A da X {izerinde bir o—cebiri olsun. (X, A) ikilisine
bir olgiilebilir uzay, A daki herbir kiimeye de A—ol¢iilebilir kiime veya 6l¢iilebilir kiime
denir [24].

Tanim 2.28. (X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonunun 6lgiilebilir

olmast icin gerek ve yeter sart her @ € R igin f! ((0,00)) ={z € X : f(z) >a} € A
olmasidir [24].




Tanmim 2.29. Bir z = () dizisi verilsin. Bu dizinin terimleri bir K 6zelligini sifir
yogunluklu bir kiime hari¢ biitiin & lar icin saglarsa, (z;) dizisi hemen hemen her k

igin K ozelligini sagliyor denir ve “h.h.k” seklinde gosterilir [25].

Tanim 2.30. Tanim bélgesi bir X vektor uzayinda, deger bolgesi ise X in bir K cismi

icinde bulunan bir f operatoriine fonksiyonel denir [17].

Tanim 2.31. (z;) kompleks terimli bir dizi olmak tizere kuvvetli (C, 1) —toplanabilir

dizilerin veya L € R sayisina Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

1 n
[C)1] = {x: (zn): 3L €R, lim ;{Z’xk—l" :0}
k=1
seklinde tanimlanir [26].

Tanim 2.32. Asagidaki sartlan saglayan bir f : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonuna modii-

liis fonksiyonu denir [27].

i) f(z) =0 ancak ve ancak = = 0,

i) z,y > 0icin f (z+y) < f(z)+ f (),
iii) f artandir,

iv) f fonksiyonu z = 0 noktasinda sagdan siireklidir.

Bir modiiliis fonksiyonu smirlt veya siirsiz olabilir. Ornegin, f (z) = 27, (0 < p < 1)
siursiz ve f () = = simrhdir.

f1 ve f2 modiiliis fonksiyonlar1 oldugu zaman f; + fy’nin de bir modiiliis fonksiyonu
oldugu kolayca goriilebilir. Bu yiizden 7 pozitif tamsayl olmak iizere f fonksiyonu,

kendisinin ¢ carpimiyla bir f modiiliis fonksiyonunun birlesimi de ayrica bir modiiliis

fonksiyonudur.




3. CESARO DiZi UZAYLARI

Bu béliimde verilen ces, Cesaro dizi uzay1, Shiue [4] tarafindan tanimlanmis ve bu

uzayin ces., Cesaro dizi uzayi ile arasindaki baz iliskileri incelenmistir.

Tanim 3.1 ces, uzay, tim a = (a1, as, ..., @y, ...) reel say1 dizisi ve 1 < p < oo i¢in

ces, =S a: (ar) : |lall, = (Z GLZW) ) < 00 (3.1)

n=1

ile tanimlanir. 28]

Tanum 3.2 ces, uzayi, tiim a = (a1, as, ..., Gy, ...) reel say1 dizisi ve p = co i¢in

ces, = {a = (ay) : supl Z |ak|% < oo} (3.2)

mn
n>1 E—1

ile tanimlanir. 28]

Teorem 3.3 ||a||, normu ile ces, uzay1 bir normlu lineer uzaydir.[28]

Ispat a,b € ces,, ve a € R olmak iizere

a+b=(ay,az,..,0n,...) + (b1, b2, ..., by, ...)
= (a1 + by, a2 + ba, ..., an + by, ...)
aa = a(ay,az, ..., A, -..)
= (aay, aag, ..., aay,, ...)
ile tanimlanir.
la + bl < oo oldugu agagidaki gibi ispatlanabilir.

(3.3) denklemiyle agiktir ki ces, uzay1 bir lineer uzaydir.

3 =

lal, = 0= (i (%}iw)) —0 (3.4)

n=1

— Z(%Zw) ~0

n=1 k=1




1
= E:zz:'ak[=:0
k=1

= \akl =0
= ap =0
diger yandan eger a = (a1,a2,...,ay,...) =0 veya a; = ay = a3 = --- = 0 ise ||a,| = 0

‘dir. Bu gosterir ki [|a,|| = 0 ’dir ancak ve ancak a = 0 dr.

a € R olsun.
laal, = (Z (—1- > |aak|) -
= |of (i (%Xn]aq) ) (3.5)

yazihr. Bu da [jaal|, = |a| |||, oldugunu ispatlar.

a, b € ces, olsun.

a+b=(as+by,az+bay...,an + by, ...) (3.6)
1se buradan 1
o 1 n p P
la+8ll, = (Z (gz ox +bk|) )
n=1 k=1
dir veya,
oo 1 7 p i
(Z (“ >l + bkl) > (3.7)
n
n=1 k=1
dir. .
0] = =5 Ja
" n
k=1
oldugundan

o " = (%Zw)
k=1

Sl = (%Z mt)

n=1 k=1

dir. Buradan

9




elde edilir ve

2”: |a,€|) ) ” (3-8)

3|

n=1 n=1
! 1 -
Bl == loul
n
k=1
1 N
) v o0 1™ »
(ZI%I”) = (Z (—Zibkl) ) 3.9)
n=1 n=1 nkZl
elde edilir. Bu yiizden (3.8) ve (3.9) denklemlerinden

R
(n ( Zlakl) ) (i (%; ‘bk‘>p>% (3.10)
(3.7)

denklemi ile ticgen esitsizligi kullanilarak

Benzer gekilde

olsun. Boylece

—~

M8 7

elde edilir. Simdji, (

(i (%imwkl)p); < <§: (%anlaﬂ“‘%ibk)p)% (3.11)

n=1 k=1 n=1 k=1 k=1
= (Z(Ialﬂb l))
n=1

bulunur. Minkowski esitsizligi ile, (3.11) denklemi

1

< (iﬂ%!)p) p+ (Z(\%DI) R (3.12)

n=1 n=1

<Z (lanl + lbél)p>

n=1

ile gosterilir. (3.11) ve (3.12) denklemlerinden

<Z( }jww) ) < (gmzzw); " (gw)w”)

elde edilir. (3.10) denklemi ile de

B <S5 - £l

10

S e




yazilir. Bu durumda
lla +oll, < llall, + (o],

oldugunu ispatlar ve [|af, ,|b]l, < co oldugundan [la + b]|, < co oldugu agiktar. (3.4),
(3.5) ve (3.6) denklemleri ile bu teorem ispatlanmugtir. Simdi her normlu lineer uzay:
la — b||; ye esit olan a ve b arasindaki uzaklik ile bir metrik uzay olarak kabul edilebilir.

lla +0ll, <lall, + [|b]l, oldugundan
la = bll, < lla —c+c—bll, < fa—cll,+lc-bl,

yazilir. Bu “l|aall, = |a| [|al, ve ||a]l, = 0 ancak ve ancak a = 07 ifadesi ile birlegtiri-

lerek agagidakini ispatlar.

Sonug 3.4 ces, uzay1 bir metrik uzaydir.

Teorem 3.3 ve Sonug 3.4’den agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.5 ||a||, normu ile ces, uzay1 bir lineer normlu uzaydir.

Benzer gekilde agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.6 ||a||_, normu ile ces,, uzay1 bir lineer normlu uzaydir.

Maalesef, Holder esitsizligi ces, uzayinda saglanmaz. Asagidaki sekilde verilen

a= <~1—,0,0,0,...)
2

reel say1 dizisini inceleyelim. Buradan

(3.13)

11
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elde edilir. Bu yiizden (3.13) denklemi sonlu ve p > 1 igin [lal|, < oo dir. Boylece

p>1igin a € ces, dir. 1 <p <00, 1< g <ooigin 7+ 7 =1 olmak iizere
b=(1,0,0,..)

reel say1 dizisini inceleyelim. Buradan

N 1
! 1 1 9
loll, = wu =145+
n=1 L,:
0 .
_ ( i) (3.14)
nd
=1
_1_
yaziir. ¢ = ;% > 1 oldugundan i# < oo dur. Boylece (3.14) denklemine gore
n=1

b € ces, anlamina gelir. Fakat

labll, =

3
Il
—
Il
-

[~
TN
S
?.. -
=
=
o~
=
—

1 1/1 1/1 1/1 ’
- 5*5(5)*5(5 +z(5>+---
= l<1+1+1+1+...>

2 2 3 4

1

2

]2
S
!

2

\,

3
Il

MA

denklemi dikkate almirsa ||ab||; sonlu degildir. Buradan

lablly > Ylall, N0l

yazilir. Buradan gu sonug gikarilir ki 1 < p < oo i¢in Holder esitsizligi ces, uzaymda

saglanmaz.

Tamm 3.7 1 < p < oo igin £, uzay1 tim a = (a1, a9, , ..., Gn, ...) reel say1 dizisi ve

lal, = (Z w)p

1 <p<ooigin

ile gosterilir.
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Onerme 3.8 a € £, uzay1 olsun. Buradan.

(S (25m)) <2 (S

yazilir. Bu ispat [29] referansinda bulunabilir.

Teorem 3.9 p > 1 i¢in 4, C ces, dir [4].

1 1

s . 0 P s P
Ispat. Onerme 38 ile a € ¢, = (Z \ak|p) < 0o veya —B—p_l (Z lak!p) < 00
k=1 k=1

dur. Yani a € ces, dir. Bu soru dogal olarak “p = 1 i¢in Teorem 3.9 dogru mudur?”
sorusunu agiga cikarir.

Cevap olumsuzdur. Bunun icin agagidaki ornegi inceleyelim.
Ornek 3.10 o = (1,0,0,0,0...) ile verilsin. Buradan 3 |ax| = 1 veya lall, < oo dur.

k=1
Boylece a € [y dir. Diger yandan

S5 -Si-

oldugundan a ¢ ces; dir. Bu sonug ayrica agagidaki sonucun uygulamasiyla anlagihr.

Teorem 3.11 Eger 3 |ax| > 0 olmak iizere a € ¢; ise a ¢ ces; dir.
k=1

Ispat ac 4, oldugundan > |ay| < oo olur ve boylece n ’e gore diizgiin siurh olarak
k=1

> lax| < oo elde edilir. b, = £ 3" |ay| olsun. Buradan
k=1 k=1

yazilir. Boylece

—171 kzi = lag] < o0
n n k=1

oldugu goriiliir. Buradan Z% wraksak oldugundan )b, de wraksaktir. Boylece
n=1

n=1

Z (%Z M’kl) = an

iraksaktir.
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4. ces, UZAYININ BAZI TOPOLOJIK OZELLIKLERI

Bu bélimde 1 < p < oo i¢in ces, uzaylan ile ilgili olarak Leibowitz [5] tarafindan

arastirilan bazi kapsama bagmtilar1 ve topolojik ozellikler verilmistir.
4.1. ces; »Uzay1

[4] 'de, 41 in ces; uzayma ait tek elemaninin sifir dizisi oldugu gosterilmistir.
Teorem 4.1 ces; uzay1 {0} asikar uzayidir.

Ispat Farz edelim ki a = {an}]" ve en az bir N dogal sayis1 i¢in ay # 0 olsun.

1 n
b= > laul
k=1

alalim. Her n > N i¢in

n

nbn:ZICLk|ZCLN>O

k=1
[ee] o
dir. Béylece pozitif seriler i¢in karsilagtirma, testi geregince > b, > 5 lan|.2 = oo ve

n=1 n=1

> by wwaksaktir. Bu yiizden a ¢ ces; dir.

4.2. Baz1 Bos (gap) Diziler

Bu kisimda 1 < p < oo icin ces, uzayimn kesin alt uzay1 olarak ¢, uzayiu icerdigi

ornekler gosterilecektir.

Ornek 4.2 {a;} dizisi

n, k=n?ise
0, k+#n?ise

seklinde tammlansm. Agiktir ki a ¢ £o, dur. Diger yandan , n? < N < (n+ 1) icin

N n? n?
1 1 1
== =Y a< 5> a=b, 4.2
0< bN N 2 ag N - ag 2 - ag 2 ( )

ise

1 1 1 1
b= gD ae= gD k=5l <1 (1)




(4.3) yazlabilir. Bu yiizden b € £, dur. Boylece a, ces,, ’ a aittir. Sonug olarak £

uzaylmn ces,, uzaymnin kesin alt uzay1 oldugu sonucuna varilr.

Ornek 4.3 1 < p < oo olsun ve m, -2_% =245 - den daha biiyiik bir tamsay1 olsun.

k¢ {n™:n:1,2,..} igin apm =n, a =0 tammlansm ve

1 n
5N:N;lak|,N=1 2

olsun. Agiktir ki eger n™ < N < (n +1)" ise 8y = ”("H dir. Boylece

> > n(n+ 1)\
SN DY (—~( N >) (44)
N=1 N=1 \nm<N<(n41)™
yazilir.
Her i¢ toplamda (i’ltl—))p den biiyiik olmayan herhangi bir (n 4+ 1)™ — n™ terimi

m

vardir. Bu yiizden
S > f - (2220 (49

(n + 1)m ™ = Z (:?) nm—k S Cnm—k

k=1

dir. Burada C' = 3 (") sayis1 herhangi bir m ’ye bagh olan fakat n 'ye bagh olmayan
k=1

bir sabittir ve n (n + 1) < 2n? dir. Bu yiizden (4.5) denklemi

N=1 n=1
halini alir. Burada

t=-m+mp—2p=m(p—1)—2p>0

dir. Boylece (4.6) denklemi ile {8y}, £, 'ye aittir.
Buna gore £, uzaymin, ces, uzaymn kesin alt uzayl oldugu sonucuna varilr.

(a = {a} dizisi ces, nin bir elemamdir fakat a ¢ £, oldugunda a ¢ £, dur.)

p <7 iken ¢, C £, oldugundan, p < r iken ces, C ces, oldugu goriiliir. Ayrica
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iken [lak ||y < llakll, dir.(Bu esitsizlik tim k € N sayilan i¢in a = 0 olmadif siirece
degismezdir.)

Ayrik p icin ces, uzaylarn ayriktir. Kabul edelim ki 1 < p < r < oo ve
ap = n"%, (n=1,2,..) olsun. Buradan a = {a,} dizisi £, ye aittir ve bu yiizden
ces, ye aittir. Diger yandan b, = %Xn: |ax| Cesaro ortalamalar dizisinin p. kuvvetten

k=1
toplanabilir olmadigy gosterilebilir. n bir ¢ift tam say ise

L T 1 1 n 3 -3
Sk > / TP dr = —— (nl—s - (3) ) = on (4.7)
k=1 % 1 B ;
elde edilir. Burada ¢ = ]—;f—i (1 - (%)1—%> > 0 dir. Bu yiizden de b,, > cn”v dir. Sl

raksak oldugundan b ¢ £, dir. Bu yiizden a, ces, 'ye ait degildir.

4.3. Yogunluk

Her pozitif k£ tamsaysi i¢in ¢, Kronecker delta olmak iizere ey, (ek)n = 0k, elemanh

dizi olsun.

Onerme 4.4 Sonlu ve sifirdan farkh diziler 1 < p < oo icin ces, ’de yogundur.

n
a— ) age
k=1

— 0 dir.
c(p)

Gergekten eger a = {a,}]" ise, n — oo iken

Ispat {0,,} , @ 'min mutlak deger dizisi icin Cesaro ortalamalar dizisi olsun ve sabit

ortalamalar dizisi olsun. Buradan

Tm = 0 (1Sm§n)> (48)
Toak = |anir| o +lan] (B=1,2.)
n+k tane

n
elde edilir. Aciktir ki 7,45 < 0,45 dir. Bu yiizden ces, de a— ) axe, nin normu
k=1

1 1 i
(Z Ti+k> p s (Z Oi+k> p = ( Z 05)“) (4.9)
k=1 k=1 m=n-+k

seklindedir. Bir yakinsak serinin kalan terimleri 0’a yaklagtigindan ve > of yakinsak
m=1
oldugundan (4.9) denklemi

n
a — E A Cr

k=1

=0 (4.10)
o(p)

lim
T—>00
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halini alr.

Uyar1: Acgiktir ki Onerme 4.4%iin ifadesi p = oo igin yanhstir. Ornegin (1,1,1, ...) dizisi

n
ces,, uzaymda her sonlu > agey toplamindan en az 1 birim uzakliktadir.
k=1

Onerme 4.5 Eger 1 < p < oo ise ces, ayrilabilirdir.

Ispat: Eger S, skaler bir cismin sayilabilir bir yogun alt kiimesi ise S ’deki sonlu ve
sifirdan farkl diziler, her sonlu p > 1 igin ces, nin sayilabilir bir yogun alt kiimesinden

olusur. Bu yiizden ces, bir aynlabilir uzaydir.
4.4. Tamlik
Onerme 4.6 1 < p < 0o olmak iizere ces, uzaylarmm her biri Banach uzayidir.

Ispat. ces, nin kendi normu ile tanimh metrige gore tam oldugunu gosterelim. Verilen
bir a dizisi ile tammh Cesaro ortalamalar dizisi i¢in o (a) dizisini o (a), Zaj

seklinde yazalim.
Farz edelim ki {a(”)}, ces, de bir Cauchy dizisi olsun. € > 0 igin bir ng tamsayisi

vardir oyle ki n,m > ngy icin Ha(”) — a(m)HC(p) < e dir. Yani eger p sonlu ise

P
1 n ™
Z (]_V-Zla’(“)“aé )0 <e (n,m>ng) (4.11)
=1 k=1

veya p = 00 i¢in

Sllp (N Z I (n) (m

yazilir. (4.11) denkleminden

) <e (n,m>ny) (4.12)

o (a™) =& (at™) “C(p) <e (n,m > ny) (4.13)

elde edilir. (4.13) ile {oa®™}, ¢,’de bir Cauchy dizisidir. £, tam oldugundan £, de
Ha (a(”)) - pr — 0, n— o0 (4.14)

denklemini saglayan bir b elemam vardir. ¢, deki yakinsaklik, bilesensel (component-

wise) yakinsakligi ifade eder. Bu yiizden
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b = lim o (a®™), = lim > -llga(”) (her k icin) (4.15)

TL—00

yazihr. (4.15)’i kullanarak her k icin lim a,(cn) limitinin mevcut oldugu ve bu limitin

n—00

bp = 0 olmak tzere kb, — (k — 1) by_1’e esit oldugunu soyleyebiliriz. a, = kb, —

(k — 1) by—y olarak bir a = {a,} dizisi tammlayalim. Buradan

ar = lim o™ (her k icin) (4.16)
yazihir. Eger p = oo ise (4.12) denkleminden, eger n,m > ng ise her N igin

N
*]lv]; a,(cn) — a,(cm)} < € oldugu bulunur. m — co iken

T
¥
k=1
sonucuna varilir. Boylece her N igin
Lo |
aggn) — aki + N; ’akn

dir. Yani a, cesy’a aittir. (4.17) denkleminde her N tizerinde supremum olarak, her

agl) - akl <e&, N(n,m>mng) igin (4.17)

N

1 N
o lad <>

k=1 k=1

<e+ ”a(”) ||c(oo)

n > n, igin Ha(") - a”c(oo) < ¢ elde edilir. Bu da ces,, da a!™ — a demektir ve cesy

un tamhigimi kamtlar. Eger 1 < p < oo ise (4.11) denkleminden her pozitif M tamsayisi

icin

M 1 N P
Z (1—\[-}: ‘agl) - a,(im)‘) <&’ (n,m>ng). (4.18)
N=1 k=1

elde edilir. (4.18) de limit alarak ve (4.16) kullamlarak

M 1 X P
Z (-]—\[-Z a}cn) — akD <e? (n>mngp) (4.19)
N=1 k=1

elde edilir. (4.19) her M icin dogru oldugundan

co N p
Z (iz lagl) — akD <&’ (n>ng) (4.20)
=\ N

bulunur. Fakat (4.20) denklemi iddia eder ki eger n > ng ise a'¥) — a ces,’ye aittir ve

en ¢ok ¢ da norma sahiptir. ces, bir lineer uzay oldugundan a = at — (a(”) — a) nin
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ces, ye ait oldugu anlagilir. (4.20) denkleminden a™ nin ces, de a’ya yakisak oldugu

sonucuna varihir. Bu da 1 < p < 0o igin ces,’nin tamligim kantlar.

Tamlik ispatmin temeli eger ces, uzaymda a{™ — a ise her k igin lim ai ™ = g

oldugunu gozlemlemektir. Bu da koordinat fonksiyonlarimin 1 < p < oo igin ces,

tizerinde lineer siirekli fonksiyoneller oldugunu ifade edebilir. [Eger a(™ — a ise £, de

o (a(”)) — o (a) dir. Bu yiizden bilegenseldir. Boylece her N igin

N
S Za(n) ;a’f

(n) _

dir. Kolay bir tiimevarimla her k icin lim a;" = aj oldugu anlagilr].

n—oo
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5. BIR MODULUS FONKSIYONU iLE TANIMLANAN CESARO Dizi
UZAYI

Bu béliimde f bir modiiliis fonksiyonu olmak iizere Bala [38] tarafindan tanimlanan
cesp (f) dizi uzay verilmistir. Bu uzayin cesitli cebirsel ve topolojik 6zellikleri ve belirli
kapsama bagntilar1 Shiue [4], Sanhan ve Suantai [31] ve Leibowitz [5]'in cesitli bilinen
sonuglar1 Bala [38] tarafindan genellegtirilerek incelenmigtir.

Ruckle [34] F'K uzaylarmin

L(f) = {fc= () = > f (lza]) <OO} (5-1)

k=1
seklinde tanimlanan bir siifini olusturmak icin bir f modiiliis fonksiyonunu kullan-
mustir. L (f) uzayi, her z > 0 igin f (z) = x alimarak elde edilen ¢; uzay ile yakindan
iligkilidir.

w ve {p sirasiyla tiim skaler ve reel dizilerin uzaylarini gostersin. 1 < p < oo igin,
(5.2) ile taniml Cesaro ortalamalar dizi uzay1 (5.3) normu ile bir Banach uzayidir.

cesp = {r A {2 (% i lxk|> < oo} (5.2)

n=1

ol = (i <%ZII)) 53)

n=1

Cesaro ortalamalar dizi uzay1 ve ces,’nin baz geometrik ozellikleri bir¢ok yazar
tarafindan cahigilmigtir. Sanhan ve Suantai [31], p = (p,) pozitif reel sayilarm siirh
bir dizisi olan bir genellestirilmis Cesaro ortalamalar dizisi uzayin ¢aligmigtir.

J bir modiiliis fonksiyonu ve p = (p,) pozitif reel sayilarin siirh bir dizisi olsun.
Bir f modiiliis fonksiyonunu kullanarak, Cesaro ortalamalar dizi uzay1 ces, (f) ’yi

o) n Pn
cesp(f):{a:Ew:Zlf (%Z]xd)} <oo} (5.4)
n=1 k=1
seklinde ele alalim. Baz: iyi bilinen uzaylar f ve p nin 6zellegtirilmesiyle elde edilir.

(4) Eger her n igin f(z) =z, p, =p (1 < p < 00) ise ces, (f) = ces, dir [4].

(1) Eger f (z) = z ise ces, (f) = ces, dir [31].

Asagidaki esitsizlikler bsliim boyunca gereklidir [15]. p = (px) pozitif reel sayilarin

siirl bir dizisi olsun. Eger H = sup,, p, ise herhangi bir a, ve b, kompleks sayisi i¢in
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lar, + bi["* < C (Jag”* + |b&]*), (5.5)

saglanir. Burada C = max (1, oH "1) "dir. Ayrica herhangi A kompleks sayis: i¢in

IAPE < max (1, mH) . (5.6)

dir.
5.1. ces, (f) Uzaymin Lineer Topolojik Yapisi

Bu kisimda yukarida tanimlanan dizi uzaymmin baz cebirsel ve topolojik ozellik-
leri incelenmigtir. ces, (f)nin 6zelliklerini aragtirmak igin, (pn) smirh bir dizi kabul

edilecektir.

Teorem 5.1. Bir f modiiliis fonksiyonu i¢in, ces, (f) uzay1 kompleks C cismi {izerinde

bir lineer uzaydir [38].

Ispat z,y € ces, (f) olsun. ), € C igin M, ve N, tamsayilari vardir &yleki [A| < M,
ve |u| < N, dir. Modiiliis fonksiyonun tammindaki (i¢) ve (i) sartlarmdan ve (5.5)
ile (5.6)’e esitsizliklerinden

i [f (;17: Zn: | ATy, + Myklﬂ

n=1

< max (1,257Y) max (1, M7 i[ ( ilazﬂ)} (5.7)

n=1

+max (1,2771) max (1 NH)i[ ( iiykﬂ

n=1
yazilabilir 6yle ki Az + py € ces, (f) ’dir. Bu da ces, (f) nin C cismi iizerinde bir

lineer uzay oldugunu ispatlar.

Teorem 5.2. H = sup p, < co ve M = max (1, H) olmak iizere ces, (f) uzay1

1

oG egl)

ile verilen paranorm ile bir topolojik lineer uzaydir.
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Bu ispat standart teknikler kullanilmasiyla yapilabilir ve gercek su ki paranormlu
uzay bir topolojik lineer uzaydir [39].

Teorem 5.3. H = sup p, < co ve M = max (1, H) olmak iizere ces,, (f) dizi uzay:

1

g(w)=<i [f (%Zlm)] ) : (5.9)

verilen paranorm ile bir Frechet uzaydir [38].

Ispat Teorem 5.2 ye benzer sekilde ces, (f) nin tamhg: ispatlanabilir. (x(s)) , ces, (f)

'de bir Cauchy dizisi olsun. Buradan s,t — oo iken g (:c(s) — :c(t)) — (’dir. Yani

[ ( ' (s) _ (t)

saglanir. Bu da her sabit k icin s, — oo iken lx,(:) — :c(t)

)] — 0 s,t— oo iken (5.10)

— 0 anlamindadir ve bu

ylizden ( (s )> her sabit k i¢in C cisminde bir Cauchy dizisidir. C cismi tam oldugundan
her k i¢in s — oo iken x( D oldugu soylenebilir. (5.10) denkleminden her € > 0

i¢in bir K dogal sayis1 vardir 6yleki

(3
k=1

n=1

Pn
)} <eM st> K igin (5.11)

elde edilir. Herhangi sabit bir NV dogal say1si i¢in (5.11) denkleminden

N (s) ()
> |Gkt -t

n=1

pn
)} <&M s,t> K igin (5.12)

yazilir. Yukaridaki ifadede ¢t — oo alinarak

N n Pn
1
E [f (ﬁ g ‘xf) — xkl>} <eM s> K icin (5.13)

n=1

bulunur. IV keyfi oldugundan N — oo alimmasiyla

[ ( ’ —ka oM s> K icin (5.14)

elde edilir. Yani s > K icin g (3;(3) - a:) < g’dur.
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z € ces, (f) oldugunu gostermek igin, sabit bir ng ve t > K olsun. %2 < 1 ve

M > 1 oldugundan Minkowski egitsizligini ve f’'nin tanim kullamlarak

Tl
k=1

n=1 |
ng [ 1 n bn ﬁ
- - _ (t) ()

IN
S~y
[
8
o~
l
:~HA
Nt

S (23— af )+f(,3 n lxﬁf’ﬂ ) (5.15)
n=1 [ nk: n k=1

no | n Pn J\i/i 7o n Pn ﬁ
Sl Gal-)]) (Gl Cxke)])

n=1 | nk:l n=1 nk:l

< e+g(z¥).
sz

vakinsaktir. Bu yiizden z = (xy) € ces, (f) ve bu uzay tamdir.

IN

elde edilir. Buradan

5.2. ces,(f) Uzaylar1 Arasindaki Kapsama
Burada ces, ( f) uzaylan arasindaki baz1 kapsama bagtilar1 incelenmigtir.

Teorem 5.4. Her n icin 0 < p, < ¢, < oo olmak iizere eger p = (p,) ve ¢ = (¢n)

pozitif reel sayilarin sinirli dizileri ise herhangi f modiiliis fonksiyonu i¢in

ces, (f) C ces, (f)

dir [38].

00 n Pn
Ispat. = € ces, (f) olsun. Buradan 3 [f <7—11 > ll’k') < oo’dir. Bu da baz sabit

n=1 k=1
ng € N igin n > ng olmak iizere m’'nin yeterince biiyik degerleri igin

f <% > |xk1> < 1 anlamina gelir. f artan ve p,, < ¢, oldugundan
k=1

£ ()] < E ) =

n>ng k=1 n>ng k=1

yazilabilir. Bu da z € ces, (f) oldugunu gosterir ve ispat tamamlanr.
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Teorem 5.5. 0 < r,,t, < 00 ve p, = min(r,,t,) olmak iizere eger r = (r,) ve
t = (t,) pozitif reel sayilarm smirh dizileri ise herhangi f modiiliis fonksiyonu icin

ces, (f) = ces, (f) Nces; (f) dir [38].

Ispat Teorem 5.4.’den
ces, (f) C ces, (f) Nces: (f)

oldugu anlastlir. Herhangi A kompleks sayist igin |A["* < max (JA|™, |A|"*) dir. Boylece

ces, (f) Nces, (f) C ces, (f)

dir. Bu da ispat1 tamamlar. Sonug olarak ces, (f) nin garpanlariyla ilgili baz bilgiler
asagida verilmistir. Herhangi E diziler kiimesi i¢in F’nin ¢arpanlarmn uzay1 M (E)
ile gosterilir ve

M(E)={a€cw:ax € E, her x € F igin} (5.16)

seklinde tanimlanir.

Teorem 5.6. Eger H = sup pp < oo ise herhangi f modiiliis fonksiyonu icin £, C
M (ces, (f)) vardir [38].

Ispat a € £, olmasi her k ve baz1 K > 0 icin lag| < 1+ [K] demektir. z € ces, (f)

}O:O: {f (%anhkm\)} < (1+ [K])Hi {f (%Z\xﬂ)] (5.17)

n=1 k=1 n=1

anlamindadir. Bu da £,, C M (ces, (f))’yl verir.

5.3. ces, (f¥) Dizi Uzay1

ces, (f) uzaymda f'nin yerine f¥ bileske modiiliis fonksiyonunu alarak ces, (V)

bileske (composite) uzay1 agagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanim 5.7. Sabit v dogal sayis1 icin

ces, (f¥) = {x Ew: i {f“ (%i [awﬂ)} < oo}. (5.18)
k=1

n=1

tanimlansin [38].
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Teorem 5.8. Herhangi f modiiliis fonksiyonu ve v € N icin

() Eger Jim I — 5> 0 ise ces, (f*) C ces, (f) 'dir.

(ii) Eger her ¢t > 0 igin pozitif bir « sabiti vardir oyleki f(t) < ot ise
ces, (f) C ces, (f¥) ’dir [38].

Ispat (i) Maddox [33] ’daki Onerme 1’in ispatindan

8= 1imf9 :inf{f—%z:t>0} vardir 6yleki 0 < 8 < f(1)

t—oo

dir. 8 > 0 olsun. B’nin tammuyla her ¢ > 0 igin St < f () vardir. f artan oldugundan
B* < f2tdir. Bu yiizden kapsama ile 8t < fUt’dir. = € ces, (f°) olsun. (5.6) esitligi

kullanilarak

i l:% n lml} < i [ﬁvva (%zn: 33:&)} (5.19)

n=1 =1 n=1 k=1
< max (1, B'”H) Z [f“ (%Z ‘@k')}
n=1 k=1

yazilir. Buradan z € ces, (f) ’dir.

(i7) Her t > 0 igin f (¢) < ot oldugundan ve f artan bir fonksiyon oldugundan, her
v € Nigin f¥(t) < o (t) vardir. z € ces, olsun. (5.6) esitligi kullamlarak

[f“ (;1;2”: [m|>] < max (1, a"") Z {%Z kal} (5.20)

n=1 k=1

o0

n=

yazilir. Bu yiizden z € ces, (f)’dir.

Ornek 5.9. Her ¢t > 0 icin fy (t) =t + 3 ve fo (t) = log (1 + t) sirasiyla Teorem 5.8
deki (i) ve (i7) ile verilen sartlar saglar [38].

Teorem 5.10. m,v € N olsun dyleki m < v dir. Eger her ¢t > 0 igin bir o pozitif
sabiti vardir dyleki f (t) < at ise,

ces, C ces, (f™) C ces, (f") (5.21)
saglanir [38].
Ispat r = v —m olsun. f(t) < at oldugundan, M = 1 + [a] olmak iizere

fU (t) S Mrfm (t) < Mvt
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yazilir. z € ces, olsun. Yukandaki esitsizlik ile,

oo 1 n Pn oo
PAER < MY
n=1 nk:l n=1

< MvHi
n=1 |

elde edilir ve gerekli kapsama bulunur.
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