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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BURGERS DENKLEMININ SAYISAL COZUMLERININ
KARSILASTIRILMASI

Asif YOKUS

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

2002, Sayfa : 74

Bu g¢aliymada, lineer kismi diferansiyel denklemi ¢dzmek igin nispeten yeni olan
ayristrma metodunu uyguladik. Bu yaklagim uygun bir diferansiyel operatoriin se¢imine
dayandirilir, bu operatdr adi veya kismi, lineer veya lineer olmayan, belirli veya stokastik
olabilir. Bu metot ayni zamanda indislemeye gerek duymaz ve sonug olarak ta diger bir ¢ok
yinelemeli metoda gére daha kolay uygulanabilir. Bu metot ile ¢6zim, terimleri kolayca
hesaplanabilen bir yakmsak kuvvet serisi formunda hesaplanir. Sayisal sonuglar, yeni
metodun ¢ok hassas ve kolayca uygulanabilir oldugunu géstermektedir.

Ayn1 zamanda bu c¢alismada, lineer 1s1 denklemi ve lineer olmayan Burgers
denkleminin ¢6ziimil i¢in ayrisim metodu uygun baglangi¢ sartlar: ile uygulandi. Bu metodun
uygulamasi r~-ydniinde kismi ¢oziimlerin olugturulmasi ile karsilagtirilir ise x-ydntindeki kismi
¢oztimlerin olugturulmasinda daha fazla hesaplamalara ihtiyag duyuldugu fakat x-yoniindeki
sayisal ¢6ziimiin dogrulugu ve hassashk anlaminda ¢ok iyi performans gosterdigi uygulama
ile gosterildi.

ANAHTAR KELIMFELER : Burgers denklemi, 1s1 denklemi, Cole-Hopf doniisiimii, Fourier
doéniistimii, Adomian ayrisim metodu, Adomian polinomlari.



v

SUMMARY

Masters Thesis

ON A COMPARISON OF NUMERICAL SOLUTIONS
FOR BURGERS EQUATION

Asif YOKUS

Firat University
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Department of Mathematics

2002, Page : 74

In this work, we apply a relatively new decomposition scheme to solve the linear
partial differential equation. The approach is based on the choice of a suitable differential
operator which may be ordinary or partial, linear or nonlinear, deterministic or stochastic. It
does not require discretization and consequently of massive computation. In this scheme the
solution is performed in the form of a convergent power series with easily computable
components. The numerical results demonstrate that the new method is relatively accurate and
easily implemented.

Also in this study, the decomposition method for solving the linear heat equation and
nonlinear Burgers equation is implemented with appropriate initial conditions. The
application of the method is demonstrated that the partial solution in the x-direction requires
more computational work if compared with the partial solution developed in the z-direction
but the numerical solution in the x-direction are performed extremely well in terms of
accuracy and efficiency.

KEY WORDS : Burgers equation, heat equation, Cole-Hopf transformation, Fourier
transformation, Adomian’s Decomposition method, Adomian polynomials.
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1. GIRIS

Bu ¢alismada, Adomian ayristirma metodu (Adomian, 1990a) ele alinarak lineer
diflizyon denklemi ve lineer olmayan Burgers denkleminin degisik baslangi¢ sartlari
altinda analitik ve yaklasik ¢6ziimleri elde edilecektir. Bu metot, lineer ve lineer
olmayan diferansiyel denklemlerinin hem analitik hem de sayisal ¢bziimlerini elde
etmek i¢in kullamlan yeni ve kullamigh bir metottur. Aynmt zamanda bu teknik
kullanilarak bir diferansiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii, indislemeye gerek duymadan
sembolik programlama dilleri ile kodlama yapilarak, hesaplamak kismen kolaydir.

Gegen birkag yil i¢inde, kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimler igin
bir ¢ok genel amagh sayisal metotlar gelistirildi. Bu sayisal metotlarin birgogu kismi
diferansiyel denklemleri indisleyerek yada giiniimiizde popiiler olan sonlu elemanlar
yontemleri kullamlarak diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimler elde edilmektedir.
Ayrica onerilen ayristrma metodu kullanilarak diferansiyel denklemlerin sayisal
¢ozlimlerini elde etmek igin indislemeye gerek duyulmaz. Sayisal ¢oziimlerin
bulunabilmesi i¢in indisleme yapma yerine, ayristrma metodu ile ayrigtirma serisinin
terimleri elde edilerek sayisal ¢oziimler elde edilebilmektedir (Adomian, 1988).

Lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziim metotlar: ile
birlikte sayisal ¢6ziim metotlar1 da gelisen bilgisayar teknolojisi ile birlikte
gelismektedir. Bu galismada ele alinan ayrigim metodu, 1980 li yillarda G. Adomian
tarafindan literatiire kazandirilmigtir. Lineer ve lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin analitik ¢Oziimlerini elde etmek i¢in kullamlan aynigim yodntemi,
uygulamada baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin matematiksel modelleri olan uzay
ve zamana goére bir veya ¢ok boyutlu denklemlerin sayisal ¢dziimlerini de bulmada
kullamlmaktadir. Ayrisim metodu, bir yaklasim yontemi olup lineerlestirme,
heyecanlandirma veya indisleme (discretization) teknikleri kullanmadan lineer olmayan
diferansiyel denklemler i¢in ¢dzlimler bulunabilir ve bu ¢dziimler genel olarak sonsuz
seri seklindedir. Ayrisim yﬁntemi, lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan
diger klasik yontemlere gdre daha basit ve daha karmasik denklemlere uygulanabilen
metottur (Adomian, 1990b). Literatiirde bu metot kullanilarak lineer ve lineer olmayan
adi diferansiyel denklemlerin (Shawagfeh ve arkadaslari, 1996b), adi diferansiyel



denklem  sistemlerinin (Kaya, 1999a; Shawagfeh ve arkadaglari, 1996a), kismi
diferansiyel denklemlerin (Kaya, 1999b; 2000; 2001a; 2002; Wazwaz, 1995; 1997,
1999; 2001) ve kismi diferansiyel denklem sistemlerinin (Kaya, 2001b) analitik
¢oziimlerinin elde edilmesi ile birlikte bu denklemlerin sayisal ¢oziimlerin de
hesaplanabildigi ve bilinen klasik metotlar kullanilarak bu sayisal sonuclarin
karsilastirilmasi yapilmugtir (Bellomo and Sarafyan, 1987; Bellomo and Monaco, 1985;
Wazwaz, 1998; van Tonningen, 1995; Kaya ve Catalbas, 2000).

Bu c¢aligmada, agirhikhi olarak Burgers denklemi ve bu denklemin
lineerlestirilmis sekli olan difiizyon denklemi ayrisim metodunun uygulamasinda ele
alnacagindan 6zellikle Burgers denkleminin literatiirde yerini daha detaylica incelemek
gerekmektedir. Bunun igin Burgers denkleminin ortaya g¢ikisi, tarihteki ve tarihsel
gelisimine bakacak olursak, 1915 yillarina dayanir ve bu yillarda Beteman, (1915)
denklemin fiziksel igeriklerini ag¢iklamigtir. Burgers denkleminin en ilging
¢Ozlimlerinden birisi seri formundaki ¢oziimiidiir. Coziimlerin elde ediligi akustigin
iskeletinin olusturulmasina dayanmaktadir. Fay, (1931) tarafindan Burgers denkleminin
ozel ¢dztimleri verildi ve Snemi vurgulandi. 1948 de denklemin tiirblilans teorisinde bir
model formu olarak sonu¢landirilarak, bu teori ile Burgers denkleminin iliskisi 1949 da
kesfedildi (Lagerstrom ve arkadaglari, 1949). Burgers denklemi, Cole, (1951) tarafindan
lineer 1s1 denklemine doniistlirdi ve es zamanh olarak bu doniisiim Hopf, (1950)
tarafindan da Cole’un bu ¢alismasmdan bagimsiz olarak bulundu; bu yiizden elde edilen
bu Onemli doniisim Cole-Hopf doniisiimii olarak bilinmektedir. Fay serileri bir
sinlizoidal baslangi¢ sart1 i¢in denklemin yaklasik bir ¢6ziimii olarak Cole tarafindan
tekrar elde edildi. Daha sonra bunlardan bagimsiz olarak bir boyutlu sinirh genisligin,
akustik sinyalin yayilimini ¢aligarak Burgers denklemine karsilik geldigini gérmiisler
(Lighthill, 1956; Blackstock, 1964), oysa 1958’de sok yap:1 Navier-Stokes akiskanlar:
tartigmalarinda kullanilmugt. Burgers denklemin bir tam ¢dziimiinti bulundu (Benton,
1966; 1967). Ayrica, herhangi bir yardimer sart kullanmadan Burgers denklemi igin
Riccati ¢dziimi elde edildi (Rodin, 1970). Sonlu tanum kiimesinde Burgers denklemi
i¢in 35 farkh baslangi¢ deger problemin ¢6ziimii ve sonsuz tamm kiimesinde sinir ve
baslangi¢ degerleri igin iki farkli ¢6ziim daha bularak literatiire kazandirild: (Benton ve

Platzman, 1972). Ayrica bu denklem i¢in, yardimci sartlar gz Oniine almaksizin



Morgan-Michal metodunun uygun gruplarin tammlanmasinda ve nasil uygulanabilecegi
tartisild: (Ames, 1972).

Son yillarda bu analitik ¢6ziim metotlarina ilaveten sayisal ¢dziim metotlar: da
paralel olarak gelismektedir. Bunlardan bazilari: Varoglu ve Finn, (1980) uzay-zaman
elementleri ve karakteristiklerinin birlesimine dayali olan yeni sonlu elemanlar
metodunu Burgers denkleminin sayisal ¢6ziimiinii bulmak i¢in kullandilar. Weiss ve
arkadaslari, (1983) tarafindan kismi diferansiyel denkleminin Painleve o6zelliklerini
tanimladilar. Buradan integrallenemeyen Bécklund déniigiimleri bazi klasik lineer
olmayan KdV ve degistirilmis KdV denklemlerinde oldugu gibi Burgers denklemi igin
de Lax giftleri tanimland1 (Boisvert ve arkadaslari, 1983; Nucci, 1984; Ames, 1972).

Vorus, (1989) da ayrilma noktasinda uygulanan siniizoidal artmay: saglama ile
dengeli aki durumundan heyecanlandirilmis girdap tabakas: ¢aligti. Bu ¢alisma sonunda
elde edilen diferansiyel denklem hareket alanindaki Burgers denklemiydi.
Doniistiirtilmiis ters yonde sinir gartlarinda lineer olmay: engellemek igin, Vorus ilk
denklemi ve onun sart denklemindeki uzay-zaman degigkenleri de integre edilerek
Cole-Hopf déniistimiinii uyguladi. Shtelen, (1989) grup-teorisi bakisiyla Cole-Hopf
doniisiimiinti uyguladi. Aym yillarda Burgers denkleminin uzay-zaman déniigiimiinde
kiigiik degisikliklerle Galilean doniistimii ve projektif doniisiimiine gore degismedigi
gosterdiler. Bir de, Burgers denkleminin simetri cebir ve 1s1 denklemi arasinda dikkate
deger benzerlikler bulundu fakat biitiin bu degismezler yardimci kosullar1 géz Oniine
almaksizin ¢ikarild1 (Fushchich ve arkadaslari, 1989).

Peralta-Fabi ve Plaschko, (1993) akiskanin kolayca akisim saglayan ortam
boyunca akiy1 tanimlayan Burgers denkleminin normal formu i¢in yerel (local) olmayan
davramislarini temsil eden bir integral ekleyerek kontrol Burgers denklemi igin
coztimlerin kararlihgiyla ¢aligtilar. Bu yazarlar, vizkozitinin kritik degerlerini bulmak
i¢in dort basamaga kadar heyecanlandirma (perturbation) teknigini uyguladilar.

Ozis ve Ozdes, (1996) da Burgers denkleminin sayisal ¢oziimiinii direk
varyasyonel metot kullanarak elde edilen ¢6zlimiin tam ¢dziime yakinsayan bir dizi
¢oziim formunda bir yaklasik ¢dziim buldular. Mazzia ve Mazzia, (1997) Burgers
denklemini sinir deger metotlar: ile birlestirilen bir adi diferansiyel denklem sistemine
dontstiirerek daha sonra doniigiim teknigini (burada yaklasik ¢6ziimler zaman ekseni

boyunca dogrularda tanimlanmustir) uyguladilar.
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Yakin zamanda Mina ve Samy, (2000) ¢aligmalarinda baslangi¢ ve smir sartlan
ile birlikte Burgers denklemi igin bir parametreli grup doniisiimii uyguladilar. Bu
doniiglim altinda ek sartlar ile kismi diferansiyel denkleme karsilik gelen uygun sartlar
altinda bir adi diferansiyel denkleme uyguladilar. Elde edilen diferansiyel denklem
analitik olarak ¢6ziilmekte ve bu ¢6ziim kapali formda elde edilmektedir.

Bagska bir klasik metot da simetri doniisiim metodudur. Diferansiyel denklemin
simetri kavrami 19. yy sonunda Sopus Lie tarafindan diferansiyel denklemlerin
coziimlenmesi igin genel teori igin arastirirken gelistirdi. Lie, kismi diferansiyel
denklem igin bir ¢ok ¢dziim elde edilmis olmasina ragmen sadece benzerlik (similarity)
doniigtimii kavrami Bikhoff tarafindan Lie’nin 6liimiinden 50 y1l sonra, sistematik bir
metot olarak ortaya atildi ve bu metot genis uygulamalara ve birgok agik olmayan
olaylara 1sik tutmustur. Detayli bilgi igin (Schwarz, 1988) ¢ahgmasina bakilabilir.
Benzerlik analizi tarihi boyunca fen ve miihendislikteki bir gok problemin ¢dziimiiniin
bulunmasinda kullanildi. Bazi fiziksel uygulamalar (Abd-el-Malek ve Bardan, 1990;
Fushchich ve arkadaslari, 1989) calismalarinda genisge ele alinmgtir.

Homojen olmayan Burgers denklemi bir akigkan alanindaki sok dalga yayilimt
boyunca akinm yaklasik teorisinde ve bir kanaldaki tiirbiilans akinin modelinde oldugu
gibi birgok alanda fiziksel uygulamalara sahiptir (Drazin, 1989; Mazzia ve Mazzia,
1997; Ockendon ve Tayler, 1983). Bu denklem, ayrica sabit smir kismi ile yar1 sonsuz
bir alandaki yer ¢ekimi altinda bir boyutlu yag/su akisini tanimlar (Rogers ve Ames,
1989). Burgers denkleminin en ilging uygulamalarindan birisi de trafik akis problemine
uygulanisidir (Kevorkian, 1990).

1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bilimin hemen her dalinda ¢dzlimii istenen problemlerin dzelliklerini tagiyan bir
matematiksel model kurulmas: gerekebilir. Bu tiir bir model gogunlukla bilinmeyen
fonksiyon ya da fonksiyonlarla bagimsiz degiskenleri ve bu fonksiyonlarin tiirevini
igeren bir denklem olarak karsimiza ¢ikar, bu tiir denklemlere diferansiyel denklem
diyoruz. Cogunlukla uygulamali bilim dallariin ortaya koydugu diferansiyel
denklemlerle birlikte bazi sartlarda dogal olarak ortaya gikar. Bu nedenle belli sartlar ile
birlikte verilen diferansiyel denklemler, uygulamali bilim dallarinda 6nemli bir yere
sahiptir.

Diferansiyel denklemlerin elde ediligleri ii¢ kisimda toplanabilir:



¢ Problem cebirsel 6zelliklerle verilebilir. Omegin, icinde birbirinden bagimsiz
n tane keyfi sabit igeren cebirsel bir denklem ve diizlemde bir egri ailesini olusturabilir.
Boyle bir egri ailesinin dgelerinin bazi ortak &zelliklerini bu keyfi sabitlerin verilen
cebirsel denklem ve onun tiirevleri arasinda yok edilmesi ile elde edildigi bilinmektedir.
Bu yok etme isleminin sonunda bir diferansiyel denklem elde edilebilmektedir.

o Geometrik 6zellikleri ile problemi tanimlayip bu 6zelliklere uyan bir egrinin

bulunmas1 da bize bir diferansiyel denklem verir. Bilindigi gibi bir egrinin bir
noktadaki tegetinin egimi o noktadaki tiirevin degeri ile verilmektedir.

e Uygulamal: bilim dallarinda ise problemin bir matematiksel modeli elde
edilerek olaya veya sisteme karsilik gelen diferansiyel denklem olusturulabilir.

Diferansiyel denklemlerde 6nemli bazi genel tanim ve teoremleri verelim:

Bir denklem igerisinde tiirev bulunduruyorsa bu denkleme diferansiyel denklem
denir. Bir diferansiyel denklem sadece bir tek bagimsiz degisken igeriyor ise bu tip
denklemlere adi diferansiyel denklem denir ve genel olarak adi diferansiyel denklem

dy d™'y d’y dy
& T

acik formda veya

Flx,,5,3"ny™)=0 (1.L1)
kapali formda gosterilir.

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii; ¢oziim kavraminda daima bir fonksiyonun
kaginci mertebeden tiirevinin var oldugu ve bu tiirev fonksiyonlarimn siirekliligi s6z
konusu olacaktir. Bir 4 ¢ IR araligmi alalim, bu aralikta tammli bir fonksiyon § olsun,
& nin 4 da ilk m inci mertebeden tiirevinin var oldugunu ve tiirevlerin siirekli oldugunu
kisaca SeC”[A] ile gosterelim. Bir SeC"[A] fonksiyonunun kendisi ve gerekli
tiirevleri (1.1.1) de yerine konuldugunda elde edilen

9 (x) = Flx,9(x), 9'(x), 8" (x), -, 8" (x))
fonksiyonu x bagimsiz degiskene gére bir dzdeslik olusturuyorsa 9 ye (1.1.1)
diferansiyel denkleminin ¢6ziimii denir. Bu denklemin genel ¢éziimii

y(x)=S(x,cl,cz,cp...,cn)=0 (1.1.2)



seklinde yazilabilir. Bir diferansiyel denklemin keyfi sabitlere bagh ¢odziimlerinin
kiimesine genel ¢oziim, genel ¢6ziimiin her bir 6gesine 6zel ¢éziim ve bir 6zel ¢6ziimiin
grafigine de integral egrisi denir (Aydin ve arkadaglari, 1995).

Ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerde genellikle iki keyfi sabit
oldugundan iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar bagimsiz degigkenin tek degeri igin
fonksiyonun kendisini ve bazi tiirevlerin degerlerinin verilmesi seklinde ise baslangi¢
sartlari, bagimsiz degiskenin secilmis birkag degeri igin fonksiyonun yada tiirevinin
degerlerinin verilmesi seklinde ise simir sartlart adim alir. Bir diferansiyel denklemin
baglangic sartlar1 ile incelenmesine baglangic deger problemi, smir sartlan ile

incelenmesine de simir deger problemi denir. (1.1.1) diferansiyel denklemi

Yxo) =0, ¥ (66) = yionesy " (5) = 3, (1.13)
baslangig sartlar: ile birlikte verilmis ise (1.1.1) denklemi ve (1.1.3) baslangi¢ sartlar ile
birlikte Cauchy problemi olarak bilinir(Aydin ve Arkadaslari, 1995)..

Benzer sekilde bir diferansiyel denklem bir veya daha ¢ok degiskenli fonksiyonun
tiirevlerini igeriyor ise diferansiyel denkleme kismi diferansiyel denklem denir ve genel

bir kismi diferansiyel denklem

ou Ou Oou du O*u 0’u 0w bJu o™u
—t—t—t—t——st—t+t—t+t 5+ +— =0
&x o0y o0z O ox° oy ozt o ot

acik formda veya

F(x,y,Z,l‘,ux,uy,uz,u,,un,uw,uz,uﬂ,...,u o ) =0 (1.1.4)
kapali formda verilebilir (Koca, 2001). Kismi Diferansiyel denklemlerin

1. Degiskenlerine ayirma metodu,

2. D’ Alembert Metodu,

3. Riemann Metodu,
gibi klasik metotlar ve diger 6zel metotlar kullanilarak ¢oziim fonksiyonlar: elde
edilebilir.

Elde edilen model denklemin ve bu modelin ¢6ziimlerinin, modele uygun olup

olmadigmi Hadamard kurali ile iyi durumlu (well-posed) veya kotli durumlu (ill-posed)
oldugu test etmek mitmkiindiir. Modeli olusturan kismi diferansiyel denklem asagidaki

¢ Bir ¢6ziim mevcut ise o ¢dziim tektir.



¢ Baglangi¢ ve sinir sartlarinin uygun smirlamalar altinda bir ¢6ziimii
vardir,
e Kararlidr,
sartlarint sagliyorsa modele iyi durumludur, aksi taktirde k6tii durumludur denir.
Baslangig veya smir sartlarinda ¢ok kiigiik bir degisme yapildiginda ¢6ziimde cok
bityiik degisiklikler olmuyorsa sisteme kararlidir, yani; ¢6ziim siirekli olarak baslangi¢
ve sinir gartlarina baghdir denir (Guenther ve Lee, 1988).
Diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasinda kolayhk sagladigindan
Au, +Bu,,+Cu,+Du, +Eu +Fu=G (1.1.5)
seklinde verilen ikinci mertebeden bir genel kismi diferansiyel denklemini ele alahm.
Burada; u, x ve y bagimsiz defiskenlerine bagli bir fonksiyon ve » nun iki kez
tiiretilebilir oldugunu kabul edelim. A= B? -44C diskriminant1 icin eger
A>0 ise denklem hiperbolik,
A=0 ise denklem parabolik,
A<O0 ise denklem eliptik;
olarak smiflandirilr. (1.1.5) denklemini 6zel durumlan i¢in; titresen zar, titresen ip,
uzayda ses dalgalar, bir iletkendeki elektriksel titresim,... gibi fiziksel olaylarin
modellenmesinde sirasiyla hiperbolik, parabolik ve eliptik tip denklemler

u  , 0%

57 c Pl =0, (Hiperbolik dalga denklemi)

2
%u? -c? —Z;—lzi =0, (Parabolik difiizyon denklemi)
o’u J’u i :
= + .a_y_z. =0,  (Eliptik Laplece denklemi)

olarak bilinmektedir. Bir kismi diferansiyel denklemin genel ¢Oziimii denklemin
mertebesi kadar keyfi fonksiyona baglhidir. Bu nedenle de bir kismi diferansiyel
denklemin sonsuz sayida ¢dziimii olabilir. Modellenen fiziksel probleme uygun olan
¢oziimiin bulunabilmesi igin, model olusturulurken bazi yardimci sartlar da
belirtilmelidir. Bu yardumci sartlari iki grupta toplayabiliriz. Bu yardimci sartlar
baslangic ve sinir sartlar1 olarak bilinmektedir. Kismi diferansiyel denklemlerde
baslangic sarti adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibidir, bir kismi diferansiyel
denklemin tammlandigi (2 uzaysal bolgesinin S smrmin » dig normali boyunca



saglanmasi gereken kosullara simir sartlari denir. @, B ve g fonksiyonlar1 S smir
tizerinde tanimli fonksiyonlar olmak {izere bu sinir sartlar

Dirichlet sarti:  u=g,

Neumann sarti: in =g
i

Robin sartr: au + Bg% =g,

olarak bilinmektedir (Guenther ve Lee, 1988).

Diferansiyel denklemler lineer olup olmadiklarina gore de simflandirilir. Eger
bir diferansiyel denklem bagiml degisken y nin veya herhangi bir tiirevinin ikinci veya
daha biiyiik dereceden kuvvetlerini igeriyorsa veya y ve y nin tiirevlerinin ¢arpimini
igeriyorsa bu diferansiyel denkleme lineer olmayan diferansiyel denklem denir

Akiskanlar dinamiginde kullanilan modeller kismi diferansiyel denklemler ile
ifade edildiginden g¢alismamizda kullanacagimiz akigkanlar dinamigindeki bazt 6nemli
kavramlar1 vermemiz yararh olacaktir. Bu kavramlar:

Vizkozluk: Sivi kesme hareketine karsi bir direng gsterir ve bu direng vizkozluk
ad1 verilen i¢ siirtiinme seklindedir. vizkosite komsu siv1 tabakalarinin birbiri {izerinde
kaymalarindan kaynaklanan stirtiinme nedeni ile de ortaya ¢ikar (Serway, 1995).

Tirbiilans (Girdap): Vizkoz bir stvinin, komsu tabakalar: birbiri iizerinden
kararli sekilde akiyorsa kararl: akis ¢izgilerine laminar akis denir. Ancak, olduk¢a
yikksek hizlardaki sivinin akisi laminar akistan girdaplhi akig adi verilen oldukga
diizensiz ve rasgele akiga dontigebilir. Girdaph akista hiz, siviyr saran ortamn
geometrisine ve sivinin vizkositesine bagh olarak degisir. S6z konusu olan girdapl
akimn pek ¢ok 6rnekleri vardir. Tasla dolu bir dere veya nehirdeki suyun akig, riizgarh
bir havada bacadan yiikselen duman girdap seklinde olustugu gibi, hiz motorunun suda
olusturdugu iz ile ugaklarin ve hareketli araglarmn havada olugturdugu izler girdaph
akisa birer ormek verilebilir (Serway, 1995).

Deneysel olarak girdabin baglangicinin Reynold sayisi denilen boyutsuz bir

parametre ile belirlendigi bulunmustur. Bu Reynold sayis1 R.S.= pvd formiilu ile

n
hesaplanmaktadir. Burada; p akiskanin yogunlugunu, v akiskamn hzim, 7z sivinin

vizkozlugunu ve d de akigkanin olusturdugu geometrik uzunlugu gostermektedir.



Ornegin, s1v1 bir tiipiin iginde ise d, tiipiin gapim veya sivi kiire ¢evresinde akis halinde

ise d, kiirenin ¢apim gosterecektir (Serway, 1995).
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2. KLASIK ¢COZUM YONTEMLERI

Literatiirde ¢ok iyi bilinen Fourier seri metodu, D’Alembert metodu, Riemann
metodu, 6zel metot olan Fourier-Laplace doniisiim metodu ve bu metotlara gore
nispeten yeni olan Adomian ayrisim metodu ile bir ¢ok probleme uygulamalari
mevcuttur. Bu ¢alismada 6nce klasik metotlar1 ve ayrisgim metodunu basit bir 6rnek
tizerinde uygulamalarimi verecegiz. Ayrica klasik ¢6ziim metotlari ile ¢6ziim
fonksiyonlar1 arastirihirken karsilagilabilecek zorluklar ve karmagikliklarin Adomian
ayrisim metodu kullamilarak daha basitlestirildigini gorecegiz.

Bu durumlar: incelemek i¢in hem denklem hem de baslangi¢ ve smir sartlar iyi

durumlu olan

u,—cu, =0 2.1
u(0,) =0, u(l,t)=0, (2.2)
u(x,0) = f(x), u,(x,0)=g(x) (2.3)

Cauchy problemini géz Oniine alahm. Asagidaki kesimlerde Oncelikle hangi metot
uygulanacaksa o metodun genel hatlari iizerinde durulacak ve metodun uygulamasi ise

yukarida verilen Cauchy problemi iizerinde tartisilacakitir.

2.1. FOURIER SERI METODU (Degiskenlerine Ayirma Ydntemi)

Degiskenlerine Ayirma Yontemi ile bir kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii

aragtirilirken, kismi diferansiyel denklemin
ux,t)=X(x) T(1)

seklinde bir ¢éziimiiniin var oldugu kabul edilir ve bu ¢dziimiin gerekli tiirevleri
hesaplanir. Hesaplanan bu tiirevler kismi diferansiyel denklemde yerlerine yazilir ve
gerekli iglemler yapildiktan sonra denklem Sturm-Liouville seklinde bir adi diferansiyel
denkleme dontistiiriilerek denklemin ¢6ziimii kolayca bulunabilir (Guenther ve Lee,
1988).

Bu metodun uygulamasi ig¢in hiperbolik tipindeki (2.1) kismi diferansiyel
denklemi ile birlikte (2.2) baslangig ve sinir sartlarini ele alalim ve bu denklemin

u(x,ty= X()T(1) (2.1.1)
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seklinde bir ¢dziimiiniin var oldugunu kabul edelim. (2.1.1) ¢dziimii (2.1) denklemini

saglamahidir. Bunun igin;

u, =X'I0), uy=X '(x)T(t),} 2.12)
u, = XX, u, =X@T"0),

gerekli tiirevler bulunur ve hesaplanan (2.1.2) tiirevieri (2.1) kismi diferansiyel

denkleminde yerlerine yazilarak

X' T-c*XT"=0
buradan da
X 2Ty veya X =cz—]:—=l
X T X T
bagntis1 gdz dniine alinip
X" =X =0 ve T"-2T=0 2.13)
c

seklinde X ve T ye bagh adi diferansiyel denklemleri kolayca bulunur ve bu
denklemlere Sturm- Liouville denklemleri denir. Elde edilen (2.1.3) denklemlerinin

genel ¢céztimleri sirasiyla

X (x) = Acos(vAx) + Bsin(+/Ax) (2.1.4)
T() = D" cos(vAct) + E” sin(~Act) (2.1.5)

seklinde bulunabilir. Burada A4, BD" ve E keyfi sabitlerdir. Ayrica (2.2) esitlikleri ile

verilen u(0,£) =0, wu(4,7) =0 swmir sartlari1 goz 6niinde bulundurularak

X0)=X()=0 (2.1.6)
olur. X(0)=0 sart1 altinda 4=0 bulunur ve
X (x) = Bsin(/4x) (2.1.7)

seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilebilir. X(¢)=0 sart1 aindiginda ise
Bsin(//4£) =0 (2.1.8)
olur ve burada, B # 0 olmalidir aksi taktirde asikar ¢6ziim buluruz. (2.1.8) esitliginden

2

\/II,’ =z , n=123, - olmaldir ve buradan

£2

A = , n=123, (2.1.9)

olur. Buna gére Vne N igin
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nnx

X, (x)=B, sin(T) (2.1.10)

fonksiyonu (2.1.3) denkleminin (2.2) esitligindeki sinir sartim saglayan ¢dziimiidiir.
Benzer sekilde (2.1.9) degerleri (2.1.5) ¢dziimiinde kullamlirsa

T.(t)=D: co{%w—t) +E sin(ﬁzﬁ—c—t) @2.1.11)
seklinde yazilabilir. (2.1.10) ve (2.1.11) ¢dziimleri (2.1.1) esitliginde yerlerine yazilirsa
u, (x,)=sin 22| D, cos( "’“’”) +E, sin(l’i’r—’- , n=123, (2.1.12)
£ £ 2
bulunur ve dalga denklemi lineer oldugundan
u(x,ry=Y sin 1’-;-"‘—[1),, co{ﬁ%‘l’-) +E, sm(i’-;‘i’)] (2.1.13)
n=1

seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilmis olur.
Ozel olarak (2.2) baslangi¢ ve sinir sartlarinda
c=1, fix)=sinx, g(x)=0ve £ =nx (2.1.14)
alarak, (2.1) denkleminin
u(0,0)=0, u(z,t)=0,

2.1.15
u(x,0) =sinx, u,(x,0)=0 ( )
baslangic ve smir sartlar: ile ¢6ziim fonksiyonunu aragtirahm.
(2.1.13) ¢oziim fonksiyonunda (2.1.14) ifadeleri yerlerine yazilirsa
u(x,f)="> sin nx[D, cosnt + E, sin nx] (2.1.16)
n=1
seklinde bulunur ve (2.1.15) baslangig sartlar: g6z Sniine alinarak
u(x,0) =sin x = Y D, sin nx (2.1.17)
n=1
u,(x,0)=0=> E, sinnx (2.1.18)

n=1

seklinde bulunabilir. (2.1.17) ve (2.1.18) esitliklerinde gerekli islemler yapilirsa
Dn=1 ve E,=0 (2.1.19)
[fadeleri elde edilir. (2.1.19) esitlikleri (2.1.16) ¢oziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa

u(x,t) = isin( nx)cos(nt) (2.1.20)
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seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilmig olur.

2.2. D’ALEMBERT METODU

Bir anlamda 6zel bazi denklemlere uygulanabilen D’Alembert metodu sadece
hiperbolik kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilir (Guenther ve Lee, 1988).
Eliptik ve parabolik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii D’ Alembert metodu ile
yapilamamaktadir.

Bu metodun uygulamasi igin hiperbolik tipindeki (2.1) kismi diferansiyel
denklemi ile birlikte (2.2) baglangi¢ ve smr sartlarmi ele alahm ve bu denkleminde
u(x,t) fonksiyonu, x defiskenine gore ¢ amndaki dalgamn durumu, f{x) fonksiyonu
dalganin t=0 zamanindaki durumu, g(x) ise dalganmn ilk lizint belirtmektedir.

(2.1) kismi diferansiyel denklemini

Lu=D!u-c’Dlu (2.2.1)
seklinde kanonik formda yazilir ve (2.2.1) ile yazilan ikinci basamaktan sabit katsayil

operatorii garpanlarina ayrarak buradan kismi diferansiyel denklemin karakteristikleri

= t
G=xte } 2.2.2)
Hu=x-ct
seklinde elde edilebilir ve (2.1) denklemine (2.2.2) doniisiimleri uygulanirsa,
2
i 4 (2.2.3)
o&ou

bir hiperbolik diferansiyel denklem elde edilir. ¢ ve ¢ keyfi fonksiyonlar olmak {izere

(2.2.3) ile elde edilen diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

u(x,t)=g(y —ex) + p(y +cx) 2.2.4)
seklindedir. (2.2.4) ¢6ziimii i¢in (2.2) esitliginde verilen baglangi¢ sartlar1 uygulanirsa

u(x,0) = f(x) = ¢(x) + 9(x) (2.2.5)

u,(x,0) = g(x) = c[p'(x) + ¢'(x)] (22.6)

esitlikleri bulunur ve (2.2.6) esitliginin integrallenmesi ile de
1 X
F(x) + p(x) = - Jam)dr+K (2.2.7)

ifadesi kolayca gorilebilir, burada; x; ve K keyfi sabitlerdir. (2.2.5) ve (2.2.7)

esitliklerinin taraf tarafa toplanmasi ile
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1 17 K
B(x) = f(¥)+ - ngdﬂ? (2.2.8)
1 17 K
) =2 f() -~ xojg(r)dr - (2.2.9)

keyfi fonksiyonlar elde edilir. (2.2.8) esitlifinden

X+ct

1 1 K
Blx+er)=o f(x+en)+o— j g(n)dT+=, (2.2.10)
ve (2.2.9) esitliginden de
1 1% K
A=t ren-L 2 2211
P+ =2 flx—ct)-— j g(D)dr~= @.2.11)

esitlikleri yazilabilir. Ayrica, elde edilen bu (2.2.10) ve (2.2.11) esitlikleri taraf tarafa
toplanirsa

x+c¢t x+tct

u(x,t) = %[f(x —ct)+ f(x +ch)]+ 51;{ j g(r)dr - J‘ g(r)dr} (2.2.12)
X X

seklinde genel ¢oziim fonksiyonu bulunur. (2.2.12) de elde edilen esitlikte gerekli
cebirsel islemler yapilirsa

x+ct

u(x,t) = ~;—[f(x—-ct)+ f(x+ct)]+—;- j'g(r)dz' (2.2.13)

seklinde bir ¢oztim fonksiyonu bulunur ve bu ¢oziime (2.1) seklindeki bir boyutlu dalga
denklemi i¢in verilen Cauchy probleminin D’ Alembert ¢6ziimiidiir denir.

Benzer seklide (2.1.14) esitlikleri goz Oniine almip (2.1.15) baglangig ve sinir
sartlar1 ile birlikte D’Alembert metodu ile (2.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonunu
aragtiralim.

D’Alembert metodu ile elde edilen (2.2.13) ¢6ziim fonksiyonunda, drnegin;
(2.1.14) de verilen baglangi¢ sartlari g6z 6niine alinarak

u(x,t) = —;—[sin(x ~ ) +sin(x +1)] (2.2.14)

seklinde yazilir ve (22.14) ¢ozim fonksiyonunda, 'trigonometrik 6zdeslikler
kullanilarak, gerekli islemler yapilirsa
u(x,t) = sin(x)cos(t) (2.2.15)

seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilir.
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2.3. RIEMANN METODU
Riemann metodu iki degiskenli lineer hiperbolik denklemlere ait Cauchy
probleminin ¢oziilmesi i¢in kullanilan klasik bir metottur. Riemann formiilii Cauchy
probleminin ¢6ziimiiniin varoldugu varsayilarak elde edilmektedir. Riemann metodunda
¢oziim kapah bir bolgede aranmaktadir, bu nedenle ¢o6ziim fonksiyonu bulunurken
kapali bolgede integral alinmas: gerekir. Dolayisiyla Green formiiliiniin  kullaniimasi
gerekecektir. Bu sebeple a(x,y), b(x,y) ve c(x,y) diferansiyellenebilen fonksiyonlar
olmak iizere
LiuY=u, +u, +a(x,yu, +b(x,y)u, +c(x,y)u 2.3.1)

denklemini ele alahm burada L bir lineer diferansiyel operatdr ve Lfu] da lineer bir
hiperbolik tip denklemi gostersin. L/u] denklemini bir v fonksiyonu ile ¢arpip, gerekli
islemleri yapilirsa (2.3.1) denklemi

vi[u] = uM{v]+ oLt + 7y (2.3.2)

ox oy

sekline gelir. (2.3.2) esitligindeki M{v], L[/u] denkleminin eslenik denklemi, H ve X
fonksiyonlar: da

K =~(vu), ~(Qu, -bu)v, H =—(vu), +(2u_+au)y (2.3.3)

seklindedir. Eger vL[u]—uM][v] farki H ile K nm x e ve y ye gore kismi tiirevlerinin

toplamina esitse L ve M operatdrlerine eglenik diferansiyel operatorier denir.
vL[u}-uM[v] farkinin iki kath integralini diizgiin C dogrulan ile smirh bir G
biélgesinde alalim dolayisiyla

[[6 L) - u M) ¢ du = [(H dp-K a&) (2.3.4)
G G

formiilii bulunur ve bu formiil Green formiilii olarak bilinir. Burada u ve v ikinci
mertebeye kadar diferansiyellenebilen fonksiyonlardir.

Riemann metodu kullanilarak diferansiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonunu
bulabilmek i¢in

Llul=u,, +a(x,y)u, +b(x,y)u, +c(x,y)u = f(x,y) (2.3.5)
iki degiskenli homojen olmayan bir lineer hiperbolik kismi diferansiyel denklemi ele

alalim. Bu denklemin ¢6ziimiinli xoy-diizleminde bir AB egrisi lizerinde oldugunu

varsayalim. Bu egrinin koordinat eksenine paralel dogrularla birden fazla ortak noktas
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olmasin ve 4B egrisi lizerinde ¥ ve ¢ seklinde iki fonksiyon tamimlansin. (2.3.5)

denkleminin 4B simur1 boyunca

Ou
uIAB-—-(o ve o =V (2.3.6)

stnir sartlarini saglayan bir ¢dzlimiiniin mevecut oldugunu kabul edelim. Burada n, 4B
egrisinin normalidir, —(ZI- ise AB egrisinin normalinin {izerindeki tlirevidir. (2.3.1)

denklemi ile birlikte

_9a) o)

- =0 2.3.7)

L‘[v]=un

seklinde tammlanan eglenik denklemini de ele alahm. Burada a ve b katsayilan birinci

mertebeden stirekli tiirevlere sahip fonksiyonlardir. Daha sonra
vL{u]—-ulL [v]-—l—é— v—@—-!—u—a—v+2au +l-§—(v§z+u§v—+2buv) (2.3.8)
2ox\ oy Oy 20\ Ox ox

denklemi yazilabilir. xoy-diizleminde M(xo,yy) keyfi bir nokta olsun ve bu noktadan
x=xy ve y=yy karakteristikleri ge¢sin bu karakteristikler AB egrisini siras1 ile P ve Q
noktalarini  kessinler. Dolayisiyla 2. Sekilde de goriildigi gibi MP ve QM
karakteristikleri ile PQ egri par¢asinin smirladigt Q bdlgesini, ele alalim.

7. Sk

(2.3.8) esitliginin  her iki tarafinn Q bolgesinde (2.3.4) Green formiiliinden

yararlanarak,
J(;j(vL[u] —uM[v}])d¢é du = % rj - (v 2buv}1.‘ (V%’- +u % + 2auv)dy (2.3.9)

Q’l%’
Q)l@
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esitligini elde ederiz. Burada I'; Q bolgesinin sinridir ve bu sinir ii¢ pargadan olusur.
OM, MP karakteristikleri ve QP egrisi boyuca integralleri gbz 6niine alahim. QM
boyunca sadece x degisiyor dolayisiyla (2.3.9) esitliginin sol tarafi
_1 { v L2 2buv)dx = l(uv)Q ———1~(uv)M -~ Iu(bv——a—v)dx (2.3.10)
20\ Ox  Ox 2 2 oM Ox
seklindedir. Benzer sekilde

1 v—qu-+u@+2auv)dx =l(uv),, ——l—(uv)M - j'u(av-iai)dy (2.3.11)
2,4 Oy 2 2 P oy
elde edilir. (2.3.9) esitliginde (2.3.10) ve (2.3.11) ifadeleri yerlerine yazilirsa

+
(uv)Mz(uv)P (uv)g __1_ v_a_u+u§v_+2buv)d1+ v?z+u—qv-+2auv dy —
2 2,0 & o &

N 5 (2.3.12)
- J'u[bv—a)dx— fu av—a- dy~ﬂ(vL[u]—uM[v])dxdy

oM

sekline gelinir. Burada ise kabul edelim ki; u fonksiyonu (2.3.6) baslangi¢ sartim
saglayan (2.3.5) denkleminin, v ise
L'(=0 (2.3.13)

eslenik denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Bu durumda (2.3.12) esitligi

wv),, =M_l v%xu~+u_ng_+2bw)dx+(v%+u%+2auv)dy-—

2 2 )
ov o |
_Qﬁj,, u(bv —ajdx ——Nb[u(av —5)dy - (j; [vfdx dy (2.3.14)
seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse (2.3.14) esitliginden
2k J{=-3)
- | u bv—— |dx, ul av—— |dy (2.3.15)
Ho-g)s {3

integrallerindeki QM ve MP Kkarakteristiklerinin iizerinde u ¢dziim fonksiyonu
bilinmiyor. Riemann metodunu kullanarak eslenik denklemin v ¢6ziim fonksiyonunu

Oyle segelim ki bilinmeyen terimi yok edelim. Bunun igin (2.3.7) denklemin

> gxi —bv=0, QM karakteristigi
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> %—av:O, MP karakteristigi (2.3.16)

» v=], u noktasinda
seklindeki {i¢ sart1 saglayan bir ¢6ziim olarak se¢meliyiz. (2.3.16) sartlar: goz Oniine
alindiginda (2.3.15) integralleri sifira esit olacag: goriiliir. Buradan

u(M)=(—u—v—)—P—-—'-—£—ui)—Q——~1— I[V?-li+u2v—+2buv)dx+(v§u—+u—a—v+2auv)dy—
2 20\ x & y

= [[of (x, y)dx dy
(2.3.17)

seklinde yazilabilir ve bu elde edilen (2.3.17) formiilii Cauchy probleminin ¢6ziimiinii

verir ve QP boyuca integral altindaki ifadeler 4B egrisi iizerinde bilinen

fonksiyonlardan olusur, (2.3.4) esitliginde u ve v fonksiyonu tanimlanmust1. o ve ou

x oy
fonksiyonlari ise 4B iizerinde (2.3.6) sartina gére
= ou cos(s,x) + ézcos(nx)’ i cos(s, x) + w(s) cos(nx)
5 Os on 5 Os

Pl 2|

= ou cos(s,y) + ou cos(ny)y = ggcos(s, y)+w(s)cos(ny)
Os on Os

AB

AB

seklinde elde edilir. Burada —aa— AB egrisi tegeti tizerinde alinan tiirevdir. (2.3.13)
s

eslenik denkleminin (2.3.16) sartmi saglayan v ¢dziimiinii incelersek bu ¢6ziim iki ¢ift
degiskene bagh bir ¢dziimdiir. Bu degiskenler x ve y koordinatlar1 ve belli xy, yy
koordinatlaridir. Dolaysiyla v fonksiyonunu

V=X, ;%0 ¥0)
seklinde yazilarak (2.3.16) sartlar

> ov(x,y;X4,¥,)
ox

=b(x,y,) V(X, ¥ ;%55 V,)

> ov(x,y;%,,¥,)
oy

> V=V(x,y§xo,.}’o)=l

=a(x,,y) V(x,¥ 3%y, ¥,)

seklinde yazilabilir, buradan integrasyon yolu ile
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| LIERNT:
V=YX, Y%y, Vo) =€

Y

Iﬂ(xo,y)‘b’
v=v(x,y;X,Y0) =€"

ifadeleri elde edilebilir. (2.3.13) eslenik denkleminin v =v(x,y;x,,y,) ¢Oziimiine

Riemann Fonksiyonu adi verilir.

Benzer seklide (2.1.14) esitlikleri goz Oniine alinip (2.1.15) baglangig ve smir
sartlar1 ile birlikte Riemann metodu kullanilarak (2.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonunu
arastirahm.

(2.1) kismi diferansiyel denklemini operator formda

Lu=D}u~c*Du=0 (2.3.18)
seklinde yazilir ve (2.2.18) ile verilen ikinci mertebeden sabit katsayili operatorii

carpanlarina ayirarak buradan kismi diferansiyel denklemin karakteristikleri

=Xx+ct
N’ } (2.3.19)
H=x—ct
seklinde elde edilir. (2.1) denklemine (2.3.19) d6niisiimleri uygulanirsa,
2
ol (2.3.20)
o&ou

seklinde bir hiperbblik diferansiyel denklem elde edilir. Daha sonra (2.3.19) esitlikler
kullanilarak

1 L,
x—2(ﬂ+§), t 2c(u )

seklinde yazilabilir. Burada =0 i¢in AB dogrusu g = ¢ dogrusudur.

“ a B
X
M(éﬂs#?:‘ . ,"'.
i ,_,-' Q1. 1)
vy 7
E ‘,-’
./
, P&y, &)
.' .' '
g ¢
A

DOKTMANTASYON MERKEF)
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Ou B 1ou 1 ou
-a—~ -—uxxi +u,t§ =—2—a*—?"*—

5 E=u cor E=p
ou lou 1 ou
ul, T T e T
H e € O e

(2.3) sartlar1 g6z 6niine alinarak

oul 1, 1
54; » —'Z‘f (9] 208(5)
|l 1 1
a o —~§f(§) ch(é)

seklinde elde edilir. Ayrica
ul,, =5

olur. Buradan da Riemann metodunun yapisi geregi (2.3.12) ¢6ziim fonksiyonunda
a=b=0, f=0 degerleri goz oniinde bulundurularak (2.1) ve (2.2) sartlarin1 saglayan

¢Oziim fonksiyonu

_ Wt g f ou & o, <d
u(€y, 1) = 5 +2P£ [vag ua§)d§+(van ua#)a’y

elde ederiz.
Simdi ise w(&,u,&,, 1,) Riemann fonksiyonunu bulmaya calisalm. Riemann

metodunun yapisi geregi v(&, i, &, 4,) fonksiyonu

v _
o&ou -
denklemi ve
o
V(& to:Ep o) =€ =1,
—f()d,‘

v(éouusézo’.uo)ze o =17
v(f:ﬂ,é:ouuo) =1,

sartlar1 ile birlikte saglamalidir. Burada bulmaya ¢alistigimiz Riemann fonksiyonudur.
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Gy = LEVIm) U

g 1, b
2 5 [Ef (5)-—2;g(§)}d§+i5f &)+ g(é)]dé‘

(2.3.21)

o

seklinde genel ¢6ziim fonksiyonu bulunur. (2.3.21) ile elde edilen ¢6ziim fonksiyonunda

gerekli cebirsel iglemler yapilirsa

x+ct

u(x,f) = %[f(x —ef)+ f(x+en))+ -;- j g(r)dr (2.3.22)

et
seklinde bir ¢6ziim fonksiyonu bulunur ve bu ¢6ziime (2.1) seklindeki bir boyutlu dalga
denklemi igin verilen Cauchy probleminin D’ Alembert ¢6ziimiidiir denir.

Benzer seklide (2.1.14) esitlikleri goz 6niine alimip (2.1.15) baslangig ve sir
sartlar1 ile birlikte Riemann metodu ile (2.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonunu
aragtiralim.

Riemann metodu ile elde edilen (2.3.22) ¢6ziim fonksiyonunda, &rnegin;

(2.1.14) de verilen baslangi¢ sartlar1 goz 6niine alinarak
u(x, 1) = %[sin(x _f)+sin(x+0)] (2.3.23)

seklinde yazihr ve (2.3.23) ¢06ziim fonksiyonunda, trigonometrik &zdeslikler
kullanilarak, gerekli islemler yapilirsa
u(x,t) = sin(x) cos(t) (2.3.24)

seklinde ¢6ziim fonksiyonu elde edilir.

2.4. FOURIER DONUSUM METODU

Ozel déniisim metotlarindan biri olan Fourier doniisim metodu ile kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii bulunurken kargilagilan karmagik hesaplamalari en
aza indirgemek i¢in kullanilan bir doniisiim metodudur. Bu doniisim metodu
kullamlarak ele ahnan kismi diferansiyel denklem, adi diferansiyel denkleme
doniistiiriilerek elde edilen denklemin genel ¢oziimii bulunur. Bu genel ¢bziimde
baglangi¢ sartlari kullamlarak 6zel ¢oziim elde edilir ve bu 6zel ¢dziime ters Fourier
doéniistimii uygulanarak kismi diferansiyel denklemin ¢éziim fonksiyonu bulunmus olur.

Burada once tek degiskenli ve (-£,£) araliginda siirekli ve periyodik olan bir
f(x) fonksiyonunu ele alahm. Bu f{x) fonksiyonunun (- £,£) arahginda Fourier seri

acilimm
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fx)= 5‘22 + Z(a,, cosﬁ;-‘?‘- +b, sin "—2“—] 2.4.1)
n=1
seklinde olur, burada
14 4
_1 f fycos™dr, b, = 1 [f@®sin A at: n=0,1,2,3,.. (2.4.2)
£ I Ia £
(2.4.2) esitlikleri (2.4.1) denkleminde yerlerine yazilarak

f(x)—‘——jf(t)dt+z jf(t)cos———dtcos-———+ If(t)sm—dtsm7+

+ ;—E_If(t) cos—z—(t - x)dt

(2.4.3)
seklinde yazilabilir. Ayrica,
flfeoldx < 2.4.4)
mutlak integrallenebilir ve yakinsak olmak iizere buradan
-2—1 = —‘ [r@yde|<— ﬂ f(0)|de < <—- ﬂ f(@)|at (2.4.5)
seklinde yazilir. Dikkat edilecek olursa £ — o igin @, — 0 dir ve
S =lim— Z j f(t)cos( :(t—x)) d, a =-’3€£ (2.4.6)
k 1 -¢
olur, burada «,,, —@, =Aa = % esitligi alinirsa
® 1 4 .
S =lm> F(x,)Aa, fa)= p [f@ycoslat —x)ldr f(e) (2.4.7)
k=1 -

seklinde yazilabilir ve @ — f(a) i¢in



23

. —n.
2 Sekdt a

f(x)= °°j f(a)da = | ;1; ? f(®)cosla(t —x)]dt}da (2.4.8)

bulunur. Ayrica

eiar(t—x) + e—ia(r—x)

2
seklinde alinabilir ve bu esitlik (2.4.8) denkleminde yerine yazilirsa

1 o ia(t~x l o —ia(t—x
f(x):E; j f(t)e™ )dt]+—2—f; j{f f()e ™ )dt]da

0{ -~

(2.4.9)

cosa(t —x) =

0| ~o

1 5 iat iax 1 a5 —iat) | iocx
= e dt da+— t dt dx
> Ojbf()e e ] @+ Mf( Ye I

0l -0

~ 1 @] o ot A 1 ®f © i) .
_-Z;J[_if(t)e dte :lda+—2—7; jf(t)e dt |edx

14 i@ g, e 1 _im)-m
== jf(t)e dte ]da+—2—ﬂ——ﬂ_£f(t)e dt | dx

0] - .

= -2-1; J{:[f(t)e’“’ dt} ek = :/——%_;—ﬂi—‘/—%;:_if(t)em)dt:}emdx
elde edilir. Buradan
Flf (o)} =—— wff(t)e""" dx
Vor -,
seklinde tek degiskenli bir fonksiyonun Fourier doniigiimii elde edilir ve elde edilen bu
doniisiimiin tersi ise
FHf0}= £(x) = 7;_; [ ek

seklinde bulunur. Bu doniigiim ters Fourier doniigtimii olarak adlandinlir.

Benzer sekilde iki degiskenli u(x,#) fonksiyonunun Fourier d6niitimii



24

1
Var

seklinde yazilir ve bu doniisiimiin tersi olan ters Fourier doniigiimii ise

Flu(x,0)} = u(k,t) =

Te"k’u(x,t)dx (2.4.10)

u(x,t) = F {u(k,n} =

J;__ fe ™ uk,tyat (2.4.11)
7T o

seklinde yazilabilir. Ayrica; u(x,t) fonksiyonunun Fourier doniigiimii altinda tiirevleri

alinabilir ve bu tiirevler

F{%} = (ik) F{u(x,1)} = (ik)u(k,t)

F{-g-'zi} = (ik)2 F{u(x,1)} = (ik)*u(k,t)

seklinde olup, Fourier dniistimii altinda bir fonksiyonun » inci mertebeden tiirevi ise

F{Z;’n‘} = (ik)" F{u(x,0)} = (ik)" u(k, 1) (2.4.13)

seklinde bulunabilir. Fourier doniisiimiiniin en biiyiikk dezavantaji sabit fonksiyon ve

sinx fonksiyonlarinin Fourier doniistimiiniin olmamasidir, ¢iinkii;

F{sin wx} = ! fe7 sin wx ax (2.4.14)

Var
(2.4.14) esitligindeki Riemann anlaminda integrallenemez olmasindandir (Guenther ve
Lee, 1988).

Simdi ise (2.1) hiperbolik tipindeki kismi diferansiyel denklemi ve (2.2)
baglangi¢ sarti altinda Fourier doniisim metodu kullanarak denklemin ¢6ziim
fonksiyonunu arayalim. (2.4.13) esitliginden

Fu{x,t}) =u(k,t) (2.4.15)

2

olacagindan (2.1) diferansiyel denklemindeki —Z—;’i ifadesinin esitini  (2.4.13)

2
esitliginden
0’u

P =’ (k) u=-ck’u (2.4.16)

denklemi
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) 2
ﬂt—‘;+ Kcu=0 (2.4.17)
seklinde ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliir. Bu denklemde,
kc>0 olmak tizere (2.4.17) denkleminin

=c,(k) e™ +c,(k)e™ (2.4.18)
seklinde ¢oziim fonksiyonu bulunur ve elde edilen bu ¢6zim fonksiyonunda (2.2.2)

baslangi¢ sart: kullanarak ¢;(k) ve ca(k) ifadelerini bulabiliriz. Buradan da

-]

k,0)= ik dx,
w0 = () uk0) == [

(x.0) = 2(x) ise . (2.4.19)
u,(x,0)=gx ou(k,0 1 y
t (at ) J__ J‘ ifx g(x) dx
baslangi sartlar elde edilir. Daha sonra (2.4.19) egitlikleri kullanilarak
u(k,0) =c¢, (k) +c,(k) = f(k) (2.4.20)
u,(k,0) = ~ikc ¢, (k) +ikc ¢, (k) = g(k) (24.21)
sekline getirilir ve (2.4.20) ile (2.4.21) denklem sistemi ¢oziillirse
1 1
ky==fk)-——g(k 2.4.22
e (k) 2f( ) 2l.kcg( ) ( )
1 1
b=—fk)+——glk 2.4.23
¢, (k) 2f( )+2ikcg() ( )

ifadeleri bulunur bulunan (2.4.22) ve (2.4.23) ifadeleri (2.4.18) ¢6ziim fonksiyonunda

yerlerine yazilirsa

u(k,t) = % Fle™ +eta ]+ 2 = (e — e (2.424)

fonksiyonu elde edilir. (2.4.24) ¢dziim fonksiyonuna (2.4.2) esitligindeki ters Fourier
doniisiimil uygulanir ise

f‘l {u(k,t)} =uy(x, 1= _Ig__l___ uj'f(k)[eik(x—cz) + e;k(m.,)}ik

@© zk(x—a) —e ik (xtet)
jg(k) : dk
ik

wl,_. N
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1 1 1 = x+ct ,'
= —i—['f(x - Ct) + f(x + Ct)]+—2-5'——27~jg(k)[ _J;e kgdé]dk
(2.4.25)

xtcot

ﬁj dg( ] j g(k)e™ dk}

ifadesi bulunur. Sonug olarak (3.4.25) ¢oziim fonksiyonunda gerekli diizenlemeler

yapilirsa

X+t

u(x,t) = é—[f(x —c)+ f(x+ cr)]+-12- [ g(&)d¢ (2.4.26)

x-ct
¢Oziim fonksiybnu bulunur ve bu elde edilen (2.4.26) ¢oziimii iyi bilinen D’ Alembert
metodu ile elde edilen ¢dziim fonksiyonu ile aymdir,

Burada (2.1) denkleminin u(x,0)=sinx, u(x,0)=0 esitlikleri géz Oniine alinip
(2.1.15) baglangig ve sinir sartlart ile birlikte Fourier doniigiim metodu uygulanirsa
denklemin ¢6ziimii bulunabilir. Yani bu ¢oziim kesim 2.2 de oldugu gibi (2.2.14) seri
formunda bir ¢6ziim bulunur ve bu ¢6ziim de (2.2.15) seklindedir.

2.5. ADOMIAN AYRISIM YONTEMI
Ayrisim yOntemi bir seri metodu oldugu ve bir ¢ok cebirsel, lineer veya lineer

olmayan diferansiyel denklemlere basarih bir sekilde uygulandigi bilinmektedir
(Adomian, 1990). Genel olarak bu metodu verecek olursak, kabul edelim ki F, hem
lineer hem de lineer olmayan terimleri igeren bir genel lineer olmayan adi diferansiyel
operatdr olmak {izere

Fu(x)=g(x) 2.5.1)
denklemini ele alalim. (2.5.1) denkleminde L; verilen diferansiyel denklemin en ytiksek
mertebeden tiirevini, R; lineer operatérden kalan kismi ve N, ise diferansiyel denklemde
lineer olmayan terimi gostermek lizere

LutRu+Nu=g (2.5.2)
seklinde ayristirarak yazalim. L bir lineer operatdr ve tersi de mevcut olsun. (2.5.2)
esitligi

Lu=g-Ru-Nu (2.5.3)
seklinde yazilabilir ve bu esitligin her iki tarafi L7 operatorii ile sol taraftan (2.3.5)

esitligine uygulanirsa
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L'Lu=L"g-L'Ru- L Nu (2.5.4)
esitligi elde edilebilir.

L ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatér oldugunu kabul

edelim. (2.5.4) esitliginde gerekli iglemleri yapildiktan sonra
= u(0)+tu'(0) - L'Ru- L' Nu (2.5.5)
¢6ziim fonksiyonu bulunur. (2.5.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmayan terim ve
Nu = iA,, seklinde ifade edilmektedir. Buradaki 4, polinomlar: 6zel polinomlardir ve

n=0

bu polinomlar daha sonra tartigilacaktir. (2.5.5) esitligindeki # ayrigtirilmig seri ¢dziim
fonksiyonudur. Bu seri ¢ziim fonksiyonunun birinci terim up, verilen baglangig degeri
ve denklemin sag taraf fonksiyonunun integrali olmak tizere, up- a+bt - L' g ile bulunur
daha sonra seri ¢dziimiin birinci terimi olan uy terimi kullanilarak u;, u5, ... terimleri elde

edilerek ayristirilmis seri ¢oziim fonksiyonu
u(x,f) =Y u,(x,1) (2.5.6)
n=0

seklinde yazilabilir ve serinin yakinsak oldugu varsayilacaktir. Bu seri ¢6ziimii

kullamlarak (2.5.5) esitligi tekrar yazilirsa

iun =u, —L’lRiun ~L"iAn (2.5.7)
n=0 n=0 n=0

seklinde genel seri formu elde edilir. Benzer olarak, (2.5.7) esitligi agik sekilde
u, =—L"'Ruy— L4,
-7 _ 7l
Uy ==L Ru, =L 4, (2.5.8)
u,,=—L"Ru ~L"'4,, n>0
seklinde de yazilabilir. Buradaki A4, polinomlar1 her bir lineer olmayan terim igin
genellestirilebilir ve bu genellestirmede A4y sadece up a, A; sadece uy ve u; e, A; ise, uy,
uj, uy ye bagh ve benzer sekilde (2.5.8) esitligindeki biitiin 4, Adomian polinomlar:
elde edilebilir. 4, Adomian polinomu da ayristirilmis hali ise literatiirde
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AO = f(uo):

4, =u, (jz_')f(uo)s
FRES R PRSI L (A0 P
2o d Ho du? 0 (2.5.9)
&=%&§Jﬂ%%ww{d }1» ( d]ﬂo)
Uo

seklinde verilmektedir (Adomian,1994). Ayristiriimig polinomlarin genel hali ise

1 d° X
A A R >0 2.5.10
nmd{[21@LOn (2.5.10)

k=1

formiilize edilerek literatiire (Adomian,1994; Seng ve arkadaslari, 1996) tarafindan
kazandmilmistir. Bu Adomian polinomlarim elde etmek igin bir alternatif metot ise
(Wazwaz, 1999) tarafindan gelistirilmistir. Baz1 problemlerin sayisal ¢6ziimlerinin daha
hassas olmasi istenildigi durumlarda ayrigim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmast
gerekebilir. Bu gibi durumlarda (2.5.10) genel formiiliin kullanilmas:, istenildigi kadar
¢ok sayida (2.5.6) ayristirma serisinin terimlerinin hesaplanmasinda kolayliklar
saglamaktadir.

Ayrisim metodu kullamlarak u(x,#) kapal ¢6ziim fonksiyonu ve bu fonksiyona

ait sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in

n-1
@, (x,0)= > u,(x,0); n=0 (2.5.11)
k=1
olmak tizere,
lim @, =u(x,f) (2.5.12)

ifadesinin (2.5.8) indirgeme bagintis1 g6z Oniine alinarak kolaca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (2.5.12) seklindeki ayrisim seri ¢dziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok
hizli olarak yakinsakhk ortéya ¢cikmaktadir. Ayrisim serisinin yakinsaklig literatiirde
bir ¢ok yazar tarafindan aragtinlmigtir. Ayrisim serisinin yakinsakligi teorik olarak
(Cherruault, 1989; Reépaci, 1990; Cherruault ve Adomian, 1993; Abbaoui ve
Cherruault, 1994; Abbaoui ve Cherruault, 1995) incelemislerdir. Bu c¢alismalara

ilaveten yakin zamanda (Abbaoui ve arkadaglari, 2001) ¢alismalarinda ayrisim serisinin
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yakmnsakligini bulmada yeni bir yaklasim Onermislerdir. Bu yazarlar ayrisim seri
metodunun yakinsakhigim elde etmek i¢in yeni sartlar vererek bulmuslardir. Biz bu
cahymamizda ayngim serisinin teorik olarak yakinsakhgim degil de sayisal
yakmsakhgina bakacaginmizdan dolay: detayl: bilgi yukaridaki referanslara bakilabilir.
Yukarida klasik metotlar i¢in yaptigimiz uygulamaya benzer olarak bu metodun
uygulamasi i¢in hiperbolik tipindeki (2.1) kismi diferansiyel denklemi ve (2.2)
baslangi¢ ve sinir sartlari ile birlikte ele alalim. Bu ele alinan baglangi¢ ve siir sartlar:

Ozel olarak (2.1.14) esitlikleri g6z oOniine alinarak (2.1.15) seklinde olsun. Ayrica

02 o’ . ] .
é?—, L., =— lineer operatdrler olmak i{izere bu operatdrlerin tersleri de

xx axz

L, =

meveut ve L' = [ [()dsdr, L = [ [(Msdr seklinde tammlansin. Burada (2.1)
[ 0 0

0
denklemini operat6r formunda yazarsak

Liu-L u=0, (2.5.13)
olur ve (2.5.13) denklemi ¢-yoniinde ¢oziiliirse

u(x,t) = u(x,0) +tu,(x,0)+ L' L_u(x,1) (2.5.14)
seklinde u(x,f) ¢oziimli bulunabilir. Bu ¢dzlim (2.5.6) seri formunda bir ¢6ziim
olacagindan baglangi¢ sartlar1 kullanilarak

U, =sinx (2.5.15)
seklinde serinin ilk terimi butunur. serinin diger terimlerini bulunmak igin ise (2.5.8) ile
verilen indirgeme bagmtisina benzer sekilde

Uy (6,0 =L'L_u,(x,f), n=0 (2.5.16)
indirgeme bagmtisi yazilabilir. n>0 igin baslangig sartlar1 kullamlarak serinin ilk
terim (2.5.15) seklindedir. (2.5.16) indirgeme bagintis: kullanilarak ayrigim serisinin
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5

~1 . -
u, =L, L uy=-sinx—,
2!

4

-1 .t
u, = Lﬂ Lnu, = SII‘IX'Z‘T,

u, =L L_u, =—sinx— (2.5.17)
2n

u, =L'L_u_, =(-1)"sinx
n 1 ( ) (zn)!

terimleri kolayca elde edilebilir. Bu elde edilen terimler (2.5.6) ayrisim serisinde

yerlerine yazilirsa serinin agik formu

tZ t4 16 t2n
u(x,t)=sinx|l——+-———+---+(-1)" (2.5.18)
21 4 6 (2n)!

elde edilir ve esitligin sag tarafinda parantez igindeki seri cos ¢ fonksiyonunun agilimi
oldugu kolayca goriinmektedir. Buradan (2.2) ile verilen hiperbolik kismi diferansiyel
denklemin ¢dziimiiniin kapali formu olan

u(x,t) = sin x cost (2.5.19)
fonksiyonu oldugu goriilir. Bu fonksiyon da baslangic sartimi ve (2.1) denklemini
sagladigt kolayca goriilebilir.

Sonug olarak literatiirde bilinen klasik ¢6ziim metotlar1 ve 6zel doniisiim
metotlar1 ile ¢oziim fonksiyonu aragtirilirken, birgok islem yogunlugu ile
kargilagiimaktadir. Klasik ¢6ziim ySntemlerinden olan D’Alembert ve Riemann
yontemleri sadece  hiperbolik tipindeki kismi diferansiyel denklemlerine
uygulanabilmektedir. Ayrica klasik ¢6ziim ySntemleri ve 6zel doniisiim metotlar: ile
¢ozlim fonksiyonu aranirken, ele alinan diferansiyel denklemler kanonik forma
indirgenerek s6z konusu denklemin ¢6ziim fonksiyonu elde edilmektedir. Bu elde edilen
¢oziim fonksiyonlari kullanularak da yaklagik sayisal ¢oziimler elde edilememektedir.
Fakat ayrisim metodu, ele alinan denklemi lineerlestirmeksizin hem klasik yontemler ile
elde edilen ¢6ziim fonksiyonunu hem de ayrisim metodunun yapisi gere§i seri
formundaki ¢6ziim fonksiyonu kullanilarak yaklasik sayisal ¢éziimler de elde edilebilir.

Kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii D’Alembert metodu kullalarak
hesaplandifinda, dzellikle u,(x,0)=g(x) baslangi¢ deger fonksiyonu kolay intgrallenmez
ise istenmeyen karmasik islemler ile karsilagildig tyi bilinmektedir (Guenther ve Lee,
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1988). Bu yiizden (2.2.13) ¢6ziim fonksiyonu kolayca elde edilemeye bilir. (Wazwaz,
1998) tarafindan ayrigim metodu kullanilarak D’ Alembert metodu ile kargilagtirmali bir
¢aligma yapilimistir. Bu ¢aligmaya ilaveten bu bslimde Degiskenlerine ayirma metodu,
Riemann metodu ve Fouriyer doniisiim metodu ile ¢6ziim fonksiyonu arastirihirken, g(x)
fonksiyonunun kolay integrallenemeyen olmasi durumunda hesaplamalarda zorluklar
veya integral isleminin yapilamamas: durumu ile karsilagilabilir. Ancak ayrigim seri
metodunda #- ve x- yoniindeki ¢oziim esit oldugundan bu tiirden karsilagilacak zorluklar
baslangi¢ sartinin ¢ ye veya x e bagh olan fonksiyonlar esnekligi ile telafi edilebilir
(Wazwaz, 1998; Kaya ve Yokus, 2002).
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3. BURGERS DENKLEMI

Bu béliimde, lineer olmayan klasik denklemler iginde 6nemli bir yer tutan ve
¢alismamizdaki uygulamalarda kullanacagimiz Burgers denklemi modelini ele alacagiz.
Once denklemin nasil modellendigini ve daha sonra Burgers denkleminin ¢6ziim
fonksiyonunun bulunmasinda kullamlan ilk doniisim metotlarindan biri olan Colle-
Hopf doniisiimiinii genel olarak ele alinacak ve daha sonra 6zel bir baglangig sarti
altinda ¢6ziimii elde edilecektir. Tezimizde yeni metot olarak verdigimiz ayrigim
metodunun bu probleme uygulanisi ve aym 06zel baslangic sarti altinda Burgers

denkleminin ¢6ziimii ayrisim metodu kullanilarak hesaplanacaktir.

3.1. BURGERS DENKLEMININ ELDE EDILISI
Oncelikle bu Burgers denkleminin elde edilisini kisaca agiklayalim, bunun igin
asagidaki
P, 3.1.D)

_._+__...=

ot ox
lineer olmayan korunum diferansiyel denklemini gbz 6niine alahm. Bu denklem
stireksiz ¢dziimlerin veya sok dalgalarin yapisini incelemek igin ¢ = Q(p) fonksiyonel
bagmtinin varhigim kabul edip, p ve g igin sigrama siireksizligine sahip oldugunu

varsayalim. Ilgili birgok problemde ¢ da p nin oldugu kadar p, yogunluk gradyetinde

bir fonksiyon oldugunu kabul etmek daha iyi bir yaklagim olacaktir. Basit bir model
olarak

q=Q(p)-vp, (3.1.2)
esitligini alalim, burada; v pozitif sabittir. (3.1.2) ile ele alman esitligi (3.1.1)
denkleminde yerine yazarsak

P, +c(P)p, =V (3.1.3)

formunda lineer olmayan diflizyon denklemini elde ederiz ve burada c¢(p) = Q'(p)dir.
Elde edilen (3.1.3) denklemini ¢'(p) ile ¢arparsak

¢, +ee,=ve'(p)p,.

= vl -co)p3 } o9
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denklemini elde ederiz. Eger Q(p), p ye bagh ikinci dereceden bir fonksiyon ise bu
taktirde c(p), p degiskenine goére lineerdir ve ¢'(p)=0 dir. Sonug olarak (3.1.4)
denklemi
c,+cec, =ve, (3.1.5)
sekline doniistir. Yukarida elde edilen (3.1.5) denkleminde ¢ fonksiyonu u(x,#) akiskan
hiz alan ile degistirilirse
u, +uu, =vu,, (3.1.6)
denklemi bulunur. Bu (3.1.6) denklemi basit bir tiirbiilans modeli olan ve literatiirde iyi
bilinen Burgers denklemidir, burada v kinematik viskozitedir. B&ylece Burgers
denklemi; zamandaki degisim, lineer olmayan terim ve diflizyon arasinda bir dengedir.
Bu denklem akigkanlar dinamiginde, difizyon dalgalar i¢in en basit lineer olmayan
model denklemidir. Bu denklem ilk olarak Burgers tarafindan 1948’de oncelikle taginim
ve diflizyonun iki karstt etkilerinin etkilegimi ile tammlanan tiirbiilans {izerinde gegen
151k igin gelistirildi (Burgers, 1948). Yukarida elde edilen (3.1.6) denklemi bir boyutlu
turbiilans, vizkoz elastik tiiplerdeki dalgalar1 sonlu elektriksel gegirgenlikler ile bir
alandaki magnettohidrodinamik dalgalar: igeren bir ¢ok fiziki problemde ortaya ¢ikar.
Tirbiilans, hem ti¢ boyutlu hem de dogada istatiksel olarak nadiren oldugu i¢in gok
karmagiktir. Dikkat edilirse burada (3.1.6) denklemi paraboliktir ancak, v = 0 oldugunda
ise denklem hiperbolik olmaktadir. Daha da 6nemlisi parabolik denklemin ¢dziimiiniin
6zellikleri 6nemli bir sekilde hiperbolik denklemin ¢6ziimiinden farklidir.
Burgers denklemini ve ¢6ziimlerinin daha iyi analiz etmek ic¢in bu denkiemin
lineer sekli olan basit diflizyon ve lineerlestirilmis durumlarim ele alalim.
I Durum: Yukaridaki (3.1.6) denkleminde lineer olmayan ww, teriminin olmadigmi
varsayalim. Bu durumda diferansiyel denklem iyi bilinen
U, =vu,, -©o<x<w, t>0, 3.1.7)
diftizyon denklemidir. Bu (3.1.7) denklem lineerlestirilmis Burgers denklemidir ve ¢ =

0 durumunda

1(x,0) = {”“ x>0 (3.1.8)

u,, x<0
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baslangi¢ sartlar1 ile x e gore Fourier doniiglimiinii uygulanirsa kolaylikla ¢dziilebilir.
(3.1.7) diferansiyel denkleminin t > 0 igin ve (3.1.8) baslangi¢ sart: ile birlikte ele

alindiginda agik ¢6ziim

u(x,t) = %(ul +u,) ——12—(11l -—uz)erf(zj‘;) (3.1.9)

1
fonksiyonu bulunur. Bu diflizyon teriminin varhigmi ve vu_ terimin (v¢) ? bagslangig

yayilmas: ile ditzgiin olacagim gosterir. (3.1.9) ¢6ziimii x — —oo iken #,, X — +co iken
u, sabit degerlerine yaklasir. (3.1.6) diferansiyel denkleminde eger difiizyon teriminin
etkisinin olmadigi durumu ortaya ¢ikar ise yavag yavas lineer olmayan adimlara ve
sonra da kirilmaya yol acar. Gergcekten (3.1.6) diferansiyel denklemi lineer olmayanlik
ve diflizyonun iki zit etkisini birlestirir. (3.1.6) diferansiyel denkleminin diflizyon terimi
olmadigindan sonug denklemi, ¢6ziim olarak ilerleyen bir biikiilmiis (distorted) dalga
profilini birinci mertebeden lineer olmayan dalga denklemine indirgenir. Olay sonunda
bir sok dalga olarak bir siireksizligi gelistirir.

II. Durum: (3.1.6) diferansiyel denklemi, tasimim terimi ile cu, lineerlestirilmig bir
denklem (burada ¢ bir sabit),

u, +cu, =vu, (3.1.10)
seklinde lineer parabolik bir diferansiyel denkleme indirgenir. (3.1.10) diferansiyel
denkleminin

u(x,t) = aexp { i(koc—wt)} (3.1.11)
durumunda diizlem dalga ¢6ziimiinii artyoruz. Burada v>0 oldugunda Imw = —vk® <0

alinacaktir. Boylece (3.1.10) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii

u(x,t) = ae**" explik(x —ct)] (3.1.12)
olur, burada £ dalga sayis1 ve ¢ faz hizi ile bir difiizyon dalgasim temsil etmek iizere, ¢
zamant ile dalganin genligi iistel olarak azalir ve sabit v ile k arttikga kiigiilen
t, = (vkz)—1 gecikme zaman ile dalganm genligi daha da kiigiik hale gelir. Béylece
daha kiigiik dalga boylu dalgalar, daha vzun dalga boylu dalgalardan daha hizli soner.
Diger taraftan, sabit bir & dalga sayis1 igin v artarken, dalganin sdnme zamani azalr.

Dolayisiyla buradaki v niceligine difiizyon 6i¢iimii olarak bakilabilir. Sonug olarak uzun
boylu dalgalar1 bozan etkenler, zamana baghdir. Oysa kisa boylu dalgalar daha hizh
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bozulacak ve v < 0 i¢in (2.1.12) ¢6ziimii £ — oo igin sonsuzluga yonelir ve bu nedenle

¢Oztim kararsiz olur.

3.2 HAREKET EDEN DALGA COZUMLERI VE SOK DALGA YAPISI
Linear olmayan ve difiizyon etkisini incelemek igin
ulx,t)=ulf), E&=x-xt 3.2.1)
formunda (3.1.6) Burgers denkleminin hareket eden dalga ¢dziimiinii arayahm, burada
x dalga hzi olarak tammlamaktadir. u(&) asimtotik olarak £ — —0 iken u,, & — +0©
iken u, sabit degerlerine yonelen ozelligi ile dalga formunu temsil eder. u;>u;

oldugunu varsayalim ve (3.2.1) doniistimlerini kullanarak (3.1.6) Burgers denkleminde
yerlerine yazarsak

— ' (§)+ uu'(£)—u"(€) = 0
(3.16) denklemi seklinde bir adi diferansiyel denkleme déniigiir. Bu denklemin integrali

alinirsa
~RU(§) + 2u” vu(§) = 4
elde edilir, burada 4 integrasyon sabitidir. Yukaridaki adi diferansiyel denklemi
wl() = 51\7(142 —2Ku—24) (3.2.2)

seklinde yazip, gerekli ditzenlemeleri yaparsak ve esitligin sag tarafi sifira esitlersek

u? —2xu—-24=0 (3.2.3)
denklemini elde ederiz. Bu elde edilen ikinci dereceden denklemin kékleri u, ve u,
olur. Boylece k¥ ve 4 (3.2.3) ikinci dereceden denkleminde u, ve u, koklerinin

srrastyla toplami ve ¢arpimimi tamimladifi analizden bilinmektedir. Bu gergek, goz
Oniinde bulundurularak

K= -;—(ul +u,), A= —%u,u2 (3.2.4)

yazilabilir ve bu yazilandan, dalga hizmin sonsuzda asimtotik durumlarda iki hizin
ortalamasi seklinde oldugu sonucu sdylenebilir.
Simdi, (3.2.2) denklemini

2v£d1,—g-=u2 ~2Kku~2A4 = (u-u)(u-u,)
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seklinde yazarsak ve gerekli cebirsel islemlerden sonra denklemin

u b exp[(%)(ul —uz)J
1+ expﬂfv—)(u, - uz)}

(u, —uy)

1+ exp[(iJ(u, - u2)] (3.2.5)
2v
seklinde ¢6ziimiinit buluruz. Elde edilen (3.2.5) u ¢6ziimiinil

. exp[(f;)(u, —uz):i B
1+ expl:(«z%)(u[ —u, )} 2

= -;—(u, +u,)— —;—(u‘ +u, )tanh[(:f—:;)(ul ~u, )J (3.2.6)

u(&) =

=u, +

u(&) =§<ul Y+ (1, —11y)

seklinde alalim. Bu ¢oziimde u, > u, ise u(€) dalgasi, 1. Sekilde de gosterildigi gibi

£ — +o  iken u; sabit degerinden & — —o iken u; sabit degerine & ile monoton
olarak azalir ve &= 0 degeri i¢in u=%(ul +u, ) olur. (3.2.6) dalga-yapisin bigimi 6nemli

sekilde v diflizyon katsayisindan etkilenmektedir. Bu diflizyon islemlerinin mevcut
olmas1 dalga profilinin bozulmasini 6nler ve bu nedenle kirilma olmamas: geregini
agiklar. Diger taraftan difiizyon terimi (3.1.6) diferansiyel denkleminde yoksa (v = ()
kesinlikle dalga profili zaman ile bozulmadan etkilenecek ve bu nedenle sokun
gelisimiyle kirilacaktir. Hareket denkleminde sok dalga, tasimmi (lineer olmayan

terimin etkisini ve lineer difiizyon terimlerinin diizgiin etkisi arasinda bir denge olusur).
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1. Sekil: Hareket eden Dalga Cozimii u(&), £ =x-xt
1. Sekilden de goriildiigii gibi ¢6ziim profilinde diizgiin siireklik vardir. Ancak,

daha sonra stireklilii diizgiin bir profile yaymaya yonelir. Bu o6zellikten dolay: ¢oziim

difiizyon dalgas: olarak adlandinlir. Akigkanlar akisinda v vizkoziteyi temsil eder.

(3.2.5) esitliginin pay ve paydasini exp,:—f—(u1 ~u, )} ile carparsak (3.1.6) ile verilen
Y

u, +u expl:(— %)(“1 - uz)]
1+ exp[(—- f‘—))(ul = uz)]

sekline gelir. (3.2.7) ¢6ziimiindeki tistel faktér v/(u, ~u,) mertebeden & kalinlikli ince

u(c)=

(3.2.7)

bir ge¢is tabakasimnin varlifini gésterir. Bu 8 kalnhigi, u; ve u; sabitleri i¢in v— 0 a
giderken sok kalinlig: sifira yonelerek gider. Ayni zamanda, v sabiti i¢in %, —» u, iken
O artar. Eger ¢, problemin diger uzunluk 6lgiileriyle karsilastirildiginda kiigiik ise ¢abuk
sok islemi bir siireksizlik ile basarili olarak yaklasilabilir. Boylece, v — 0 giderken
limit halinde (3.1.6) ile verilen diferansiyel denklemin ¢6ziimleri

-%(uf —u? )= K, ~u,) (3.2.8)
sigrama sartim saglayan siireksiz sok dalgalar ile birlikte
u, +uu, =0 (3.2.9)
lineer olmayan denklemin ¢oziimiine yonelecegini bekleyebiliriz, burada;
=é—(u1 +u,) (3.2.10)
T.C. YOKSEKOCRETIM KURvLY

POXDMANTASYON MERKp7}
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burada; x ile verilen sok hizi gostermektedir. Bu ise yukardaki analizle tam

uyumludur.

3.3. COLE-HOPF DONUSUMU VE BURGERS DENKLEMTI ICIN TAM COZUM
Yukarida verilen klasik metotlar kullanilarak lineer veya lineer olamayan
denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek igin bazi dezavantajlari oldufu bilindiginden
dolay1 bu tip diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak igin bir ¢ok doniisiim
metotlar1 ve bazi 6zel metotlar literatiirde mevcuttur (Guenther ve Lee, 1988). Klasik
denklemlerden biri olan (3.1.6) lineer olmayan Burgers denklemi ve bu denklemin tam
¢oziimiinii elde etmek i¢in kullanilan ilk doniiglim metotlarindan biri Cole-Hope
doniigtim metodudur. Biz bu kesimde, Cole-Hope doniistimiiniin Burgers denklemine
uygulanisini ele alacagiz.
Yukarida elde edilen (3.1.6) Burgers denklemi ve t=0 i¢in baslangig sarti ile
u, tuu, =vu,_; xelR, t>0, 3.3.1)
u(x,0) = F(x); xelR, (3.3.2)
denklemint ele alalim. Burgers denklemi ¢éziiliirken, v vizkositesinin kiigiik degerlerine
veya Reynolds sayilarinin biiyiikk degerlerine onem verilmektedir. Ciinkii, deneysel
olarak girdabin baslangicinin Reynold sayist denilen boyutsuz bir parametre ile
belirlendigi bulunmustur, Reynold sayisinin ¢ok bilyiikk alinmasi durumunda yayilma
cok diizensiz ve rasgele bir sekilde gergeklesebilmektedir.
Birbirlerinden bagimsiz olarak (Hopf, 1950; Cole, 1951) Burgers denklemini bir
lineer difiizyon denklemine doniistiirebilen bir déniisiim buldular. Ik olarak (3.3.1)

diferansiyel denklemini
u, +(—;—u2 —vux) =0 (3.3.3)

konumuna benzer bir sekilde yazarak, bu denklemde y fonksiyonu mevcut olacak
sekilde
u=y, (3.34)

vu, -%uz =y, (3.3.5)

doniigiimleri yapilir ve (3.3.4) esitligindeki u ifadesi (3.3.5) denkleminde yerlerine
yazilarak
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1
vy ——2—w2x =y, (3.3.6)

denklemi bulunur. Daha sonra (3.3.6) denkleminde yeni bir v = —2vlog¢ doniisimi

yapildiktan sonra

9.

=y, =22 (3.3.7)

esitligini elde edilir ve glinlimiizde bu doéntsiim, Colle-Hopf doniisiimii olarak

bilinmektedir. (3.3.7) esitliginin x degiskenine gore tiirevi alindiginda

2
¢XJ v 2
v, = —ZV(—- -——¢, ve y,=-2v— (3.3.8)
¢ ¢ ' ¢
esitlikler elde edilir. Sonug olarak, (3.3.6) denklemi
¢, =ve,, (3.3.9)

lineer diftizyon denklemine indirgenir. Bu (3.3.9) denkleminin ¢dziimleri 3. Boéliimde
verilen metotlarin herhangi biri ile kolayca bulunabilir. (3.3.9) denkleminin ¢6ziim
fonksiyonu bulunur ve bu ¢6ziim kullanilarak, Burgers denkleminin ¢oziimlerini
bulmak i¢in ¢ ¢dziimiinii yerine yazilir ve buradan da (3.3.9) denklemini

#(x,0)=®(x), xelR (3.3.10)
baglangic sarti ile (3.3.7) esitligi kullanilarak u(x,0)=F(x) baslangic sarti dikkate

alinarak

¢, (x,0)
F(x)=u(x,0) = -2v—->——= 3.3.11
(%) =u(x,0) = -2v 5(.0) ( )
seklinde yazilabilir. (3.3.10) esitligi integre edilerek
#(x,0) = O(x) = exp{—~—l-—].F(a) dx} (3.3.12)
2v g

fonksiyonu bulunur.
Burada Fourier doniisiim metodu veya bilesik Fourier-Laplace doniigiim teknigi
(3.3.9) ve (3.3.10) lineer baglangi¢ defer probleminin ¢dziimiind bulmak igin

kullanacagiz. Béylece bu problemin standart ¢6ziimii

B(x,1) = —— J_ J'CD(f)exp{ L 5)} (3.3.13)
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bulunur. Daha sonra ®(&) fonksiyonu (3.3.12) esitligi ile bulunarak ®(&) fonksiyonu
(3.3.13) esitliginde yerine yazilirsa

N N A A
¢(x,t)—2 m_iexp( 2v)d§ (3.3.14)

seklinde bir fonksiyon elde edilir ve bu fonksiyon da

13 2
)= jF(a)da+9‘——”2—f~)— (3.3.15)
seklindedir. Béylece
L E - L 3.3.16
9. (x,1) 4V\/E_£( ; )exp( vadé‘ (3.3.16)

ifadesi elde edilir. Burgers denkleminin baglangic sart1 ile tam ¢oziimii (3.3.7)

doniistimii tersine igletilerek

fx-¢ /
j( t )eXp (_27)%
u(x,1) == P
Jexp(-—é;)df

¢oziim fonksiyonu bulunabilir. Elde edilen bu tam ¢6ziim ¢ nin biitiin degerleri i¢in tek

(3.3.17)

degerli ve siireklidir. Bu elde edilen tam ¢oziim fonksiyonunun fiziksel olarak
yorumunun yaptlabilmesi (3.3.17) esitligindeki f{x) fonksiyonunun bilinmesi ile
mimkiindiir.

f(x) fonksiyonunun bir 6zel durumunu uygun bir baglangic sart1 ve (3.3.1)
Burgers denklemini ele alarak hem Cole-Hopf doniisiimii hem de Adomian ayrigim
metodunu kullanarak bu denklemin ¢6ziim fonksiyonunun hesaplayalim. Ornegin

birinci uygulama i¢in, 0<x< ¢ ve >0 arahginda (3.3.6) Burgers denklemini

24(x,0) = (i*-g”l) sm(z?—) 0<x <l (33.18)
w0, =uli)=0,  t>0 (3.3.19)

baslangic ve s sartlar1 ile birlikte bu denklemi Cole-Hopf doniisiimiinden
yararlanarak ¢6zlim fonksiyonunu elde ekmeye ¢ahsalim.
Yukarida elde edilen (3.3.12) denkleminden yararlanarak

$(x,0)= exp{— (%)Jsin(%?Jda} 0<x<l1
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= exp[— 2[1 —cosig‘—)} (3.3.20)

elde edilebilir. (3.3.20) esitligi (3.3.19) sinr sartlarii saglar (3.3.9) lineer diflizyon

denkleminin standart ¢éziimii

o 2 2
S(x,1) = ag + Zanexp(— " ;’2 "’)cos(";’x) (3.3.21)
n=1

seklinde yazilabilir. Bu da

1
a, = % j exp[— 2[1 - cos—’%)jldx
0

=exp(-2),(2) (3.3.22)
Ve
a, = % 6[ exp[—- 2(1 - cosﬁz—)] cos(f%zx—)dx
=2exp(-2),(2) (3.3.23)

olup, yukaridaki integraller standart integraller kullanilarak hesaplanmistir. Burada;
I,(x) ve [ (x) fonksiyonlari birinci ¢esit degistirilmis Bessel fonksiyonlaridir.
Baslangi¢-sinir deger Burgers denkleminin ¢6ziimii

@ 2 2
>l (2)exp(— “ ”2 vt)sin(mzx)
u(x,t) = (470)) ik ¢ d

l,(2)+ 221,, (Z)exp(— ?f;% ,"Z] COS("ZZE’E‘)

seklinde bulunur. u(x,#) ¢6ziim fonksiyonuna dikkat edilecek olunursa =0 da biiyiik

(3.3.24)

parantezdeki paydamin degeri exp[Z cos(’—?—)jl seklindedir. (3.3.24) ¢6ziim fonksiyonu

(3.3.18) baslangi¢ sartim sagladiimi gergeklemek igin (3.3.16) baslangig sartini,
(3.3.18) esitliginden ¢ _(x,0) tiirev degerini ve (3.3.21) esitligi ile birlikte kullaniriz.

)

v

Burada = R ifadesinin Reynolds sayisim temsil etmektedir. (3.3.9) lineer

diflizyon denkleminin ¢6ziimii (3.3.18) baslangic ve (3.3.19) sinir sartlarina gére
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$(x,0) = (%’1) exp(— ”;2" d )sm(—?—) (3.3.25)

seklinde ¢oziim fonksiyonu bulunabilir.

R — o giderken, u(x,#) fonksiyonu i¢in asimtotik ¢oziimii bulmak

()l

degistirilmis Bessel fonksiyonun asimtotik a¢ihimi kullamlarak u(x,t) ¢6ziim fonksiyonu

= n’rivt) . (nﬂx)
Znexp - 5 sin] —~
47[V n=1 ( Z ) E
u(x,t) ~ 7

(3.3.26)

¢oziim fonksiyonu bulunur. Bu asimtotik ¢oziimiin tam ¢oziim ile dzdes oldugunu

belirtmek onemli bir noktadir. Bu seri ¢oziim Gﬁ-} nin biitiin degerleri igin ok huzl

olarak yakinsar ve bdylece dalga formunu hesaplamak kolaylagir. % 21 oldugunda

n=1] igin (3.3.26) seri fonksiyonundaki pay, paydadan baskin oldugundan dolay:
yaklasik olarak

u(x, ) ~ (%”1) exp(— ”;" ! )sm(—’%) (3.3.27)

¢cOziimiind elde edilebilir. Bu ¢6ziim, Gistel olarak bozulan azalma ile bir siniis dalgast

(sinlizoidal) dalga formunu temsil eder. Boyle bir ¢6ziimiin en son bozulmas: diflizyon
ile dengelenir.

Ikinci uygulama i¢in de, 6rnegin; (3.1.6) Burgers denklemi ve yine 6zel olarak
(3.1.18) baslangi¢ sartini ele alarak ¢dziim fonksiyonunu t-yéniinden ayrisim metodu
yardim ile bulalim.

Ele ahnan diferansiyel denklemin operator formda yaziimas:1 gerekmektedir. 2.

Boliim, 2.5. Kesimde de agiklandig gibi

2
L,:—a~ L =2

L =2 3.3.28
ot 7 &’ ( )

seklinde L lineer tiirev operatdrleri ve bu operatorlerin tersleride mevcut olsun, bu

durumda (3.3.28) operatérlerinin
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L= ](.)ds, L= Tj(.)dsdx (3.3.29)

seklinde de ters tiirev operatorlerini tanimlayabiliriz. (3.3.28) tiirev operatorlerini (3.1.1)
Burgers denkleminin her iki tarafina soldan uygulanirsa operatdr formunda denklem
Lu+uu —-vL u=0 (3.3.30)
elde edilebilir, elde edilen (3.3:30) denklemine sol taraftan L' operatdrii uygulanir ve
gerekli islemler yapilirsa
u(x,1) = u(x,0) = L [uu, +vIL_u] (3.3.31)
seklinde ¢oziim fonksiyonu elde edilebilir. (3.3.31) esitligindeki @(u)=wuu, lineer

olmayan terimi gostermek lizere bu fonksiyonel

)= A, (uyu,,...,u,) (3.3.32)
n=1
seklinde yazilabilmektedir. Ayrica, bu metot kullanilarak
u(x, )=, u,(x,1) (3.3.33)
n=0

seklinde seri formunda ¢6ziim fonksiyonu bulunur.
Simdi; (3.1.16) denklemi ve (3.1.18) baslangic sart1 ile birlikte g6z Oniine

alinarak ayrisim serisinin ilk terimi

1y = u(x,0) = %lsm(—”;i) (3.3.34)

elde edilir ve #-yoniindeki aranan ¢dziim i¢in indirgeme bagintis
u,, =-L'4,~vL u], n=0 (3.3.35)
seklinde yazilabilir. (3.3.35) ile elde edilen indirgeme bagintis1 ve (3.3.34) baslangig

v

sin(E) kullanilarak
p; ;

oJ= 4ﬂ3w2[sm(?] + 2Sin(2_;_z?? ﬂ

€3

67°t*v| — sm(ﬂ) + 4sin(i2£) + 4sin(§£x—
¢ £ 14

ES

sart1 ile bulunan serinin ilk terimi u, =

2

U, = “L;l [AI - VLxqu]:
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277V 355i:{—"-’5]— —2sin(2—’~“)+51sin(3’5)+325' f‘-’i‘)
, ¢ , ,
A ’

(3.3.36)

ayristm serisinin diger terimleri de benzer mantik ile elde edilir. Bu elde edilen uy, uj,

U; = ‘Lx-l [Az —vL u, ]_—:

uz, u3, ayrigim serisinin terimleri (3.3.33) ayrisim seri ¢6ziim fonksiyonunda yerlerine

yazilir ise

g ()]

1) = ——sin| — +
M == IZ
67°t*v’| ~sin 7—“—) +asin| 2 )+ 4sin 3mx
¢ 12 £
+ = 7 +
2771%v* 35 sm[f—oi) —~ 4[-— ZSm(g—m—) + 515in(§7£x—) + 325111(&7—05))
i ¢ 14 1 4
+ 77 +.e
(3.3.37)
seri formunda yaklagik ¢éziim fonksiyonu elde edilir. Bu ¢6ziim fonksiyonunun kapal
formu ise
47y vt . (mx
u(x,t)= [7) exp(— 7 Jsm(—e—) (3.3.38)
seklinde yazilabilir.

2. Bolim 5. Kesiminde de ele alindi1 gibi ayrisim metodu kullanilarak u(x,?)

kapali ¢6ziim fonksiyonu, n > 0 i¢in
n—1
D, (x,0) =D u,(x.0) (3.3.39)
k=1

olmak tizere lim @, =u(x,f) (3.3.31) indirgeme bagintis1 g6z Sniine alinarak kolaca

hesaplanabilir.

(3.3.38) tam ¢o6ziim fonksiyonu ve (3.3.39) yaklagik ¢6ziim fonksiyonu
kullanilarak vizkositenin yaklagik ¢oziimler ve dalgalar lizerinde yaptigi degisiklikleri
tartisacagiz.
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a) (3.3.37) yaklasik ¢éziim fonksiyonu b) (3.3.27) analitik ¢éziim fonksiyonu
v=0.01 ve £ =1 v=0.01 ve £ =1

1.Grafik Burgers denkleminin yaklasik ve analitik ¢oziim fonksiyonu

Burada yaklasik ¢oziim fonksiyonunu ifade eden ¢, (x,1) ve (3.3.38) analitik

¢oziim fonksiyonu kullanilarak elde edilen sayisal sonuglardan bu metodun bu problem
i¢in hassas bir metot oldugu goriilmektedir. Ayrica ¢ uzunlugu (0 < x < /¢) arttirddign
zaman dalga sayis1 ve genligi azalacaktir. Bu durum asagidaki grafikte daha a¢ik bir
sekilde goriilmektedir.

a) (3.3.37) yaklasik ¢oziim fonksiyonu b) (3.3.27) analitik ¢éziim fonksiyonu
v=0.01 ve £ =5 v=0.01ve £ =5

2.Grafik Burgers denkleminin yaklasik ve analitik ¢oziim forksiyonu
Ayrica, reynold sayisinin biitylik olmasi v vizkositesinin kiiglik se¢ilmesine
baglidir. (3.3.37) yaklasik ¢dziim fonksiyonuna dikkat edilirse ¢ nin biiylik segilmesi,

ayrigim serisinin terimlerinin olusturdufu ¢6ziim fonksiyonunun degeri gittikge
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kiigultecektir. Bu durumda, ayrisim metodu ile elde edilen sayisal sonuglar daha hassas
olacaktir. Fakat, v vizkozitesinin bliyilk se¢ilmesi durumunda ise ayrisum serisinin
terimlerinin olusturdugu ¢dziim fonksiyonunun degerleri biiyiitecektir. Sonug olarak
ayristm seri metodu ile elde edilen sayisal sonucun daha hassas olmasi i¢in v
vizkozitesinin kiigiik secilmesi gerekmektedir. v vizkozitesinin biiyiik segilmesi
burumunda sayisal sonucun analitik ¢6ziime gore nasil farklilik gosterdigini asagidaki

tablodan kolayca gorebiliriz.

a) (3.3.37) yaklasik ¢oziim fonksiyonunun  b) (3.3.27) analitik ¢6ziim fonksiyonunun
grafigiv=1.5 ve £ =5 grafigi v=1.5ve £ =35

3.Grafik Burgers denkleminin yaklagik ve analitik ¢oziim fonksiyonu

Sonug olarak, Cole-Hopf doniigtimii ile Burgers denklemi lineer diflizyon
denklemine indirgenerek ¢6ziim fonksiyonu elde edilmektedir. Ayrica baslangi¢ sart1 ile
verilen fonksiyonlarin integrallenemez olmasi, 6zel doniisim metodu ile ¢6ziim
fonksiyonu aranirken istenmeyen islem yogunlugu ile karsilasiimaktadir. Ayrisim seri
metodu ile ¢6ziim fonksiyonu arastirilirken hem lineerlestirme yapmadan hem de daha
karmasik baslangic sartlari altinda ¢6ziim fonksiyonu bulunabilir. Bu ise ayrigim seri
metodunun daha genis bir uygulama alanina sahip oldugunu ve daha az sinirlama ile

bir¢ok probleme uygulanisi kolaydir.
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4, BURGERS DENKLEMININ AYRISIM METODU ILE SAYISAL
SONUCLARININ KARSILASTIRILMASI

Bu Boliimde, nispeten yeni bir metot olan Adomian ayrisim metodunu ele
alinarak literatiirde bilinen klasik ¢6ziim metotlar1 ile bu metodun diger metotlara gore
avantajlar1 ve dezavantajlar: tartigilacaktir. Literatiirden edindigimiz bilgiler 15131nda bu
béliimde yapilan ¢alisma orijinaldir. Bu Béliimdeki ¢aligmanin bir kismt uluslara arasi
bir dergide kabul edildi ve yaymlanmasin beklemekteyiz (Kaya ve Yokus, 2002).

Ayrisim metodu uygulamali matematikte yaklasik ve analitik ¢oziimler icin
etkili bir yontem olup bu yeni yaklasim uygulamada karsilagilan lineer ya da lineer
olmayan problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan Onemli bir metottur. Bu yaklagim
kullanilarak ele alman hem lineer hem de lineer olmayan problemleri
lineerlestirmeksizin analitik ¢6ziimlerini ayrigim seri fonksiyonlar1 seklinde elde
edilmektedir. Ayrica, ele alinan problemlerin yaklagik sayisal ¢oziimleri de bu ayrisim
serisinin terimleri kullanilarak kolayca hesaplanabilmektedir.

Literatirde (Adomian, 1987, Wazwaz, 1997) bilindigi gibi ayrisim metodu
kullanilarak elde edilen ¢oztim fonksiyonlarmm x-ySniinde ve ¢-yéniinde hesaplamalar
yapildiginda ¢6ziimlerin aym olduklarim teorik olarak incelemislerdir. Bu teorik
irdelemenin sayisal olarak ne ifade ettigini, bu metodun analitik ve sayisal ¢6ziimleri
elde ederken goriinen avantaj veya dezavantajlar ise bu boliimde tartisilacaktir,

Simdi yukarida 6zetlenen bu durumlar irdelemek i¢in 2. Boliimde detaylica
verilen

u, +euu, —vu, =0 (4.1.1)
Burgers denkleminin genel halini ele alalim. Bu denkleme ayrisim metodu uygulanirken
de 2. Boliimiin 5. Kesiminde ele alindig1 gibi, L, ve Ly, verilen diferansiyel denklemdeki
t ye ve x e gire en yiiksek mertebeden tiirevleri temsil eden lineer birer operatér ve bu

operatorlerin L' ve L} seklinde tersleri de meveut olsun. (4.1.1) Burgers denkleminin

her iki tarafina sagdan I, ve L, operatdrleri uygulanirsa, operator formundaki denklem

Lu+euu, ~vL _u=0 (4.1.2)



48

denklemi yazilabilir. (4.1.2) denkleminin x ve ¢ tarafindan ¢6ziim fonksiyonunu

arayacak olursak, s~ydniinde u(x,¢) ¢6ziim fonksiyonunu bulmak i¢in (4.1.2) denklemine

L, operatériinii soldan uygularsak
u(x,t) = u(x,0) - L [ed(u(x,1)) = vL _u(x,1)] (4.1.3)
esitligini bulabiliriz. x-yoniindeki u(x,t) ¢dziim fonksiyonunu bulmak i¢in ise (4.1.2)

denklemine ! operatoriinii soldan uygulayarak
u(x,t) = u(0,1) + xu_(0,1) —lL;‘ [edu(x, 1)) ~ vL,u(x,1)] (4.1.4)
v

esitligini elde edebiliriz. (4.1.3) ve (4.1.4) esitliklerindeki ¢@(u(x,t)) =uu, lineer
olmayan terimi ifade etmektedir. (4.1.1) denklemi ile verilecek olan baslangi¢ sartlari
gbéz Oniine ahnarak 7-ydniindeki ¢dzlim igin serinin ilk terimi #, =u(x,0) ve x-
yoniindeki ¢6ziim i¢in ise u, = u(0,¢)+ xu,(0,¢#) formiilleri ile bulunur. Burada elde
edilecek ¢oziim fonksiyonu (2.5.6) ile verilen seri formunda olacaktir. Ayrica (4.1.1)
Burgers denkleminin indirgeme bagntisi ise ¢-yoniindeki ¢6ziim i¢in

Un ==L;'[e(4,) VL ()} n=0 (4.1.5)
x-yoniindeki ¢6ziim i¢in ise

U, = %L;‘ [e(4)-Lw)] n=0 (4.1.6)

seklinde formiilize edilebilir. Burada 4, = g(u) = Y 4,(uy,u;5...,u,) ifadesi Adomian
n=]

polinomu olarak adlandirilir. Bu Adomian polinomunun terimieri 2. Béltimde verilen
(2.5.10) genel formiili veya (2.5.9) formiili kullamlarak hesaplanabilmektedir.
Adomian polinomunun (2.5.10) seklindeki genel formiili ahndiginda 4, polinomunun
terimleri bilgisayar kullamlarak istenildigi sayida ve kolay hesaplamalar ile
olusturulabilir. Burada, lineer olmayan ¢(u)=wuu_ fonksiyoneli ele almarak A4,
terimlerinin bazilari

Ay =ugy , A =uwu, Yugy , A, =uu, tuu U, ... “4.1.7)
seklinde elde edilebilmektedir.

Ayrnigim seri ¢dziiminiin #- ve x- yoniindeki ¢6ziimlerinin ayn: oldugunu daha
kolayca gorilebilmesi i¢in yukarida verilen (4.1.1) Burgers denkleminde &zel olarak

£ =0 ve v=1 segilerek
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u, —u,_ =0 (4.1.8)
seklinde bir boyutlu lineer Burgers denklemini ele alalm. Bu denklem literatiirde
difiizyon denklemi olarak bilinmektedir. (4.1.8) difiizyon denklemi

u(x,0) =sin(mx) ve u(0,H)=0, u (0,))=me™" (4.1.9)
baglangic sartlari ile birlikte, ayrisim metodunu kullanarak bu denklemin ¢oziim
fonksiyonunu aragtiralim.

Bu ele alinan denklemin #-ydniindeki ¢6ziimiinii (4.1.3) denklemindeki aym
mantik ile elde edebiliriz ve (4.1.9) esitlikleri ile verilen 6zel baslangic sartlan
kullanlarak ayrigim serisinin ilk terimi #, bulunabilir. (4.1.5) indirgeme bagntisi (4.1.7)

ayrisim polinomlar: ile birlikte kullamlarak serinin diger terimleri olan u;, us, w3, ...
terimleri de

. 2 . . (72’2 )3 .
u, =sin(mx), u, =—(z't)sin(nx), u,=-—==sin(m), wu,= 3l sin(7zx) (4.1.10)

bulunur. Burada ayrisim serisinin terimleri ne kadar gok hesaplanirsa, elde edilecek
sayisal sonu¢ da o kadar hassas olacaktir. Bu nedenle daha hassas sonuglar elde
edebilmek igin  bilgisayar teknolojisinden yararlanilmaktadwr. Burada elde edilen
(4.1.10) ayristm serisinin terimleri, (2.5.6) seri formundaki ¢6zliim fonksiyonunda
yerlerine yazilirsa

<]
u(x,0) = D 1w, (X%, Y) =ty + )+, +1ty +-o-

n=1

(=’n’ (7’0’

= sin(7x) ~ sin(7o0) 7 °t + ~———sin( x) — ~——sin(/mx) + - -+
2! 3
5 \a 5 3 (4.1.11)
:sin(:zx){l—nzm-(ﬁ O _=1n +]
2! 3!

seklinde r-yoniindeki ayrigim seri ¢oziim fonksiyonu elde edilmis olur.

Diger taraftan (4.1.8) denkleminin x-y6niinden ¢6ziimii de (4.1.4) denklemindeki
ayni mantik kullanilarak elde edebiliriz. Bu yondeki ¢6ziim i¢in (4.1.9) de verilen
sartlardan - u(0,7),u_(0,f) baslangic sartlar1 kullanilarak serinin ik terimi
up=u(0,1)+xu,(0,1) seklinde bulunabilir ve (4.1.6) indirgeme bagntis: (4.1.7) ayrigim
polinomlar: ile birlikte kullanilarak

3
@__e—zzt U, = (m)s e—:rzr _ _‘(_@_ie—ﬂ'zt

-zt
Uy = IX)E U, =- u, =
0 ( ) > 1 3’ > 2 5' ° 3 7' s

(4.1.12)
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ayrnigim serisinin terimleri ve diger geri kalan terimleri de benzer mantik ile
hesaplanabilir x-yoniindeki hesaplanan (4.1.12) ayrisim serisinin terimleri, (2.5.6) seri

formundaki ¢éziim fonksiyonunda yerlerine yazilirsa,

-2
u(x,t)= Zu,,(x,y) =UyHU Uy HUy

n=1

3
= () —e =) sor BB - e =)
!

+...
33. 5 5.'7 7! “@.1.13)
:e—n%[(m)_W) () (m) +]
3 St 7

seklinde ¢6zlim ayrigim seri ¢oziim fonksiyonu elde edilmis olur. (4.1.8) lineer Burgers
denkleminin (4.1.9) baslangi¢ sartlari altinda elde edilen z-yoniindeki (4.1.11) ve x-
yOniindeki (4.1.13) ile seri seklindeki ¢6ziim fonksiyonlarini

u(x,t) = e sin(7x) (4.1.14)
seklinde kapah formda da yazabiliriz.

Sayisal kargilastrma yapabilmek i¢in, lineer parabolik kismi diferansiyel
denklem ve Burgers denklemini gz 6niine aldik. Ik denklemde x ve ¢ yoniinde ¢oziimii

arastirildi ve her iki ¢dziim ile elde edilen ¢6ziim fonksiyonlarmin esit oldugunu gordiik.

(xi 1) B0 (x.1) ¢5(x.1) B0 (x.1) ¢ (x.7) u(x,1)
(0.1,0.1) 0.11516400 {0.1151730 {0.1151730 |0.1151730 |0.1151731
(0.1,0.3) 0.00596239 10.0159988 ]0.0159988 |0.0159988 }0.0159982
(0.1,0.5) 0.00222223 10.0022224 [0.0022224 ]0.0022224 0.0022221
(0.3,0.1) 0.29926600 (0.3015270 {0.3015270 |0.3015270 }0.3015270
(0.3,0.3) 0.04157130 |0.0418855 [0.0418855 10.0418855 |0.0418855
(0.3,0.5) 0.00577472 ]0.0058183 ]0.0058183 ]0.0058183 {0.0058183
(0.5,0.1) 0.34469200 {0.3727080 10.3727080 [0.3727080 |0.3727078
(0.5,0.3) 0.04788160 {0.0517733 |0.0517733 0.0517733 |0.0517732
(0.5,0.5) 0.00665129 [0.0071918 {0.0071918 |0.0071918 ]0.0071918

1.Tablo (4.1.8) denklemini tam ¢oziim u(x,t) = e sin(/x) ve 0 <n <20 olmak iizere

x-yoniinde elde edilen sayisal ¢oziimde @, (x,t) sayisal ¢ozimiidiir.
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t-ydniinde elde edilen (4.1.11) seri ¢dziim fonksiyonuna dikkat edilecek olursa

e~ iistel fonksiyonunun #,=0 noktasinda Maclaurin seri agiimy, x-yoniinde elde edilen
(4.1.13) seri ¢dziim fonksiyonda ise sin(zx) trigonometrik fonksiyonunun xp=0
noktasinda Maclaurin seri agilimina karsilik geldigi goriilmektedir. Buradan ¢-yoniinde
elde edilen sayisal ¢6ziim ile x-y6niinde elde edilen sayisal ¢oziimler birbirinden farkh
olacaktir. Ciinkii, buradan z-yontinde sayisal ¢6ziim elde edilirken x degiskeni, x-
yoniinde sayisal ¢oziim elde edilirken de ¢ degiskeni seriye agiliyormus gibi ayrigim seri
terimleri bulunmaktadir. Bu durum, 1. Tablo ile 2. Tablo ile verilen terim sayisina gore
@, , (n=0,5,10,20) karsilastirilarak daha iyi g6zlemlenebilir.

x-yOniinde elde edilen (4.1.13) ¢6ziim fonksiyonuna dikkat edilirse x; degerleri
kadar kiigiik segilirse ayrisim serisinin terimleri gittikge kiigiilmektedir ve elde edilen

sayisal ¢oziimde meydana gelen kesme hatasi oldukga kiigiilecektir.

(xi) dole.t) | os(xt) bo(t) | dulxr) | ulnr)
(0.1,0.1) 0.0040294 ]0.114826 0.1151730 {0.1151731 {0.1151731
(0.1,0.3) -0.605946 |-0.184705 ]0.0169479 [0.01599882 |0.01599882
(0.1,0.5) -1.215920 |-3.543000 |0.2324410 {0.00222242 |0.00222241
(0.3,0.1) 0.0105492 10.300619 0.3015270 {0.3015270 }0.3015270
(0.3,0.3) -1.586390 [-0.483563 10.0443702 |0.0418854 ]0.0418855
(0.3,0.5) -3.183320 1-9.275710 |0.6085390 |0.0058230 |0.0058183
(0.5,0.1) 0.0130396 |0.371585 0.3727080 |0.3727080 |0.3727078
(0.5,0.3) -1.960880 |-0.597717 |0.0548446 (0.0571732 {0.0517732
(0.5,0.5) -3.934800 |-11.46540 L().7521960 0.0071976 10.0071918

2.Tablo (4.1.8) denklemini tam ¢oziim u(x,t) = e sin{7x) ve 0 <n <20 olmak tizere
t-yoniinde elde edilen sayisal ¢oziimde ¢, (x, t) sayisal ¢ozimiidiir.

Benzer sekilde t-yonlinde elde edilen (4.1.11) ¢6zim fonksiyonuna dikkat
edilirse # degerleri ne kadar kiigikk segilirse ayrigim serisinin terimleri gittikge
kiigiilecektir ve edilen sayisal ¢oziimde meydana gelen kesme hatas: da #; degerlerine
bagli olarak kiigiilecektir. Bu iki tartismada da ortak bir sonug ¢ikarabiliriz. Bu ise
¢oziimler seri formunda ve terim sayisi arttikga yaklasik ¢6ziimler degigkenlere bagimli
olarak azaldify goriilmektedir. Bu tartigmay: kesin bir sonug olarak styleyemeyiz,
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¢linkii; bu durum ele alman ¢6ziim fonksiyonunun yapisma goére farklilik
gostermektedir.
Yukarida bahsedildigi gibi (x;f) degerleri ayni olmasma ragmen elde edilen

sayisal sonuglar birbirlerinden farkhdir. Fakat her iki durumda da elde edilen sayisal
¢Oziimler tam ¢Oziime ¢ok yakindwr. Ayrica x- ve t-yoniinden elde edilen sayisal
¢Oziimler dikkatlice incelenirse n=0 ve n=35 i¢in x-y6niinde elde edilen sayisal ¢oziim
ile tam ¢6ziim arasindaki farklar, t-ySniindekilere gére daha kiigiiktiir. Bu ise bize x-
yoniinde elde edilen (4.1.13) ¢oziim fonksiyonundaki ayrigim serisinin terimleri, #-
yoniinde elde edilen (4.1.11) ¢6ziim fonksiyonundaki ayrisim serisinin terimlerine gore

daha hizli kii¢iildiigiinii géstermektedir.

a) t- yoniinde elde edilen (4.1.13) b) ) x- yoniinde elde edilen (4.1.14) analitik
yaklagik ¢éziim fonksiyonunun ¢6ziim fonksiyonunun grafigi

by (x,1) icin grafizi

4.Grafik lineer Burgers denkleminin t- ve x- yoniindeki yaklasik ve analitik ¢oziim
Jonksiyonu

Yukaridaki grafiklerde de goriildiigii gibi x- ve ¢-ydniindeki ¢6ziim fonksiyonlar
biri birlerine esittir. Ayrica f-yoniinde kullanilan (4.1.5) indirgeme bagintis: ile bulunan
¢6ztim fonksiyonu elde edilirken bir kez integral ahnmis olup, x-y6niinde kullanilan
(4.1.6) indirgeme bagmntisi ile ¢oziim fonksiyonu elde edilirken ise iki kez integral
alinmugtir. Ik bakista ¢-yoniinde yapilan hesaplamalardaki islemlerin daha kisa oldugu
kanaati uyanmaktadir, fakat; sayisal sonucun daha hassas olmas i¢in ayrisim serisinin
terimlerinin daha fazla hesaplanmasi gerekmektedir. x-ydniindeki ¢dziim bulunurken ise
t-yoniinde  ¢6zimlerin bulunmasmma gére daha fazla islem yapilmaktadir, ve bu
sonucunda ise ayrisim serisinin daha fazla terimi hesaplanarak daha hassas sayisal

sonuclar elde edilmesine imkan vermektedir.
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a) x- yoniinde elde edilen (4.1.11)
yaklagtk ¢éziim fonksiyonunun

P (x,t) igin grafigi

b)) x- yoniinde elde edilen (4.1.14) analitik
¢0ziim fonkstyonunun grafigi

5.Grafik lineer Burgers denkleminin x- yonitindeki yaklagik ve analitik ¢oziim

JSonksiyonu

Yukarida 1. ve 2. Tablolarda tartisilan sayisal sonuglar ayrigim serisinin terim
sayisinin ¢okluguna bagli olarak degismeleri gozlemledik.

Simdi ise yukarida tartigilan (4.1.8) lineer diflizyon denkleminin ¢oziimil igin
(4.1.6) indirgeme bagintis1 kullanilarak hesaplanan ¢,, yaklasik ¢6ziimii ve (4.1.14)
u(x,t) ¢o6ziimi arasindaki mutlak hatalar1 verelim. Bu sayisal sonuglari x-yOniindeki
¢6ziim i¢in mutlak hatalar 3.Tabloda ve 7-y6niindeki ¢6ziim i¢in mutlak hatalar: 4.Tablo

ile verecegiz.

L Xi 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 1.38778E-17 0.0000E+00 {3.46945E-18 | 8.67362E-19 | 8.67362E-19
0.2 2.77556E-17{0.38778E-17 | 0.0000E+00 | 1.73472E-18 | 0.0000E+00
0.3 1.11022E-16}0.38778E-176.93889E-18 | 6.93889E-18 | 1.73472E-18
0.4 0.0000E+00 |{ 5.55112E-17(6.93889E-18 | 3.46945E-~18 | 2.60209E-18
0.5 1.11022E-16 | 0.0000E+00 | 6.93889E-18 | 0.0000E+00 |3.46945E-18

3.Tablo x-yoniinde elde edilen ¢.,(x,t)sayisal ¢oziimiin u(x,t) = e”

¢oztimiine gére mutlak hata.

T

" sin(zx) tam
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T; Xx; 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.1 1.38778E-17| 0.0000E+00 |3.46945E-18 {8.67362E-19 | 8.67362E-19
0.2 2.77556E-1710.38778E-17 | 0.0000E+00 | 1.73472E-18 { 0.0000E+00
0.3 1.11022E-16|0.38778E-17 | 6.93889E-18 | 6.93889E-18 | 1.73472E-18
0.4 0.0000E+00 | 5.55112E-17]6.93889E-18 | 3.46945E-18 | 2.60209E-18
0.5 1.11022E-16 | 0.0000E+00 | 6.93889E-18 | 0.0000E+00 | 3.46945E-18

4.Tablo t-yoniinde elde edilen ¢,,(x,t)sayisal ¢oziimiin u(x,t) = e sin(7zx) tam

¢oziimiine gére mutlak hata.

Bu ¢aligmada hesaplanan mutlak hatalar ]u(x,t) -é, (x,t)\ formiili kullanilarak

hesaplanmugtir. Burada ayrigim serisinin terim sayis arttikga elde edilen sayisal ¢6ziim

daha hassas olacagindan » degeri 20 se¢ilmistir. 3. ve 4.Tablolara dikkat edilecek olursa

x; ve t; degiskenlerinin bazi degerlerinde on dokuzuncu basamaga kadar tam ¢oziim ile

esit oldugu goriilmektedir. Buradan da sayisal ¢6ziimiin hassashgi x; ve t; degerlerinin

seg¢imine, ayrigim serisinin terimlerinin ¢okluguna ve ele ahnan denklemin ¢oziim

fonksiyonunun yapisina bagli oldugu sonucu ¢ikarilabilir.

a) @s(x,1) yaklagik ¢dziim fonksiyonu

b) (4.1.14) Andlitik ¢oziam fonksiyonu
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a) @, (x,1) yaklasik ¢oziim fonksiyonu b) (4.1.14) Analitik ¢oziim fonksiyonu

6.Grafik lineer Burgers denklemininl < n < 20 olmak iizere ¢_(x,t) t- yoniindeki

yaklagik ve analitik ¢oziim fonksiyonu

Yukaridaki grafiklerdeki yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun grafikleri ¢~y6niindeki
¢Oziimden elde edilmistir. Bu grafiklere dikkat edilecek olunursa ayrisim serisinin terim
sayisi arttikga, yaklagik ¢Oziim fonksiyonu analitik ¢6zim fonksiyonuna
yaklagmaktadir. Sayisal ¢oziimiin hassasligi x; ve ¢ degerlerinin se¢imine bagli olarak

degismektedir.
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Lineer diferansiyel denklem i¢in durum boyle ise simdi de lineer olmayan
Burgers denklemin sayisal durumunu irdeleyelim. Bunun i¢in yukarida ele alinan lineer

olmayan (4.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimii Colle-Hopf doniisiimii yardim: ile

u(x,f) =2 —Etanh[ﬂ} (4.1.15)
t 2vt

seklinde (Kamenschhik ve arkadaslar1,1997) tarafindan bulunan problemi ele alalim. Bu

¢oziim fonksiyonuna dikkat edecek olursak (=0 durumunda tanimsizdir. $imdi lineer

olmayan (4.1.1) Burgers denkleminin (4.1.15) ¢6ziim fonksiyonunu kullanarak

2

1 =«
0,1)=0, u (0,t)=-—-
u(0,1) 0.0 t 2

, u(xD=x-7 tarﬁl[—gx—] (4.1.16)

v
baglangi¢ sartlar1 altinda ayrigim metodunu kullanarak bilinen (4.1.15) analitik ve
sayisal ¢6ziimiinii x-yoniinden hesaplamak igin (4.1.6) indirgeme bagntisin1 kullanalim.

Yukanda tanimlanan L, ve Ly, operatrleri kullamlarak (4.1.1) Burgers denklemi
once (4.1.2) seklinde yazilir ve x-yoniinden ¢6ziim fonksiyonu arandigindan, (4.1.1)
Burgers denkleminin ¢oziim fonksiyonu (4.1.4) seklinde yazilabilir. Ayrica (4.1.6)
indirgeme bagmntist ve (4.1.7) Adomian polinomlar1 géz Oniine alinarak ayrisim

serisinin bazi terimleri

2
U, =u(x,t)+xux(0,t)=§——g;§~,
1 'y’
=Ly + Liw)]l=
u —11:’[,4 +L(u )]—»_@f_ (4.1.17)
2 y ¥ i \*1 /17 240V5t6, .1,
1 7tx’

u, =— LA, + L (u,)|= ————,
3 v x[ 2 t( 2)] 40320v7t8
seklinde bulunabilir. (4.1.17) ayrisim serisinin terimleri ikinci boliimde agiklanan
(2.5.6) ayrisim serisinde yerlerine yazilirsa
u(x,n) = Zu,,(x,t) =Uy+U U, FU
n=0
x #m'x x> %% z°x’
=ocoat 3.4 set 78
t 2wt 24vrT 2400t 4032007t
x x{ﬂz x> =% n®x® :}

(4.1.18)

———— —+ - + +
tot2vt 24V 240017 4032007(7
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seklinde ¢oziim fonksiyonu elde edilir. Bu elde edilen (4.1.18) ¢6ziim fonksiyonu kapali
formda ise

u(x,t) = %‘-—%tam[%} (4.1.19)

seklinde yazilabilir. Bu ¢6ziim ise (4.1.15) ile verilen ¢6ziimiin aymisidir,

Yukarida da bahsedildigi gibi ayrisim yOntemi ile bir diferansiyel denkleminin
¢oziim fonksiyonu aragtiritirken x- ve t-yoniindeki ¢oziimler esittir. Bu gergek 1518inda
Burgers denkleminin ¢6ziim fonksiyonunda t=0 degeri i¢in siireksizlik oldugundan, x-
yoniinden ¢o6ziim fonksiyonunu aragtirdik. Gergekten t=7 veya ¢ nin diger degerleri
icin Burgers denkleminin f-y6niinden ¢6ziimleri bulunabilir. Fakat, bu durumda

hesaplamalar ¢ok karmagiktir. Ayrica ayrigim metodu kullanilarak u(x,¢) kapah ¢6ziim

fonksiyonu,
n-1
Q,(x,1)= > u,(x,1); n20 (4.1.20)
k=1
olmak fizere,
lim ®, =u(x,1) 4.1.21)

(4.1.6) indirgeme bagmntisi gz Oniine alinarak kolaca yazilabilir.

Burada, dikkat edecek olursak; ayrisim seri metodunun dogasi geregi ayrisim
serisinin birinci terimi olan uy, ilgili ¢6ziim fonksiyonunun sifir noktasinda Maclaurin
serisinin birinci terimine karsilik geliyordu. Fakat ele alinan bu problemde, ayrisim
serisinin ilk terimi olan uy Maclaurin serisinin ilk iki terim toplamindan olugmaktadir.

Bu denklemin sayisal ¢6ziimlerini elde edilebilmek i¢in bulunan indirgeme

bagmntis1 kullanilarak hesaplanan (4.1.20) ayrigim serisinin yakmsak olan @, (x,¢)

terimleri g6z Oniine alinarak, seri formundaki (4.1.21) ¢bziim fonksiyonunda x;
degerlerini kiigiik #; ve v degerlerinin bilyiik segilmesi durumunda elde edilecek say1sal
¢oziimlerin daha hassas olacagi aciktir. Ciinkii, #; ve v parametreleri (4.1.21)
¢6ztimiindeki serinin teriminin paydasinda, x; degiskeni ise payinda bulunmaktadir. Bu
durumu v=10 olmak tizere (4.1.21) seri formundaki ¢6ziim fonksiyonu ile elde edilen

sayisal ¢oziimiin mutlak hatas: agagidaki tablo ile verilebilir.

T VYIRS TR OCRETTA KURGLG
BOATMANTASYON MERKEZ!
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t; X 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.1 1.11022E-16 | 2.77556E-17{6.93889E-18 | 6.93889E-18 | 3.46945E-18
0.2 4.44089E-1615.55112E-17|1.38778E-17 | 1.38778E-17 | 0.0000E+00
0.3 4.44089E-16)5.55112E-17|5.55112E-17 | 0.0000E+00 | 0.0000E+00
04 4.44089E-162.22045E-16 | 0.0000E+00 {2.77556E-17 | 0.0000E+00
0.5 4.44089E-16 { 0.0000E+00 |0.0000E+00 |2.77556E-17 | 0.0000E+00

5.Tablo v=0.1 olmak iizere x-yoniinde elde edilen ¢, (x,t) sayisal ¢oziimiin
u(x,t) = .z tanh[—’fx——] tam ¢oziimiine gore mutlak hata.
t ot 2vt

5. Tabloya dikkat edilirse #; de@erleri ve v degerlerinin kiigiik segilmesi durumunda
(4.1.21) ¢oziim fonksiyonundaki serinin terimlerinin sayisal degerleri daha yavas
kigtilecektir. Bu durumda ise ayrigim serisinin daha ¢ok terimleri hesaplanarak elde
edilecek sayisal ¢oziimlerin hassashigi artirilabilir. 5. Tablo ile verilen sayisal degerler
(4.1.19) u(x,t) analitik ¢oztim ile (4.1.20) sayisal ¢dztiimiindeki @ ,(x,¢) ayrnisim

serisinin terimleri  #=20 ve v=0.1 olmak tizere elde edilen sayisal sonucun ne kadar
hassas oldugu goriilmektedir. Bu yaklagik sayisal ¢6ziim ve (4.1.19) analitik ¢6ziimii
kullamlarak elde edilen ¢oziimlerin grafikler iizerinde de goriildiigii gibi sonuglar
benzerdir. Bu grafiklerdeki tam ve sayisal ¢6ziim, ayrnisim metodu kullamlarak x-
yoniinden elde edilen seri formundaki (4.1.18) ¢ozlimil ve bu seri ¢dziimiiniin kapali

formu olan (4.1.19) ¢6ziimii kullanilarak elde edilmistir.

0.5
v L2
0,25 Al
U LT A2 8
B 7 T AL T A
-0.25 | CERARNE L2 2ot s
~0.5 N AL

a) (4.1.18) seri ¢6ziim fonksiyonundan elde b) (4.1.1) tam ¢oziim fonksiyonunun grafigi,
edilecek v=10ile ¢,, (x, t ) sayisal ¢oziimiin

grafigi

7.Grafik lineer olmayan Burgers denkleminin t- yoniindeki ¢,,(x,t) yaklasik ve analitik

¢Oziim fonksiyonu
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Ayrica v degerinin kiigiik segilmesi durumunda elde edilecek sayisal sonuglarin
hassas olmayacag! (4.1.18) seri formundaki ¢6ziimde gozlenebilir. Ciinkii, v degerinin

kiigiik secilmesi durumunda ayrigim serisinin terimleri yavas kiigiilecektir, Bu durum

asagidaki grafikte daha iyi gozlemlenebilir.

a) (4.1.18) seri ¢6zUm fonksiyonunun b) (4.1.1) tam ¢oziim fonksiyonunun grafigi,
v=0.3 ve @y, (x, t ) igin sayisal ¢oziim

8.Grafik lineer olmayan Burgers denkleminin t- yoniindeki ¢.,(x,t) yaklasik ve analitik
¢oziim fonksiyonu
Bu yavas kiiglilmeyi ve kesim hatasini aza indirgemek istenirse ayrigim serisinin

terim sayist artiriimalidir. Bu durumda ayrisim serisinin terimlerini sayisi arttirildiginda

¢ok gelismis bir bilgisayara ihtiya¢ vardir.

a) (4.1.18) seri ¢6ziim fonksiyonunun b) (4.1.1) tam ¢oziim fonksiyonunun grafigi,
v=0.3 ve ¢I00(x,t) icin sayisal ¢oziim

9.Grafik lineer olmayan Burgers denkleminin t- yoniindeki @, (x,t) yaklasik ve analitik

¢oziim fonksiyonu
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Cagmizda kullanmilan bilgisayarlar ile istenilen sayida ayrigim serisinin
terimlerini hesaplamak i¢in uzun bir siire beklemek gerekmektedir. Bu ¢aligmada n=100
secilerek asagidaki grafik 12 saatlik bir siire sonunda elde etmistir.

Sonug olarak; lineer olmayan Burgers denkleminin sayisal ¢6ziimtiin hassasligy, v
vizkozitesinin degerinin bliyiik segimine baghdir. Ayrica x; ve ¢; degerlerinin uygun
se¢imine, ayrigim serisinin terimlerinin ¢okluguna ve ele alnan denklemin ¢6ziim

fonksiyonunun yapisina bagli oldugu sonucu ¢ikarilabilir.
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