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OZET

Yar1 Eksende Singiiler Problemler icin Integral Doniisiimleri

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci  boliimde;  hipergeometrik  fonksiyonlar, Kummer ve Whittaker
denklemlerinden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde; daha sonra ki boliimde kullanilacak olan bazi temel tanim ve
teoremler verilmigtir.

Ugiincii béliimde; yar1 eksende singiiler problemler igin integral doniisiimleri ele
alinmustir.

Anahtar Kelimeler: Integral Déniisiimii, Paley-Wiener Teoremi, Singiiler Strum-

Liouville Problemi, Whittaker Fonksiyonu



SUMMARY

Integral Transforms for Singular Problems over a Half Line

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter; There has been mentioned hypergeometric functions, Kummer
and Whittaker equations.

In the second chapter; Some fundamental definitions and theorems, which will be
used in the later chapter, are given.

In the third chapter; It has discussed integral transforms for singular problems over a
half line.

Key Words: Integral Transform, Paley-Wiener Theorem, Singular Strum-Liouville
Problem, Whittaker Function.



SEMBOLLER LiSTESI
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1. GIRIS
1.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar (Kummer Denklemi)

Bir hipergeometrik denklem, y = y(z) olmak iizere,

Z(l—Z)%+[}/—(a+ﬂ+l)z]%—aﬂy=0 (a,,B,}/e(C) (1.2)

seklindedir. 0,1 ve ® noktalar1 denklemin diizgiin tekil noktalaridir. Denklemin z = 0

noktasi komsulugunda Frobenius seri ¢ézlimii yapildiginda,
r'@)= Ie’tt“’ldt
0

ve

I'(a+n)
I'(a)

(@,=1 (a),=a(@a+(a+2)..(a+n-1)= , h=L12,..

olmak tuzere

@B ala DB
O= 2, E Y a0 L

elde edilir. Elde edilen bu seriye hipergeometrik seri denir. Serinin genel terimi

o _@u(B)y 0 _a@+D..@+n-DAB+D.(B+n-D) ,

ni(»), nly(y+1...(y +n-1)

ile gosterilirse

an +1

an

lim

nN—o0

=[]

oldugundan, D’ Alembert oran testine gore |z| << 1 i¢in yakinsaktir. Bu durumda

y(z)= zFl(a,ﬂ;7;2)=§%

z" 1.2)
ile gosterilir. Hipergeometrik denklemin ¢oziimii olan ,F(a,f;y;z) fonksiyonuna
hipergeometrik fonksiyon denir. ,F (a, #;7;z) fonksiyonu genellikle F(a, £;y;z) seklinde

gosterilir.

(1.1)’de z yerine % yazip



dy ,dy . d°y_,d%
ZL=p2L ve —=
dz ﬂdz dz’ p dz’

esitliklerini yerine yazarsak
z z d’y z | dy
—1-= ==+ y—(a+p+) = | =~ =0
ﬂ( ﬂ) dz’ {y xh )ﬂ}ﬂdz i

veya
2
z|1-Z d—2/+ y—(a—+1+1)z ﬂ—ayzo
p ) dz p dz
elde edilir. Bu yeni denklem 0, B ve o’ da tekillige sahiptir. B — oo i¢in limit alirsak

d’y dy

I—+((-2)——-ay=0 1.3
oz Ty (1.3)
seklinde konfluent hipergeometrik denklem (Kummer denklemi) elde edilir. Buna gore

denklemin O ve o olan iki tane tekil noktasi vardir.
1.2. Whittaker Denklemi ve Whittaker Fonksiyonlari

Onemli bir hipergeometrik denklem olan Whittaker denklemi (1.3) Kummer

denkleminden elde edilmistir.

z
y=e2z2w(z)

dontistimii uygulanirsa
|1 (v 1.7 7]1
W+l —=+|=—a |-+=|1-= | |w=0 1.4
{4(2 sz(Zz2 (14)

Denklemin iki lineer bagimsiz ¢oziimiini elde etmek ve daha simetrik formda

bulunur.

yazabilmek i¢in;

y=1+2m, %—a:k (1.5)
-1 1
m:%, o= +m-k (1.6)

olacak sekilde (1.4) denkleminden



W'+ —l+—+4 — |w=0 .7

Whittaker denklemi elde edilir.
Whittaker denklemi ve Kummer denklemi arasindaki iliskiden kesinlikle biliyoruz ki

eger 2M tam say1 degilse (1.7)’ nin zZ =0 noktasindaki iki lineer bagimsiz ¢dziimii

z y
M, .(2)=e 222F(a,y,2)
1l 1 (1.8)
=g 272 F(§+m—k,1+2m,zj,
z 7
M, ,=¢€?z 2F(0¢—;/+1,2—7/,Z)
z 1 (19)

= engz2 mF(%—m—k,l—Zm,zj

dir. M, ., (2) fonksiyonlar1 Whittaker fonksiyonlar1 olarak adlandirilir [1-3].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. p(x), q(x) Ve s(x) fonksiyonlar1 [a,b] aralifinda siirekli olmak tlizere

L= 60,5 a0

dx dx
seklinde taniml1 L operatoriine Sturm- Liouville operatorii,
Lly]+2s(x)y =0
seklinde tanimli denkleme ise Sturm-Liouville diferensiyel denklemi denir. Sturm-
Liouville diferensiyel operatoriiniin spektral 6zellikleri arastirilirken genellikle asagidaki

ti¢ gurup onemli sinir sartlari ele alinir [4-6].

) y(a)COSa oy (a)S!n N Ayrilan sinir sartlari
y(b)cos g+ y'(b)sin g =0

i) y,a): y(’ ) } Periyodik sinir sartlar
y'(a)=y'(b)

ve

y,(a) - _y(F)) } Antiperiyodik sinir sartlar

y'(a)=-y'(b)

. y(a)=y(b)=0 } 3

i) ) Uglar1 baglanmig sinir sartlari
(@)= y(b)=0 :

Tamim 2.2. X ve Y birer normlu uzay ve D(L)c X bir L operatériiniin tanim climlesi
olsun. Eger

|Lx| <l

olacak sekilde bir C reel sayisi varsa L operatoriine stmirhidir denir [7].

Tamm 2.3. L, D(L) tanim bolgesinde sinirl lineer bir operatdr olmak lizere
Ly =4y
esitligini saglayan y(x)= 0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatdriiniin 6zdegeri, y

fonksiyonuna ise A ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir [8].



Tamm 2.4. a<t <b olmak iizere L’ [a, b] uzayl,

b
L*[a,b]= {x(t):j[x(t)]2 dt < oo}
seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ise
<f,g> =]1 f (x)g(x)dx

seklinde tanimlanir (reel durumda m = g(x)) [9].

Tammm 2.5. Bir f(z) kompleks fonksiyonu kompleks diizlemin keyfi bir Z,

noktasmnin & komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse f(z) fonksiyonuna Z

noktasinda analitiktir denir [10].

Tamm 2.6. Bir f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik ise
f(z) ye tam fonksiyon denir [10].
Tamim 2.7. (X||||X ) ve (Y||||Y) normlu vektor uzaylari olsun. Eger
(i) T bire-bir ve orten

(i) T ve T nin her ikiside siirekli olacak bigimde bir T:X —Y doniisiimii

varsa T’ ye bir homeomorfizm adi verilir [11].

Tamm 2.8. Ac R’ olsun. A kiimesini kapsayan biitiin kapali kiimelerin kesigimine A

kiimesinin kapams1 denir [12].

Tamm 2.9. AcR, f:A—>R ve peA olsun. Verilen her £eR" sayisina,
|X— p| <J kosulunu saglayan her Xe A icin |f(X)— f(p)| <& olmak iizere bir §eR*
sayis1 karsilik getirilebilirse, f fonksiyonu P noktasinda siireklidir denir. f

fonksiyonu A tanim kiimesinin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonu A kiimesi

tizerinde siireklidir denir [13].



Tanmmm 2.10. f:A—R olsun. Her £>0 sayisina karsilik, her x,ye A igin

|X— y| <0 iken | f(x)— f(y)| <& olmak iizere bir §>0 sayis1 bulunabilirse, f
fonksiyonuna diizgiin siireklidir denir [13].

Tamm 2.11. E={(X, y):0<x<1,0<y<1} olsun. Ve>0 saysi verildiginde A,

Ac E kiimesi i¢in Oyle bir B elementer kiimesi var olsun ki, ,[I*(AAB)<8 esitsizligi
saglansin. Bu durumda A kiimesine Lebesgue anlamda él¢iilebilir kiime denir. Onun
dis 6l¢timii u*(A) ye kiimenin Lebesgue dl¢iimii denir.

Lebesgue o6l¢iimiinde oldugu gibi Stieltjes Ol¢limiinde de (a,b), [a,b) , [a,b]
araliklarmin 6l¢limiinii tanimlamak gerekir. Bu araliklarin 6l¢iimii herhangi bir F
fonksiyonu yardimiyla tanmimlanir. F fonksiyonu monoton azalmayan (artan) ve soldan
stirekli, baska bir deyisle F(X—O) = F(X) kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. F(x)
fonksiyonu yardimiyla araliklarin Stieltjes dlgtimleri,

m[a,b]=F (b+0)-F(a)

m[a,b)=F(b)-F(a)

m(a,b]=F(b+0)-F(a+0)

m(a,b)=F(b)-F(a+0)
seklinde tanimlanir.

X, = [Xk,Xk] seklinde yazildigi i¢in,

m(X ) =m[X.,X]
=F (% +0)-F(x)=h,
olur. Bu 6rnekten goriiliiyor ki Lebesgue dlglimiinden farkli olarak bir noktanin Stieltjes
Olctimii sifir olmayabilir. Ancak, Ol¢clim kavraminin dikdortgenlerden yola c¢ikarak
elementer kiimeler icin tanimlanmasi, daha sonra dig 6l¢iim kavrami ve nihayet 6l¢clim
kavrami1 Lebesgue oOl¢iimiinde oldugu gibidir. Bu agidan da simdi ele aliman O6l¢lime
Lebesgue-Stieltjes Olciimii denir. Lebesgue integrali kavraminda Lebesgue-Stieltjes

integrali Ol¢timii dikkate alinirsa Lebesgue-Stieltjes integrali de once fonksiyonlar igin

daha sonra ise genel Ol¢iilebilir fonksiyonlar i¢in tanimlanabilir. Lebesgue-Stieltjes dl¢tiimii

Ur ile gosterilir. Eger Lebesgue-Stieltjes Ol¢limiine gore integral tanimlanmigsa bu integral



j f(x)dy. veya j f (x)dF

A

seklinde yazilir [14].

Tamm 2.12. Bir Ac R kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisti varsa A

bir kompakt kiimedir [15].

Tamm 2.13. X bos olmayan bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde reel degerli negatif

olmayan bir d:XxX —RR" fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglasin:
i) Her x,yeX i¢in d(x,y)zO
i) Her x,yeX igcinancak ve ancak X=Yise d(x,y) =0
iii) Her x,yeX ig¢in d(x,y)=d(y,x)

iv) Her x,y,zeX igin d(X,y)<d(xz)+d(zy) (Uggen Esitsizligi)

Boyle bir d (X, y) fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir metrik adi verilir [15].

Tamm 2.14. A =Al-A operatoriinin R, :R(Ai) deger bolgesini U normlu
uzayinda yogun kilan ve A, operatériiniin siirekli bir tersinin var olmasma yol agan A
kompleks sayilarinin olusturdugu ,O(A)QC kiimesine A operatoriiniin ¢oziicii kiimesi
denir. Bu kiimenin Cye gore tiimleyeni olan o‘(A):[p(A)iII c C kiimesine de A
operatoriiniin spekturumu denir.

Buna gore A € G(A) ise ya A'yoktur; ya A[l vardir, ancak siirekli degildir; ya da
R, #U olur. A" varsa D(A,?)=R, olacagmna dikkat edilmelidir.

o;o(A):{ﬂe(C:A{lyok} kiimesi nokta spekturumu adini alir ve bu kiimenin

tiyeleri 6z degerler olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.15. Her Xe A i¢in |X|£|V| olacak sekilde M pozitif sayis1 varsa A

kiimesine sinirhdir denir [12].



Tamm 2.16. I'(z) Gamma fonksiyonu integral yardimiyla
I'(z)= Tt“e“dt
seklinde anmlan.
I(z+1)= the‘tdt
0
= [—e“tZ]: + Z_th‘le‘tdt =2T(z)
0

oldugundan
[(z+1)=2(z)=z(z-1)I'(z2-1)=2(z-1)..3.2.1=12!

elde edilir. Bu nedenle bu fonksiyona faktoriyel fonksiyon ismi de verilir [16].

Tanmm 2.17. Z€C ve negatif olmayan ne N, tamsayisi i¢in
(2), =1
(z), =2(z+1)(z+2)..(z+n-1)
bi¢iminde tanimlanan (Z)n matemaiksel ifadesine pochhammer sembolii denir. Ornegin
@, =n!
(3)5 =3.4.5.6.7=2520
yazabiliriz. Z=-m negatif bir tamsay1 olsun. (Z)n pochhammer sembolii
(Z)n :(_m)n , M2n
Z =
( ) (z), =0 , m<n

bi¢iminde tanimlidir. Ornegin

(-9, = (D)) =6

(_3)4 =0

yazilabilir.
Integral yardimiyla Gamma fonksiyonunu

I'(z+)=zI(z), R(z)>0



bigiminde yazabiliriz. Bu iliski Euler Gamma fonksiyonu R ( Z) <0 yarn diizleminde

yardimiyla genisletilebilir [17].



3. YARI EKSENDE SINGULER PROBLEMLER ICIN INTEGRAL
DONUSUMLERI

L operatorii

a2
L=-—5+q (3.1)
ile verilen lineer bir operatoér olsun. Burada g, 0 < a < oo olmak iizere [a, ) araligi
tizerinde tanimlanmis siirekli bir fonksiyondur.
Yar1 eksen tizerinde
Ly =24y (3.2)
singiiler Sturm-Liouville problemini géz Oniine alalim. Bu durumda y fonskiyonu

(y =0 asikar ¢oziimii han'g) oz fonksiyon olup A ile birlikte ikinci dereceden

d2
W}’{}t—q(t)]y:o a<t<ow (3.3)
diferensiyel denklemini saglamalidir. (o(t, /1) ve Q(t, l), 0 < a < 2w olmak lizere
p(a, 1) =sina, ¢'(a,A)=-cosa (3.4)
0(a, ) =cosa, O'(a,A)=sina (3.5

baglangi¢ sartlarini saglayan (3.3) denkleminin ¢oztimleri olsun.
‘ d
Calismalarimizda gegen ¢ (t, ﬂ)iaﬂt, i)dlr. Ayrica eger z bir kompleks say1

ise, Rez, Imz ve Argz sirasiyla; reel kisim, imajiner kisim ve z’nin esas argiimani anlamina
gelir.

Ust yar1 diizlemde ImA >0 ve alt yar1 diizlemde de Im A <0 olacak sekilde analitik
bir m(4) fonksiyonu vardir ve boylece reel olmayan A ’lar igin; L, (@, ®) da t'nin bir
fonksiyonu olarak

w(t, 2)=0(t, 1)+m(2)e(t, )

seklinde ifade edilir. Ayrica tiim reel A degerleri i¢in

A

p(i):—llim Imm(u+is)du (3.6)

50"
7Z'—>O



dur. p(4) artan bir fonksiyondur, R=(-o0, ) iizerinde Lebesgue-Stieltjes dlgiisii

tanimlar. Dolayisiyla |-2(R d ,0) uzayini géz oniine alinabilir.

Eger f eL,(a,%) ise;
F.(2) :j f()o(t, A)dt,
integrali L, (R, d p) nin uygun bir metrigiyle F (ﬁ) > ya yakinsar. Yani,

F.(2)-F(2) dp(2)=0,

im |
ve
fL(0)= [ F(2)o(t 2)dp(4)

ifadeleri L, (a, OO) normuna bagli olarak f (t) > ye yakinsar. Parseval 6zdesliginden;

It (O dt= |F (1) dp(2)

—o0

elde edilir. Ayrica,

F(2)=] F (U)ol ), (3.7)

f(t)= [ F(A)e(t.2)dp(4) (3.8)

dir.

11



3.1. [a, oo)(a > 0) Uzerinde Whittaker Déniisiimleri

Bu bolimde, Whittaker tipi adi diferensiyel denklemin [&,0)(a>0) yari dogrusu
tizerinde temel coziimleri lizerinden tiiretilen Whittaker doniislimiinii tanimlayacagiz.

Uygun sartlar altinda baz1 parametrelerle bu doniisiimiin LZ(a, OO) den pozitif reel yari

eksen R" = (0, OO) iizerine bir homeomorfizm oldugunu gosterecegiz.

Asagidaki
1
, il
Zt—zy+ Iada—slly=0 a<t<n (a>0) (3.9)

Sturm-Liouville probleminin yar1 eksen {izerinde oldugunu varsayalim. Buradaki c

stfirdan farkli bir reel say1, £ bir kompleks say1 ve ,U2 reel sayidir.
x=-2iat ve k= ol degisken degistirmesiyle,
22

dy dydx dy . dy
—=——, ——==22iJA—=
dt dx dt dt V2 dx

2 2 2
d’y d(_zmﬂj, dty_ 4, 9%

a2 dt ax ) dt X

olur. (3.9) da yerine yazarsak
1 5

dw | 1 4 # «
v e w=0 (3.10)

Whittaker denklemi elde edilir.
(3.10) denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii WW(X) ve W_W(—X) Whittaker

fonksiyonlaridir.

Bunlarin Wronskian determinanti [17]

W(W (), W, ()=, G, ()W (W (-] (3.11)

K, —*u

= exp[—sgn(Im X)iz«]

12



o _ c ) . . :
seklindedir. Bu nedenle x = Zﬁ olmak tizere W, , (—ZI\/It) ve W, (2Ix/7t) ile

birlikte Wronskian

( ( 2I\/_t) (le/_t)):exp{—zc—”\/I sign(Reﬁ)} (3.12)

ve (3.9) un iki lineer bagimsiz ¢6ziimii ile genel ¢6ziim
AW, ,, (-2i/at)+BwW. , (2iV4t)
formundadir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. (p(t, /1), (3.9)’un (3.4) baslangi¢ sartlarini

saglayan ¢ozlimii olsun. Bu durumda,

AW, , (-2iN2a)+BW. , (2iVa)=sine,

w',, (-2iv7a)-Bw", ,(2iv7a)= C?f/ﬁ

oldugu aciktir. Denklem sistemini ¢6zmek icin birinci denklemi W'_W(Ziﬁa), ikinci

denklemi w__, (Ziﬁa) ile carpar taraf tarafa toplarsak,

A[WW(—Zi\/Ia) (2|«/_a)+W Kﬂ( 2|\/_a) Kﬂ(zhl_a)}

=sinaW ' (le/_a) c?\s/g W(Zi\ﬁa)

olur. Koseli parantezin i¢i Whittaker fonksiyonlarinin Wronskian’1 olup (3.12) yardimiyla

A=—exp Zc—jzsign(Re\/I)_[sina\N (2|\/_a) C?\S/Z W(Ziﬁa)}

bulunur. Ayn1 yok etme metodu ile,

B:—exp_;—ﬂﬁsign(Reﬂ)_[Sina\N'K' ( 2|\/_a) C:)\S/g K#( 2|\/_a)}

elde edilir.

Cozimiin o(t, 1)= AW, , (—Ziﬁt) +BW., , (Ziﬁt) oldugundan dolaystyla,

13



o(t, A)= —exp{c—” sign(Re ﬁ)} [sin W', , (Ziﬁa) Sy (2|\Fa)}

22 |\F
xW,_, (Ziﬁt)explcmig;]\(/;e ﬁ)] (3.13)
Jsinaw,, (-2i7a)- 2w, (-2 0., (27)

olur. Benzer sekilde € (t, l) ,(3.9)’ un (3.5) baslangig sartlarini saglayan ¢ozimii ise

O(t,1)=—exp {C_” sign (Re «/I)} [cos aW', (Ziﬁa)

N

Z:T/i_[ (2|\/_a)} (—Zi\ﬁt)
_exp{;—ﬂ\/zsign(Reﬁ)McosaW'K’ ( 2|fa) S'T/O_‘ w( 2|fa)}
W, , (2iVat)

(3.14)
oldugu agiktir.

m(i) ist ve alt yar1 diizlemde analitik bir fonksiyon olsun. Boylece t’nin bir
fonksiyonu olarak, her reel olmayan A i¢in

w(t, 2)=0(t, 2)+m(A)p(t, A)

yazilabilir. 6’('[, /1) ve (p(t, /1) yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa;
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_exp{cmig;(%eﬁ)][cosaw (2\}—) Slr:% W(Ziﬁa)}
xW, , (-2iVat)
w(t 4)= an(Re )
crsign(Re sina, _
—exp{ i ]{cosa\N' ( 2|«/_a) 2Ti YH(—Zlﬁa)}
W, (2iV7t)
crsign(Rev/2) |1 cOsay, [y
_ex{ i )Ms.naw NENRE)
_ c;rsign(Reﬁ)
+m(2) xWKﬂ(—le/It)—exp[ i ]
x{sinaw 'W(—Ziﬁa) C?f/ﬁ ( 2|«/_a)} (th_t)
w(t, 2)= AW, , (-2iVat)+B(2)W. , (2iV4t) (3.15)

elde edilir. Burada,
A(2)=—exp [20—7[\/1 sign (Re ﬁ)}{cos aW', (Ziﬁa)
_ sina W_W (Ziﬁa) +[sin aW '_W (Ziﬁa)

2i24
+ ;?f/%wﬂ (Ziﬁa)]m(}t)}
B(/l)——exp{—mgn(Re\/_)}{COSaW ( 2|\/_a)
+;:r\]/0_l 2|\/_a +[5|naW 2|\/_a
_ ;?\S/%Ww (—Ziﬁa)} m(/l)}
dir.

Whittaker fonksiyonu igin asimptotik formiil [17] den;
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Wx,u(z)zeiizk[“owl] |ar92|<3?”: 7| >
dir. ImA>0olmas: %<af9(2i\/zt)<7r ve —%<arg(—2iﬂt)<o olmasii garantiler,

t — o0 i¢in z yerine —Zi«/Z'[ yazarsak,

W, , (-2iat) =" (<2iVZ) t* [1+o|t|*l], ImA>0 (3.16)
W, @A =(2iV7) e [1+o|t|‘1], ImA>0 (3.17)

elde edilir. Re(iﬁt):tRe(iﬁ):—tlm«ﬂ oldugu zaman ImA>0 olup (3.16) ve
(3.17) formiillerinden

W, (-2ivat) e L, (a,») iken W, (2iVAt) ¢ L,(a, )
dir. Sonug olarak
w(t,A)= [(9(t, A)+m(A)o(t, /1)] el,(a,x)

ifadesi yalniz ve yalniz B(1) =0 oldugunda saglanir. Yani,

{COSO{W 'K, ( 2|«/_a) SIIT/O_! K#( 2|\/_a) [sinaW 'K’#(—Zi«ﬁa)

;?j% M( 2|\/_a)} (2 )} 0

ve
[MZ sinaW', (~2iv/2a) —cos W, , (—2iﬁa)] m(A)
= —[Zi\ﬁ cosaW ', (~2ivAa)+sinaW, , (—Ziﬁa)]
yazilabilir. Buradan m(1) ’y1 ¢ekecek olursak;
~2iAcosaW',_ (-2iv/Aa)-sinaW, ,(-2iv/1a)
2iVAsinaW'_, (-2iv/2a)—cosaW,  (-2iv7a)

elde edilir. m(4) formu iist yar1 diizlemdeki noktalara siirekli genisletilebilir bir formdur.

m(4) =

ImA>0 (3.18)

Bu nedenle paydaya D(A4) dersek

D(2) =2iAsineW", , (-2ivAa)—cosaW, ,(-2iv2a), x= % (3.19)

olup kesinlikle sifirdan farklidir.
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ic :
Eger 1>0 ise K= m tamamen imajinerdir. Z :—2|ﬁa icin W, _,(X) =W_ ,(X)

tim x’ ler i¢cin saglanir. Whittaker fonksiyonlarinin « ve g indisleri degisken boyunca

yayildigindan, g reel veya sadece imajinerse

W, (2)=wW_,(2) ve W'  (-2)=W'_, (2,

dir. Boylece

W, (W, @)+ W (C2W, (2) =W W, (-3, W, () ](2) = exp[_ ;—”ﬂ}

olup, A>0igin
w,, (-2iv7a)=0 ve W', (-2iN1a)=0

dir. Buradan

Cr
RE(W -K,,,<z>]_ W W, (9.W.,,,(X))(@) _ p{ zﬁ}
W, @ W, (W, (-2) W, @)

bulunur. Boylece,

m[ D(A) J _ Im{Ziﬁsin aW', (2) —COSaWW(z)J

20w, (2) 2w, (2)

W' (z
:Im[isina ) COS“J

W (2) 22

—cr | .
, exp {}sm a
w Z
=sinaRe£ wa )]= 244 >
W, ,.(2) w.,(2)|
olur. Bu yiizdensina #0 ise D(1) =0 dir. Eger sina =0 ise 0 zaman
D(A)=W,_,(-2iJ2a) #0 olmahdir. Yani m(a)’nn herhangi bir 2>0 igin

genisletilebilir oldugunu goéstermis olduk.

Eger 1<0 ise x=—c_=_%  reeldir. W_,(x) ve W'__(X) reel x’ler icin reel
2\/} ZM WM M
degerlidir.
1 1+yoo X ’u,,(,i ,quK—1
F(§+y—z<}ww(x)=2‘2"x2 J.e 2(s-1) 2(s+1) 2ds (3.20)
1

17



1
integral gosterimini ele alahm[17]. Burada Re (E +u—- Kj >0 dir.

1
Farz edelim ki z2>0 ve ¢ <0 olsun. Bu varsayimlarin altinda F(E +u— Kj >0

oldugundan, %+,u—;< = 1+ﬂ—L >0 olur. Dolayistyla X >0igin WW(X) >0ve bu

2 2 \/m
yuzden Sina =0 olacak sekilde & segilirse herhangi bir 4 <0i¢in D(1) =0 olur. (3.20)

den x’e gore integral ile
3,
_o2ulyH w xs kL L
XW 'K,;,(X)—(%WJWK,,,(X):Zl—X [ezs(s-1)"2(s+) " 2ds  (321)
|

2”)

elde edilir. x> Oigin (3.21) in sag tarafi negatiftir. Ayrica
1
W', (x) < (E +,uj X_1W,W(X) , X>0
dir. Ciinkiit W, _,(X) =W, (X) ve W', ,(X)=W"_ (X) olup,

W'W(x)S(%+|y|jx‘lvv,(’ﬂ(x), x>0, ¢<0 (3.22)

1 1
ve u reeldir. —o<cota < —g(|,u| + Ej seklinde sart koyacak olursak, sina #0ve

(3.22) den
D(A) 2 7 AR ENFL:Y

sinaw,, 22l VW, @7)

-cota>-§G+|ﬂ|j+§(|ﬂ|+%j:o

1 1
olur. Bu yiizden eger &, —o<COta < —g(|ﬂ|+5j olacak sekilde segilirse herhangi bir

A <0 i¢in D(A) = 0olur.

. ) 1 1
Ozet olarak eger 4 reel, c<0 ve «a, sina=0 veya —w<cota<—g(|y|+EJ

olacak sekilde segilmis ise m(4) herhangi bir A <0 ’a kadar stirekli genisletilebilir.

Dolayisiyla bu varsayimlarla birlikte,
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dp(/l)z—ilmm(l),ﬂvER A#0

dir.
Simdi A#0 reel sayis1 icin m(A) 'min imajiner kismi olan  Imm(A)’y1

hesaplayalim.

~2iVAcosaW ", (-2iAa)-sinaW _ (-2ivAa)
2ivAsinaW ' (2|J_a) cos oW, (2|«/_a)

sina cosw(’\lvw (2iEa)f ~alalw,, (—Ziﬁa)‘z)
) ‘Zlﬁsm oW 'K,y (—ZI\E&) —Cos aWKvﬂ (_ZIﬁa)r

4sin® o |m[ﬁw L (2iNFaw, (—Ziﬁa)}
+ 2
\2iﬁ sinaW ', (~2i/2a)—cosaW, , (—Ziﬁa)‘

m(4) =

2iJAW A 2|\/_a)WKﬂ( 2|\/_a)
‘ZIfSIn(X\N ' (~2iNAa)—cosaW,_, (- 2lfa)‘

seklinde olup ilk iki terim reel oldugundan,

2 Re(ﬁvv ' (2iFaw, (—2iﬁa))

Imm(A) =
‘Ziﬁ sinaW ', (-2iv/Aa)—cosaW w(—Zix/Za)‘

=, ImA>0

dir.

Eger A<0 ise reeldir. Her X igin

J2 =i dir ve K=
el 2\/_ 2(
W 4 (x) ZWKY 4 (x) oldugundan her reel X i¢in £ reel olsun ya da olmasin
W, (x) W, (x) ve W' (x) W' (X)

olur. Bu nedenle,
Re(ﬁw'K,#(—Zi\/Za)wW(—Zi\/Za))= - Im( AW, 2 1] a))

dir. Sonug olarak A4 <0 igin Imm(A) =0 oldugu goriiliir.
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—C
Simdi farz edelim ki A >0 olsun. O zaman k= 2_\/1 tamamen imajinerdir, dyle ki
|

k= dir. 2= —Zi\/za alalim. (3.11) den dolay1
2Re[W', (W, (@) |=W", (W, (@) +W",_,(ZW, ,(2)

=W'_ (W, ,(-2)+W"__ (-2)W_,(2)
W (W, (0, W, (%)) (@)

— —exp[—sign(lm z)i;;K] _ —exp{—%}

olur. Bu ylizden,

- iexp[ ”C}
Imm(1) = 22 =, A>0
‘Ziﬁsinaw L (= 2|\/_a) cosaW_ (— 2|\/_a)‘

K,

dir. Bundan dolay1 (3.6) dan,

7c
1ol \/Iexp{ 2«/;} A>0
p(A)= ;z‘2|fsmaw L (-2iNAa) -cosa (2|\Fa)‘
0’ A<0

yazilir. (3.7) ve (3.8) yardimiyla, o(t, 1) (3.13) de ki gibi olmak {izere,

F(ﬂ,)=Tf(t)(p(t,/1)dt, 1>0, fel,(ax),

ve
L F(A)e(t AN exp[—;jﬂ
f(t)=— j _dA,a<t<o
"PidAsinaW' | (-2ivAa)—cosaW (2|\/_a)‘
PN/ 2
integral doniisiim ¢ifti bulunur. Parseval 6zdesliginden,
[l ®Fdt== I 41 (3.23)
T

a

2|\/_S|naW ic (2|\/_a) cosaW (2|\/_a)‘
27 2f’

dir. >0 i¢in ¢(t, 1) fonksiyonu kompakt olarak
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exp[ }
olt, A) = 24 {[mﬁsinaw _ QiEa)+cosaW |, (2|J_a):| i (2|\/_t)}

‘/_ 2z PN 27"

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla doniisiimler ¢iftimiz

FOi)= exp{}f | (3.24)

jf(t)|m{2|\/'smavv y (2|\/_a)+cosaW . (2|J_a):| . (2.J’t)}

o 23t 27"

ve

F(4)

f(t):—T

N 2|\/_a) cosaW .. (- 2|«/_a)
237" 2{

xlm{{a«/_smaw i (2I\/_a)+COSaVV " (2|J_a):| ic (2|\/_t)}

2\F 2f 2f’

Vs ZiﬁsinaW'

formlarma doniisiir. Z#0 olmak iizere z ve w kompleks sayilari igin

2]
2 \zz) T \z)

oldugundan f (t) formiiliinii yeniden diizenlersek

1% W (=2iJat)
_ - zf
f(t)_”‘[F(ﬂ)lm 2iNAsinaW' . (-2ivAa)—cosaW IS —2i\[2a) A (329)
237" PN/

bulunur. Eger f(t) ile F(2) arasinda (3.25) de ki gibi bir iliski varsa f(t)€L,(a,)

fonksiyonunu F(4) € L (R*,d p(4))’ nin Whittaker déniisiimii olarak adlandiririz.

Sonuglarimizi agagida ki teoremde 6zetleyelim.

Teorem 3.1. ¢ <0 olmak tizere 12 ve C reel sayilar, 0<a <27 igin sina =0 veya
1 1 : N
—o<Ccota < a |u|+§ olsun. O zaman (3.24) integral doniisiimii L, (a,oo)

uzayindan
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5

2|\Fsmaw i (2|\Fa —cosaW (2|\Fa)
20" PN/

dA

L,| RY,

2

uzay1 tizerine bir homeomorfizmdir. Ayrica (3.25) formunda yazilmis ters doniisiim (3.23)

Parseval 6zdesligini saglar.

Ozellikle Teorem (3.1)’ de =0 alinmas1 L, (a,oo) den

W . (-2iv2a)| da

@

1 7C
R*,—«/Zex -
ﬂ p{ 2@}

uzayina

exp[ }
F(1)=- 2‘/_ jf(t)lm! y (2iﬁa)w . ﬂ(—Ziﬁt)]dt (3.26)

e’ @Ja’

ve fel,(a,)igin

) W (2|ft)dz
f(t):ij.F(A)lm 22" (3.27)

W C2ivia) |

2

olacak sekilde doniisiimlerin izometrik ¢iftini verir. Parseval 6zdesligi ile birlikte,

T| f () dt = T|F(1)|2d o(A)

dA

——J'\/_exp{ |F(/1)| '\N (-2iv2a)
(2f)

olur[18-21].

Teorem 3.2. (Paley-Wiener Tipi Teorem) s ve C reel sayilar, c<0 ve 0<a <27
D 1 1
icin sina =0, veya —o0 <cotar<—— |,u|+§ olsun.

1 5
_4 a”
dt? t?
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ile verilsin. O zaman

< W (-2idAt
f(t):ljF(/mm — ”_*ﬂ( ) : dA,
7y 2iNAsinaW*_ (-2ivAa)-cosaW,_, (-2ivAa)
ic .
x =—— | fonksiyonu (a,)iizerinde sonsuz diferensiyellenebilir ise
( Zﬁj y (a,) Yy

. 7C . -2
F(A)el, {R NF) exp(—mjy\lvw (—2lﬁa)‘ dl}
fonksiyonunun Whittaker doniisiimiidiir. Bu durumda n=0,1,2,... igin

1. L'f(t) eL,(a,),

. . d
" —(L"f)(t) |=0
2, tIlﬁr;]{cosoz(Lf)(t)+smozdt( )()} ,
; " .d o,
3 fim[ (1) ] =lim g () © =0
dir.

Ispat 1. L diferensiyel operatoriinii
f(t) = [F(Dp(t, A)d p(4)
0
esitliginin her iki tarafina uygulayacak olursak,

(L"f)® =TF(/I) L"p(t, 2)d p(A)

=(-1)" [A"F(De(t, A)d p(2)

elde ederiz. Burada A"F(2) L, (R*,dp) olup, L"f e L,(R") seklindedir.

2. t—>a" iken (3.28) in limitini alacak olursak,

tlin](L” f)(t)= lim (1) T/I”F(l)(o(t, 2)d p(2)

(3.28)

elde ederiz. Lebesque teoremi yardimiyla integralin i¢inde limit alma islemini uygularsak,

lim(L"f)(t) =(-1)" Tﬂ,“F(l)(p(a, A)d p(1)

t—a*
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=(-1)"sin aT/i“ F(A)dp(A)

elde edilir. Ayrica (3.28)’in diferensiyelini ve ardindan limitini alacak olursak,

_d g, : n [ :
||md—(|_ f)(t):tILraq(—l) !z F(2)e'(t,A)dp(2)

t—a" Ot
=(-1)" Ti"F(ﬁ)gD'(a,i)dp(ﬂ.)

=—(~1)" cos aj.ﬂ” F()dp(4)
0
elde etmis oluruz. Dolayisiyla,

Iim[COSa(L”f)(t)+sina%(L”f)(t)}=0

t—a*

olur.

3. q(t) fonksiyonu simirhdir, gL' f € L,(a,0) ve dolayisiyla

d? :

F(L”f)(t):q(t)(L”f)(t)+(L”* f)(),
L, (a,) uzayna aittir.

Simdi,

ZI(L”f)(t)%(L"f)(t)dt =j%(L”f)2 (t)dt

(Ut (O~ lim (L' ) ©

= ( L" f )2 t)—| (=1)"sin aT}t” F(A)dp(4)

esitligini ele alalim. Esitligin en solunda t — oo iken limitin var oldugu goriiliir. Sonug

olarak

e : .
|Im(L f) (t) meveuttur. Fakat (L"f )(t) € L,(a,0) dir. O zaman limit sifir olmalidir.

t—ow
Dolayisiyla,
!LrE(L f)®)=0

dir. Benzer sekilde,
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t

N I R R T TON
ZQE(L f)(t)W(L f)(t)dt—fa{T] dt

a

d ., 2 Tdy., 2
:_H(L f)(t)} —tILrB[a(L f)(t)}

= %(L” f )(t)} —[(—1)n oS aTi”F(/l)dp(l)}
ve [%(L”f)(t)} e L, (a,%) oldugundan

_d .,
!l_[ga(L f)t)=0

olur. Bu ise ispat1 tamamlar.
Sonug olarak, singiilerlige sahip Whittaker denkleminin [a, o), (a > 0) yar1 dogrusu
tizerinde temel ¢oziimlerinden tiiretilen Whittaker integral doniisiimii elde edilmis ve bu

doniistimiin Paley-Wiener[22] tipi teoremi sagladigi gosterilmistir.
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