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ONSOZ

Yiiksek lisans tezi olarak sunulan bu ¢alismada, de Sitter 3-uzayinda yeni 6zel
yiizeyler, Minkowski S3 uzaymda  space-like egrilerin temel geometrisi ve space-like
egriler ile 6zel space-like regle yiizeyler incelenmistir. Calismada S3 kiiresinin egrilerinin
genel helis ve dairesel helis olma sartlarina iligkin teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Bu ¢alismanin hazirlanmasida bana yol gdsteren ve yardimci olan saym hocam;
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OZET

4-BOYUTLU MINKOWSKIi UZAYINDA EGRILER

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim tezin giris kismidir.

Ikinci béliimde: bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde, de Sitter 3-uzaymda yeni 6zel yiizeyler, Minkowski S3 uzaymda
space-like egrilerin temel geometrisi ve space-like egriler ile 6zel space-like regle ytlizeyler
incelenmistir.

Dordiincii boliimde ise, Lorentz uzayinda genel helislerin karakterizasyonlar1 ifade

ve ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Minkowski Uzay1, Helis ve Frenet Vektorleri



SUMMARY

CURVES IN THE 4-DIMENSIONAL MINKOWSKi SPACETIME

This study is consisted of four chapter:

The First chapter is the introduction of thesis.

In chapter 2, some basic definition and theorems are given.

In chapter 3, new special surfaces in de Sitter 3-space, basic geometry of space-like
curves in Minkowski S3 and space like curves and special space-like ruled surfaces are

researched.

In chapter 4, characterizations of general helices in Lorentz space are expressed and
proved.

Key Words : Minkowski Spacetime, Helices and Frenet Vectors



1. GIRIS

Bircok bilim dali ile olan ilgisi nedeniyle diferensiyel geometrinin en Onemli
calisma alanlarindan biri egriler teorisidir. Ornegin; ekonomide sayisal verilerin egriler
sayesinde yorumlandigi, kalp grafisinde egrinin davranigi bizim i¢in 0nemli ipuglarini
vermektedir. Diger taraftan egrilerin diferensiyel geometrik 6zelliklerini ve onlarin ¢esitli
matematiksel yapilarla olan iliskilerini incelemek son derece 6nemlidir.

Egriler teorisi kadar 6nemli bir caligma alani ise yiizeyler teorisidir. Hatta genellikle
egriler teorisi yiizeyler teorisiyle birlikte anilmaktadir.

Egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisinin ¢alisma yontemi iki farkli metoda
dayanir. Klasik diferensiyel geometri olarak adlandirilan birinci yontemi diferensiyel ve
integral hesabm baslangiciyla birlikte ortaya cikmistir. Daha agik bir dille ifade etmek
gerekirse klasik diferensiyel geometri egriler ve yiizeylerin yerel 6zelliklerini arastirir.

Ikinci yontem ise global diferensiyel geometri olup yerel 6zelliklerin egrinin veya
ylizeyin tiimiiniin davranisi lizerindeki etkilerinin arastirildigi metottur.

Her iki metot da diferansiyel geometrinin en ilging ve onu en iyi temsil eden
pargalar1 egriler ve yiizeylerle ilgili ¢alismalar oldugunu ortaya koymaktadir.

Diferansiyel geometrinin diger bilim dallariyla baglantisin1 kuran ve uygulama
alanin1 olusturan sahas1 Minkowski (Lorentz) uzayidir. Minkowski (Lorentz) uzaymda i¢
carpimin farkli olmasi geometrik yapilarin degismesine ve beklenmedik sonuglar ortaya
¢ikmasina olanak saglamaktadir.

Gerek Oklid uzaymda gerekse Minkowski (Lorentz) uzaymda egrilerin en ilging
olanlarmdan bir tanesi helislerdir. Helislerle giinliik hayatimizdan sarmasik, minaredeki
merdiven olarak 6rnek vermemiz miimkiindiir.

1985 yilinda T. Ikawa Lorentzian M manifoldu iizerinde bir time-like o egrisinin
sabit k, ve k, egriliklerine karsilik gelen dairesel helis igin,

UXVXVX X — K Vx X =0 , K=k,* —k,°

seklinde diferensiyel denklemi elde etmistir.

N. Ekmekg¢i ve H.H. Hacisalihoglu, 1996 yilinda T. Ikawa nin bu sonucunu k; ve

k, degiskenler , fakat % sabit alarak genellestirmis ve ¢ok Onemli sonuglar elde
2

etmislerdir.



H. Balgetir, M. Bektas ve M. Ergiit, 2001 yilinda 3-boyutlu Lorentzian M
manifoldunda Cartan catisina gore bir null egri karakterizasyonu elde etmislerdir.

Daha sonra benzer ¢alismalar 2004 yilinda M. Bektas tarafindan Pseudo-Galelian
uzayinda regle ylizeyler i¢in yapilmistir.

Benzer yapilar kurularak Heisenberg gruplar icin M. Bektas ve E. Turhan ve V.
Asil, tarafindan 2004 yilinda yapilmustir.

Bu calismada “ Characterizations of Space-like General helices in Lorentzian
manifolds > ve “ On the helices of Lorentzian manifolds > makalelerindeki ispat
yontemleri kullamlarak Minkowski 4- uzayindaki S3 kiiresinin egrileri igin Onemli

karakterizasyonlar ifade ve ispat edilmistir.



2. BOLUM

2.1. OKklid Uzayinda Temel Tamim ve Teoremler

Tanmm 2.1.1:

A bos olmayan bir climle ve bir K cismi lizerindeki vektor uzayr da V olsun.
Asagidaki onermeleri dogrulayan f: A x A —V fonksiyonu varsa buradaki A ya V vektor
uzay1 lUizerinde bir afin uzay adi verilir.

(A1) VP, Q,ReAicin f(P,Q)+f(Q,R) =1f(P,R)

(A2) VP eAve VeV igin f(P,Q) = d olacak sekilde bir tek Q€A noktasi vardir

(Hacisalihoglu, 1993).

Tamm 2.1.2:

Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de bir i¢ ¢arpim
islemi olarak ,
<,> VXxV-R
(X, y) =2 <xXy>=2L1%Y;
X= (X1, Xn ), Y=(y15---¥n)
Oklid i¢ carpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik
kavramlar tanimlanabilir. Bylece A afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adm alir

(Hacisalihoglu, 1993).

Tanmm 2.1.3 :

| € R bir agik aralik olmak tizere a :I- E™ seklinde diferensiyellenebilir

(C* smifindan ) bir o doniisiimiine E™ de bir egri ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1993).



Tammm 2.1.4:

E™ n-boyutlu Oklid uzaynda ,
SP1 = { X= (xq, .. ,Xn) | F(X) = X, x,2 = r2, |Af] #0 ,reR  r=sabit}
nokta climlesine bir (n-1) - boyutlu bir hiperkiire veya kisaca (n-1) — kiire denir.

(Hacisalihoglu, 1993).
Tanim 2.1.5:

M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* smifindan bir diferensiyellenebilir

yapt tanimlanabilirse M ye C* smifindan bir diferensiyellenebilir manifold

denir(Hacisalihoglu, 1993).
Tamm 2.1.6 :

M sayilabilir baza sahip bir Hausdorff uzay olsun. Eger M iizerinde n-boyutlu
C™atlaslarmin ~ C* yapis1  verilmigse M uzayma n-boyutlu C* smifindan
diferensiyellenebilir manifold  veya diizgiin manifold denir(Murat Iscan, Atatiirk

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Doktora tezi, 2008).
Tanmm 2.1.7 :

M bir diferensiyellenebilir manifold ve bir noktasi peM olsun. Bir
X,: C*°(M,R) - R
fonksiyonu, M iizerinde en az bir egrinin P noktasindaki tanjant vektorii ise, X, ye

M nin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir (Hacisalihoglu, 1994).
Tamm 2.1.8:

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M {izerinde bir vektor alani diye

birebir ve orten
XM ——— Upem Tu(p)

olarak tanimlanan X fonksiyonuna denir (Hacisalihoglu, 1994).



Tammm 2.1.9:

M bir C*® manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarmnmn uzayr (M) ve reel
degerli C* fonksiyonlarin halkas1 C*( M, R) olmak iizere ,

<,> M) xyM) - C*(M,R)

seklinde simetrik, bilineer, pozitif tanimli doniisiime M {izerinde i¢ ¢arpim, metrik
tensor, Riemann metrigi ya da diferensiyellenebilir metrik denir. Bu metrik ile M ikilisine,

yani (M, <, > ) e Riemann manifoldu denir, kisaca M ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.10 :

o 1> E3 birim hizli egri olmak iizere a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget
vektor alant T(s) , asli normal vektor alan1 N(s) ve binormal vektor alani B(s) olsun.
T(s) ,N(s), B(s) vektorlerine « : 1 — E3 birim hizli egri igin a(s) noktasmdaki Frenet

vektorleri denir ve

T'(s) 0 k(s) 0 [|T(s)
N'(s)| = [—k(s) 0 T(s) [ [N(s)
B'(s) 0 —1(s) 0 ||B(s)

seklinde matris gosterimine sahiptir(Hacisalihoglu, 1994).
Tanim 2.1.11:

a : | = E™ egrisinin tanjant dogrular1 sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa o ya
bir silindirik helis (genel helis) denir.

a (s) nin bir silindirik helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart i nin sabit olmasidir

(1zumiya ve Takeuchi, 2002).
Tamm 2.1.12 :

Eger Tanim 2.1.9 da 1 ve k sifirdan farkli sabitler ise helise dairesel helis denir

(1zumiya ve Takeuchi, 2002).



Tanmmm 2.1.13:

M, N c E" egrileri sirastyla (I,a) ,(I,B) koordinat komsuluklar1 ile verilsin. sel ya
karsilik gelen a(s) €M ve B(s) €N noktalarinda M ve N nin sirasiyla ,

{T(s) \N(s).B(s)} ve {T*(s), N"(s), B*(s)}

Frenet 3- ayaklilar1 verildiginde Vsel igcin {N(s), N*(S)} lineer bagiml ise (M,N)
egri ikilisine Bertrand ¢ifti denir (Hacisalihoglu, 1994).

Tamm 2.1.14 :

M c E3 yiizeyi verilsin. VPeM noktasinda E3 {in M de kalan bir dogrusu var ise M
ye bir regle ylizey ve peM noktasindan gecen ve M de kalan dogruya da M nin bir
dogrultmani denir (Turgut, 1995).

2.2. 3-Boyutlu Lorentz Uzayinda Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.2.1:

R3 iizerinde X= (x4, X, X3) Ve Y=(V1,¥3,V3) olmak iizere
<,>|. :R®xR3®—R
(X)Y) =><X,Y>|L =X1y1 *X2¥2- X3Y3
seklinde tamimlanan simetrik, bilineer , nondejenerete metrik tensdriine R? {izerinde
Lorentz metrigi denir(O’Neill,B,1983).

Bu ¢aligma boyunca <, > ||, yerine <, > kullanilacaktir.

Tanim 2.2.2 :

R3 {izerinde Lorentz metriginin tanimlanmasiyla meydana gelen
{R3, <, >} ikilisine 3- boyutlu Lorentz uzay1 veya kisaca Lorentz uzayi denir ve L3
ile gosterilir(O’Neill,B,1983).



Tamm 2.2.3:

—

X = (X4, X5,X3) € L3 olsun. Eger,
<X,X> <0ise X etime-like vektor,
<X , X > >0ise X e space-like vektor,
<X ,X > =0ise X e null vektér,

adi verilir(O’Neill,B,1983).

Tamm 2.2.4:

X=(X4,%X2,X3) , Y=(V1,¥2,y3) € L3 olmak iizere
* L3 <1313
(X,Y) =X*Y = (X ¥3 — X3Y2, X3¥1 — X1¥3 — (X1¥2 — X2¥1) )

seklinde tanimli * operatoriine L3 de Lorentz anlamimda vektdrel ¢arpim denir. Bu
tanmmi R3 deki vektorel garpim ifadesine benzer olarak,
e €& —€
X1 X2 X3
Yi Y2 V3

seklinde ifade edebiliriz. Buna gore

X*Y = det

X,Y,Z e 13 olmak iizere,

i, <X*Y, Z>=detX Y, Z)
i. X*V)*Z=<Y, 7 >X-<X,Z>Y

. <X,

—

*Y>=0

>l

iv. <Y,X*Y>=0
dir. Gergekten,
i) )_(): (Xl,Xz,Xg) EL3

Y= (V1,Y2,y3) €L

Z = (24,25,23) € L3

olmak tizere,

X*¥Y = (X Y3 — X3¥2, X3¥1 — X1¥3 — (X1¥2 — X2¥1)
ve

—

— *—> _
<X*Y, Z>=21X3y3 — 21X3Y5 + Z3X3Y1 — Z2X1Y3 + X1Y2Z3 — X2Y1Z3



X; X3 X3
det (X, Y, Z) = yl YZ YB = 21XZYB - 21XBYZ + ZZXBY1 - Z2X1y3 + leZZ3 -
Zy, Zp 13
X2V1Z3
oldugundan ,
<X*Y, Z>=det X Y, Z)
elde edilir.
ii ) Direkt hesaplama ile
e e, s
X*Y)*Z =[X,y3 — X3y, Xa¥1 —X1¥3 —(X1¥2 — X2¥1)
Zq Z) Z3

= (Z3X3y1 — Z3X1Y3 + Z3X1Y2 — Z2X2Y1) €1
+ (23X3Y2 — Z3X2¥3 t Z1X2¥1 — Z1X1Y2) €;
+ (22X3Y2 — Z2X2Y3 + Z1X3y1 — Z1X1Y3) €3
elde edilir.
l.terime z;x,y;, 2.terime z,x,y, ve 3.terime z;x3y; ifadeleri bir eklenip bir

¢ikarilacak olursa,

X*Y) * Z = {2sX3y1 — 23%4Y3 + ZoX1Y2 — ZoXo¥1 + ZiXa Y1 — ZyXqY1)Es
H{Z3X3Y2 — 23X2Y3 + Z1XoY1 — 21Xy t Z2XpY2 — Z2XpY2 )€
H{Z2X3y2 — Z2X2Y3 + 21X3Y1 — Z1X1Y3+Z3X3y3 — Z3X3Y3}€3
= (X121 — X273 + X323) (161 +Y2€; + y3€3)
+ (V121 + Y222 + Y3Z3) (X181 + X285 + X3€3)
= —<X,Z > (y1&] +¥2€; +3€3)
+<Y,Z > (8] + X85 + X383)
bulunur.

Buradan,

_— =

X*V)+Z =—<X,Z >Y+<Y, Z >X
elde edilir.

iii ) 1) den dolay1

<X,X*Y>=det (X,X,Y)

=0

dir.



iv) 1) den dolay1
<Y ,X*Y>=det (Y,X,Y)
=0
dir( Balgetir H, Bektas M, Ergiit M ,2001).

Tanmmm 2.2.5:

L3, 3-boyutlu Lorentz uzaymda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik pozitif taniml1 ise M ye L3 de bir space-like yiizey denir(Beem and Ehrlich,1981).

Tamm 2.2.6:

L3, 3-boyutlu Lorentz uzaymda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik Lorentz metrigi ise M ye L3 de bir time-like yiizey denir(Beem and Ehrlich,1981).

Tanim 2.2.7 :

ac L3 Lorentz uzaymda bir egri olsun. o egrisinin hiz vektdrii o’ olmak iizere,
1) <ad,da ><0ise a(s) time-like egri,
ii) <a,a’" >> 0 ise a(s) space-like egri,
i) <a',a’ >=0ise oa(s) null egri,

olarak adlandirilir (O’Neill,B,1983).
Tanim 2.2.8:

L3, 3- boyutlu Lorentz (Minkowski) uzayinda verilen bir [ dogrusunun verilen bir
n(I) egrisi boyunca hareket ettirilmesiyle bir yiizey elde edilebiliyorsa bu yiizeye 3-boyutlu
Lorentz uzaymda bir regle yiizey denir. n(I) egrisine dayanak egrisi, [ dogrusuna regle

yiizeyin ana dogrusu denir(Turgut,1995).



Tamm 2.2.9:

V bir n-boyutlu vektor uzayi ve V iizerinde simetrik bilineer form

<,> :VXV—->R

olsun. Vv e Vigin <§&,v>=0 olacak sekilde bir &£0€ V vektorii mevcut ise g ye
V iizerinde dejenere simetrik bilineer form denir. Aksi takdirde g ye nondejeneredir denir.
Buradan g nin nondejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart V v € V igin

<u,v>=0iseu=0

olmasidir. Bir V reel vektor uzay iizerindeki simetrik bilineer form ,V uzaymin alt
uzay! lizerine dejenere veya nondejenere bir bilineer form indirger (Duggal ve

Bejancu,1996).

10



3.BOLUM

Bu boliimde kullanilan kavramlar “ New Special Surfaces in de Sitter 3-Space ”

adli ve “ H.S. Abdel Aziz ” yazarli makaleden alimustir.
3.1. De Sitter 3-Uzayinda Yeni Ozel Yiizeyler

4- boyutlu Minkowski space-time uzaymi R} ile gosterelim. R* Oklid uzayinda
standart flat metrik,

g = dx? + dx3 + dxZ — dx3

ile verilir. (x4,%,,X3,X,) , R 1in bir dikddrtgensel koordinat sistemidir. Herhangi

a = (a;,a,as,a,), b = (by,b,, b, b,) icin R* deki Lorentz metrik,

<ab >= a;b;+a,b, +az;b; —a,b,

olarak tanimlanur.

R? standart bazina gdre < > 1n matris formundaki gosterimi

u =diag (1,1,1,-1)

dir. R} de sifirdan farkh x vektorleri < x,x > >0 ya da x=0, <x,x><0 ve <XxX>
= 0 olmalarina goére sirasiyla space-like, time-like ve null olarak siniflandirilirlar. Genel
olarak 0 vektdrii space-like vektor olarak almir. Bir x  vektoriiniin - normu

lIxll ={T< xx >

ile verilir. Bu yiizden eger < x,x > = + 1 ise x birim vektordiir. Bir time-like x

vektorii igin < X,X> < 0 oldugundan normun tanimi sadece space-like vektorler i¢in

gecerlidir.
Tanmm 3.1.1:

xeR? ve <, > Lorentz i¢ carpim olmak iizere,
S ={xeRi|<xx>=1}
seklinde tanimli uzaya de Sitter 3-uzay1 denir.
Fizikte bir time-like x vektorii icin norm |[|x|| =V/—<x,x> olarak da
tanimlanabilir. Bu aslinda fiziksel bir anlam tasir. Yani eger x(t), S; de bir time-like egri

ise

11



X @®I = V=< x'®,x'(®) >
bir hareketli parcacik tarafindan gegilen zamandir. Bu izafiyette proper- time
olarak adlandirilir. Burada < a,b>=0 ise ave b vektorlerine ortogonaldir denir.
Herhangi a = (a;,a,,a3,a4) , b = (by,by,b3,by) , ¢ = (¢, ¢y, ¢3,¢4) € R* vektorleri igin
Lorentz vektorel carpimi,
i j k -l
dp Az dz a4

b, by by by
Ci C C3 C4

aX bxc=

ile tanimlanir. X ,S3 iin vektorel carpimi ve (i, j, k, 1) , R} iin kanonik formudur.
Bu durumda

(<e,<ax bxc>>)=det (e,a,bc) eeR}

elde edilir.

Tanmm 3.1.2:

Eger bir yiizey iizerindeki indirgenmis metrik bir Lorentz metrik ise S5 de bir
yiizey bir time-like yiizey olarak adlandirilir. Bu durumda yiizeyin normali bir space-like

vektordir.
Tanim 3.1.3:

Eger bir yiizey iizerindeki indirgenmis metrik bir Riemann metrik ise S5 de bir
ylizey bir space-like ylizey olarak adlandirilir. Bu herhangi peM i¢in M nin tanjant diizlemi
T, M bir space-like diizlem(space-like vektor iceren) olma sartina esittir. Bu durumda N, M

normal uzay bir time-like diizlemdir.
3.2. Minkowski S3 Uzayinda Space-like Egrilerin Temel Geometrisi

Lorentz uzaym bir pozitif egrilikle, daha kesin bir ifadeyle bir pozitif pargali
egrilikle de sitter uzayi olarak adlandirildig: iyi bilinir. De sitter 3-uzayi

S3={xeRl|<xx>=1}

seklinde tanimlanir.

12



Bu boliimde space-like yiizeyler iizerindeki egriler olarak space-like ve Bertrand
egrileri caligilacaktir. Bundan dolayi ihtiya¢ duyacagimiz bazi tanim ve teoremleri verelim.

n :1IcR—S3

t = () =(n1(0,M2(0,n3(0) )

doniisimii  S3 uzayinda diizgiin regiiler bir egri olsun( 1/(t) > 0 her tel igin ).
Eger 1 egrisinin her noktasinda tanjant vektorler sirasiyla ,

<n,n">>0, <n',n'><0 yada<n',n' >=0 sartlarin1 saglarsa n egrisi
sirastyla space-like , time-like ya da null olabilir. t, € I i¢in n(t,) dan &lgiilen bir space-

like egrisinin yay uzunlugu
LTI,
s(t) =J Im' (1l dt (3.2.1)
ve buradan |[n’(s)|| = 1 oldugu belirlenir. n'(s) = 3—: dir. Bundan dolay1 eger egri

IIn"(s)|l = 1 sartim1 saglarsa m space-like egrisinin yay parametresi ile parametrelendigini
sdyleyebiliriz. Ustelik eger <1'(s),n'(s) >= F1 ise 1 bir birim hizl egridir.

Her bir birim hizli space-like n : 1 — S3 egrisinin {n(s) ,T(s) ,N(s) ,B(s)} bir
pseudo ortonormal gatisiyla ilgili oldugu iyi bilinir. Space-like teget vektor, space-like asli
normal vektér ve time-like binormal vektor sirasiyla T= T(s), N= N(s), B= B(s) ile

gosterilir. Bu durumda T, N, B Frenet vektorleri tarafindan saglanan Serret-Frenet

denklemleri,
n'(s) = T(s) \I
T'(s) = —n(s) + k(s)N(s)
N'(s) = k(s)8(n(s))T(s) + t(s)B(s) } (3.2.2)
B'(s) = t(s)N(s) )

ile verilir. 8(n(s)) = —sign(N(s)) ve k(s) ve t(s) m egrisinin, sirasiyla, s

noktasindaki egrilik ve torsiyonudur. Ayrica

k(s) = IT'(s) + )l (3.2.3)
ve
©(8) = 209 det(n(s), (), 1" (), " (5)) (3:2.4

dir. k(s) #0 seklindedir. T, N, B vektorleri < T, T >=<NN>=1, <B,B>=-1

denklemlerini saglar. B(s), {T, N} ye dik olan tek time-like birim vekt6r oldugundan,

_ N(s)XTxN
[IMXTxNI|

dir.
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IIn X T X N|| = =< n(s) X T(s) X N(s), n(s) X T(s) X N(s) >
ve T(s) =n' tegettir. Ayrica
<T'(s), T'(s) >>1
olmas1 durumunda,

_ _T(s)+n(s)
N(s) = ——>TS)
() (IT'(s)+n ()l

birim vektori vardir. Buradan
n(s) An'(s) An"(s) =n(s) AT(s) A (—n(s) + k(s)N(s))
=k(s) n(s) A T(s) AN(s)
= k(s) B(s)
elde edilir.

Tamm 3.2.2:

Ny Ve n, ky(s) #0 , k,(s) #0 , se 1 ile verilen iki regiiler egri olsun. (T;, Ny, B;)
ve (T, Ny, B;) swrasiyla n;(s) Ve n,(s) noktasindaki T, S; Ve T,Si tanjant
uzaylarinin catilar1 olsunlar. Eger se I noktasinda n; ve 1, nin asli normal dogrular1 esit
ise 1, bir Bertrand egrisi olarak adlandirilir. Bu durumda diger n, egrisi 1, in Bertrand

egri ¢ifti olarak adlandirilir ve

N2(s) = i N:1(s) +AN;(s) , Vsel, asabit, a#0,1 (3.2.5)
dir.
Teorem 3.2.1:

Eger (M1,M2 ) S3 de bir Bertrand egri ¢ifti ise A sabittir ve (3.2.5) denklemi ile
tanimlanir.
Teorem 3.2.2:

N1 Ve N, S3 iin iki regiiler egrisi olsun. (1, 1, ) bir Bertrand egri ¢iftidir ancak ve
ancak

pk;(s) + qt4(s) =1 (3.2.6)
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seklinde bir lineer bagimlilik mevcuttur. Burada p ve q sifirdan farkli sabitler, k, (s)

ve T, (s) sirasiyla egrilik ve torsiyondur.
Teorem 3.2.3:

S3 de bir (n;,n, ) Bertrand egri ¢ifti olsun. Bertrand egrisinin karsilikli
noktalarinda t; Ve T, torsiyonlarinin ¢arpimi sabittir. Burada t; ve 1, swrasiyla n; ve 1,

egrilerinin torsiyonlaridir.
Sonu¢ 3.2.1:

n:lcR—S3, ki(s) #0,1,(s) #0 olacak sekilde bir space-like egri olsun. 1,

bir Bertrand egrisidir ancak ve ancak p#0 olacak sekilde bir gercel say1 mevcuttur dyle ki

p (11" (9)ky(s) = ki '()T1(5)) — 14/ (s) = 0
dir.
N, in Bertrand ¢ifti

N2(s) == () +pNi(s) . «#0,1

ile verilir.
Ispat :

Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 ii kullanarak bir n; space-like egrisi bir Bertrand
egrisidir ancak ve ancak p#0 olacak sekilde bir gercel say1 mevcuttur dyle ki

pk;(s) + qry(s) =1

dir. Bagka bir deyisle p#£0 olacak sekilde bir gergel say1 mevcuttur 6yle ki

A=Pka8)) capittir.
T1(8)

Bu son esitligin her iki tarafi diferensiyellenerek,

p (t1' ()ky(8) — ki '(8)T4(5)) = 7,'(s) (3.2.7)
elde edilir. Bu iddianin tersi de dogrudur.
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3.3.Space-like Egriler ile Ozel Space-like Regle Yiizeyler

Space-like yiizeylerin ¢aligmasi izafiyet teorisinde ve diferensiyel geometri

disindaki ilging konulardan birini temsil eder. Bu boliimde space-like egrilerle ilgili yeni

0zel space-like yiizeylerin bazi geometrik 6zelliklerini verecegiz. Bu yiizeylerin tekilligi

tartiilir.

n :1I —-S3

S3 de s yay parametresi ile parametrelendirilmis bir birim hizli diferensiyellenebilir

bir space-like egri olsun. Bu durumda bir dogrultman egri m  egrisi boyunca hareket

edince 2-boyutlu space-like regle yiizey olarak ,

M(s,v) : IXR — S3

alabiliriz. Bu

M @ 1)(sv) =n(s) +v L(s) tim (s,v)e IXR, veR
seklinde parametrelendirilmistir.

Bu durumda n(s) space-like egrisine esas egri, L ye de dogrultman egri denir.

Tanim 3.3.1:

() (5, V) = 1($) +VN(S) (33.1)

ile tanimlanan bir space-like @, ny(s,V) yiizeyi bir n egrisinin asli normal yiizeyi

olarak adlandirilir.

dir.

® nin s ve v ye gore tiirevini alarak,

o, =1n'"+ vN’ , ®, = N(s)

elde edilir.

Not edelim ki,

rank[®, @, ] = rank[n’'(s) + vN'(s)]

dir. Buradan

D, = (1 + vk(s)S(n(s)) ) T(s) + v t(s)B(s) (3.3.2)
ve

®, = N(s) (3.3.3)

(3.3.2) ve (3.3.3) vektorleri lineer bagimlidir ancak ve ancak
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(14 vk(s)8(n(s)) ) =0 (3.3.4)
dir. (3.3.4) ten

L
ds
bulunur. Bu denklemi (3.3.2) denklemi ile karsilagtirilarak goriilebilir ki

A S = (14 vk(s)8(n(s)) ) T(s) AN(S) + v T(s)B(s) A N(s) (3.3.5)

i) Eger @ silindirik ise ,
k(so)S(n(So)) =1(sp) =0
ve eger silindirik degil ise ,
k(so)ﬁ(n(s())) = 1(so) # 0
dir. (3.3.1) yiizeyinin tekil noktas1 , Serret-Frenet formiilleri kullanilarak,
(1 + Vk(so)ﬁ(n(so)) ) T(sp) ANC(sg) + v t(sg)B(sy) AN(sg) =0 (3.3.6)
dir.
i) (so, Vo) bir tekil noktadir ancak ve ancak t(s,) = 0 dir. Dolayisiyla @, ) asli
normal yiizey t(s,) # 0 iken tekil degildir.
iii ) ® nin tekilligi,

e 1
{(s,v) :v= -W , Sel}, k(s) #0 (3.3.7)

ile verilir. Simdi herhangi birim hizli space-like ,
n 1 —-S3
egrisi igin k(s) # 0 sart1 altinda bir n(s) space-like egrisi boyunca E ve E gibi iKi

vektor alam tanimlanabilir. Yani,

E = —1(s)T(s) + k(s)8(n(s))B(s) (338)
ve

E=- (ﬁ(g()) YT(s) + B(s) (3.3.9)

olur.

Burada E ve E vektérlerine sirastyla 1(s) in Darboux ve degistirilmis Darboux

vektor alanlar1 denilebilir.

17



Tammm 3.3.2:

¥ (s,v) =n(s) + VE(s)
ile tanimlanan bir W, g)(s,v) space-like yiizeyi, n(s) space-like egrisinin
gelistirilebilir rektifiye yilizeyi olarak adlandirilir.
(3.3.9)denkleminden,

E'(S) __" T 1 (1: ),T

s(n() k  s(n) \k

elde edilir. Bundan dolay1 (sg, vo) W(ng nin bir tekil noktasidir ancak ve ancak

1 T ! Tk’—k‘l,"
8(n(s0)) (%) Goy=o ((asmegyy 50) # 0)

ve  8(s))l (%) G0l

bulunur.
Teorem 3.3.1:

k(s) # 0 olmak iizere bir space-like
n :1 —583
egrisi i¢in asagidakiler denktir.
i) Bir space-like n egrisi igin gelistirilebilir rektifiye
Yo IXR—> S3
yiizeyi tekil olmayan bir yiizeydir.
ii ) Bir space-like n egrisi bir silindirik helistir.
iii ) Bir space-like n egrisinin gelistirilebilir rektifiye W, 5 yiizeyi bir silindirik

yiizeydir.
Ispat :

Onceki hesaplamalar kullanarak Ix R de her noktada W, gy nin singiiler olmamas1

icin gerek ve yeter sartin

5(11(150)) (lk )’ (So) =0
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oldugunu gérmek kolaydir. Bu bir space-like n egrisinin bir silindirik helis olmas1

anlamina gelir. Diger taraftan,
n T 1
5(n(s)) k  8(n(s))

dir. Wi, g (s,v) gelistirilebilir  rektifiye ylizeyi silindiriktir ancak ve ancak

E'(s) = (lk) (s)T(s)

E’(s) = 0 dir. Bu yiizden (ii) sart1 (iii) sartina esittir. Bu da ispati1 tamamlar.
Teorem 3.3.2:

Kabul edelim ki

n :1 —-S3

Bertrand egrisi olan bir space-like egri olsun. @, ) asli normal yiizeyi bir tekil
noktaya sahiptir ancak ancak n bir diizlemsel egridir. Bu durumda @, yy nin goriintlist S3

de bir diizlemdir.
Ispat :

Eger 1(sy) = 0 olacak sekilde bir s, € I noktast mevcutsa n bir diizlemsel egridir.
Diger taraftan @, vy nin tekil noktasi 7(sy) = 0 olacak sekilde s, € I noktast ile iligkilidir.

Bu da teoremin son iddiasinin ispatini tamamlar.
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4.BOLUM

4.1. Genel Helisler

Teorem 4.1.1:

n : 1 — S3 birim hizli space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin
pseudo ortonormal ¢atisi olsun. Bu durumda birim hizli nj egrisinin genel helis olmasi igin
gerek ve yeter kosul

T — KT’ = 3k'N’ + 1 (4.1.12)

olmasidir. Burada

K= (—1+?+r2 + 8k?)
dir.

Not : Bu ¢aligma boyunca T=T(s), N=N(s), B=B(s), k=k(s), T = t(s) alinacaktir.

Ispat :

Kabul edelim ki n bir genel helis olsun. (4.1.1) denkleminin saglandigini
gosterecegiz. (3.2.2) denkleminden,
T'=-—m+kN
ve tekrar diferensiyellenerek,
T” = -’ + k'N 4+ kN’
= —T4Kk'N + k(k8T + tB)
= —T+k'N + k?8T + ktB
ve ikinci kez diferensiyellenerek,
T" = —-T"+KkK'N +k'N’ + 2kk'8T + k28T’ + (kt)'B + ktB’
= —(—n+ kN) + k"N + k' (k8T + tB) + 2kk'8T + k?6(—n + kN) +
(kt)'B + kt(TN)
=1 — kN + k"N + kk’8T + k’tB + 2kk’S8T — nék? + k36N + (kt)'B +
kt2N
veya
T" = (Bkk’'8)T + (—=k + k" + k38 + kt?)N + (k't + (kt)")B + (1 — 8k?)n
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bulunur. n bir genel helis oldugundan,

% = sabit ve k't=kTt

ve

N=-T

oldugu kullanilarak,

T = (3kk'8)T + (=k + k" + krz)i T’ + 3k'tB + (1 — 8k?)n + k36N
ve buradan ,

T = BKK'S)T + (—1+5 +12) T/ + 3K'tB + 1) — Snk? + K*6N

veya

k”
T = (3KK'S)T + (‘1 ++ r2> T’ + 3K'tB + 1 + 8k? (- + kN)
=T’

olup Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa,

14

k
T = (3kk'8)T + (—1 +F TZ> T' 4+ 3k'tB +n + 8k* T’

= 3Kkk'8T + (—1 + k? + 1% + 6k2) T’ + 3k’tB + 1
= (—1 + kT + 12 + 6k2) T’ + 3k'tB + 3Kkk'8T +

=(—1+‘%+r2+6k2) T’ + 3k’ (1B + 8KT) + 1
=N’

T = (_1+kT+T2 +8k2) T'+ 3k’ N +1
ve boylece
T _(_1 -|_k—-|—‘[2 -|—8k2) T' = 3Kk’ N'+T'|
Kk
elde edilir. Burada

k" _
<—1 +?+r2 +8k2> =K

alinirsa (4.1.1) denklemi elde edilir.
Tersine (4.1.1) denkleminin saglandigini kabul edelim. n egrisinin bir genel helis

oldugunu gosterecegiz. Serret-Frenet formiillerinden,
_ 1.
N = - T

oldugundan,
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ve

N’ T +5 Lon
NII —_ _k, 1A TI k, TII ' TII + 1 TIII
= ( k2 ) k2 k2 k
veya
r_ " l nr
(kz) T 2 T + T
bulunur.

T =KT' + 3k'N’ + 7
denklemi bir 6nceki denklemde yerine yazilarak,

NII (

veya

!

M

N" = _k’,+K
“1\k2 ) Tk

elde edilir.

!

5 T+ (KT’+3k’N +1)

!

IPLIPVREL SN
K2 kK Tk

T" ve N’ degerleri son esitlikte kullanilirsa,

—Kk"\' K K’ K’
N"=1(— T’—2—( T+kN+k26T+kTB)+—(—T’+

kZ

_|_

veya

veya

3

k
n

k

’
k2
N

-k

K’ " n
k2 T+ k

n' K k' kIZ k' kIZ
k T+2—=T—-2—N-2k'6T—-2—1tB—-3— T’

rn _k
NE e

k
+ 35T+

k? k? k k3

1
k

K'? , K , K'? K
) +5 —3—}T +(2F—2k8)T+< 2—)N—2¥1B+

N" ={(—

bulunur. Diger taraftan,

N’ = k6T + B

ise

N'"=8Kk'T+8kT + 1B+ B’
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=8k'T+ 6kT' +t'B+ t(TN)

N”"=8K'T+8kT + 1B+ 1N (4.1.3)
bulunur.
Boylece (4.1.2) ve (4.1.3) karsilastirilirsa,
r 2 k,
T = — ET
ve
,Z.I B 2 k/
T k

dir. Her iki tarafin integrali alinirsa % = sabit ve 1 egrisi bir genel helis olur.

Teorem 4.1.2 :

n : 1 - S} birim hizli space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin

pseudo ortonormal ¢atisi olsun. Bu durumda birim hizli nj egrisinin genel helis olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

T”’—3k—,T”—{—1+k—”+rz+6k2—3k—,2}T’— =0 (4.1.4)
k k k2 N o

olmasidir. Burada T=T(s), N=N(s), B=B(s) k=K(s) ve t(s) dir.

Kabul edelim ki n bir genel helis olsun. (4.1.4) denkleminin saglandigini

gosterecegiz.

n"=T

T'= -1+ kN
N" = kéT + 1B
B’ = 1N

formiilleri kullanilarak Teorem 4.1.1 de
kll
T" = (—1 +?+r2 +8k2> T' + 3k’ N’ +n

oldugu gosterilmisti. Oysa
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N= T’
olup,

-k’ 1
N' = T+ T
oldugundan,

T (UL SEPRCIIEY PP N o N
- kT G T g™+

veya

T 1+k”+ 2 4 8k? 31{’2 T! 3k’ T" =0
K T K2 K =

elde edilir.
Tersine (4.1.4) denklemi saglansm. Bu durumda n space-like egrisinin genel helis

oldugunu gosterecegiz.
N’ = k8T + B
ifadesinden,

B=2 N -
T

T

ve buradan
T 1 k&

B'=—= N+- N”—(—) T——T
T T T

ve

oldugu g6z Oniine alinirsa,

BI — T, _k, TI + 1 TII + 1 _k, ,TI k, TII k, TII + 1 TIII
2\ k2 k |\ k2 k2 k2 k

k&\ k&
(-t
T T
B/ — k’T, T’ T, T/’ + 1 _k’ , T’ 2 k’ TII + 1 TIII (kS),T k6 TI
k22 kt? T\ k? k2t kt T T
B = k't = T T 4 1( —k"k? + 2kk'k’ T — 2 k' T + 1 i
k2t2 kt? T k# k2t kt
8k't — k&1’ ks
— > - T
T
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k't T K" k’2 Kk’ 1 8k’

B’ = T ——— T" — T’ 2 T  —2—T" N [/
ke | ke o e k2t Tkt T
k6T kS
7 T——
T T
olur. Bu denkleme
k,T TII klz TI T TI n
k212~ 7 tk3 '’ "kt
terimleri eklenip ¢ikarilirsa,
BI 1 TIII + TI + 1 k ITII
kt v k2 ( T )
N T k't k'? kt' T+1T’ 1T,+n n
k kzrz k3 2 kt kt kt krt

veya

SIS PV VIS SR SR P
k| Pk T Tx et Ty o

Sy (T () ) s (K)o L D
k2 (T) k k3\t T kt kt
elde edilir.
B’ =1N
esitligi ve son esitlik g6z Oniine alinirsa,
— = sabit
T

olur. Yani space-like egri bir genel helistir.
Sonu¢ 4.1.1:

n : 1 — S} birim hizli space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin
pseudo ortonormal catisi olsun. Bu durumda birim hizli n egrisinin bir dairesel helis
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

T" = (=141 +68k)T' —mn=0 (4.1.5)
olmasidir. Burada T=T(s) k=k(s) ve Tt = t(s) dir.
Ispat :

Teorem 4.1.2 de k ve T sabit alinirsa esitligin saglandig1 kolayca goriilebilir.
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Teorem 4.1.3:

n : 1 — S3 birim hizli space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin
pseudo ortonormal catist olsun. Bu durumda birim hizli 1 egrisinin bir genel helis olmas1
icin gerek ve yeter kosul

N” — (8k? + TN — < N’ 418k = 0 (4.1.6)

olmasidir. Burada N=N(s) dir.

Ispat :

N’ = k8T + B
ifadesi diferensiyellenirse,
N"=686Kk'T+8kT + 1B+ 1B’

=8 k'T + 6k(— + kN) + /B + t(=N)
N"” =8 K'T — dnk + 8k®N + t'B + 12N

= (8k? + T?)N + 8k'T + U'B — &nk
bulunur.

1 bir genel helis oldugundan,

k .
— = sabit
T
ve
k't=kt
dir.
Boylece

N"=8K (N =ZB)+1 (2N —2T)+ (8K + )N - dnk

_ %’N,_k_’f B+T?' N’ — ZKST + (8k2 + 2N — Sk

+ 1?)N — 6nk
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:(%'J,%'_ T)N'+(5k2+r2)N—6nk
_(“”‘“ KTy N+ (8K + TN — 8k

= E N’ + (8k? + )N — &nk
olur. O halde

k’
N"” = (8k? + t2)N + * N’ —nék

ve buradan

!

k
N” % N’ +n8k — (8k? + T2)N =0

elde edilir.
Tersine (4.1.6) denklemi saglansin. 1 nin bir genel helis oldugunu gosterecegiz.
N’ = k6T + tB

oldugundan,

, T
T = k_8 N - k_SB
olur.

Bu ifade diferensiyellenirse,

. kK’ | S 2 S U
U= VeV 5(5) T B
, k1 1,1y T

U= VeV 5 (5) N

bulunur. Bu denkleme 1 ve kKN terimleri eklenip ¢ikarilirsa,

1 Kk’ 1,1ty
! no__ r_ 2 2 _ (= _
T k8<N - N’ — (8k +r)N+nk8> S(k)B N+ kN

elde edilir. Burada (4.1.5) denklemi g6z 6niine alinir ve
T'= -1+ kN

oldugu kullanilirsa,

olur ve buradan i = sabit

elde edilir. Yani 1 space-like egrisi bir genel helistir.
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Sonu¢ 4.1.2:

n : 1 - S} birim hizh space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin
pseudo ortonormal ¢atis1 olsun. Bu durumda birim hizli n egrisinin bir dairesel helis
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N" +nks — (6k? + t?)N = 0 (4.1.7)

dir. Burada N=N(s) dir.

Ispat :
Teorem (4.1.3) de k ve t sabit alinirsa esitligin saglandigi kolayca goriiliir.
Teorem 4.1.4:

n : 1 - S} birim hizli space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin
pseudo ortonormal ¢atis1 olsun. Bu durumda birim hizli 1 egrisinin genel helis olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul
’ " 12
B”’—3%B”—(%+rz+6k2—31—2> B’ + 8nkt =0 (4.1.8)

Burada B=B(s) dir .
Ispat :

n nm bir genel helis oldugunu kabul edelim. (4.1.8) denkleminin saglandigini
gosterecegiz.
B’ =N
ifadesi diferensiyellenirse,
B" =1tN+tN’
=t'N+1(k6T+1B)
B”" =1tN+ktST+ 1B
ve ikinci kez diferensiyellenirse,
B" =1"N+ 1N’ + 2tt'B+ B’ + 8(kt)'T + 8ktT’
=tU'N+ 1 (k8 T+ 1tB) + 21t'B + t2(TN) + 8(kt)'T + 8kt(—m + kN)
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veya

B” =1t"N+1Tk8 T+ t'tB + 2ttB + 13N + 8(kt)'T — Snkt + 8k?tN
=3ttB+ (1t + 3 + 8k?t )N + (kS + 8(k1)")T — Snkt
=3ttB+ (1" + 3 + 8k?1 )N + 38k T'T — dnkt

elde edilir. Diger taraftan

N=>B’
T
oldugundan,
N’ = %Bl + 1 B"
T T
oldugu kullanilarak,
1

B" =3t (tB + 8kT) + (t" + 3 + 8k?t)—B’ — nkr

=N’ T
nro— ! _T_, ! l " T_” 2 2 r__
B =3t ( =B +-B )+( —+1° + 8k )B dnkt

12 ’ 7

T T
B” =—-3—B'+3—B"+ (—+1® + 8k?)B’ — &nkrt
T T T

veya
" 12 !
T T T
BIII=<_+T2+8k2_3—2>B,+ 3—B”—6r|kT
T T T
elde edilir.

Buradan,
’ " 12
T T T
BW—3—B"—<—~H2+&8—3—;>E+6ma=0
T T T

olup (4.1.8) denklemi elde edilmis olur.
Tersine (4.1.8) denklemi saglansin. ) nin bir genel helis oldugunu gosterecegiz.
N’ = k6T + tB
ifadesinde
SE I \
T=gN -8B

yazilabilir. Buradan,

R ST 1(TYB * g
k2§ kS 5\ k kS

veya
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! !

1A BI T BII T BII + 1 BIII
) T2 T2 T }

2

T’_ k, ,B’ 1B” 1
L A Rl G

1 !
SOET

veya
TI —_ k,‘[, BI k, BII + 1 _T, , BI 2 T, BII + 1 Blll
~ 8k212 k2t 6k \ T2 Skt? Skt
1 T'k—1k’ 5 T B/
5 ( k2 ) k&
—_ k't B k' B 4 1 [-1"12 + 21'%1 __— ! B + -
~ 8k2t2 k2t Sk ™ Skt? Skt
LY
5k 5k2 k&

elde edilir. Bu son ifadeye

2
! !
kt " T

8k2t2 ' 8kt3
terimleri eklenip ¢ikarilirsa,

UL (P 3T’2+ 2+ 68k? |B' + &nk 1 (k)IB”
8kt T T 2t T 8k2 \ T

k v ' 1ty
e (@) =3 e

elde edilir.

IEI
B,TB,n

(4.1.8) denklemini ve T’ = —n + kN oldugu g6z Oniine alinirsa,

(1) =0
(%)zsabit

oldugu goriiliir. O halde n space-like egrisi bir genel helistir.

ise
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Sonu¢ 4.1.3:
n : 1 - S} birim hizh space-like egri ve {n(s), T(s),N(s),B(s)} bu egrinin

pseudo ortonormal ¢atis1 olsun. Bu durumda birim hizli n egrisinin bir dairesel helis

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
B" — (12 + 8k?)B' + nkt = 0 (4.1.9)
dir.

Ispat :

Teorem (4.1.4) de k ve t sabit alinirsa esitligin saglandig1 kolayca goriiliir.
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