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ÖZET

Dört bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümü giri̧s k¬sm¬ olup, ikinci bölümde

konuya ili̧skin temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde modülüs fonksiyonu tan¬m¬na ve fark dizilerine yer verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Z = 0; 1 veya1 olmak üzere modülüs fonksiyonlar dizisi al¬narak

[V; �; F; p; q; u]Z (�
m
v ) fark dizi uzaylar¬ tan¬mlanm¬̧s, bu dizi uzaylar¬n¬n baz¬ topolojik

özellikleri ve bu uzaylar aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Fark Dizi Uzaylar¬, Modülüs Fonksiyonlar Dizisi, Yar¬norm.
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SUMMARY

GENERALIZED DIFFERENCE SEQUENCE SPACES DEFINED BY A SEQUENCE

OF MODULI

In this study, which is prepared as four chapters, the �rst chapter is the introduction

part: In the second chapter, we give the fundamental de�nitions and theorems.

In the third chapter, we give the de�nition of a modulus function and di¤erence

sequences.

In the fourth chapter, we de�ne the sequence space [V; �; F; p; q; u]Z (�
m
v ) using a

sequence of moduli where Z = 0; 1 or 1 and we examine some topological properties of

these spaces and some inclusion relations between these spaces.

Key Words: Di¤erence Sequence Spaces, Sequence of Moduli, Seminorm.
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1. G·IR·IŞ

Bugüne kadar modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla birçok dizi uzay¬ tan¬mlanm¬̧s ve bu dizi

uzaylar¬ genelleştirilmi̧stir.

Modülüs fonksiyonu tan¬m¬ 1953 y¬l¬nda Nakano [26] taraf¬ndan verildi. Daha sonra

Ruckle [27] " fe1; e2; :::g birim vektörlerinin s¬n¬rl¬ cümlesini bulunduran en küçük FK

uzay¬ var m¬d¬r?" sorusuna cevap ararken,

L(f) =

(

x = (xk) :
1
X

k=1

f(jxkj) <1

)

dizi uzay¬n¬, f modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlad¬.

Modülüs fonksiyonu veya modülüs fonksiyonlar dizisi kullan¬larak Maddox [24],

K¬zmaz [21], Et ve Çolak [14], Gaur ve Mursaleen [17], Bektaş ve Çolak [4], Et ve

Esi [15], Et ve di¼gerleri [13], Bataineh [2] ve birçok ki̧si taraf¬ndan baz¬ dizi uzaylar¬

tan¬mlanm¬̧s ve bu uzaylar¬n çeşitli özellikleri incelenmi̧stir. Biz bu çal¬̧smada, At¬ci ve

Bektaş [1] taraf¬ndan tan¬mlanan fark dizi uzaylar¬n¬ genelleştirece¼giz ve bu yeni dizi

uzaylar¬n¬n baz¬ özelliklerini inceleyece¼giz.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tan¬m 2.1. X 6= ? bir cümle ve K reel veya kompleks say¬lar cismi olmak üzere

+ : X �X ! X; : : K �X ! X

fonksiyonlar¬ aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa, X cümlesine K cismi üzerinde bir vektör

uzay¬ (lineer uzay) ad¬ verilir. Her x; y; z 2 X ve her �; � 2 K için

i) x+ y = y + x

ii) (x+ y) + z = x+ (y + z)

iii) Her x 2 X için x+ � = x olacak şekilde bir � 2 X vard¬r.

iv) Her bir x 2 X için x+ (�x) = � olacak şekilde bir (�x) 2 X vard¬r.

v) 1:x = x

vi) �(x+ y) = �x+ �y

vii) (�+ �)x = �x+ �x

viii) �(�x) = (��)x [23].

Tan¬m 2.2. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

k:k : X ! R
+

x �! kxk

dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme bir norm ve (X; k:k) ikilisine de bir

normlu uzay denir. 8x; y 2 X için

N1) kxk � 0

N2) kxk = 0, x = �

N3) k�xk = j�j kxk (� skaler)

N4) kx+ yk � kxk+ kyk

dir. N2) şart¬ x = � ) kxk = 0 şart¬ ile de¼gi̧stirilirse yar¬norm elde edilir [22].



Tan¬m 2.3. (X; k:k) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger

8" > 0 için n > n0 iken

kxn � xk < "

olacak şekilde bir n0 = n0(") 2 N say¬s¬ varsa x = (xn) dizisi x�e yak¬nsakt¬r denir.

x = (xn) dizisi x�e yak¬nsak ise lim
n
xn = x veya xn ! x şeklinde yaz¬l¬r [22].

Tan¬m 2.4. (X; k:k) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzay¬nda bir dizi olsun. E¼ger

8" > 0 için n;m > n0 iken

kxn � xmk < "

olacak şekilde bir n0 = n0(") 2 N say¬s¬ varsa x = (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[22].

Tan¬m 2.5. (X; k:k) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay¬ ad¬ verilir [22].

Tan¬m 2.6. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. g : X ! R dönüşümü

aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glarsa g ye bir paranorm, (X; g) ikilisine de paranormlu uzay denir.

8x; y 2 X için

i) g(�) = 0

ii) g(x) = g(�x)

iii) g(x+ y) � g(x) + g(y)

iv) �! �0, x! x0 iken �x! �0x0

dir. iv) şart¬n¬ � ! �0, g(x � x0) ! 0 iken g(�x � �0x0) ! 0 şeklinde ifade edebiliriz.

E¼ger g(x) = 0 iken x = � oluyorsa g ye total paranorm denir [23].

Tan¬m 2.7. X boş olmayan bir cümle olsun. d : X � X ! R fonksiyonu her

x; y; z 2 X için

i) d(x; y) = 0, x = y

ii) d(x; y) = d(y; x)

iii) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)

şartlar¬n¬ sa¼glarsa d ye X üzerinde bir metrik, (X; d) ikilisine de metrik uzay denir [23].
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Tan¬m 2.8. X = (X; d) metrik uzay¬ndaki her Cauchy dizisi yak¬nsak ise (X; d)

metrik uzay¬na tam metrik uzay denir. [22].

Tan¬m 2.9. Bir Frechet uzay¬, bir tam lineer metrik uzay veya buna denk olarak

bir tam total paranormlu uzayd¬r. X koordinatsal sürekli bir Frechet uzay¬ olacak şekilde

! n¬n bir lineer alt uzay¬ olsun. Bu durumda X bir FK uzay¬ veya bir Frechet Koordinat

uzay¬ ad¬n¬ al¬r [6].

Tan¬m 2.10. Reel veya kompleks terimli tüm dizilerin cümlesini ! ile gösterelim.

x = (xk); y = (yk) ve � bir skaler olmak üzere !; x+y = (xk+yk) ve �x = (�xk) şeklinde

tan¬mlanan i̧slemler alt¬nda bir lineer uzayd¬r. ! n¬n her alt lineer uzay¬na bir dizi uzay¬

denir [18].

Bu çal¬̧smada s¬k s¬k kullanaca¼g¬m¬z

`1 = fx = (xk) : sup
k

jxkj <1g

s¬n¬rl¬,

c = fx = (xk) : lim
k
xk mevcutg

yak¬nsak ve

c0 = fx = (xk) : lim
k
xk = 0g

s¬f¬r diziler uzay¬

kxk
1
= sup

k

jxkj

normu ile birer Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.11. X bir dizi uzay¬ olsun.

X� = fa = (ak) :
1
P

k=1

jakxkj <1; 8x 2 X içing;

X� = fa = (ak) :
1
P

k=1

akxk yak¬nsak; 8x 2 X içing;

X
 = fa = (ak) : sup
n

�

�

�

�

n
P

k=1

akxk

�

�

�

�

<1; 8x 2 X içing

4



olsun. X�, X� ve X
 ya, s¬ras¬yla, X in ��, �� ve 
�duali denir. ��dualine Köthe -

Toeplitz duali, ��dualine genelleştirilmi̧s Köthe - Toeplitz duali denir. ? � X� � X� �

X
 oldu¼gu kolayca gösterilebilir. � = �; � veya 
 olsun. X � Y ise X� � Y � dir [19].

Tan¬m 2.12. X bir dizi uzay¬ olsun.

i) j�kj � 1 olacak şekildeki tüm (�k) dizileri için (xk) 2 X iken (�kxk) 2 X ise X e

normal veya solid dizi uzay¬ denir.

ii) X tüm basamak uzaylar¬n¬n kanonik ön resimlerini kaps¬yorsa, X e monoton dizi

uzay¬ denir.

iii) X = X�� ise X e perfekttir denir.

iv) �(k), N do¼gal say¬lar cümlesinin bir permütasyonu olmak üzere (xk) 2 X iken
�

x�(k)
�

2 X ise X e simetrik dizi uzay¬ denir.

v) (xk) ; (yk) 2 X iken (xkyk) 2 X ise X e dizi cebiri denir [19].

Sonuç 2.13. X perfekttir ) X normaldir ) X monotondur [19].

Tan¬m 2.14. X boş olmayan bir cümle ve � , X in alt cümlelerinin bir ailesi olsun.

Aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa � ya, X için bir topoloji ve (X; �) çiftine de bir topolojik

uzay denir.

T1) X;? 2 � dur.

T2) � nun key� say¬daki elamanlar¬n¬n birleşimi yine � nun bir eleman¬d¬r.

T3) � ya ait sonlu say¬daki eleman¬n arakesiti yine � ya aittir [23].

Tan¬m 2.15. X, K cismi üzerinde bir vektör uzay¬ ve bir topolojik uzay olsun. E¼ger

vektör uzay¬n¬n toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri verilen topolojiye göre sürekli ise X

e topolojik vektör uzay¬ denir [19].

Tan¬m 2.16. k:k vek:k0 bir X vektör uzay¬ üzerinde iki norm olsun. E¼ger 8x 2 X

için a kxk0 � kxk � b kxk0 olacak şekilde pozitif a ve b say¬lar¬ varsa k:k ve k:k0 normlar¬

eşde¼gerdir denir [22].
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Lemma 2.17. q1 ve q2, X üzerinde iki yar¬norm olsun. Bu taktirde q1 yar¬normunun

q2 den daha kuvvetli olmas¬ için gerek ve yeter şart 8x 2 X için q2(x) � Kq1(x) olacak

şekilde sabit bir K > 0 say¬s¬n¬n var olmas¬d¬r [29].

Teorem 2.18. (Minkowski eşitsizli¼gi) 8k için ak; bk � 0 olmak üzere

a) 0 < p � 1 ise
n
X

k=1

(ak + bk)
p �

n
X

k=1

apk +

n
X

k=1

bpk

b) p � 1 ise
 

n
X

k=1

(ak + bk)
p

!
1

p

�

 

n
X

k=1

apk

!
1

p

+

 

n
X

k=1

bpk

!
1

p

eşitsizlikleri sa¼glan¬r [23].

Aşa¼g¬daki eşitsizlik bu çal¬̧smada s¬k s¬k kullan¬lacakt¬r.

p = (pk) kesin pozitif say¬lar¬n bir dizisi olsun. ak, bk 2 C, H = sup
k

pk < 1 ve

D = max
�

1; 2H�1
�

olmak üzere

jak + bkj
pk � D fjakj

pk + jbkj
pkg (2.1)

dir [23].
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3. MODÜLÜS FONKS·IYONU ve GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FARK D·IZ·I

UZAYLARI

Tan¬m 3.1 Aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan f : [0;1)! [0;1) fonksiyonuna modülüs

fonksiyonu ad¬ verilir.

i) f(x) = 0 , x = 0;

ii) 8 x; y � 0 için f(x+ y) � f(x) + f(y);

iii) f artand¬r,

iv) f s¬f¬r noktas¬nda sa¼gdan süreklidir.

ii) den elde edilen jf(x)� f(y)j � f(jx� yj) eşitsizli¼ginden ve iv) den bir f modülüs

fonksiyonunun [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gu görülür.

f modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z olabilir.

Fark dizileri kavram¬ ilk olarak K¬zmaz [21] taraf¬ndan tan¬mland¬. 1981 y¬l¬nda

K¬zmaz, x = (xk) kompleks terimli bir dizi ve �x = (�xk) = (xk � xk+1) olmak üzere

`1(�) = fx = (xk) : �x 2 `1g ;

c(�) = fx = (xk) : �x 2 cg ;

c0(�) = fx = (xk) : �x 2 c0g

dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlad¬ ve bu uzaylar¬n kxk1 = jx1j + k�xk1 normu ile birer Banach

uzay¬ oldu¼gunu gösterdi.

Et ve Çolak [14], x = (xk) kompleks terimli bir dizi, m 2 N, �0x = (xk),

�x = (xk � xk+1); �
mx = (�mxk) = (�

m�1xk ��
m�1xk+1) ve

�mxk =
m
P

i=0
(�1)i

�

m

i

�

xk+i



olmak üzere

`1(�
m) = fx = (xk) : �

mx 2 `1g ;

c(�m) = fx = (xk) : �
mx 2 cg ;

c0(�
m) = fx = (xk) : �

mx 2 c0g

dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlad¬lar ve bu uzaylar¬n kxk� =
m
P

i=1
jxij + k�

mxk
1
ile birer Banach

uzay¬ oldu¼gunu gösterdiler.

Et ve Esi [15], v = (vk) s¬f¬rdan farkl¬ kompleks terimli herhangi bir dizi, m 2 N,

�0vx = (vkxk), �vx = (vkxk � vk+1xk+1), �
m
v x = (�

m
v xk) =

�

�m�1v xk ��
m�1
v xk+1

�

ve

�mv xk =
m
P

i=0
(�1)i

�

m

i

�

vk+ixk+i

olmak üzere, Et ve Çolak [14] ¬n tan¬mlad¬¼g¬ uzaylar¬

`1(�
m
v ) = fx = (xk) : �

m
v x 2 `1g ;

c(�mv ) = fx = (xk) : �
m
v x 2 cg ;

c0(�
m
v ) = fx = (xk) : �

m
v x 2 c0g

şeklindeki uzaylara genelleştirdiler. Ayn¬ zamanda `1 (�mv ), c (�
m
v ) ve c0 (�

m
v ) dizi

uzaylar¬n¬n

kxkv =
m
P

i=1
jxivij+ k�

m
v xk1

normu ile birer Banach uzay¬ oldu¼gunu gösterdiler.

Teorem 3.2. E¼ger X bir lineer uzay ise X(�m) de bir lineer uzayd¬r [16].

Teorem 3.3. E¼ger X � Y ise X(�m) � Y (�m) dir [16].
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4. MODÜLÜS FONKS·IYONLAR D·IZ·IS·I YARDIMIYLA TANIMLANMIŞ

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FARK D·IZ·I UZAYLARI

Bu bölümde, Z = 0; 1 veya 1 notasyonunu göstermek üzere modülüs

fonksiyonlar dizisi yard¬m¬yla [V; �; F; p; q; u]Z (�
m
v ) fark dizi uzaylar¬ tan¬mlanm¬̧s, bu dizi

uzaylar¬n¬n baz¬ topolojik özellikleri ve bu uzaylar aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬

incelenmi̧stir.

4.1. [V; �; F; p; q; u]Z (�
m
v ) Dizi Uzaylar¬

Bu çal¬̧sma boyunca, � = (�n) dizisi �1 = 1; �n+1 � �n + 1 olmak üzere, pozitif

say¬lar¬n azalmayan +1� a ¬raksayan bir dizisi olsun. Genelleştirilmi̧s de la Vallée-Poussin

ortalamas¬, n = 1; 2; :: için In = [n� �n + 1; n] olmak üzere

tn(x) =
1

�n

X

k2In

xk

ile tan¬mlan¬r. E¼ger n!1 iken tn(x)! L oluyorsa x = (xk) dizisi (V; �)- toplanabilirdir

denir ve (V; �)- kuvvetli toplanabilir dizilerin cümlesi

[V; �] =

8

<

:

x = (xk) : lim
n

1

�n

X

k2In

jxk � Lj = 0; bir L say¬s¬ için

9

=

;

ile gösterilir.

Genelleştirilmi̧s de la Vallée-Poussin ortalamas¬, �mv fark operatörü ve modülüs

fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi de kullan¬larak Tan¬m 4.1.1 de yeni bir dizi uzay¬

tan¬mlanacakt¬r.

Tan¬m 4.1.1. F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi, X, topolojisi bir

Q cümlesinin q sürekli yar¬normlar¬ taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s bir yerel konveks Haussdor¤

topolojik lineer uzay¬ ve p = (pk) kesin pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi olsun. !(X) ile



X üzerinde tan¬ml¬ bütün dizilerin uzay¬n¬ gösterelim. v = (vk) s¬f¬rdan farkl¬ kompleks

say¬lar¬n herhangi bir dizisi ve u = (uk) pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi olsun. m 2 N olmak

üzere, yeni genelleştirilmi̧s fark dizi uzaylar¬n¬ bir L say¬s¬ için,

[V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) =

8

<

:

x 2 !(X) : lim
n

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk � L))]

pk = 0

9

=

;

;

[V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) =

8

<

:

x 2 !(X) : lim
n

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk = 0

9

=

;

;

[V; �; F; p; q; u]
1
(�mv ) =

8

<

:

x 2 !(X) : sup
n

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk <1

9

=

;

şeklinde tan¬mlayal¬m.

Yukar¬da tan¬mlanan dizi uzaylar¬ m � 1 için baz¬ s¬n¬rs¬z diziler içerir.

Örnek 4.1.2. X = C; her k 2 N için fk(x) = x; q(x) = jxj ; her n 2 N için �n = n;

v = (1; 1; :::); her k 2 N için pk = 1 ve uk = 1 olsun. Bu taktirde (km) 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v )

dir. Fakat (km) =2 l1 dir.

Teorem 4.1.3. (pk) pozitif reel say¬lar¬n s¬n¬rl¬ bir dizisi olsun. Bu taktirde

[V; �; F; p; q; u]Z (�
m
v ) , C kompleks cismi üzerinde bir lineer uzayd¬r.

·Ispat: x; y 2 [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) olsun. Bu taktirde

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk ! 0 (n!1)

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v yk))]

pk ! 0 (n!1)

dir. �; � 2 C; �� ve ��, j�j � ��; j�j � �� olacak şekilde pozitif tam say¬lar ve

H = sup
k

pk <1 olmak üzere,

1

�n

X

k2In

[ukfk(q(�
m
v (�xk + �yk)))]

pk

10



=
1

�n

X

k2In

uk [fk(q(��
m
v xk + ��

m
v yk))]

pk

�
1

�n

X

k2In

uk [fk(j�j q(�
m
v xk) + j�j q(�

m
v yk)))]

pk

�
1

�n

X

k2In

uk [fk(j�j q(�
m
v xk)) + fk(j�j q(�

m
v yk))]

pk

� D(��)
H 1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk +D(��)
H 1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v yk))]

pk

! 0 (n!1)

dir. Bu taktirde �x + �y 2 [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) bulunur ki bu da istenendir. Teorem

Z = 1;1 için benzer şekilde ispatlan¬r.

Teorem 4.1.4. [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) uzay¬, M = max(1; sup

k

pk) olmak üzere

G�(x) = sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

paranormu ile bir paranormlu uzayd¬r.

·Ispat: x = � için �mv xk = 0; q(�mv xk) = 0 ve f modülüs fonksiyonu tan¬m¬ndan

G�(�) = 0 bulunur.

G�(�x) = sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v (�xk)))]

pk

1

A

1

M

= sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(��
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

= sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(j�1j q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

= sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

= G�(x)

11



bulunur.

Minkowski eşitsizli¼gi kullan¬larak

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v (xk + yk)))]

pk

1

A

1

M

=

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk +�

m
v yk)))]

pk

1

A

1

M

�

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk) + q(�

m
v yk))]

pk

1

A

1

M

�

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk)) + fk(q(�

m
v yk))]

pk

1

A

1

M

�

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

+

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v yk))]

pk

1

A

1

M

� sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

+ sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v yk))]

pk

1

A

1

M

elde edilir. Buradan eşitsizli¼gin sol taraf¬n¬n sonlu oldu¼gu elde edildi¼ginden

G�(x+ y) � G�(x) +G�(y) eşitsizli¼gi bulunur.

Skaler çarp¬m¬n sürekli oldu¼gunu ispatlayal¬m. � s¬f¬rdan farkl¬ herhangi bir kompleks

say¬ olsun. j�j � �� olacak şekilde bir �� pozitif tamsay¬s¬ bulunabilir. H = sup
k

pk <1

olmak üzere

G�(�x) = sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v (�xk)))]

pk

1

A

1

M

12



= sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(��
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

� sup
n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(j�j q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

� (��)
H
M sup

n

0

@

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk))]

pk

1

A

1

M

= (��)
H
M G�(x)

bulunur. Böylece G�(x); [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) de sonlu iken G�(�x) de sonludur.

Şimdi G�(x) 6= 0 olmak üzere [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) uzay¬nda herhangi bir sabit x

için �! 0 olsun. j�j < 1 için modülüs fonksiyonunun tan¬m¬ndan n > n (") için

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(��
m
v xk))]

pk < "

dur. Ayn¬ zamanda, 1 � n � n (") için, � yeterince küçük al¬n¬rsa modülüs fonksiyonu

sürekli oldu¼gundan,
1

�n

X

k2In

uk [fk(q(��
m
v xk))]

pk < "

olur. Son iki eşitsizlikten � ! 0 için G�(�x) ! 0 oldu¼gu elde edilir. Böylece ispat

tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.5. F = (fk) ve G = (gk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n birer dizisi olsunlar.

q1ve q2 birer yar¬norm, p = (pk) ve t = (tk) kesin pozitif reel say¬lar¬n birer dizisi olsun.

Bu taktirde

(i) [V; �; F; p; q; u]Z (�mv ) \ [V; �;G; p; q; u]Z (�
m
v ) � [V; �; F +G; p; q; u]Z (�

m
v ),

(ii) [V; �; F; p; q1; u]Z (�mv ) \ [V; �; F; p; q2; u]Z (�
m
v ) � [V; �; F; p; q1 + q2; u]Z (�

m
v ),

(iii) q1 yar¬normu q2 yar¬normundan daha kuvvetliyse [V; �; F; p; q1; u]Z (�mv ) �

[V; �; F; p; q2; u]Z (�
m
v ),

(iv) q1 yar¬normu q2 yar¬normuna denkse [V; �; F; p; q1; u]Z (�mv ) = [V; �; F; p; q2; u]Z (�
m
v ),

(v) [V; �; F; p; q1; u]Z (�mv ) \ [V; �; F; t; q2; u]Z (�
m
v ) 6= ?

dir.

13



·Ispat: (i) x 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) \ [V; �;G; p; q; u]1 (�
m
v ) olsun. Bu taktirde bir

L say¬s¬ için

1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk � L))]

pk ! 0 (n!1)

1

�n

X

k2In

uk [gk(q(�
m
v xk � L))]

pk ! 0 (n!1)

dir.
1

�n

X

k2In

uk [(fk + gk)(q(�
m
v xk � L))]

pk

=
1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk � L)) + gk(q(�

m
v xk � L))]

pk

� D
1

�n

X

k2In

uk [fk(q(�
m
v xk � L))]

pk +D
1

�n

X

k2In

uk [gk(q(�
m
v xk � L))]

pk

! 0(n!1)

elde edilir. Bu taktirde x 2 [V; �; F +G; p; q; u]1 (�mv ) dir.

(ii) x 2 [V; �; F; p; q1; u]1 (�mv )\ [V; �; F; p; q2; u]1 (�
m
v ) olsun. Bu taktirde bir L say¬s¬

için

1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk ! 0 (n!1)

1

�n

X

k2In

uk [gk(q2(�
m
v xk � L))]

pk ! 0 (n!1)

dir.

1

�n

X

k2In

uk [fk((q1 + q2)(�
m
v xk � L))]

pk

=
1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L) + q2(�

m
v xk � L))]

pk

�
1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L)) + fk(q2(�

m
v xk � L))]

pk

� D
1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk +D
1

�n

X

k2In

uk [fk(q2(�
m
v xk � L))]

pk

! 0

14



dir. Böylece x 2 [V; �; F; p; q1 + q2; u]1 (�mv ) elde edilir.

(iii) q1 yar¬normu q2 yar¬normundan daha kuvvetli olsun ve x 2 [V; �; F; p; q1; u]1 (�mv )

olsun. Bu taktirde bir L say¬s¬ için

1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk ! 0 (n!1)

dir. M pozitif bir say¬, �; jM j � � olacak şekilde pozitif bir tamsay¬, H = sup
k

pk < 1

olmak üzere her k 2 In için

q2(�
m
v xk � L) �Mq1(�

m
v xk � L)

dir. Her bir fk modülüs fonksiyonunun artan, pk > 0 ve �n > 0 oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa

1

�n

X

k2In

uk[fk(q2(�
m
v xk � L))]

pk �
1

�n

X

k2In

uk[fk(Mq1(�
m
v xk � L))]

pk

� �H
1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk

! 0 (n!1)

bulunur. Böylece x 2 [V; �; F; p; q2; u]1 (�mv ) elde edilir.

(iv) q1 ve q2 yar¬normlar¬ denk yar¬normlar olsun. Bu taktirde her x 2 !(X) için

aq1(x) � q2(x) � bq1(x) olacak şekilde a; b > 0 say¬lar¬ mevcuttur. x 2 [V; �; F; p; q1; u]1 (�mv )

olsun. Bu taktirde bir L say¬s¬ için

1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk ! 0 (n!1)

dur. q1 ve q2 yar¬normlar¬ denk yar¬normlar oldu¼gundan b > 0 için q2(�mv xk � L) �

bq1(�
m
v xk � L) yaz¬labilir. jbj � �b olacak şekildeki bir �b pozitif tamsay¬s¬ ve

H = sup
k

pk <1 için

1

�n

X

k2In

uk[fk(q2(�
m
v xk � L))]

pk �
1

�n

X

k2In

uk[fk(bq1(�
m
v xk � L))]

pk

� (�b)
H 1

�n

X

k2In

uk [fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk

! 0 (n!1)

15



oldu¼gundan x 2 [V; �; F; p; q2; u]1 (�
m
v ) bulunur. Böylece [V; �; F; p; q1; u]1 (�mv ) �

[V; �; F; p; q2; u]1 (�
m
v ) kapsamas¬ elde edilir.

x 2 [V; �; F; p; q2; u]1 (�
m
v ) olsun. q1 ve q2 yar¬normlar¬ denk yar¬normlar oldu¼gundan

a > 0 için aq1(�mv xk�L) � q2(�
m
v xk�L) ve q1(�

m
v xk�L) �

1
a
q2(�

m
v xk�L) yaz¬labilir.

�

�

1
a

�

� � �a olacak şekildeki bir �a pozitif tamsay¬s¬ ve H = sup
k

pk <1 için

1

�n

X

k2In

uk[fk(q1(�
m
v xk � L))]

pk �
1

�n

X

k2In

uk[fk

�

1

a
q2(�

m
v xk � L)

�

]pk

� (�a)
H 1

�n

X

k2In

uk[fk(q2(�
m
v xk � L))]

pk

! 0 (n!1)

bulunur ki bu da [V; �; F; p; q2; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q1; u]1 (�
m
v ) oldu¼gunu gösterir. Elde

edilen di¼ger kapsama ba¼g¬nt¬s¬ da gözönüne al¬n¬rsa [V; �; F; p; q1; u]1 (�
m
v ) =

[V; �; F; p; q2; u]1 (�
m
v ) eşitli¼gi elde edilir.

(v) 8k 2 N için uk = 1 al¬n¬rsa [1] nolu referanstan ispat elde edilir.

Teorem 4.1.6. X; [V; �; F; q; u]Z yi göstersin ve m � 1 olsun. Bu taktirde

X(�m�1v ) � X(�mv ) dir ve bu kapsama kesindir. Ayr¬ca bütün i = 1; 2; :::;m � 1 için

X(�iv) � X(�
m
v ) dir ve bu kapsama da kesindir.

·Ispat: x 2 [V; �; F; q; u]1(�m�1v ) olsun. Bu taktirde

sup
n

1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m�1
v xk))] <1

dir. Her bir fk bir modülüs fonksiyonu ve modülüs fonksiyonu azalmayan oldu¼gundan

1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk))] =

1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m�1
v xk ��

m�1
v xk+1))]

�
1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m�1
v xk) + q(�

m�1
v xk+1))]

�
1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m�1
v xk)] +

1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m�1
v xk+1)]

< 1

16



dur. Böylece [V; �; F; q; u]1(�m�1v ) � [V; �; F; q; u]1(�
m
v ) elde edilir. Benzer yolla

i = 1; 2; :::;m� 1 için [V; �; F; q; u]Z(�iv) � [V; �; F; q; u]Z(�
m
v ) oldu¼gu gösterilebilir.

8k 2 N için vk = 1; uk = 1; q(x) = jxj ; �n = n ve fk(u) = u olmak üzere x = (km)

için �mxk = (�1)
mm! olup

1

n

n
X

k=1

[fk(q(�
mxk))] =

1

n

n
X

k=1

j�mxkj

=
1

n
nm!

= m!

elde edilir ki bu da x 2 [V; �; F; q; u]1(�mv ) oldu¼gunu gösterir. Yukar¬daki şartlar tekrar

gözönüne al¬narak x = (km) için

�m�1xk = (�1)
m+1m!(k + (m� 1)=2)

olup

1

n

n
X

k=1

[fk(q(�
m�1xk))] =

1

n

n
X

k=1

�

��m�1xk
�

�

=
1

n

n
X

k=1

m!(k + (m� 1)=2)

=
1

n

n
X

k=1

m!(m� 1)

2
+
1

n

n
X

k=1

m!k

= m!

 

(m� 1)

2
+
1

n

n
X

k=1

k

!

! 1 (n!1)

elde edilir ki bu da x =2 [V; �; F; q; u]1(�m�1v ) oldu¼gunu gösterir. Bu taktirde X(�m�1v ) �

X(�mv ) kapsamas¬ kesindir.

Teorem 4.1.7 0 < pk � tk ve (tk=pk) s¬n¬rl¬ olsun. Bu taktirde

(i) [V; �; F; t; q; u]0 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ),

(ii) [V; �; F; t; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ),

(iii) [V; �; F; t; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v )
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dir.

·Ispat: Sadece (i) ispatlanacakt¬r. x 2 [V; �; F; t; q; u]0 (�mv ) olsun. Bu taktirde

1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk))]

tk ! 0 (n!1)

d¬r. !k = [fk(q(�mv xk))]
tk ve her k için 0� � � �k � 1 olmak üzere �k =

pk
tk
olsun.

(zk) ve (sk) dizilerini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m.

!k � 1 iken sk = 0; zk = !k ve !k < 1 iken sk = !k ve zk = 0 olsun. Bu taktirde

8k 2 N için !k = zk+sk; !
�k
k = z

�k
k +s

�k
k elde edilir. z�kk � zk � !k ve s

�k
k � s�k bulunur.

Hölder eşitsizli¼gi gözönüne al¬narak

1

�n

X

k2In

uk!
�k
k =

1

�n

X

k2In

uk(z
�k
k + s

�k
k )

=
1

�n

X

k2In

ukz
�k
k +

1

�n

X

k2In

uks
�k
k

�
1

�n

X

k2In

uk!k +
1

�n

X

k2In

uks
�
k

�
1

�n

X

k2In

uk!k +

0

@

1

�n

X

k2In

uksk

1

A

�

! 0 (n!1)

bulunur. Bu taktirde 1
�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk))]

pk ! 0 (n!1) yani x 2 [V; �; F; p; q; u]0 (�mv )

dir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.1.8. F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi ve her t > 0 için

sup
k

uk [fk(t)]
pk < 1 olsun. Bu taktirde [V; �; F; p; q; u]1 (�

m
v ) � [V; �; F; p; q; u]

1
(�mv )

dir.

·Ispat: x 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) olsun. H = sup

k

pk < 1 ve D = max(1; 2H�1)
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olmak üzere

1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk))]

pk =
1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk � L+ L))]

pk

�
1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk � L) + q(L))]

pk

�
1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk � L)) + fk(q(L))]

pk

� D
1

�n

X

k2In

uk[fk(q(�
m
v xk � L))]

pk +Dsup
k

uk [fk(q(L))]
pk

< 1

dir. Böylece x 2 [V; �; F; p; q; u]
1
(�mv ) elde edilir.

Teorem 4.1.9. 0 < inf pk � sup pk < 1 ve F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n bir

dizisi olsun. Bu taktirde aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

(i) [V; �; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ),

(ii) [V; �; p; q; u]0 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ),

(iii) 8t > 0 için supn
1
�n

P

k2In

uk [fk (t)]
pk <1:

·Ispat: (i))(ii): [V; �; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) olsun. [V; �; p; q; u]0 (�

m
v )

� [V; �; p; q; u]1 (�
m
v ) oldu¼gundan [V; �; p; q; u]0 (�

m
v ) � [V; �; F; p; q; u]1 (�

m
v ) elde edilir.

(ii))(iii): (ii) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki (iii) sa¼glanmas¬n. Bu taktirde en az bir

t > 0 için

sup
n

1

�n

P

k2In

uk [fk (t)]
pk =1

d¬r ve bu nedenle
1

�ni

P

k2Ini

uk
�

fk
�

i�1
��pk > i; i = 1; 2; ::: (4.1.1)

olacak şekilde pozitif tamsay¬lar¬n bir (ni) artan dizisi mevcuttur. x = (xk) dizisini

�mv xk =

8

<

:

i�1; k 2 Ini ; i = 1; 2; :::

0 ; aksi taktirde

olacak şekilde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

1

�n

X

k2In

uk[q(�
m
v xk)]

pk ! 0 (n!1)
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olur ki bu da x 2 [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ) oldu¼gunu gösterir. (4:1:1) den dolay¬ x =2

[V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) olur ki bu da bir çeli̧skidir. Bu nedenle (iii) sa¼glanmal¬d¬r.

(iii))(i): x 2 [V; �; p; q; u]1 (�mv ) olsun ve (iii) eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Kabul edelim ki

x =2 [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) olsun. Bu taktirde

sup
n

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v xk))]

pk =1 (4.1.2)

elde edilir. Her k için q(�mv xk) = t olsun. Bu taktirde (4:1:2) den dolay¬

sup
n

1

�n

P

k2In

uk [fk (t)]
pk =1

bulunur ki bu da (iii) ile çeli̧sir. Bu nedenle (i) sa¼glan¬r. Böylece (iii), (i) yi gerektirir.

Teorem 4.1.10. 1 � pk � sup pk < 1 ve F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n bir

dizisi olsun. Bu taktirde aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir:

(i) [V; �; F; p; q; u]0 (�mv ) � [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ),

(ii) [V; �; F; p; q; u]0 (�mv ) � [V; �; p; q; u]1 (�
m
v ),

(iii) 8t > 0 için inf
n

1
�n

P

k2In

uk [fk (t)]
pk > 0:

·Ispat: (i))(ii): [V; �; F; p; q; u]0 (�mv ) � [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ) olsun. [V; �; p; q; u]0 (�

m
v ) �

[V; �; p; q; u]1 (�
m
v ) oldu¼gundan [V; �; F; p; q; u]0 (�

m
v ) � [V; �; p; q; u]1 (�

m
v ) elde edilir.

(ii))(iii): (ii) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki (iii) sa¼glanmas¬n. Bu taktirde en az bir

t > 0 için

inf
n

1

�n

P

k2In

uk [fk (t)]
pk = 0

dir ve bu durumda
1

�ni

P

k2Ini

uk [fk (i)]
pk <

1

i
; i = 1; 2; ::: (4.1.3)

olacak şekilde pozitif tamsay¬lar¬n bir (ni) artan dizisi bulunabilir. x = (xk) dizisini

�mv xk =

8

<

:

i; k 2 Ini ; i = 1; 2; :::

0; aksi taktirde
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olacak şekilde tan¬mlayal¬m. Bu taktirde (4:1:3) den x 2 [V; �; F; p; q; u]0 (�mv ) elde edilir,

fakat x =2 [V; �; p; q; u]1 (�mv ) bulunur ki bu da (ii) ile çeli̧sir. O halde (iii) sa¼glanmal¬d¬r.

(iii))(i): (iii) sa¼glans¬n ve kabul edelim ki x 2 [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) fakat

x =2 [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ) olsun. Bu taktirde n!1 iken

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v xk))]

pk ! 0 (4.1.4)

d¬r. " > 0 için k 2 In0 ve q(�
m
v xk) � " olacak şekilde bir n

0

say¬s¬ vard¬r. Bu nedenle

[fk(")]
pk � [fk(q(�

m
v xk)]

pk

dir ve (4:1:4) den

lim
n

1

�n

P

k2In

uk[fk(")]
pk = 0

bulunur ki bu da (iii) ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla (i) sa¼glanmal¬d¬r. Bu taktirde (iii), (i) yi

gerektirir.

Teorem 4.1.11. 1 � pk � sup pk < 1 ve F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n

bir dizisi olsun. [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ) kapsamas¬n¬n sa¼glanmas¬ için

gerek ve yeter şart her t > 0 için

lim
n

1

�n

P

k2In

uk[fk(t)]
pk =1 (4.1.5)

olmas¬d¬r.

·Ispat. Gereklilik için [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ) olsun ve kabul

edelim ki (4:1:5) sa¼glanmas¬n. Bu taktirde

1

�ni

P

k2Ini

uk [fk (t0)]
pk � K <1; i = 1; 2; ::: (4.1.6)

olacak şekilde bir t0 say¬s¬ ve pozitif tamsay¬lar¬n bir (ni) artan dizisi bulunabilir. x = (xk)

dizisini

�mv xk =

8

<

:

t0; k 2 Ini ; i = 1; 2; :::

0; aksi taktirde
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olacak şekilde tan¬mlayal¬m. (4:1:6) dan x 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) fakat

x =2 [V; �; p; q; u]0 (�
m
v ) oldu¼gu elde edilir. Bu taktirde (4:1:5) sa¼glanmal¬d¬r.

Yeterlik için (4:1:5) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬ kabul edelim ve x 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv )

olsun. Bu taktirde her bir n için

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v xk))]

pk � K <1 (4.1.7)

olacak şekilde bir K > 0 say¬s¬ vard¬r. Kabul edelim ki x =2 [V; �; p; q; u]0 (�mv ) olsun. Bu

taktirde " > 0 ve k 2 In0 için q(�
m
v xk) � "0 olacak şekilde bir n

0

tamsay¬s¬ mevcuttur.

Modülüs fonksiyonu tan¬m¬ ve her k için pk > 0 oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa

[fk("0)]
pk � [fk (q(�

m
v xk))]

pk

dir ve böylece her k için (4:1:7) gözönüne al¬n¬rsa en az bir K > 0 için

1

�n

P

k2In

uk[fk("0)]
pk � K <1

elde edilir. Bu da (4:1:5) ile çeli̧sir. O halde [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; p; q; u]0 (�
m
v )

bulunur.

Teorem 4.1.12. 1 � pk � sup pk < 1 ve F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n

bir dizisi olsun. [V; �; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) kapsamas¬n¬n sa¼glanmas¬ için

gerek ve yeter şart her t > 0 için

lim
n

1

�n

P

k2In

uk[fk(t)]
pk = 0 (4.1.8)

olmas¬d¬r.

·Ispat: Gereklilik için [V; �; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) olsun ve kabul

edelim ki (4:1:8) sa¼glanmas¬n. Bu taktirde en az bir t0 > 0 için

lim
n

1

�n

P

k2In

uk[fk(t)]

n

pk

= L 6= 0 (4.1.9)

diyelim. k = 1; 2; ::: için xk = t0

k�m
X

u=0

�

m+k�u�1
k�u

�

olmak üzere x = (xk) dizisini

tan¬mlayal¬m. Bu dizi için �mv xk = t0 d¬r. Bu durumda x 2 [V; �; p; q; u]1 (�mv ) fakat
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(4:1:9) dan x =2 [V; �; F; p; q; u]0 (�mv ) elde edilir ki bu da kapsama ba¼g¬nt¬s¬yla çeli̧sir. O

halde (4:1:8) sa¼glanmal¬d¬r.

Yeterlik için kabul edelim ki (4:1:8) sa¼glans¬n ve x 2 [V; �; p; q; u]1 (�mv ) olsun. Bu

taktirde her k ve en az bir K > 0 için q(�mv xk) � K <1 dir. Bu durumda

[fk (q(�
m
v xk))]

pk � [fk(K)]
pk

elde edilir. (4:1:8) eşitli¼gi kullan¬larak

lim
n

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v xk))]

pk � lim
n

1

�n

P

k2In

uk[fk(K)]
pk = 0

elde edilir. Bu durumda [V; �; p; q; u]1 (�mv ) � [V; �; F; p; q; u]0 (�
m
v ) kapsamas¬ elde edilir.

4.2. [V; �; F; p; q; u]Z (�mv ) Dizi Uzaylar¬n¬n Baz¬ Topolojik Özellikleri

Teorem 4.2.1. m � 1 için [V; �; F; p; q; u]Z (�mv ) dizi uzaylar¬ normal (solid) de¼gildir.

·Ispat: X = C; her k 2 N için fk(x) = x; pk = 1; uk = 1; her n 2 N için

�n = n, q(x) = jxj ; v = (1; 1; :::) ve m = 1 olsun. Bu şartlar alt¬nda (xk) = (km) 2

[V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) dir, fakat �k = (�1)

k için (�kxk) =2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) dir. Bu

nedenle [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) dizi uzay¬ solid de¼gildir.

Gerçekten (xk) = (k) olup �xk = �1 oldu¼gu için

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v xk))]

pk =
1

n

n
P

k=1

j�xkj

=
1

n
n

= 1

olup (xk) 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) dir.

(�kxk) = ((�1)
kk) dizisine � operatörü uygulan¬rsa
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m = 1 için �(�kxk) = (�1)
kk � (�1)k+1(k + 1) = (�1)k(2k + 1) olup

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v (�kxk))]

pk =
1

n

n
P

k=1

j��kxkj

=
1

n

n
P

k=1

�

�

�
(�1)k(2k + 1)

�

�

�

=
1

n

n
P

k=1

(2k + 1)

! 1 (n!1)

bulunur. ·Işleme benzer şekilde devam edilirse (xk) 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) iken (�kxk) =2

[V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) oldu¼gu görülür.

Sonuç 4.2.2. m � 1 için [V; �; F; p; q; u]Z (�mv ) dizi uzaylar¬ perfect de¼gildir.

·Ispat: Sonuç 2.13 den verilen uzaylar normal (solid) olmad¬klar¬ndan perfect de¼gildir.

Teorem 4.2.3. m � 1 için [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) ve [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) dizi

uzaylar¬ simetrik de¼gildir.

·Ispat: X; p; fk; q; u; v ve � Teorem 4.2.1� in ispat¬ndaki şartlar¬ sa¼glamak üzere

(xk) = (k
m) 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�

m
v ) dir. (xk) y¬ yeniden düzenleyerek elde etti¼gimiz

(yk) = (x1; x2; x4; x3; x9; x5; x16; x6; x25; x7; x36; x8; x49; x10; :::)

şeklindeki (yk) dizisi için (yk) =2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) olur.

Uyar¬ 4.2.4. m � 2 için [V; �; F; p; q; u]0 (�mv ) uzay¬ simetrik de¼gildir.

Teorem 4.2.5. [V; �; F; p; q; u]Z (�mv ) dizi uzaylar¬ dizi cebiri de¼gildir.

·Ispat: X; p; fk; q; u; v ve � Teorem 4.2.1� in ispat¬ndaki şartlar¬ sa¼glas¬n.

x = (km�2) ve y = (km�2) dizilerini düşünelim. x; y 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�
m
v ) oldu¼gu

halde x:y =2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) dir.

Gerçekten x = (km�2) dizisi için m = 3 için x = (k) olup

�3xk = xk � 3xk+1 + 3xk+2 � xk+3 = 0
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m = 4 için x = (k2) olup

�4xk = xk � 4xk+1 + 6xk+2 � 4xk+3 + xk+4 = 0

m = 5 için x = (k3) olup

�5xk = xk � 5xk+1 + 10xk+2 � 10xk+3 + 5xk+4 � xk+5 = 0

dir. Bu şekilde devam edilirse m � 3 için �mxk = 0 oldu¼gu gösterilebilir. Bu taktirde her

bir m � 3 için

1

�n

P

k2In

uk [fk (q(�
m
v xk))]

pk =
1

n

n
P

k=1

j�mxkj

= 0

elde edilir ki bu da x 2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) oldu¼gunu gösterir. Fakat x:y = (k2m�4)

dizisi için x:y =2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) dir. Gerçekten

m = 3 için xy = (k2) olup

�3(xkyk) = xkyk � 3xk+1yk+1 + 3xk+2yk+2 � xk+3yk+3 = 0

m = 4 için xy = (k4) olup

�4(xkyk) = xkyk � 4xk+1yk+1 + 6xk+2yk+2 � 4xk+3yk+3 + xk+4yk+4 = 24

m = 5 için xy = (k6) olup

�5(xkyk) = xkyk � 5xk+1yk+1 + 10xk+2yk+2 � 10xk+3yk+3 + 5xk+4yk+4 � xk+5yk+5

= �720k � 5

dir. Bu şekilde devam edilirse x:y =2 [V; �; F; p; q; u]1 (�mv ) oldu¼gu görülür.
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lisans ö¼grenimime başlad¬m. 2009 y¬l¬nda Elaz¬¼g� da ·Ilkö¼gretim Matematik Ö¼gretmeni
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