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OZET

Dort boliimden olusan bu galismanin ilk bolimii girig kismi olup, ikinci boliimde
konuya iligkin temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde modiiliis fonksiyonu tanimina ve fark dizilerine yer verilmistir.

Dordiincii boliimde Z = 0, 1 veya oo olmak iizere modiiliis fonksiyonlar dizisi alinarak
V. \, F,p,q,u], (A}') fark dizi uzaylar tamimlanmis, bu dizi uzaylariim baz topolojik

ozellikleri ve bu uzaylar arasindaki baz1 kapsama bagintilar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark Dizi Uzaylari, Modiiliis Fonksiyonlar Dizisi, Yarmnorm.
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SUMMARY

GENERALIZED DIFFERENCE SEQUENCE SPACES DEFINED BY A SEQUENCE
OF MODULI

In this study, which is prepared as four chapters, the first chapter is the introduction
part. In the second chapter, we give the fundamental definitions and theorems.

In the third chapter, we give the definition of a modulus function and difference
sequences.

In the fourth chapter, we define the sequence space [V, A, F,p,q,u], (A]') using a
sequence of moduli where Z = 0,1 or co and we examine some topological properties of

these spaces and some inclusion relations between these spaces.

Key Words: Difference Sequence Spaces, Sequence of Moduli, Seminorm.
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1. GIRIS

Bugiine kadar modiiliis fonksiyonu yardimiyla bir¢ok dizi uzay: tanimlanmis ve bu dizi
uzaylari genellestirilmistir.

Modiiliis fonksiyonu tanimi 1953 yilinda Nakano [26] tarafindan verildi. Daha sonra
Ruckle [27] " {e1,e2,...} birim vektorlerinin simirh ciimlesini bulunduran en kiigiik FK

uzay1 var midir?" sorusuna cevap ararken,

L(f) = {x = (z) : Y flla]) < oo}
k

=1
dizi uzayni, f modiiliis fonksiyonu yardimiyla tanimladi.

Modiiliis fonksiyonu veya modiiliis fonksiyonlar dizisi kullanilarak Maddox [24],
Kizmaz [21], Et ve Colak [14], Gaur ve Mursaleen [17], Bektas ve Colak [4], Et ve
Esi [15], Et ve digerleri [13], Bataineh [2] ve bircok kisi tarafindan bazi dizi uzaylar
tanmimlanmig ve bu uzaylarin gesitli dzellikleri incelenmigtir. Biz bu ¢aligmada, Atici ve
Bektag [1] tarafindan tammlanan fark dizi uzaylarimi genellestirecegiz ve bu yeni dizi

uzaylarinin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER
Tanim 2.1. X # @ bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere
+: X xX—-X, .:KAKxX-—-X

fonksiyonlar1 agagidaki ozellikleri saghiyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor
uzay1 (lineer uzay) adi verilir. Her z,y,z € X ve her A\, u € K i¢in

Hhe+ty=y+uo

i) (z4+y)+z=x+(y+=2)

iii) Her z € X i¢in = + 0 = z olacak sekilde bir § € X vardur.

iv) Her bir z € X i¢in = 4 (—z) = 6 olacak sekilde bir (—z) € X vardir.

v)loz ==

vi) Mz +y) = Az + Ay

vil) (A + p)z = A\ + px

viii) A(px) = (Ap)x [23].

Tanim 2.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

Il: X — R

v — [l

doniigiimii agsagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniigiime bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de bir
normlu uzay denir. Vz,y € X igin

N1) [le > 0

N2) ||z =0z =140

N3) Azl = ] Ja]] (A skaler)

N4) [z +yll < [lzll + [yl
dir. N2) sart1 & = 6 = ||z|| = 0 sart1 ile degistirilirse yariorm elde edilir [22].



Tanim 2.3. (X, ||.||) bir normlu uzay ve z = (x,,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 igin n > ng iken

|xn — x| < e

olacak sekilde bir ng = ng(e) € N sayis1 varsa ¢ = (z,,) dizisi z’e yakimsaktir denir.
x = (z,) dizisi ’e yakinsak ise liﬁnmn =z veya x, — x seklinde yazilir [22].

Tanim 2.4. (X, |.||) bir normlu uzay ve = = (z,), X uzaymda bir dizi olsun. Eger
Ve > 0 igin n,m > ng iken

|zn — 2m| <€

olacak sekilde bir ng = no(e) € N sayisi varsa © = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[22].

Tanim 2.5. (X, |.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay1 adi verilir [22].

Tanim 2.6. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ¢ : X — R doniigiimii
agagidaki gartlar1 saglarsa g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir.
Ve,y € X igin

i) g(0) =0

i) g(z) = g(—x)

iii) g(z +y) < g(z) + 9(y)

iv) p— pg, © — xo iken pux — poxo

dir. iv) sartim g — g, g(z — z9) — 0 iken g(puz — poyxo) — 0 seklinde ifade edebiliriz.
(

Eger g(z) = 0 iken x = 0 oluyorsa g ye total paranorm denir [23].

Tanim 2.7. X bosg olmayan bir ciimle olsun. d : X x X — R fonksiyonu her
z,y,z € X igin

)dz,y) =0&x=y

ii) d(z,y) = d(y, z)

iil) d(z,y) < d(z,z) + d(z,9)

sartlarii saglarsa d ye X iizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de metrik uzay denir [23].



Tanim 2.8. X = (X,d) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,d)

metrik uzayma tam metrik uzay denir. [22].

Tanim 2.9. Bir Frechet uzayi, bir tam lineer metrik uzay veya buna denk olarak
bir tam total paranormlu uzaydir. X koordinatsal siirekli bir Frechet uzay1 olacak sekilde
w nin bir lineer alt uzay1 olsun. Bu durumda X bir FK uzay1 veya bir Frechet Koordinat

uzay1 adini alir [6].

Tanim 2.10. Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin ciimlesini w ile gosterelim.
x = (xk), y = (yx) ve a bir skaler olmak tizere w, z+y = (zr +yi) ve ax = (axy) seklinde
tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir dizi uzay:
denir [18].
Bu calismada sik sik kullanacagimiz
loo = {x = (xf) : sup |zg| < o0}
k
sinirli,
c={x = (zp): lilgncck mevcut }

yakinsak ve

co = {x = (xg) : liinxk =0}
sifir diziler uzayi
2] oo = sup ||
k
normu ile birer Banach uzayidir.

Tanim 2.11. X bir dizi uzay1 olsun.

X ={a=(ag): Y |lagzg| < o0, Vo € X i¢in},
k=1

(&)

XP ={a=(ap): Y apr; yakisak, Vo € X icin},
k=1
n
X7 ={a=(ag) :sup | > apri| < oo, Vo € X i¢in}
n k=1

4



olsun. X%, X? ve X7 ya, sirasiyla, X in a—, B— ve y—duali denir. a—dualine Kothe -
Toeplitz duali, f—dualine genellestirilmis Kéthe - Toeplitz duali denir. @ ¢ X* ¢ X8 C
X7 oldugu kolayca gosterilebilir. n = «, 5 veya « olsun. X C Y ise X" C Y dir [19].

Tanim 2.12. X bir dizi uzay1 olsun.

i) |ag| < 1 olacak gekildeki tiim (ay) dizileri igin (x) € X iken (agxy) € X ise X e
normal veya solid dizi uzay1 denir.

ii) X tiim basamak uzaylarimn kanonik 6n resimlerini kapsiyorsa, X e monoton dizi
uzay1 denir.

iii) X = X** ise X e perfekttir denir.

iv) m(k), N dogal sayilar ciimlesinin bir permiitasyonu olmak iizere () € X iken
(%r(k)) € X ise X e simetrik dizi uzay1 denir.

v) (x), (yx) € X iken (zpyx) € X ise X e dizi cebiri denir [19].
Sonug 2.13. X perfekttir = X normaldir = X monotondur [19].

Tanim 2.14. X bos olmayan bir ciimle ve 7, X in alt ciimlelerinin bir ailesi olsun.
Agagidaki sartlar saglaniyorsa 7 ya, X i¢in bir topoloji ve (X, 7) ¢iftine de bir topolojik
uzay denir.

T1) X,@ € 7 dur.

T2) 7 nun keyfi sayidaki elamanlarinin birlesimi yine 7 nun bir elemamdir.

T3) 7 ya ait sonlu sayidaki elemanin arakesiti yine 7 ya aittir [23].

Tanim 2.15. X, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve bir topolojik uzay olsun. Eger
vektor uzayimin toplama ve skalerle carpma iglemleri verilen topolojiye gore siirekli ise X

e topolojik vektor uzay: denir [19].

Tanim 2.16. ||| vel|.|, bir X vektor uzay tizerinde iki norm olsun. Eger Vo € X
i¢in a ||z, < [|z|| < bljz||, olacak gekilde pozitif a ve b sayilar: varsa ||| ve ||.||, normlar

esdegerdir denir [22].



Lemma 2.17. ¢; ve ¢, X {iizerinde iki yarinorm olsun. Bu taktirde ¢; yarimormunun
g2 den daha kuvvetli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Va € X igin ¢2(x) < Kq1(x) olacak

sekilde sabit bir K > 0 sayisinn var olmasidir [29)].

Teorem 2.18. (Minkowski esitsizligi) Vk igin ay, by > 0 olmak iizere

a) 0 <p<lise

Z(ak +b)? < Zai + Zbﬁ
= k=1 k=1

k=1
1 1 1
n P n 13 n P
(Z(ak + bk)p> < (Z ai) + (Z bﬁ)
k=1 k=1
esitsizlikleri saglanir [23].

Asagidaki esitsizlik bu ¢alismada sik sik kullanilacaktir.
p = (pk) kesin pozitif sayilarm bir dizisi olsun. ay, by € C, H = suppy, < oo ve
k

D = max (1, 2H*1) olmak tizere
|ak, + " < D {[ag|™ + |bg [} (2.1)

dir [23].



3. MODULUS FONKSIYONU ve GENELLESTIRILMIiS FARK DiZzZi

UZAYLARI

Tanium 3.1 Asagidaki 6zellikleri saglayan f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonuna modiiliis
fonksiyonu adi verilir.

i) f(z)=0 & z=0,

i) Va,y >0 icin f(z+y) < f(z) + f(y),

iii) f artandir,

iv) f sifir noktasinda sagdan siireklidir.

ii) den elde edilen |f(x) — f(y)| < f(]z — y|) esitsizliginden ve iv) den bir f modiiliis
fonksiyonunun [0, co) araliginda siirekli oldugu goriiliir.

f modiiliis fonksiyonu smirli veya sinirsiz olabilir.

Fark dizileri kavrami ilk olarak Kizmaz [21] tarafindan tammlandi. 1981 yilinda
Kizmaz, x = (z1) kompleks terimli bir dizi ve Ax = (Axg) = (2 — xk4+1) olmak iizere
lo(A) = {x=(2): Az € lx},
c(A) = {x=(zy): Az € ¢},
co(A) = {x=(xp): Az € ¢}

dizi uzaylarmi tamimladi ve bu uzaylarmn ||z||; = |z1| + ||Az|,, normu ile birer Banach

uzay1 oldugunu gosterdi.

Et ve Colak [14], x = (zx) kompleks terimli bir dizi, m € N, A% = (x3),

Az = () — Tpy1), A™x = (A"x) = (A™ Loy — A™ o) ve

Az = fj(—l)i@) Thrs



olmak iizere

lo(A™) = {z=(z): Az € s},
c(A™) = {x=(xx): A"z € ¢},

co(A™) = {x=(zr): A"z € o}

m

dizi uzaylarim tamimladilar ve bu uzaylarin |||, = Y |z + ||A™z]|, ile birer Banach
i=1

uzay1 oldugunu gosterdiler.

Et ve Esi [15], v = (vg) sifirdan farkli kompleks terimli herhangi bir dizi, m € N,

AV = (vpap), Az = (V2 — Ve 171 1), A2 = (AT2y) = (A;”*lcck — AZL*kaH) ve

1=0

m & i (M
Aytwy =) (=1) (Z.>Uk+i33k+z‘
olmak tizere, Et ve Colak [14] in tanmimladig) uzaylar
lo(AY) = {z=(zk) 1 AT € loo},
c(AY) = {x=(zg): Az € ¢},
co(AY) = {z=(ap): Az € ¢}

seklindeki uzaylara genellegtirdiler. Aym zamanda o (A}Y), c(A)) ve co (A)') dizi

v v

uzaylarinin

m
l2ll, = 2 lwavil + 1A llo,
i=

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.
Teorem 3.2. Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [16].

Teorem 3.3. Eger X C Y ise X(A™) C Y(A™) dir [16].



4. MODULUS FONKSIYONLAR DiZiSi YARDIMIYLA TANIMLANMIS
GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

Bu bolimde, Z = 0,1 veya oo notasyonunu gostermek iizere modiiliis
fonksiyonlar dizisi yardimiyla [V, A, F, p, ¢, u| , (A7) fark dizi uzaylar1 tanimlanmig, bu dizi
uzaylarinin bazi topolojik ozellikleri ve bu uzaylar arasindaki bazi kapsama bagintilar:

incelenmisgtir.
4.1. [V,\, F,p,q,u], (A’") Dizi Uzaylar:

Bu galisma boyunca, A = (\,) dizisi A\; = 1, A\p41 < A\, + 1 olmak iizere, pozitif

sayilarin azalmayan +00’ a iraksayan bir dizisi olsun. Genellegtirilmig de la Vallée-Poussin

ortalamasi, n = 1,2, .. i¢in I,, = [n — A, + 1, n] olmak iizere
b =52
x) = — x
n )\n k
kely,

ile tanimlanir. Eger n — oo iken ¢, (x) — L oluyorsa x = (x,) dizisi (V, A)- toplanabilirdir

denir ve (V, \)- kuvvetli toplanabilir dizilerin ciimlesi

1 . .
VA = ¢z = (xg) :hTanA— Z |z — L| = 0, bir L sayisi i¢in

" kel,

ile gosterilir.

Genellegtirilmis de la Vallée-Poussin ortalamasi, A]" fark operatorii ve modiiliis
fonksiyonlarimin bir dizisi de kullamlarak Tamim 4.1.1 de yeni bir dizi uzay:
tanimlanacaktir.

Tanmim 4.1.1. F = (f;) modiiliis fonksiyonlarimin bir dizisi, X, topolojisi bir
Q ciimlesinin ¢ siirekli yarmnormlar: tarafindan tanimlanmis bir yerel konveks Haussdorff

topolojik lineer uzay1 ve p = (px) kesin pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. w(X) ile



X iizerinde tanimh biitiin dizilerin uzayin gosterelim. v = (vg) sifirdan farkhh kompleks
sayilarin herhangi bir dizisi ve u = (uy) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. m € N olmak

iizere, yeni genellestirilmis fark dizi uzaylarim bir L sayisi igin,

1 1 m .
[ViA Fop, g, uly (AY) = rEew(X): hqlln)\— Z ug [fu(q(AMzy — L) =0 3,
" kel,
1 .
VA Eprg,ulg (A7) = 2 €w(X): lim= > uklfe(g(AT )™ =0,
" kel,
1
V,A Eip,qul o (AY) = o ewX)sup— ¥ ug[fr(g(Ay o))" < oo
n An kel

seklinde tanimlayalim.

Yukarida tanimlanan dizi uzaylart m > 1 igin bazi sinirsiz diziler igerir.

Ornek 4.1.2. X =C, her k € Nicin fi(z) =z, ¢(z) = |z|, her n € N icin A, = n,
v=(1,1,...), her k € Nigin p;, = 1 ve uj, = 1 olsun. Bu taktirde (k™) € [V, \, F,p, q,u] (A}")
dir. Fakat (k™) ¢ l dir.

Teorem 4.1.3. (pi) pozitif reel sayilarin sinirh bir dizisi olsun. Bu taktirde

V. X\, F,p,q,ul, (A}') , C kompleks cismi tizerinde bir lineer uzaydir.
Ispat: z,y € [V, \, F,p, q,u, (A™) olsun. Bu taktirde

T 3wl AT~ 0 (- )
" kel

= S wfla@T 0 (1 o)
" keln

dir. «o,8 € C, p, ve ug, la| < p,, |B] < pg olacak sekilde pozitif tam sayilar ve

H =sup pji < oo olmak tizere,
k

— > [k fula(AT (cp + Byr)))IP

kely

10



(]

uk [fr(q(adi ey + BATY))IP

o
m
~
3

uk [fr(lel g(AT zk) + 6] ¢(AT yk))IP

o
m
~
3

IN

u [fr(lel g(AT zk)) + fr(18] a(A7 )™

A
e e

ol
m
~
3

P S e [Fela(AT o) + Dlpg)™ 5 3 e [Fila( A i)
n 7 " kel,
— 0 (TL - OO)

|
IS
=
Q

dir. Bu taktirde ax + By € [V, A, F,p, q,u], (A}') bulunur ki bu da istenendir. Teorem

Z = 1,00 i¢in benzer sekilde ispatlanir.
Teorem 4.1.4. [V, A, F,p, q,u], (A}}') uzayr, M = max(1,sup pi) olmak iizere
k
1
1 M
Ga(z) = sup ()\ > g [fk(Q(AZ”fEk))]p’“)
" " kel,

paranormu ile bir paranormlu uzaydir.

Ispat: 2 = 6 icin ATz = 0, ¢(A™x;,) = 0 ve f modiiliis fonksiyonu tanimidan

Ga(0) = 0 bulunur.

Ga(-z) = sup )\i > w [fk(Q(Avm(xk)))]pk)
" kel,
= sup )\i > w [fk(Q(Avmxk))]pk)
" " kel,
= sup )\i > uk [fk(1Q(AT$k))]p’“)
" " kel
= w5 S w [fk(Q(AUmek))]p’“)
" ker,

= Gal(x)

11



bulunur.

Minkowski esitsizligi kullanilarak

1
M

1

" > e [fila(AT (@ + yp))) ™
" kel,
1
1 M
= | D un [frla(A @y, + Ayr)))
" kel
: i
< |+ > un[fula(Azr) + a(AT i)™
" kely,
! 37
< |5 2w @A) + fila(ATye))™
" kel,
1 1
1 M 1 M
< |\ > uklfelg(ATa))™ |+ o D un [frla(Ayr))P
" kel " kel
| " 1 v
< sup | >k [fr(g(AP)PE |+ sup . >k [fr(a(ATyx))P
n "oel, n " kel,
elde edilir. Buradan egitsizligin sol tarafinin sonlu oldugu elde edildiginden

Ga(x +1y) < Ga(x) + Ga(y) esitsizligi bulunur.
Skaler ¢arpimin siirekli oldugunu ispatlayalim. « sifirdan farkli herhangi bir kompleks
say1 olsun. |a| < p, olacak sekilde bir p, pozitif tamsayisi bulunabilir. H = sup pp < oo
k

olmak tizere

1
M

Galaz) =sp | 1 3w fela(AT (azp)"

" " kel,

12



IA
w
3 e
’U

&l-

S

IN
=
g/
i\m
3 E
ke
>
£
E
=
—~
B>
8
ol
=

" kel,

bulunur. Boylece Ga(x), [V, A, F,p,q,uly (A]') de sonlu iken Ga (o) de sonludur.
Simdi Ga(x) # 0 olmak tizere [V, A, F,p, q,u], (A}') uzayinda herhangi bir sabit x

i¢cin @ — 0 olsun. || < 1 i¢in modiiliis fonksiyonunun tanimmdan n > n (¢) i¢in

— Z up [fe(g(al'zp)) " < e

" kel,
dur. Aym zamanda, 1 < n < n(e) igin, « yeterince kiigiik alinirsa modiiliis fonksiyonu

siirekli oldugundan,

— Z up [fe(g(aly )" < e

" kel,

olur. Son iki esitsizlikten @ — 0 igin Ga(azx) — 0 oldugu elde edilir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.5. F = (f;,) ve G = (g) modiiliis fonksiyonlarimin birer dizisi olsunlar.
qi1ve qo birer yarmorm, p = (py) ve t = (tx) kesin pozitif reel sayilarin birer dizisi olsun.
Bu taktirde
Q) [V, N\ Fypyq,u)z (AT NV NG p,q,u)z (A7) C IV, F+ G, p,q,ulz (A,
(ii) [V, A, Fop,qu,ulz (A7) N[V, A Fop, g2, ulz (AF) C [V, A Fop, a1 + g2, ulz (AT),
(iii) ¢1 yarmormu g2 yarmormundan daha kuvvetliyse [V, A, F, p, g1, u|z (A") C
[V, A, F,p, g2, ulz (ATY),
(iv) ¢1 yarimormu g2 yarmormuna denkse [V, A\, F, p, g1, u]z (A") = [V, \, F, p, g2, u] 7 (A},
(V) VA Fopy gy ulz (A7) N VLA Bt g2, ulz (AT) # @
dir.
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Ispat: (i) z € [V, \, F,p,q,ul1 (AT) N[V, \,G,p,q,u]; (A7) olsun. Bu taktirde bir

v

L sayis1 igin

;HZ oAz~ DN = 0 (n— o0)
jzj (AT z ~ DN~ 0 (n— o0)
dir.
- Tl 00 (A= L)
- k;uk [fr(a(ATzx — L)) + gk(q(ATxy — L))
< D— /i:Uk [Fi(g(A = L) + D= kz;u;f gr(q(AY g — L))

elde edilir. Bu taktirde x € [V, A\, F' + G, p, ¢, u]1 (A") dir.
(i) z € [V, A\, F,p, q1,u]1 (AT)N[V, A, F, p, g2, ul1 (AL") olsun. Bu taktirde bir L sayisi

i¢in
72“1@ fela (A — L)) — 0 (n— o)
" kel
— Z uk [gr(@2(Ay'ze — L)) — 0 (n— o)
" kel
dir.
= 3wl + @) (AT, — D)
" kel
= Z uk [fr(q (A2 — L) + q2(A'a — L))
" kel
< - Z ui [fi(q (A z, — L)) + fr(q2(A xp — L))"
kEIn
< D > uk [fulq (A zy — L) +D > uk[frlg2(AYzy, — L)
" ke, " kel
— 0
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dir. Boylece z € [V, A\, F,p, q1 + g2, u]1 (A]") elde edilir.
(iii) ¢1 yariormu g2 yarimormundan daha kuvvetli olsun ve z € [V, A, F, p, q1, u|1 (A}")

olsun. Bu taktirde bir L sayis1 icin

1

— > u [felq (AT e — L) =0 (n — o)

An

kel
dir. M porzitif bir say1, p, |M| < p olacak sekilde pozitif bir tamsayi, H = sup py < 0o
k

olmak tizere her k € I, igin
QQ(AUm.’Ek — L) S Mql(AUm{L'k — L)
dir. Her bir f; modiiliis fonksiyonunun artan, px > 0 ve A, > 0 oldugu gozoniine alinirsa

= wlie@n - D < 5 S wlfu(Ma (A~ D)

" kel, " kel,

< MH/\ln kezl up [fe(qu(Ay 'y — L))
— 0 (n— o0)

bulunur. Boylece x € [V, A\, F, p, g2, u|1 (Al") elde edilir.

(iv) @1 ve g2 yarmormlar1 denk yarmormlar olsun. Bu taktirde her z € w(X) i¢in
aqi(x) < g2(x) < bgi(x) olacak sekilde a, b > 0 sayilart mevcuttur. x € [V, A, F\, p, q1, ul1 (A}")
olsun. Bu taktirde bir L sayis1 i¢in

3wl @~ D) 0 (1 o)
keln
dur. ¢; ve g2 yarmormlari denk yarmormlar oldugundan b > 0 igin g2(A'zy — L) <
bq1 (Al'zy, — L) yazlabilir.  |b] < p, olacak sekildeki bir p, pozitif tamsayisi ve

H = sup py < oo igin
k

T3 welfil A D) < S wlflban (AT — L)
" kel " kel

< (Ml;)H)\i Z wpe [fu(qu(AT ), — L))]P

" kel
— 0 (n— )
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oldugundan z= € [V, \ F,p,qa,u]i (A") bulunur. Boylece [V, A, F,p,q1,ul1 (A') C
[V, A, F,p,q2,ul1 (A)') kapsamas elde edilir.

x € [V,\, F,p,q2,ul1 (A}") olsun. q; ve g2 yarmormlar: denk yarmormlar oldugundan
a > 0 i¢in agqy (ATzy, — L) < qo(ATay, — L) ve qi(Al'zy, — L) < 1gp(AMay, — L) yazlabilir.

‘é| < p, olacak gekildeki bir p, pozitif tamsayis1 ve H = s%p P < 00 i¢in

7zukfk (A wg — L))JPF < *Z < 22(AY xk_L)>]pk
" kel, " kel,
< ()5 Y wlfelan(ATm — L)

" kel
— 0 (n— o)
bulunur ki bu da [V, A\, F,p, g2, u]1 (A") C [V, \, F, p, q1, u]1 (A}") oldugunu gosterir. Elde
edilen diger kapsama bagmtis1 da gozoniine almwrsa [V, F,p,q,uli (A)) =
(Vi A, F,p,qo,ul; (A") esitligi elde edilir.

(v) VE € N igin ug, = 1 alinirsa [1] nolu referanstan ispat elde edilir.

Teorem 4.1.6. X, [V,\ F,q,u]z yi gostersin ve m > 1 olsun. Bu taktirde
X(A™ 1) ¢ X(A™) dir ve bu kapsama kesindir. Ayrica biitiin i = 1,2,...,m — 1 icin
X(AD) € X(A™) dir ve bu kapsama da kesindir.

Ispat: = € [V, )\, F,q,u)oo(A71) olsun. Bu taktirde

Sup)\ > uklfulq(A7 )] < oo
kel

dir. Her bir f; bir modiiliis fonksiyonu ve modiiliis fonksiyonu azalmayan oldugundan

— Z uplfr(a(Azg))] = +— Z wpl fe(g(AY oy — AT g g0))]
" keln " keln
< Z wpl fe(g(AT k) + q(AT a)]
keln
< o wldaAr o)+ Y wlla(Ar )
" keln " kel
< o
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dur. Boylece [V,\, F,q,uloo(ATY) C [V, F,q,u]00(A™) elde edilir. Benzer yolla
i=1,2,...m— Licin [V, \, F, q,u]z(AY) C [V, \, F, q,u] z(A™) oldugu gosterilebilir.
Vk € Nigin v = 1, u, = 1, ¢(x) = |z|, A\, = n ve fr(u) = u olmak iizere x = (k™)

icin A"z = (—=1)" m! olup

. [fk< (Ao = 3 IAT
k=1

= —nm!
n

= m!

elde edilir ki bu da x € [V, A\, F, ¢, u]oo (A]") oldugunu gosterir. Yukaridaki sartlar tekrar

gozoniine almarak = = (k™) i¢in
A" g = (=)™ ml(k + (m —1)/2)

olup
I ) = L |,
- :LG:m!(k:-i—(m—l)/Q)
= —Zm' ) 1 Zm'k
= m!<(m_ +n2k>
i

— 00 (n— o0)

elde edilir ki bu da x ¢ [V, \, F, ¢, u)oo (AT 1) oldugunu gosterir. Bu taktirde X (A1) C
X (Al") kapsamasi kesindir.

Teorem 4.1.7 0 < py < tx ve (tx/px) smurh olsun. Bu taktirde
(1) [V, A it q,uo (A) € VoA Eop, g, ulo (A7),

(ii) [V, A, Bty q uli (ATY) C [V, A F,p,q,u)i (ATY),

(iii) [V A, Fot, g, uloo (A7) C [V) A Fop,y g, uloo (A7)
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dir.

Ispat: Sadece (i) ispatlanacaktir. = € [V, \, F,t, q, u]o (A™) olsun. Bu taktirde

(Y

2wl —0 (n o)

" kely

dir. wi, = [fr(q(ATzy))]"* ve her k igin 0< pu < py, < 1 olmak iizere puy, = B olsun.

(zx) ve (si) dizilerini agagidaki gibi tamimlayalim.

wg > 1iken s, = 0, 2, = wi ve wi < 1 iken s, = wy ve z; = 0 olsun. Bu taktirde
Vk € Nigin wy = 2 + s, w “’“ = zk +s elde edilir. zg’“ < zp <wp ve sg’“ < s} bulunur.

Holder esitsizligi gozoniine alinarak

1 1
0
)\7 Ukwkk = )\7 Uk(zk +$ )
" keI, " kel
= —E ukz _’_75 uks
" kel, " kel,

A
&=
M
£
S
_l’_
-
M
S
?T‘%

" kel " kel,
"
1 1
< — UpWi + N § U Sk
" kel, " kel,

bulunur. Bu taktirde i Z uk fr(q(ATzi))]P* — 0 (n — oo) yaniz € [V, A\, F, p, q,u]o (AT")
keln
dir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.1.8. F = (f) modiiliis fonksiyonlarimin bir dizisi ve her ¢ > 0 igin

sup uy [fx(t)]”* < oo olsun. Bu taktirde [V, X, F,p,q,ul; (A)') C [V, A, F,p,q,u] (A])
k
dir.

Ispat: =z € [V,\, F,p,q, ul, (A™) olsun. H = sup py < oo ve D = max(1,2H-1)
k
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olmak iizere

= S wlha@ra)P = 5 Y ulfa(Are - L+ L)

" kel " kel
< o Y uelila(Ara — 1)+ (L)
" kel
< = Y wlfla(Ae — 1) + fila(L)P*
" kel
1
< Dy 3 uklfila(Af e = D) + Dsup e [fila(L))™
" kel
< o0

dir. Boylece z € [V, A, F,p, q,u], (A}") elde edilir.
Teorem 4.1.9. 0 < inf pp < suppr < oo ve F = (fj) modiiliis fonksiyonlarimin bir

dizisi olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir:

(1) VoA p, g, t]oo (ATY) € VLA Fp, g, u)eo (AT),

(ii) [V, A,p,q, ulo (A7) C [V A Fop, q,ule (ATY),

(iii) V¢ > 0 igin sup,, /\%L kZI ug [fr (0)]P* < .

€l

Ispat: (i)=(ii): [V.\,p,q, uloo (AT) C [V.A, F,p, g, uloe (A]) olsun. [V, A, p,q, ulo (A)
C [V, A\, p, ¢, u]oo (A7) oldugundan [V, A, p, q, ulo (ALY) C [V, A, F,p, ¢, u]eo (A}") elde edilir.

(ii)=-(iii): (ii) saglansm ve kabul edelim ki (iii) saglanmasim. Bu taktirde en az bir
t > 0 icin

1
sup ~— > uy [fi ()P = o0
n )\n kely,

dir ve bu nedenle
1
2wk [fe () >0 i=12, (4.1.1)
)\ni keln,
olacak gekilde pozitif tamsayilarin bir (n;) artan dizisi mevecuttur. z = (xy) dizisini
it kel i=1,2,..
Avm.%'k =
0 , aksi taktirde

olacak gekilde tanimlayalim. Bu durumda

LS wlg(ama) 0 (n— o0)
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olur ki bu da = € [V,\,p,q,ulp(Al') oldugunu gosterir. (4.1.1) den dolay1 =z ¢
Vi A, F,p,q,uleo (AL") olur ki bu da bir geligkidir. Bu nedenle (iii) saglanmalidir.

(iii)=(1): =z € [V, A\, D, q, u]oo (A}") olsun ve (iii) esitsizligi saglansin. Kabul edelim ki
x & [V, A F,p,q,uloo (AL') olsun. Bu taktirde
1
sup 3= S ug [fr (q(AT xp))P* = oo (4.1.2)
n n kely,
elde edilir. Her k i¢in q(Al'zy) = t olsun. Bu taktirde (4.1.2) den dolay1
1 Pk
sup & w [fy (O = o0
n n ke]n

bulunur ki bu da (iii) ile gelisir. Bu nedenle (i) saglanir. Boylece (iii), (i) yi gerektirir.

Teorem 4.1.10. 1 < pp < suppi < oo ve F' = (fr) modiiliis fonksiyonlarimin bir

dizisi olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) [Va )‘7 F7 D4, 'LL]() (A:;n) g [V7 Aapu q, U]O (Azn)v

(11) [V7 >\a F7p7 q, U]O (Avm) - [Vvv )\7p7 q, ’LL]OO (Avm)’

(iii) V¢ > 0 igin infs- > wg [fx (6)]P* > 0.
nooT ke

n

Ispat: (i)=(ii): [V, A, F,p,q,ulo (A7) C [V, A, p, q,ulo (AT") olsun. [V, A, p,q,ulo (AT") C
[V, A p, 4, u]oo (A}) oldugundan [V, A, F, p, q, ulo (A') € [V, A, p, ¢, U] (A}) elde edilir.

(ii)=-(iii): (ii) saglansin ve kabul edelim ki (iii) saglanmasin. Bu taktirde en az bir

t > 0 icin
1
inf— 3> g [fr (1)) =0
n An kel
dir ve bu durumda
1 1
— 2 w[fe (@) < - i=12,.. (4.1.3)
Ani keln, ?

olacak sekilde pozitif tamsayilarin bir (n;) artan dizisi bulunabilir. z = (xj) dizisini

i, kel,,,i=1,2,..
A:)n:l,‘k =
0, aksi taktirde
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olacak gekilde tanimlayalim. Bu taktirde (4.1.3) den = € [V, A\, F, p, q, u]o (A}") elde edilir,
fakat x ¢ [V, A\, p, q, u|oo (A}") bulunur ki bu da (ii) ile geligir. O halde (iii) saglanmalidir.

(iii)=-(i): (iii) saglansm ve kabul edelim ki x € [V, A, F,p,q,ulp(A}") fakat
x & [V, A\, p,q,ulo (A') olsun. Bu taktirde n — oo iken

T 5wl (AT w0 (.14
n k€ln

dir. € > 0i¢in k € I/ ve q(A}'xy) > € olacak sekilde bir n' sayist vardir. Bu nedenle

[fe(@)]* < [frla(A zp)

dir ve (4.1.4) den
lim—s 5 welfs (&) = 0

n An kel,
bulunur ki bu da (iii) ile geligir. Dolayisiyla (i) saglanmahdir. Bu taktirde (iii), (i) yi

gerektirir.

Teorem 4.1.11. 1 < p; < suppr < oo ve F' = (fi) modiiliis fonksiyonlarinin
bir dizisi olsun. [V, X\, F, p, q, u]eo (AL") C [V, A, p, ¢, u]o (AT') kapsamasinin saglanmas i¢in
gerek ve yeter sart her ¢ > 0 igin

o1
lm— > ug[fu(t)]P* = o0 (4.1.5)
" An ke,

olmasidur.

Ispat. Gereklilik icin [V, \, F,p, ¢, u]oo (A™) C [V, \,p, ¢, u]o (A7) olsun ve kabul

v

edelim ki (4.1.5) saglanmasin. Bu taktirde

- > g [fr ()] < K <oo, i=1,2,.. (4.1.6)

/\ni keln,

olacak sekilde bir ¢y sayisi ve pozitif tamsayilarin bir (n;) artan dizisi bulunabilir. x = (zy)
dizisini
A, to, k€@, i=12, ..
0, aksi taktirde
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olacak sekilde tanimlayalim. (4.1.6) dan z € [V,\ F,p,q,ul (A}') fakat
x & [V, A\, p,q,ulo (A") oldugu elde edilir. Bu taktirde (4.1.5) saglanmalidir.

Yeterlik i¢in (4.1.5) esitliginin saglandigini kabul edelim ve = € [V, A\, F, p, q, u]oo (AT")

v

olsun. Bu taktirde her bir n igin

Y ue i (AT m)P < K < oo (41.7)
n kel,

olacak sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. Kabul edelim ki = ¢ [V, A, p, q, ulo (A}") olsun. Bu
taktirde ¢ > 0 ve k € I/ icin q(AJ'xy) > €0 olacak sekilde bir n' tamsayisi meveuttur.

Modiiliis fonksiyonu tanimi ve her k igin pr > 0 oldugu gozoniine alinirsa

[fr(e0)l” < [fi (q(AY zi))]"

dir ve boylece her k igin (4.1.7) gozoniine alinirsa en az bir K > 0 i¢in
1
2 uklfe(eo)]” < K < oo
n kely,
elde edilir. Bu da (4.1.5) ile celisir. O halde [V, A, F\p, q, uloo (A}') C [V, A\, p,q, ulo (A}Y)

bulunur.

Teorem 4.1.12. 1 < p; < suppr < oo ve F' = (fr) modiiliis fonksiyonlarinin
bir dizisi olsun. [V, A, p, q, u]eo (AT") C [V, A, F, p, q,u]o (A})") kapsamasinin saglanmasi i¢in
gerek ve yeter sart her ¢t > 0 icin

lim)\i S wrlfe (O = 0 (4.1.8)

n n kel,

olmasidur.

Ispat: Gereklilik icin [V, \,p, ¢, u]e (AT) C [V, \, F,p, q,ulo (A™) olsun ve kabul

v

edelim ki (4.1.8) saglanmasin. Bu taktirde en az bir ¢y > 0 i¢in

1 P
lim— > wgl[fu(t)] =L #0 (4.1.9)
n An kel
n
k—m
diyelim. k£ = 1,2,... i¢in zp = tOZ (m"}f__s_l) olmak iizere x = (zj) dizisini

u=0
tammlayalim. Bu dizi igin Az = tp dir. Bu durumda = € [V, A\, p, q, u]o (A}") fakat
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(4.1.9) dan z ¢ [V, \, F,p, q,u]o (A") elde edilir ki bu da kapsama bagmtisiyla geligir. O
halde (4.1.8) saglanmalidir.

Yeterlik igin kabul edelim ki (4.1.8) saglansin ve = € [V, \,p, ¢, u]oo (A") olsun. Bu
taktirde her k ve en az bir K > 0 igin ¢(A}'zy) < K < oo dir. Bu durumda

elde edilir. (4.1.8) esitligi kullanilarak
. m P < Tip Pk
lim— > uy [f (q(A7 )] <lim—— > wup[fi(K)]P* =0
n An kel n An ke,
elde edilir. Bu durumda [V, A, p, q, u|eo (A)") C [V, A, F, p, q, u]o (A}") kapsamas: elde edilir.
4.2. [V, \, F,p,q,u]z (A™) Dizi Uzaylarinin Bazi1 Topolojik Ozellikleri

Teorem 4.2.1. m > 1igin [V, \, F, p, ¢, u]z (A}") dizi uzaylar: normal (solid) degildir.

Ispat: X = C, her k € Nicin fr(z) = =, pp = 1, ux = 1, her n € N icin
An = n, q(z) = |z, v = (1,1,...) ve m = 1 olsun. Bu sartlar altinda (z3) = (k™) €
[V, \, F,p, q, ] (A™) dir, fakat ap = (—1) igin (apwr) € [V, \, F, p, ¢, u]oo (A7) dir. Bu
nedenle [V, A, F,p, q, u]oo (AL") dizi uzayi solid degildir.

Gergekten (zy) = (k) olup Az, = —1 oldugu igin

1 1
— > up [fx (@A) PF = = 37 [Axy
An kel, N k=1
1
= —-n
n
= 1

olup (zy) € [V, A, F,p, ¢, u)oo (A} dir.

(agpzr) = ((—1)Fk) dizisine A operatorii uygulanirsa
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m=1igin Alaprg) = (=1)¥k — (=1)**1(k+1) = (=1)*(2k + 1) olup

M=

LS i e (AT (i) | Aagay

An kel,

i
I

(—1)*(2k + 1)

=

=

(2k+1)

g Sl 3|m 3=
bl =
ig= T

(n — 00)

!

bulunur. Isleme benzer sekilde devam edilirse (1) € [V, A, F, p, ¢, u)oo (A™) iken (apz)) ¢

[V, A, F,p,q, u]oo (A") oldugu goriiliir.
Sonug 4.2.2. m > 1 igin [V, \, F,p, q,u]z (Al") dizi uzaylar1 perfect degildir.
Ispat: Sonug 2.13 den verilen uzaylar normal (solid) olmadiklarindan perfect degildir.

Teorem 4.2.3. m > 1 igin [V, \, F,p,q,ul1 (A") ve [V, \, F,p,q,uleo (A} dizi

uzaylar: simetrik degildir.

Ispat: X,p, fi,q,u,v ve X Teorem 4.2.1’ in ispatindaki sartlar saglamak iizere

(xg) = (™) € [V, A, F\p, q, u]oo (A]") dir. (z1) y1 yeniden diizenleyerek elde ettigimiz
(yk) = (71, T2, T4, T3, T9, T5, T16, T6, T25, L7, T36, T8, T49, T10; ---)
seklindeki (yx) dizisi igin (yi) € [V, A, F, p, ¢, u]oo (A]") olur.
Uyar:1 4.2.4. m > 2 igin [V, A, F\ p, q, ulo (Al") uzay1 simetrik degildir.
Teorem 4.2.5. [V, \, F,p, q,ulz (A}') dizi uzaylar1 dizi cebiri degildir.

ispat:  X.p, fu,q,u,v ve A Teorem 4.2.1 in ispatindaki sartlar1 saglasim.
r = (k™2) ve y = (k™™2) dizilerini diigiinelim. x,y € [V, \, F,p,q, u]oo (AT) oldugu
halde z.y ¢ [V, A, F, p, q, u]oo (A}") dir.

Gergekten z = (k™~2) dizisi i¢in m = 3 igin z = (k) olup
A3z), = xp — 3Tpy1 + 3Tpr2 — Tpi3 =0
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m = 4 i¢in x = (k?) olup
Az, = ap — dapir + 6242 — 4Tpyg + Tpya = 0
m =5 icin x = (k3) olup
APxy = xp, — 5xps1 + 102442 — 102)15 + 5pia — Tpy5 = 0
dir. Bu gekilde devam edilirse m > 3 i¢in A"z, = 0 oldugu gosterilebilir. Bu taktirde her

bir m > 3 i¢in

n

> |A g
k=1

% w i AT =

n kel,

S 3|~

elde edilir ki bu da = € [V, \, F, p, g, u]oo (A7) oldugunu gosterir. Fakat z.y = (k*™~%)
dizisi i¢in z.y ¢ [V, A, F, p, q, u|oo (A}") dir. Gergekten

m = 3 i¢in 2y = (k?) olup
A (pyr) = TRy — 3Th1Yhr1 + 3T 2Ykt2 — Tpr3Ykts = 0
m = 4 i¢in 2y = (k*) olup
A zryr) = Teyh — Wk Ykr1 + 6Tkt 2Yks2 — ATy 3Yts + Thpalira = 24
m =5 i¢in 2y = (k%) olup

AP(zpyr) = TRYk — 5Thi1Ubs1 + 10Tk 0Ykre — 10251 3Yks3 + DTk aVksa — ThisYkis

= —T720k-5

dir. Bu sekilde devam edilirse z.y ¢ [V, A\, F, p, ¢, u]so (A") oldugu goriiliir.
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