T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KESIKLI DUZGUN DAGILIMDAKI SIRA ISTATISTIKLERIN
ORNEK EKSTREMLERININ MOMENTLERI

Ayse TURAN

Tez Yoneticisi

Yrd. Dog¢.Dr. Sinan CALIK

YUKSEK LISANS TEZIi
ISTATISTIK ANABILIM DALI

ELAZIG, 2008






T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KESIKLI DUZGUN DAGILIMDAKI SIRA ISTATISTIKLERIN
ORNEK EKSTREMLERININ MOMENTLERI

Ayse TURAN

Yiiksek Lisans Tezi
Istatistik Anabilim Dali

Bu tez .../.../... tarihinde agagida belirtilen jiiri tarafindan oy birligi/ oy ¢oklugu ile

bagarili/ bagarisiz olarak degerlendirilmigtir.
Danigman: Yrd.Dog¢.Dr. Sinan CALIK
Uye: Dog. Dr. Mehmet GUNGOR
Uye: Yrd. Doc. Dr. Nurhan HALISDEMIR

Bu tezin kabulii, Fen Bilimleri Enstitiisii Yoénetim Kurulu’ nun .../.../... tarih ve ...........

sayili karariyla onaylanmaistir.



TESEKKUR

Bu calismanin planlanmasinda ve yiiriitiilmesinde calismalarim siiresince benden destek
ve ilgilerini esirgemeyen, bilgi ve hoggoriilerinden yararlandigim degerli hocam

Yrd. Dog. Dr. Sinan CALIK’ a tesekkiir eder, saygilarimi sunarim.



ICINDEKILER

ToindeKiler . . ... I
Tablolarin Listesi ... ... e 11
EKIlerin Listesi . . ..o e 11
Kasaltmalar . .. ... e v
Ozt . oo A%
ADSETaCE - . ot VI
GaTE .« e ettt e 1

1. BOLUM

1.1. Temel Tamim ve Teoremler .. ... e 2

2. BOLUM

2.1. Sira Istatistikleri ve Dagilimlart ... ..........oiiunerineiie e 7
2.2. Kesikli Dagihmdaki Sira Istatistikleri................oooiiiiiiiiiiiniin... 10
2.3. Kesikli Dagihmdaki Sira Istatistiklerin Dagilimlari........................... 11
2.4. Kesikli Dagihmdaki Sira Istatistiklerin Bilesik Dagilimlari................... 12
2.5.Momentler ve Carpim Momentleri............ .. ..o i i 15

3. BOLUM

3.1. Kesikli Ana Kiitlelerin Sira Istatistiklerine Alternatif Yaklagim .............. 18
3.2. Kesikli Diizgiin Dagilimdaki Sira Istatistikleri............................... 19
3.3. Kesikli Diizgiin Dagilimdaki Sira Istatistiklerin Momentleri.................. 20

4. BOLUM

4.1, TartiSma Ve SOMUG .« . ..ottt ettt e ettt e e e 29
Kaynaklar. .. ... 30
OZECINIS « ..o 32
Ekler
Ek 1:

Ek 1.1: Tablo 3.3.6’ daki beklenen deger i¢in Matlab programi
Ek 1.2: Tablo 3.3.6’ daki varyans i¢in Matlab programi
Ek 1.3: Tablo 3.3.7" deki beklenen deger i¢in Matlab programi
Ek 1.4: Tablo 3.3.7’ deki varyans i¢gin Matlab programi



TABLOLARIN LiSTESI

Tablo 3.3.1: n = 10 a kadar s, (k) degerleri.

Tablo 3.3.2: Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin érnek minimumunun bek-

lenen degerinin cebirsel ifadesi

Tablo 3.3.3: Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin ¢rnek minimumunun

varyansinin cebirsel ifadesi

Tablo 3.3.4: Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6érnek maksimumunun

beklenen degerinin cebirsel ifadesi

Tablo 3.3.5: Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6érnek maksimumunun

varyansinin cebirsel ifadesi

Tablo 3.3.6: k£ = 10(10)50(50)100 ve n = 1(1)10 igin kesikli diizgiin dagilimdaki sira

istatistiklerin érnek minimumunun beklenen degeri

Tablo 3.3.7: k= 10(10)50(50)100 ve n = 1(1)10 igin kesikli diizgiin dagilimdaki sira

istatistiklerin érnek maksimumunun beklenen degeri

II



EKLERIN LiSTESi
EK 1:

Ek 1.1: Tablo 3.3.6” daki beklenen deger icin Matlab programi
Ek 1.2: Tablo 3.3.6" daki varyans i¢gin Matlab programi
Ek 1.3: Tablo 3.3.7” deki beklenen deger i¢in Matlab programi
Ek 1.4: Tablo 3.3.7" deki varyans i¢in Matlab programi

II1



KISALTMALAR

cdf: Kiimiilatif dagilim fonksiyonu
pdf: Olasilik yogunluk fonksiyonu
pmf: Olasilik kiitle fonksiyonu

v



OZET
Yiiksek Lisans Tezi

KESIKLI DUZGUN DAGILIMDAKI SIRA iSTATISTIKLERIN
ORNEK EKSTREMLERININ MOMENTLERI

Ayse TURAN

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Istatistik Anabilim Dali

Tez Yoneticisi

Yrd. Dog. Dr. Sinan CALIK

2008, sayfa: 32

Bu caligma, dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, sira istatistiklerin dagilimlar icin literatiirdeki calismalar incelenmis-
tir.

Ucgiincii boliimde, kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin érnek maksimumunun
ve minimumunun momentleri elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise, bu ¢alismada elde edilen sonuglar ve yapilabilecek caligmalar

tartigilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sira istatistikleri, momentler, 6rnek ekstremleri, kesikli diizgiin

dagilim.



ABSTRACT
Master’s Thesis

THE MOMENTS OF SAMPLE EXTREMS OF ORDER STATISTICS
FROM DISCRETE UNIFORM DISTRIBUTION

Ayse TURAN

Firat University
Graduate School of Science and Technology

Department of Statistic

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Sinan CALIK

2008, page: 32

There are four chapters of this study.

In the first chapter, fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter,study in literature for distributions of order statistics are exami-
ned.

In the third chapter, the moments of sample maximum and minumum of order statistics
from discrete uniform distribution are obtained.

In the final chapter, a discussion of results are summarized and some further research

topics are proposed.

Keywords: Order statistics, moments, sample extrems, discrete uniform distribution.

VI



GIRIS

Sira istatistikleri istatistik teorisinin en énemli kavramlarindan biri olup, temel ista-
tistik yontemlerde ve istatistiksel sonug gikariminda kullanilmaktadir. Sira istatistikleri
olasilik dagilimlarinin moment kuantillerinin tahmin edilmesinde ¢nemli rol oynar. Sira
istatistiklerin bir bagka uygulama alam da giivenirlik teorisi (reliability theory) dir.Ayni
zamanda, teste tabi tutulan n tane iirtiniin yagam zamanlarini gosterdigi icin sira istatistik-
leri yasam analizinde de énemli bir yer tutmaktadir. Ozellikle, sira istatistiklerine dayali
birgok istatistik, dagihmdan bagimsiz (distribution free) 6zelliginden dolay1 parametrik
olmayan yontemlerde genis sekilde kullanilmaktadir.

Matematiksel istatistigin temel probremlerinden birisi tesadiifi degigskenin deneysel
degerlerini kullanarak onun dagilim fonksiyonunu tahmin etmektir. Bazen dagilim fonksi-
yonunun analitik ifadesi belli olur, fakat birkac bilinmeyen parametre icerir. Mesela; pois-
son ve iistel dagilimlar tek, normal ve gama dagilimlar: ise iki parametrelidir. Bu para-
metreler moment denilen sayisal gostergeler ile ifade edilmektedir. Bilinmeyen dagilim
fonksiyonu belli kosullar altinda momentler yardimiyla tek olarak belirlenebilir. Ayrica
olasilik ve stokastik siiregler icin onem tagiyan bazi esitsizlikler momentler yardimiyla
ifade edilmektedir.

Literatiirde konumuz ile ilgili calismalarda, kesikli dagilimdaki sira istatistiklerin ilk
iki momentini Khatri (1962) elde etmistir. Balakrishnan (1986) keyfi siirekli dagilimlar-
daki n boyutlu bir érnekteki sira istatistiklerin tekli ve ¢arpim momentleri icin mevcut
olan indirgeme iligki ve esitsizligi kesikli durumlar igin verilmistir. Nagaraja (1992)’ deki
makalesinde kesikli sira istatistiklerindeki tiim gelismeleri acik bir sekilde tartigmistir.
Arnold vd. (1992); Khatri’ nin elde ettigi ilk iki momenti farkli bir yolla ispatlamiglardir.
Calik ve Giingor (2005); kesikli dagilimdaki sira istatistiklerin m.inci momentini ispat et-
miglerdir. Ayrica Calik ve Giingdr (2004)’ de bir uygulama olarak kesikli diizgiin dagilim-
daki sira istatistiklerin 6rnek maksimumunun beklenen degerini, 6rnek boyutu n = 15’ e
kadar cebirsel olarak ifade etmislerdir.

Bu calismamizin amaci kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6érnek ekstrem-
lerinin (maksimum ve minimum) ilk iki momentini ifade etmektir. Bununla birlikte, 6rnek
boyutu n = 10’ a kadar bu ¢rnek ekstremlerinin beklenen deger ve varyansi i¢in cebirsel
ifadeler elde etmektir. Ayrica, Matlab programi kullanarak kesikli diizgiin dagilimdaki
sira istatistiklerin 6rnek ekstremlerinin beklenen deger ve varyanslari igin sayisal sonuclar

gikarmaktir.



I. BOLUM

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1 (Olasilik)
Bir olayin meydana gelmesindeki belirsizligin sl¢iilmesinde kullanilan ve degeri O(sifir)

ile 1(bir) arasinda degisen bir sayidir (Ozcelik, 1987).

Tanmim 1.1.2 ( Tesadiifi Degisken)
S, olasilik 6l¢iisii olan bir 6rneklem uzay1 ve X de S’ nin biitiin 6geleri igin tanimlanmig

gergel degerli bir fonksiyonsa X’ e tesadiifi degisken denir (Freund vd., 2002).

Tanim 1.1.3 (Olasilik Dagilim)
Tesadiifi bir degiskenin bir degisim araligindaki degerleri alabilmesi ihtimallerini ve

bunlarin ifade edilmesinde kullanilan bir formiil, tablo veya sekildir (Ozgelik, 1987).

Tanim 1.1.4 (Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu)

X, olasilik fonksiyonu P olan bir S ¢rnek uzayinda tanimlanmig bir tesadiifi degigsken
olsun. Herhangi bir gercel deger z icin, X in kiimiilatif dagilim fonksiyonu gercel sayilar
kiimesinde z e esit veya ondan kiiciik degerleri alan ve S érnek uzaymda X tesadiif

degiskeni ile iligkili olan olasiliktir. Bu fonksiyon,

x
F(z) = P(X <) = / F(t)dt
esitligiyle ifade edilir (Aytag, 1994).

Tanim 1.1.5 (Olasilik Yogunluk Fonksiyonu)
Degerleri f(x) olan bir fonksiyon,
L. f(z) >0, —o0o<z< o0,
2. i)fof(x)da:: 1.
§artlar1_rf10 saglyorsa f (z)’ e X siirekli tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

denir.

Tanim 1.1.6 (Kesikli Tesadiifi Degisken)
Tanmim araligi sonlu ya da sayilabilir sonsuz elemanli olan tesadiifi degiskenlere kesikli

tesadiifi degisken denir (Freund vd., 2002).



Tanim 1.1.7 (Olasilik Fonksiyonu)
X kesikli bir tesadiifi degigkense,

ile verilen fonksiyona X’ in olasilik fonksiyonu denir (Freund vd., 2002).

Tanim 1.1.8 (Bilesik Olasiik Dagilimi)
X ile Y kesikli tesadiifi degigkenler ise,

f(xay):P(X:$7YZy)

ile gosterilen fonksiyona X ile Y’ nin bilegik olasilik dagilimi denir (Freund vd., 2002).

Tanim 1.1.9 (Bernoulli Olasihik Dagilimi)
Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel

sonug sayisi iki ise, p parametreli,

P(z)=p"(1 —p)l_x ,x=0,1

yogunluk fonksiyonuna sahip olasilik dagilimina, bernoulli olasilik dagilimi denir (Ozgelik,

1987).

Tanim 1.1.10 (Binom Olasilik Dagilimi)
Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel
sonug sayisi iki ise, p parametreli,

n!

Pb(z;p:n,) = mpanﬂ

yogunluk fonksiyonuna sahip olasiik dagilimina, binom olasihk dagilimi denir (Wilks,

1962).

Tanim 1.1.11 (Maltinom Olasilik Dagilimi)
Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel
sonug sayisi ikiden fazla ise, Py, ..., P, parametreli,

n

X X X
P (1,22, ooy T D1, D2y ooy Dk 2 M) = < )Pl LRy Pk
L1, X2, -0y Tk



yogunluk fonksiyonuna sahip olasilik dagilimina, maltinom olasilik dagilimi denir (Wilks,

1962).

Tanim 1.1.12 (Marjinal Dagilim)
X ve Y kesikli tesadiifi degiskenler, f(z,y) de bunlarin (z,y) noktasindaki ortak

olasilik dagilimi ise,

g(z) = f(z,y)

ile gosterilen fonksiyona X’ in marjinal dagilimi denir. Benzer bigimde,

ile gosterilen fonksiyona Y’ nin marjinal dagilimi denir (Freund vd., 2002).

Tanim 1.1.13 (Diizgiin Dagilim)

X tesadiifi degigkeninin olasilik fonksiyonu,

1

flay=4 "
0 , diger yerlerde

,a <z <bigin

seklinde tanimlanmis olsun.
X tesadiifi degigkenine, diizgiin dagilmig tesadiifi degisken ve f(x) e siirekli diizgiin

dagilim denir. Kiimiilatif diizgiin dagilim fonksiyonu,

0 , T<a
F(z) = T —a
b—a ’

a<z<b
seklinde ifade edilir (Aytag, 1994).

Tanim 1.1.14 (Kesikli Diizgiin Dagilim)
Bir X tesadiifi degiskeni,

1
flz) = Z T = 1I1,T2,...,T) icin

olasilik fonksiyonuna sahip ise X’ e kesikli diizgiin dagilim denir.Burada i # j iken z; # x;

olur (Freund vd., 2002).



Tanim 1.1.15 (Normal Dagilim)

X bir tesadiifi degisken olmak iizere, p (ortalama) ve o (standart sapma) paramet-

relerine bagli,

- oVor
yogunluk fonksiyonuna sahip olasilik dagilimina, normal olasilik dagilimi denir (Ozgelik,

1987).

Tanim 1.1.16 (Beta Fonksiyonu)

1
B(a,p) = /xo‘_l(l — )Pz

0
_ Tre)
= Mot )’ >0,6>0

olarak tanimlanmig fonksiyona beta fonksiyonu denir (Giri, 1975).

Tanim 1.1.17 (Gamma Fonksiyonu)

Bir X tesadiifi degigkeni,

1
—=—
glw;a,f)={ FT(Q)
0 degilse

_z .
a=1e7% £ > 0ise

ile gosterilen fonksiyona sahipse X’ e gamma tesadiifi degiskeni denir. Burada o > 0,

B >0 dir (Freund vd., 2002).

Tanim 1.1.18 (Stokastik Bagimsizlik)
fi(z1) ve fa(za) swrasiyla Xy ve X3 nin marjinal yogunluk foksiyonlar1 ve f de X3
ve X5’ nin bilegik yogunluk fonksiyonu olmak iizere, X; ve Xs tesadiifi degiskenlerinin

stokastik olarak bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter sart f(z1,22) = fi(x1) f2(z2) olmasidir

(Hogg and Craig,1978).

Teorem 1.1.1.

Eger X, ihtimal fonksiyonu f(z) ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu F(z)’ e sahip siirekli
bir tesadiifi degisken ise,



esitligi vardir (Hogg and Craig, 1978).

Teorem 1.1.2.
Bir tesadiifi degisken olan X’ in arahigi x1 < x3 < 23 < ... < x,, degerlerinden oluguyor-

sa, f(x1) = F(x1) ve i = 2,3,...,n i¢in,

f(xi) = F(zi) — F(zi-1)
olur (Freund vd., 2002).
Teorem 1.1.3.

X1, Xo, ..., Xy, siirekli F' dagihim foksiyonuna sahip bir ¢érneklem olmak iizere,

Xin < Xomm < ... < Xpp.p bu 0rneklemin sira istatistiklerini gostersin.

Ul:n - F(Xlzn)a U2:n - F<X2:n)7 ceey Un:n - F<Xnn)
olmak tiizere Ut.p, Ui, ..., Unmn, (0, 1) araligindaki diizgiin dagilimdan alinmig érneklemin

sira istatistikleridir (David, 1981).

Teorem 1.1.4.

X1, X, ..., X, birbirinden bagimsizsa,

B(X1X2...X,) = E(X1)E(Xs).. E(X»)
olur (Freund vd., 2002).
Teorem 1.1.5.

X, destek kiimesi S = {1,2,..., N} olan kesikli bir tesadiifi degisken olsun. O zaman,

sag taraftaki momentler her zaman mevcut olmak iizere,
o
Him = O [1 = Fin(@)]
=0
ve

) =23 2l — Fin(@)] + i
x=0

dir (Arnold vd 1992).



2.BOLUM

2.1. Sira Istatistikleri ve Dagilimlari
X1, Xo, ..., X, 6rneklemi artan sirada Xi., < Xa., < ... < X,,., biciminde siralansin.
Bu siralanmis Xi.,, Xo., ..., Xn.n tesadiifi degiskenlerine sira istatistikleri denir. Burada

Xr.n m boyutlu 6rneklemin r.inci sira istatistigi olarak adlandirilir. 1.inci sira istatistigi,
Xl:n = min(Xl, XQ, ceey Xn)

ve n.inci sira istatistigi,
Xpm = max(Xq, Xo, ..., Xp)

seklindedir.

X1, Xo, ..., X, tesadiifi degigkenleri olasilik yogunluk fonksiyonu f(z) ve kiimiilatif
dagilim fonksiyonu F'(x) olan mutlak siirekli bir anakiitleden secilen tesadiifi bir 6rneklem
olsun.

1 <r < n olmak iizere X,.,” in (r.inci sira istatistigin) olasilik fonksiyonunu,

fr:n($) -

n L= F@)]" " f(z —00<x <00
(T— 1)|(n_r)|[F($)] [1 F( )] f( )7 <z << (2.1.1)

olarak cikarabiliriz.

1 < r < s < n olmak tizere X,., ve X, sira istatistiklerin bilesik olasilik yogunluk

fonksiyonu,
fran(@,y) = - P [F(y) — F@)
hEnA (r—1l(s—r—1(n—s)!
(1= Fy)]" f(z)f(y) =00 < T <Y < 00 (2.1.2)
bicimindedir.

Xrim $ Xpon € 0o < Xpyuin 3,1 <rp <rp < oo <1 <ny (1 < k < n) olmak tizere

k < n sayida sira istatistiklerin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

n!
. = F(zy)] !
Fripaominl @@ k) = i T (1)

[F(xg) — F(xl)]rzinil X ... X [1 — F(xk)]nim" f(:Ul)

f(@2)..flzp), —00 < @1 < @2 < ..o < @ < 00(2.1.3)



olarak bulunur. Bu esitlikte,

Tk+1 = OO ,Tg= —00

Tkl = n ,ro=0

sartlarinin saglanmasi durumunda fr, o rom (21, T2, ..., 1) bilesik olasilik yogunluk fonksi-

yonu,

[F(2i41) = F(ag)]™

CE— (2.1.4)

k k
fT‘l,T‘z,...,Tk:n(xlv L2y .eey :Ek) = zl;Ilf($z)zl;[0

olarak yazilabilir.Buna gore n tane Xi., < Xo, < ... < X, sira istatistiklerin bilegik

olasilik yogunluk fonksiyonu

fro, (1,22, 0y T0) = i@ (@) f () o1 Sm S S (2.1.5)

0 ,diger durumlarda

bigimindedir. (David, 1981).
Denklem (2.1.5)’ de tiim n sira istatistiklerin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu gézoniine
alimdiginda (X1.,, Xoy ooy Xpo1m) ve (Xog1my ooy Xpon) degiskenleri {izerinden integral

alimirsa (1 < r <n) X,.,” in marjinal yogunluk fonksiyonu,

frm(z) = nlf(z / /f x1)...f(xr_1)dzy...dzr g

/ / f(@r1)o f(@n)drt...dxy, (2.1.6)

/ //f xl $2 (a:r 1)d.’131d$2 dmr 1 (2.1.7)
P
_ frr .
// /f(a:r+1)f(xT+2)...f(mn)da:ﬂrldxwrg...dwn
_ Q- FE (2.1.9)



elde edilir. (2.1.8) ve (2.1.9) deklemi (2.1.6) denkleminde yerine yazilirsa X,.,’ in
(1 <r <mn) olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in (2.1.1) denklemi bulunur.
(2.1.1) den (r = 1 ve r = n aldigimizda) en kiigiik ve en biiyiik sira istatistiklerin

olasilik yogunluk fonksiyonlarim sirasiyla,

frm(z) =n[l — F(z)]" 1 f(z), —00 < x < 00 (2.1.10)

ve

fron (@) = n[F(x)]" " f(z), —00 < & < 00 (2.1.11)

yazariz.

En kiigiik ve en biiyiik sira istatistiklerin dagilm fonksiyonlarim kolayca (2.1.10) ve

(2.1.11)" deki olasilik yogunluk fonksiyonlarimin integrallerini alarak,
Fip(z)=1—-[1-F(z)]",—00 < & < 00 (2.1.12)

ve

Fon(x) =[F(2)]", —00 <z < 00 (2.1.13)

olarak c¢ikaririz.
Genel olarak (2.1.1)” de X,..,,” in olasilik yogunluk fonksiyonunun integrali alimarak X.,

in dagihim fonksiyonu elde edilebilir. Farkli bir yontemle X,..,,> in dagilim fonksiyonunu,

Fr:n($) = Pr(Xr:n < $)
= Pr(Xi, Xo, ..., X,, lerin en az r tanesi 2’ e esit ve ondan kiiciiktiir)

n
= Z Pr(Xi, Xo,..., X, lerin tam olarak ¢ tanesi 2’ e esit ve ondan kiigiiktiir)

i=r
n

= X (?) [F@))[1 = F(2)]"™, —00 < # < o0 (2.1.14)

olarak da gikarabiliriz. Boylece X,.,,” in (1 < r < n) kiimiilatif dagilhm fonksiyonunu
basitge n denemede bagarili olanlarin F'(z)’ li binom dagilimi (7’ den baglayarak) olasihig:
oldugunu buluruz. (2.1.14) denkleminde r = 1 ve r = n aldigimizda sirasiyla (2.1.12) ve

(2.1.13)’ deki ifadeleri elde edebiliriz. Bundan baska,

" /n\ ) " n!
> )P A=p)" T = [ s "1 =)™ TdE 0 <p < 1 (2.1.15)
< > {( Dl(n —r)!



esitligini kullanarak (2.1.14)’ dekine benzer olarak X,.,’ in kiimiilatif dagilim fonksiyonunu,

F(x)

Frnlz) = { — et

= Ipp(rn—r+1),—c0 <z <00 (2.1.16)

olarak yazabiliriz. Burada I incomplete beta fonksiyonudur. (2.1.16)’ daki Fj.,(x)’ in
ifadesi ister stirekli ister kesikli olsun herhangi bir keyfi anakiitle igin saglanir. Bununla
birlikte anakiitlenin mutlak siirekli oldugu farz edildiginde (2.1.16)’ daki kiimiilatif dagilim
fonksiyonu ifadesinin diferensiyeli almarak X,.,,” in (1 < r < n) olasilik yogunluk fonksiyo-

nunu (2.1.1)" de verildigi gibi elde edebiliriz.

2.2. Kesikli Dagilimdaki Sira istatistikleri
Simdi r.nci sira istatistigi icin iic ifade elde edecegiz. 1Ilk ikisi F,.,(x) ifadesine

dayandirilmigtir. Sonuncusu ise ¢ok terimli argumente dayandirilmigtir.

Yaklasim 1 (Binom Toplami)
Teorem 1.1.2. geregince F,.,(x) ifadesini saglayan denklem kesikli durumda X,.,,” in

herbir miimkiin z degeri i¢in,

fr:n(l') = Fr:n($) - Fr:n(l'—) (2.2.1)

dir. Bu nedenle,

n

o) = 3 (FJF@ID - F@P = Pl - P (222)

i=r

yazabiliriz. Benzer olarak F.,(z) i¢in negatif binom toplam formu kullanilabilir.

Yaklasim 2 (Beta Integral Formu)
Hesaplama, amaglar1 igin 6nceki ifadeden daha iyidir. f,.,(z) icin bir ifade beta integral
formunda kesikli sira istatistiklerin bagimli yapilarim ¢aligmak igin faydahdir. (2.1.1) ve

(2.2.1)’ de verilen F}.,(z)’ in formu kullamlarak yapilir. Bir bagka deyisle,

fral) = Crsn) [ w0 =, (2.23)
(a—

F(z—)

10



dir.Burada,

C(r;n) = (2.2.4)

(r—1)l(n—r)!
dir.

Yaklasim 3 (Coklu Argument)

Mutlak siirekli durumlarda, ¢oklu denemeleri gerektiren bir argument (2.2.2) ile verilen
X' in pdf’ sini elde etmek i¢in kullanilmigtir. Fakat X, in pmf’ si i¢in sonug ifadesini
bulmak zordur. Ciinkii kesikli tesadiifi degigkenler i¢in sira istatistiklerin dagilimi genelde
daha karmagiktir.

Bunun igin bir X gozlem degeri igin su ii¢ farkli olayr gozoniine alahm; {X < z},
{X ==z}, {X >z}. Bu olaylarin olasiliklar1 sirasiyla F(z—), f(z) ve 1 — F(x)’ dir.
{Xyn =} olay1 r(n — r + 1) farkhi sekilde meydana gelebilir; i+ = 0, 1, ..., r — 1 ve
s =0,1, .., n—r olmak iizere (r — 1 — i) tane gozlem degeri =’ den kiigiik, (n —r — s)

tanesi &’ den biiyiik ve kalanlar ise x degerine egittir. O halde,

NS L Pl @)
frn(r) =22 r—1—0(n—r—8)(s+it1)l

seklinde de ifade edilebilir.

2.3. Kesikli Dagilimdaki Sira Istatistiklerin Dagilimlar:

Xrn(1<i<n) in cdf u,

Fraa) = Pr(Xe <) = 30 (7 )P0 - Pl
F(x) '
B / (r — 1)7'1(71 - 1”)!7JLT_1(1 —t)*77dt, —co <z <00 (2.3.1)
0

Kiimiilatif dagilimi bir binomial formda yazmanin yerine,
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Fyon(z) = i(” —1- Z) [F(2)] " [1 = F(2)]" ", —00 < & < 00

s r—1
olarak negatif binomial formda da ifade edilebilir.
Yukarida verilen tiim ifadelerin ister siirekli ister siireksiz olsun herhangi bir keyfi
anakiitle icin saglanmig oldugu tetkik edilir.

Kesikli anakiitleler i¢in X;., (1 <r <mn)’ in olasilik kiitle fonksiyonu (2.2.1)’ den,

frm(z) = Pr(Xpm =) = Frn(x) — Frp(z—)

n!
= / A

F(x—)

olarak elde edilebilir. Ozel durumda daima,

frn(x) =[1 = F(z—=)" = [1 = F(x)]"

ve

yazabiliriz..

2.4.Kesikli Dagilimdaki Sira Istatistiklerin Bilesik Dagilimlari
Sira istatistiklerin bilegik dagilimlar1 benzer olarak cikarilabilirse bile dogal olarak ¢ok

daha karmagiktir. Ornegin: X,., ve X, (1 <i < j <n)’ lerin bilesik cdf’ sinin,

Fns:n(x) = Fszn(xs) , Ty > T i¢in

F,sn(z) = ZZZ'(] — z;'(n 7 [F ()] [F(zs) — F(2,)}

j=si=r

x [1 = F(zs)]" ™, z, < x5 igin (2.4.1)

oldugu gosterilebilir.Bu ifade ister siirekli ister kesikli herhangi bir anakiitle icin saglanir.
Kesikli anakiitleler igin X,.,, ve Xsp, (1 < r < s < n)’ lerin bilegik olasilik kiitle

fonksiyonu (pmf) (2.4.1)” den,
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from(@) = Pr(Xpm =zp, Xom =)
= Frsn(tr,xs) — Fron(tr—,25) — F(2p,25—) + Fpsn(@r—, 25—)(2.4.2)
elde edilebilir.
9imdi 1 <7 <rg < ... <7 <nicin Xy ., Xopun, ..., Xy, sira istatistiklerin bilesik
olasilik kiitle fonksiyonu incelenecektir. Bunun icin de oénce Xi.,, Xo.p, ..., Xn.pn sira
istatistiklerin bilesik fonksiyonu bulunacaktir. 1 < m < n olmak iizere z1 < 29 < ... <

degerleri icin,

($1 =..= ZL‘il) < ($i1+1 =..= xiz) <. < (-’Eim,2+1 =..= .’L'Z'mil) (2.4.3)

< ($im71+1 = ... :xim), 1<ii<ir<...<tp=n

gecerli olsun. O zaman g = 0 kabul edilirse,

m [f(iUz )]is—is—l
e | —_t
f1727 n (11317:1:27 ‘TTI) n‘slz_‘[l ('LS — ’[:371)!

elde edilir. Bu son ifade bir integral alarak yazilabilir. Bunun igin,

(2.4.4)

D (Ugy ooy ti) s ug <o <o <up, F(z,—) <u < F(x;,) (2.45)
1<s<m, is1+1<t< g

tamimlanirsa,

.]01727 o (.’L‘l,xz, ceny n) = n'/duldugdun (2.4.6)
D

olur. 1 < s <m ve ig = 0 olmak fiizere,

A= (uis_1+1,UiS_l+2,...,Uis) U 41 S S, ve (2.47)

Uiy 1 < < g, igin F(wg,—) < we < Fw,)
ise D = [rJLl Ay yazilabilir. Her bir A kiimesinde belli sayida = degerleri esittir;
s=

Ti, ,+1 = ... = Z;,. Bu kiimelerdeki integraller agsagidaki gibi hesaplanir:

Uig_1+3 Wig_1+2

zls
/duisl+1duisl+2...dui5 = / / / / d'LLZS 1+1duls 142 duzs

As Fm’s l x’s 1) Fm’s l x’s 1)

(2.4.8)
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O halde,

[F(:rzg) — F(:L.Z,Sil)]is*isfl - [f(%’s)isfis’l]

(is — is1)! = =) (2.4.9)

/duisl+1duisl+2“'duis =
As

dir.
Simdi (2.4.6) kullanilarak 1 <7 <7y < ... <7, < nicin Xpim, Xrgm, ooy Xy Sira
istatistiklerin bilegik olasilik kiitle fonksiyonu hesaplanacaktir. k < n ise

Ty < Tpy < ..o < Ty, icin

fn,rg,...wk:n(xn,m?‘g: ceey x?"k) - Z f1,2,.,.,k (.I'l, T2y weey xk) <2410)

Buradaki toplam x,, ®,, ..., ¥y, haric ;1 < x2 < ... < z, kosulunu saglayan x;
degerleri tizerinden alinmigtir. O halde D; kiimeleri x; degerlerinin degisik bigimlerde

esitlik durumlarimi gostermek iizere,

Frimorrim Ty, Trgs ooy Ty, ) n'Z/duldug duy, (2.4.11)
l Dl

LlJDl = {(u1,ug,...,upn) rur <uz < ... <uy, Flo,—) <uy, < F(zy,),1 <i<k}

Bi = {(urif1+17un‘71+27 ...,uri_l) U141 < Up; 142 <. < Ur,—1 < un.} (2.4.12)
icin

i Ur;—1 Ur; _1+2Ur; _1+1

/duri_1+1du7«i_1+2...duri_l e / / / / dun 1+1dun 142-- dun_l

B; Ur;_qUr;_q Ur;_q  Urjy

U,

(2.4.13)

oldugundan,

k —ri1—1
le,TQ,...7T'an<xT17mT27 "'7$Tk) - C(T17r27 ey Tk? . n)/ {11:_‘[1 (u’!'i - u”_l)” it }
B

(1 —up )" " duy, ...duy, (2.4.14)
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olarak hesaplanir. Burada rg =0 ve ug =0

n!

C(Tla T2, Tk - n) = k (2415)
(TL — Tk)!'Hl (TZ‘ —Ti—1 — 1)'
1=
ve (2.4.14) agik bir sekilde,
— n! r1—1 rog—ri—1
Jriravenin(®@) = e T D =)l /B“Ti (try = upy )27
X (g, — gy, ) E RN — gy ) T R (2.4.16)

olarak yazilabilir.
B = {(Upy, Upgs ey py) Uy < Upy <o < Uy, Fup—) <up < Fuy), i =11,72,...,7% }

ile verilen k boyutlu bir uzaydir.

2.5. Momentler ve Carpim Momentleri
,uz(’jl) ve E(XE ) (1 <i < n) ile sira istatistiklerin tekli momentlerini tanimlayalim.

Aciktir ki bu momentler siirekli durumda,

Ho = 7xkf¢:n(w)dw
= #('n_l), 7fck[F(:v)]"‘1[1 — F(2)" " f(x)da (2.5.1)
ile ve kesikli durumda,
) = a fin(@), 1< i <n (2.5.2)

ile hesaplanabilir.

Standart diizgiin dagihma ait sira istatistikleri kullanilarak (2.5.1) formiilii daha sade
bir bicimde yazilabilir. Bunun i¢in ¢nce sira istatistiklerin ¢énemli bir 6zelligi ifade edile-
cektir.

Ut.ny Uoeny -y Upopy siirekli standart diizgiin dagilimdan tesadiifi secilmis bir érnekleme
ait swra istatistikleri olsun. Eger F(z) siirekli ise U = F'(x) doniigiimii ile X tesadiifi
degiskeni U standart diizgiin tesadiifi degiskenine doniigiir. Bu durumda F(X;.,) ile U;.,

tesadiifi degiskenlerinin dagilimi birbirine egittir. Bu kisaca,
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L Upp i=1,2,...,m (2.5.3)

seklinde gosterilecektir.

F dagilim fonksiyonunun ters fonksiyonu,

Fl(y) =sup{z: F(z) <y} (2.5.4)

olmak iizere herhangi bir F' dagilim fonksiyonu icin

FYU) =X, i=1,2,..,n (2.5.5)

F Y Uip) £ Xip i=1,2,...m (2.5.6)
olacaktir.
O halde (2.5.6) kullanilarak,
| 1
(k) _ n -1 k_i-1¢q _, \n—i : _
) = = 1)!(n—i)!/ [F ()] v (1—w)""du 1<i<n, k=1,2,... (25.7)
0

Bu ifadede beta fonksiyonu bulundugu gozéniine ahmirsa g;., (u), Beta (i,n+ 1 — 1)

yogunluk fonksiyonunu gostermek iizere,

1
pit) = / [ @)]" gin (W) du, 1<i<n, k>1 (2.5.8)
0

yazilabilir.

Benzer olarak uz(];l% ve E(XF

o X]l-:n) (1 < i < n) ile sira istatistiklerin ¢arpim mo-

mentlerini tanmimlayalim. Acgiktir ki bu momentler siirekli durumda,

“Ef?:lr)z = //inkylfi,j:n(m,y)dwdy

S -G 7— 0)l(n — j)g//fckyl[F(w)]i‘l[F(y) — F(z)p
<y
x[1 — F(Z/)]ﬂ—jf(;g)f(y)d:cdy (2.5.9)

ile ve kesikli durumda,
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k,l o
Mg’j:z = Z Z;nkylfi,jm(x,y), 1<i<j<n (2.5.10)
z<y

ile hesaplanabilir.

Stira istatistiklerin varyansi Var(Xi.,), 0iin (1 <i < n) ile tanimlanmigtir ve

0%, = Var(Xpn) = p) — i3, (1< i <n) (25.11)

olarak hesaplanabilir.

Benzer olarak sira istatistiklerin kovaryansi, o; j.,1 <7 < j < n ile tammlanmigtir ve

Oijin = Cov(Xin, Xj:n) = Hijin — HinHjn, I<i<j<n (2.5.12)

olarak hesaplanabilir. Burada g, ;.,, = F (X;:n Xjm)’ dir.
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3.BOLUM

3.1. Kesikli Ana Kiitlelerin Sira Istatistiklerine Alternatif Yaklasim

X, f(k) = Pr(X = k) olasilik kiitle fonksiyonlu (pmf) ve F'(k) = Pr(X < k) kiimiilatif
olasilik kiitle fonksiyonlu (cdf) 0, 1,2, ... degerlerini alan bir kesikli tesadiifi degigken olsun.
Farzedelim ki; Xy, Xo, ..., X, X’ de oldugu gibi ayni1 pmf’ li n tane bagimsiz ve ayni
dagilmis tesadiifi degigken olsun. Xi., < Xo., < ... < X, uygun sirali istatistikler olsun.

frn(z), X, in olasilik kiitle fonksiyonunu Yaklagim 1’ den,

frm () = Pr(Xpm =)= Fnp(x) — Frop (z—)

= ZC (i s ) {[F (@)]'[L = F (@)]"™ = [F (z=)'[L = F (a=)}"™

olarak yazabiliriz. Yaklagim 2’ den,

ZC (i:n) [F(2)]'[l — F(z)]"" = / rC(r:n)u™ 1 (1—u)""du, 0<u<1l
=7 0

ve

yazabiliriz.

Ozel olarak r = 1 icin X1, in pmf’ si,

fin(@) =n [ Q-wldu= [F@) - F@)", F@)=1-F@
F(z—)
ve r = n igin X,.,” in pmf’ sini,
F(x)
fun(@) = [ ' ldu =[P @)~ [F (@)
F(xz—)

olarak elde edebiliriz.

1 <r < s <n olmak iizere X,., ve X, in bilesik pmf’ sini,
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fr,s:n (z,y) = Pr (Xr:n =, Xgp = y)

r—1 n—s utws—r—1

= Z Z Z C(r—i—1r4+w,s—1—u,s+j:n)

=0 7=0 u,w=0

{[F (a:—)]Tflfi[F (x)]w+1+i} [F (y_) _F (y)]s,u,r,w,I

[F )= F ()"

olarak elde edilir. Basit olarak verilen ifadeden,

fr,s:n(wv y) = Pr(szn =x, Xsn y)
F

(z) F(y)
= r(s—r)C(r,s:n) / B =) T = B)" T dod
Fz—)F(y-)

elde edilir.

Xrims Xrginy ooy Xppin in bilesik pmf” si,

(r1,72, ey Tk 1 1)

C
/

fT‘1,'r‘2,...,T‘k:n <$1,$2,...,.’L'k) =

e

(ri = ri1) (wi —wim1)™ " (1= ug)" " durdus...duy,
1

dir.
Burada
F(z1) F(z2)  F(xk)
rgzO,uozove/: / / /
D Flzi-)F(z2—) Flak-)
dir.

3.2.Kesikli Diizgiin Dagilimdaki Sira Istatistikleri
X, S =1{1,2,....k} destek kiimesi olan kesikli diizgiin anakiitledeki tesadiifi degisken
1
olsun. O zaman bir X, [1, k] kesikli diizgiindiir. X’ in x € S i¢in pmf’ si f(x) = 7 ve cdf’

si F(z) = z ile verilmigtir. Bu nedenle r.inci sira istatistigin cdf’ si,

ile verilir.
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Dogrudan x ve k secimiyle binomial dagilimin cdf’ si i¢in tablolar da kullanilabilir.
Ornegin k = 10, S’ de her x icin z = 10p, p = 0,1(0, 1)1, 0 olarak ifade edilebilir. Boylece

x € S igin

Frnlo) = i(?)ml —p)"

=T

binomial tablodan okunabilir ve f.,(z)" de (2.2.1) kullanilarak elde edilebilir.

3.3.Kesikli Diizgiin Dagilimdaki Sira Istatistiklerin Momentleri
1
Farzedelim ki X;, X, ..., X,, olasilik kiitle fonksiyonu f (z) = e kiimiilatif dagilim

fonksiyonu F'(z) = %, x =1, 2, ..., k olan n tane bagimsiz ve aym dagilimh kesikli

anakiitledeki diizgiin tesadiifi degiskenlerdir. O zaman X,.,,” in pmf’ sini (2.2.3)’ den,

F(z)
frn () = / Cr:n)u" (1 —u)""du
Fla—)
x/k
= / Clr:n)u (1 —u)""du
(e 21)/k

yazabiliriz. Burada C (7 : n) (2.2.4)’ de verilmigtir.

Ozel olarak r = 1 ve r = n icin sirasiyla,

fl:n (:I:) = <k+%>n - <k;x>n, T = 1,2,...,k‘ (331)

ve

Foom () = (%)n . (m - 1>n, e=1,2, ..k (3.3.2)

yazabiliriz.

X1, in ilk iki momenti sirasiyla,

P = 3o () () ] o (Y s

ve

E(X2,) = igﬂ [(kLﬂ)n - (k - $>n] = i (2i — 1) <¥>n (3.3.4)



olarak elde edilir.

Xy in ilk iki momenti sirasiyla,

s =3[0~ () =S (i) e wa

ve

)(Qn):;;z2 [(%)n—(x”)n} kzl —92i 1) < ) + k2 (3.3.6)

i=

olarak elde edilir. Dolaysiyla, (3.3.3) ve (3.3.4)’ dan 6érnek minimumunun varyansini

O-%:n = E(XIQn)_E(Xln)2
o Eel—i\" [ ka1’
_ ;(21—1) <—k ) —[; <—k )] (3.3.7)

ve benzer gekilde (3.3.5) ve (3.3.6)” den 6rnek maksimumunun varyansini,

U?z:n = K (X72Ln) - E(Xnn)2
k-1 \n h— 1 \n 2
= (— 21—1)< ) + k% - [ < ) +k (3.3.8)
i=1 =1
olarak elde edebiliriz.
(3.3.3), (3.3.5), (3.3.7) ve (3.3.8)’ in sag tarafindaki toplamlarin hesap-
lanabilmesi igin
k
S (k) =1"4+2"+ .+ k" =) i (3.3.9)

toplaminmi kullanabiliriz. Bu toplamin n = 10’ a kadar cebirsel ifadelerini Zwillinger, D.,

(1996) elde etmigtir. Bu ifadeler Tablo 3.3.1’ de verilmistir.

Bununla birlikte (3.3.3), (3.3.5), (3.3.7) ve (3.3.8)" deki esitliklerin n = 10’ a kadar
(3.3.9) toplam1 kullanilarak kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6érnek ekstrem-
lerinin beklenen deger ve varyanslari cebirsel olarak elde edilmis ve bu sonuclar Tablo

3.3.2, Tablo 3.3.3, Tablo 3.3.4 ve Tablo 3.3.5" de verilmigtir.
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Ayrica, (3.3.3), (3.3.5), (3.3.7) ve (3.3.8) esitlikleri igin Matlab programi kullanilarak
k = 10(10)50(50) 100 ve n = 1(1) 10 igin kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin
ornek ekstremlerinin beklenen deger ve varyanslar: icin sayisal sonuclar elde edilmis ve bu

sonuclar Tablo 3.3.6 ve Tablo 3.3.7’ de verilmigtir.

Tablo 3.3.1

n = 10" a kadar s, (k) degerleri

n | sy (k)

—_

1/2k (k + 1)

1/6k (2k* + 3k + 1)

1/4K2 (k + 1)

1/30k (2k* + 3k + 1) (3k* + 3k — 1)

1/12k2 (k +1)% (2k% + 2k — 1)

1/42k (2k2 + 3k + 1) (3k* + 6k — 3k + 1)

1/24k2 (k +1)% (3k* + 6k° — k? — 4k + 2)

1/90k (2k* + 3k + 1) (5k° + 15k° + 5k* — 15k% — k? + 9k — 3)

O |00 [N | O | O | =W | N

1/20k2 (k + 1)% (2k8 + 6k° + k* — 8k3 + k2 + 6k — 3)

—
o

1/66k (2k2 + 3k + 1) (3k® + 127 + 8k® — 18%° — 10k* + 24k + 2k% — 15k + 5)
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Tablo 3.3.2

Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6rnek minimumunun beklenen degerinin

cebirsel ifadesi
o Hin
1| 1/2(k+1)
2 | 1/6k7 (2k* 4+ 3k +1)
3| 1/4k™ (K + 2k +1)
4 | 1/30k73 (6k* + 15k + 10k? — 1)
5 | 1/12k73 (2k* 4 6k® 4 5k* — 1)
6 | 1/42k75 (6kS + 21k5 4 21k* — 7k* + 1)
7 | 1/24k75 (3kS + 12k5 4 14k* — Tk* + 2)
8 | 1/90k™7 (10K® + 45k7 + 60kS — 42k* 4 20k* — 3)
9 | 1/20k~7 (2k® + 107 + 15k° — 14k* + 10k — 3)
10 | 1/66k~2 (6K + 33k + 55k% — 66k5 + 66k* — 33k% + 5)
Tablo 3.3.3

Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6rnek minimumunun varyansinin cebirsel

ifadesi

n_ | ot
L) 1/12(k* - 1)
2 | 1/36k72 (2k* +1) (K* - 1)

3| 1/240k72 (9% — 1) (K* — 1)

4 | 1/900k6 (24k° — 21k* — 19k% + 1) (K> — 1)

5 | 1/1008k° (20k° — 36k* — 15k% + 7) (k? — 1)

6 | 1/1764k710 (27K — 78K® + 6k° + T8E* — 13k% + 1) (k> — 1)

7| 1/2880k710 (35K — 145K% + 93k6 4 213k — 120k2 + 20) (k* — 1)
1/8100k~1* (80k* — 445k12 + 575k + 715k% — 1499k° + 541k*

i —111k% +9) (k* - 1)

o | 1 /13200614 (108K — 772k12 + 1571k'0 + 911k% — 5821k5 + 4389k*
—1683k? +297) (k* — 1)

ol ! /4356k~18 (30k'8 — 267k6 + 767k — 25K12 — 36220 4 5690k — 3572k°

+1444k* — 305k + 25) (k* — 1)
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Tablo 3.3.4
Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6rnek maksimumunun beklenen degerinin
cebirsel ifadesi
no| fiym
1/2(k+1)
1/6k" (4k% + 3k — 1)
1/4k~ (3k* 4 2k — 1)
1/30k~3 (24k* + 15k — 10k% 4 1)
1/12k73 (10k* + 6k3 — 5k 4 1)
1/42k75 (36kS + 21k° — 21k* 4 7k — 1)
1/24k75 (21K5 + 12k — 14k* 4 Tk? — 2)
(
(
(

—_

1/90k~7 (80k® + 45k" — 60k® + 42k* — 20k? + 3)
1/20k~7 (18k® + 10k7 — 15k5 + 14k* — 10k> + 3)
1/66k~2 (60k0 + 33k" — 55k® + 66k°® — 66k* + 33k — 5)

O |0 | N | O |t | =W | N

—
]

Tablo 3.3.5
Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin 6rnek maksimumunun varyansinin
cebirsel ifadesi

2
nmn

L) 1/12(k* —1)
2 | 1/36k2(2k* +1) (k* —1)

n g

3| 1/240k72 (9% — 1) (K* —1)

4 | 1/900k6 (24k° — 21k* — 19k% + 1) (K> — 1)

5 | 1/1008k° (20k° — 36k* — 15k% + 7) (k? — 1)

6 | 1/1764k10 (27k0 — 78k + 6K6 + 78k — 13k2 + 1) (k* — 1)

7 | 1/2880k7 10 (35k10 — 145k% 4 93kS + 213k* — 120k + 20) (k* — 1)
1/8100k~1* (80k* — 445k12 + 575k + 715k% — 1499k° + 541%*

i —111%* +9) (k* = 1)

0 1/13200k~ (108K — 772k + 1571k 4- 911k® — 5821k0 + 4389k*
—1683k* 4 297) (k* — 1)

ol ! /4356k~18 (30k1® — 267k10 + 767k — 25k — 3622k 4- 5690k% — 3572k°

+1444k* — 305k? + 25) (k* — 1)
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Tablo 3.3.6

Kesikli diizgiin dagihimdaki sira istatistiklerin érnek minimumunun beklenen degeri ve

varyansi
k n 1o o2, k n Wm o2,
10 1 5.5000  8.2500 40 1 20.5000 133.2500
2 3.8500 5.5275 2 13.8375 88.8611
3 3.0250 3.7084 3 10.5063  59.9583
4 25333 2.6167 4 85083  42.6167
5  2.2083 1.9288 5 7.1771  31.6905
6 19784 1.4716 6 6.2268  24.4303
7 1.8080 1.1536 7 5.5146  19.3820
8 1.6773 0.9241 8 4.9611  15.7377
9 1.5743 0.7533 9 45187  13.0244
10 1.4914 0.6229 10 4.1572  10.9513
20 1 10.5000 33.2500 50 1 25.5000 208.2500
2 71750 @ 22.1944 2 17.1700 138.8611
3 5.5125  14.9583 3 13.0050  93.7083
4 45167 10.6167 4 10.5067  66.6167
5 3.8542  7.8810 5 8.8417  49.5476
6 3.3821  6.0630 6 7.6529  38.2058
7 3.0291  4.7988 7 6.7617  30.3195
8 2.7555  3.8861 8 6.0689  24.6266
9 25374  3.2065 9 5.5150  20.3879
10 2.3597  2.6872 10 5.0621  17.1495
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30

© 00 N O Ot s W N

—_
]

15.5000
10.5056
8.0083
6.5111
5.5139
4.8024
4.2694
3.85955
3.5250
3.2550

74.9167
49.9722
33.7083
23.9500
17.8016
13.7160
10.8751
8.8242
7.2972
6.1304
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100

© 00 N O Ot s W N

—_
o

50.5000
33.8350
25.5025
20.5033
17.1708
14.7907
13.0058
11.6178
10.5075
9.5992

833.2500
955.9278
374.9583
266.6167
198.3571
153.0017
121.4653
98.7006
81.7515
68.8024



Tablo 3.3.7
Kesikli diizgiin dagilimdaki sira istatistiklerin érnek maksimumunun beklenen degeri

ve varyansi

k Ny o2, k n Hn o2,
10 1 5.5000  8.2500 40 1 20.5000  133.2500
2 7.1500 5.5275 2 27.1625 88.8611
3 7.9750 3.7084 3 30.4937  59.9583
4 8.4667 2.6167 4 324917  42.6167
5 8.7918 1.9288 5 33.8229  31.6905
6 9.0216 1.4716 6 34.7732  24.4303
7 9.1920 1.1536 7 354854  19.3820
8  9.3227 0.9241 8 36.0389  15.7377
9  9.4257 0.7533 9 36.4813 13.0244
10 9.5086 0.6229 10 36.8428  10.9513
20 1 10.5000 33.2500 50 1 25.5000 208.2500
2 13.8250 22.1944 2 33.8300 138.8611
3 15.4875 14.9583 3 37.9950  93.7083
4 16.4833 10.6167 4 40.4933 66.6167
5 17.1458  7.8810 5 42.1583  49.5476
6 17.6179  6.0630 6 43.3471  38.2058
7 17.9709  4.7988 7 44.2383  30.3195
8 18.2445  3.8861 8 44.9311  24.6266
9 18.4626  3.2065 9 454850  20.3879
10 18.6403  2.6872 10 45.9379  17.1495
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© 00 N o ot s W N

—_
S

15.5000
20.4944
22.9917
24.4889
25.4861
26.1976
26.7306
27.1445
27.4750
27.7450

74.9167
49.9722
33.7083
23.9500
17.8016
13.7160
10.8751
8.8242
7.2972
6.1304
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50.5000
67.1650
75.4975
80.4967
83.8292
86.2093
87.9942
89.3822
90.4925
91.4008

833.2500
555.5278
374.9583
266.6167
198.3571
153.0017
121.4653
98.7006
81.7515
68.8024



TARTISMA ve SONUC

Teorem 1.1.4 ii kullanarak kesikli diizgiin dagilimin 6érnek maksimumunun beklenen
deger ve varyansini cebirsel olarak elde etmek miimkiindiir.[14], [15].Teorem 1.1.4 ii kulla-
narak kesikli diizgiin dagilimin érnek minimumunun beklenen deger ve varyansini cebirsel
olarak elde etmek kolay degildir. Bu galigmada, (3.3.5), (3.3.7), (3.3.9) ve (3.3.10) da ifade
edilen kesikli diizgiin dagilimdaki 6rnek ekstremlerinin beklenen deger ve varyanslarinin
daha kolay elde edilebilirligi gosterilmistir.

Sonug olarak; (3.3.5), (3.3.7), (3.3.9) ve (3.3.10) formiillerini kullanmak bu momentlerin
bulunmasini kolaylagtirmaktadir. Ayrica bu formiillerin Matlab 6.5 programi kullanilarak
say1sal sonuglar elde edilmigtir. Gelecekteki ¢aligmalarda kesikli diizgiin dagihmdaki sira

istatistiklerin m.inci momentleri elde edilebilinir.
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EKLER

EK 1:
Ek 1.1: Tablo 3.3.6” daki beklenen deger icin Matlab programi
k=input(’k y1 gir’);
top=0;
for n=1:10
for i=1:k
top=top+((k+1-1)/k) "n;
end
a(n)=top;
top=0;
end

disp(a)

Ek 1.2: Tablo 3.3.6” daki varyans i¢gin Matlab programi
k=input(’k y1 gir’);
top=0;
top2=0;
for n=1:10
for i=1:k
top=top+(2*i-1)*(((k+1-1)/k) "n);
top2=top2+(((k+1-i)/k) "n);
end
top2=(top2)~2;
b(n)=top-top2;
top=0;
top2=0;
end

disp(b)



Ek 1.3: Tablo 3.3.7” deki beklenen deger i¢in Matlab programi
k=input(’k y1 gir’);
top=0;
for n=1:10
for i=1:(k-1)
top=top+((-1)*((i/k) "n));
end
a(n)=k+top;
top=0;
end

disp(a)

Ek 1.4: Tablo 3.3.7’ deki varyans i¢in Matlab programi
k=input(’k y1 gir’);
top=0;
top2=0;
for n=1:10
for i=1:k-1
top=top+(-2*i-1)*(i/k) "n;
top2=top2-+((-1)*((i/k) "n));
end
top=top+k~2;
top2=top2+Kk;
b(n)=top-top2"2;
top=0;
top2=0;
end

disp(b)



