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OZET

Bes ana boliimden olusan bu tez ¢aligmasinin ilk boliimiinde istatistiksel yakinsaklik
ve bulanik sayilarin kisa bir tarihcesinden bahsedilmistir. Ikinci boliimde ilk olarak
caligmamizin icerisinde gegen bazi temel tanmimlara yer verilmis olup ardindan reel veya
kompleks terimli bir dizinin istatistiksel yakinsakligi, kuvvetli Cesaro toplanabilirligi ve
lacunary istatistiksel yakinsakligi gibi baz1 yakinsaklik tiirlerine ve fark dizi uzaylarina
kisaca deginilmistir. Uctincii boliimde bulanik say1, bulanik kiime ve bulanik say1
dizisi tanimlar1 verilerek bulanik say1 dizilerinin yakmsakligi, simirhhigi, istatistiksel
yakinsaklig1 ve kuvvetli p—Cesaro toplanabilme gibi baz1 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Doérdiincii boliimde ilk olarak 5 € (0, 1] ve p > 0 olmak iizere bir ¢ lacunary dizisi ve
A™ genellegtirilmis fark operatorii kullanilarak bulanik say1 dizileri icin NHB (p, F, A™)
Sg (F, A™) ve w? (F, A™) dizi kiimeleri tanimlanmg ve aralarinda bazi bagmtilar elde
edilmistir. Buna ilaveten, bir f modiiliis fonksiyonuna gore wg (0, f, F, A™) dizi kiimesi
tanimlanarak Sg (F, A™) kiimesiyle arasindaki baz1 kapsama teoremleri verilmistir. Son
kisimda bir M Orlicz fonksiyonu kullanilarak kuvvetli NV, 95 (p, F, A™, M) —toplanabilir
dizilerin kiimesi tanimlanmis ve Sg (F, A™) —istatistiksel yakimsak dizilerin kiimesiyle
aralarindaki bagmnti verilmigtir. Ayrica 6 = (k,) ve ' = (s,) gibi farkli iki lacunary
dizisi alinarak bu uzaylarin yapilari incelenmistir. Besginci ve son bdéliimde ise tez

calismasinda elde edilen sonuglara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik say1 dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Cesaro topla-

nabilme, Modiiliis fonksiyonu, Orlicz Fonksiyonu, Lacunary dizisi, Fark dizisi.
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SUMMARY

Statistical Convergence of order (3

in Sequences of Fuzzy Numbers

This study consists of the five main chapters. In the first chapter, we give some infor-
mations about the historical development of statistical convergence and fuzzy numbers.
In the second chapter, we give some fundamental definitions and theorems which are
necessary in this study and then touch on notions of difference sequence spaces and sta-
tistical convergence, strongly Cesaro summability and lacunary statistical convergence
of a sequence of real or complex. In the third chapter, we give the concepts of fuzzy set,
fuzzy number and sequence of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness,
statistical convergence and strongly p—Cesaro summability of the sequences of fuzzy
numbers.

In the fourth chapter, we define the spaces Neﬁ (p, F, A™) | Sg (F, A™) and w]f (F, A™)
for sequences of fuzzy numbers using generalized difference operator A™ and a lacunary
sequence  and give some relations between them, where 5 € (0,1] and p > 0. Fur-
thermore, some inclusion theorems are presented related to the spaces Sg (F,A™) and
w]f (0, f, F, A™) according to modulus function f. In the next section, we introduce the
concept of strongly Neﬁ (p, F, A™, M) —summable with respect to the Orlicz function
M and obtain the relation between the classes of Neﬁ (p, F, A™, M) and Sg (F,A™).
Moreover, we examine these classes for different two lacunary sequences like 6 = (k)

and 0’ = (s,) . In the fifth and last chapter, we give the results obtained from the thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Cesaro summa-

bility, Modulus function, Orlicz function, Lacunary sequence, Difference sequence
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1. GIRIS

Ik defa Zygmund [1] tarafindan ortaya atilan istatistiksel yakinsaklik diistincesinin
matematiksel tanimimi 1951 yihinda Steinhaus [2] ve Fast [3] birbirlerinden bagimsiz
olarak vermis ve daha sonraki yillarda yine bunlardan bagimsiz olarak Schoenberg
[4] yeniden tamimlamigtir. Ilerleyen zamanlarda istatistiksel yakmsaklik kavram farkl
isimler altinda Fourier analizi, Ergodik teori, Say1 teorisi, Olciim teorisi, Trigonometrik
seriler, Turnpike teorisi ve Banach uzaylarinin yapisinda kullanilmig olup sonradan dizi
uzaylarinda incelenmis ve toplanabilme teorisi ile iligkilendirilmistir (bkz. [5],[6],[7],[8]).
Freedman vd. [9] lacunary dizilerini kullanarak bazi Césaro-tipi toplanabilme uzaylarim
tanimlamig ve daha sonra Fridy ve Orhan [10] reel say1 dizileri i¢in lacunary istatistik-
sel yakinsaklik kavramimi tammlamigtir. Gadjiev ve Orhan [11] bir reel say1 dizisinin
istatistiksel yakinsakligi icin derece kavramini vermis ve sonraki zamanlarda Colak
[12], « € (0, 1] bir reel say1 olmak iizere istatistiksel yakinsaklik kavramini genellestirip
reel say1 dizileri i¢cin aw—dereceden istatistiksel yakinsaklik ve p > 0 i¢in a—dereceden
kuvvetli p—Cesaro toplanabilme tanimlarimi yapmis ve bazi kapsama bagintilarini ver-
migstir.

Bulanik say1 dizi tanimim ilk olarak Matloka [13] vermigtir. Matloka [13] bulanik
say1 dizilerinin yakinsaklik ve smirhlhigin1 tanimlamig, bu dizilerin bazi 6zelliklerini
caligmig ve her yakinsak bulanik say1 dizisinin smirh oldugunu gostererek reel sayi
dizilerinde gecerli olan pek ¢ok 6zelligin bulanik say1 dizilerinde de gegerli oldugunu
ifade etmistir. Matloka’nin bu ¢aligmasindan sonra bulanik say1 dizileri, toplanabilme
teorisi ile iligkilendirilmis ve bu konuda bircok calisma yapilmigtir. 1989’da Nanda
[14] smirh ve yakinsak bulanik say1 dizi uzaylarimi ¢aligmig ve bu uzaylarin tam metrik
uzay oldugunu gostermistir. 1990’da Kawamura vd. [15] deprem zemini hareketlerinin
deprem dalgalarini tahmin etmek icin p’niin iiyelik fonksiyonu tarafindan tanimlanan
birinci ve ikinci dereceden farklarinin bulanik olmayan parametreleri AX; ve A%X; ile
birlikte ¢ok basit sarth bulanik kiime kurallarina sahip oldugunu gostermistir. 1995’te
Nuray ve Savag [16] istatistiksel yakinsaklik tanimini bulanik say1 dizileri i¢in vermis,
1998’de ise Nuray [17] bulanik say1 dizilerinde lacunary istatistiksel yakinsakhigi tanim-

layarak istatistiksel yakinsak ve lacunary istatistiksel yakinsak bulanik sayi dizileri



arasindaki iligkiyi vermigtir. Daha sonra Kwon [18], bulanik say1 dizilerinin istatistik-
sel yakinsakligi ile kuvvetli Cesaro yakinsakligi arasindaki iligkiyi incelemigtir.

Reel say1 dizilerinde a—dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini Sengiil
ve Et [19] tanmimlamigtir. Altinok vd. [20] bulanik say1 dizilerinde A—fark operatoriinii
ve bir 0 lacunary dizisini kullanarak bug(A, F') dizi kiimesini tanimlamig, solidlik ve
simetriklik gibi ozelliklerini galigmigtir. Son zamanlarda Altinok vd. [21] bulamk
reel say1 dizilerinde J—dereceden istatistiksel yakinsaklik ve f—dereceden kuvvetli
p—Césaro toplanabilme kavramlarini tanimlamigtir. Giiniimiizde a—dereceden istatis-
tiksel yakinsaklik ve kuvvetli p—Cesaro toplanabilme konulariyla ilgili pek ¢ok aragtir-
maci tarafindan galigmalar yapilmaya devam edilmektedir (bkz. [19],[21],[22],[23],[24]).

Bu ¢aligmanin amac1 Sengiil ve Et [19] in reel say1 dizilerinde yapmig oldugu galig-
may1 bulanik say1 dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsaklik teorisinde olusan bosluk-

lar1 dolduracak sekilde genellestirmektir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanimlar

Tanmim 2.1.1. ([25]) V # 0 bir kiime ve F' reel veya kompleks sayilar cismi olmak

tizere eger

+  VxV =V
FxV -V

fonksiyonlar1 her a,b,c € V ve her A\, € F icin
(i)a+b=b+a
it) (a+b)+c=a+ (b+c)
iti) Her a € V igin a + 6 = a olacak bi¢imde bir § € V' vardur.

v) l.a=a

vi) Apa) = (Au)a

vii) (A + p)a = Aa + pa
(viii) AM(a+b) = Aa+ b

(
(
(iv) Her a € V igin a + (—a) = 6 olacak bigimde bir (—a) € V' vardir.
(
(
(vi

sartlarin sagliyorsa, V' kiimesine F' cismi iizerinde bir vektor uzayr (lineer uzay) adi

verilir.

Tamim 2.1.2. ([26]) V bir vektor uzay1 ve U kiimesi V' nin bos kiimeden farkli bir alt
kiimesi olsun. Eger U kiimesinin kendisi de bir vektor uzay: ise U kiimesine V' vektor

uzayimin bir alt vektor uzay: denir.

Tamim 2.1.3. ([27]) Elemanlar1 kompleks terimli = (x;) seklindeki diziler olan w

kiimesini g6z oniine alalim. x,y € w ve p bir skaler olmak {izere w kiimesi

r+y= () + (yx)

ve

px = (pay)



seklinde tamiml iglemler altinda bir vektor uzaydir. w vektor uzayinim herhangi bir alt

vektor uzayma bir dizi uzay:r denir.

Tanmim 2.1.4. ([28]) X # 0 bir kiime olsun. Eger bir d : X x X — R doniigiimii her
a,b,c € X elemanlar icin asagida verilen sartlar saglarsa d "ye X kiimesi tizerinde bir
metrik denir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir.

(i) d(a,b) >0

(i7) d(a,b) =0 a="b

(i17) d(a,b) = d(b,a)

(1) d(a,b) < d(a,c)+d(cb).

Tamim 2.1.5. ([28]) Bir (X, d) metrik uzayinda herhangi bir a = (a,,) dizisi verilsin.

Eger her € > 0 sayis1 i¢in n > ngy oldugunda
d(an,a) <e

esitsizligi saglanacak sekilde € ’ye bagh bir ng € N dogal sayis1 varsa a = (a,) dizisi a

elemanima yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.6. ([28]) Bir (X, d) metrik uzayinda herhangi bir a = (a,,) dizisi verilsin.

Eger her € > 0 sayis1 icin m,n > ng iken
d(am,a,) <€

esitsizligi saglanacak sekilde ¢ ’ye bagh bir ny € N dogal sayisi varsa a = (a,,) dizisine

bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.7. (][28]) Eger bir (X, d) metrik uzaymda alinan her Cauchy dizisi yakinsak

ise (X, d) metrik uzaymna tam metrik uzay denir.
Tamim 2.1.8. ([28]) X, F' cismi iizerinde bir vektor uzay: olmak {izere eger

l.: X — R

a — |

dontistimii her a,b € X icin

(@) llall = 0



(it) o] =0 a =140
(@41) [|pall = [ul lla]| (u skaler)
(@) fla + bl < [la]l +[|5]
sartlarin saglarsa ||.|| dontisiimiine X vektor uzay: iizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikili-

sine de bir normlu uzay denir.

Tanmim 2.1.9. ([28]) (X,||.||) bir normlu uzay olsun. Eger bu uzayda almman her
Cauchy dizisi bu uzaymn bir noktasina yakinsiyorsa, yani (X, |.||) uzay1 tam ise X

normlu uzayina Banach uzay1 denir.

Tanim 2.1.10. ([28]) X bir vektor uzay1 ve Y C X alt kiimesi verilsin. Eger y;,9, € Y

oldugunda

M={yeY:y=dp+(1-Np, 0<A<1}CY
oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir.
Tamim 2.1.11. ([29]) Bir A C R kiimesinin her agik ortiisii sonlu bir alt értiiye sahipse
A kiimesine bir kompakt kiime denir. Yani A kiimesi kompakt bir kiime oldugunda

A nin her A acik ortiisiiniin n tane agik kiimeden olusan bir {A4; € A:i=1,...,n} alt

siifi vardir ve bu durumda A C |J A; yazilabilir.
i=1

Tamim 2.1.12. ([30]) X bir dizi uzay1 ve aym zamanda bir Banach uzay1 olsun. Eger

bu uzayda tanimlanan

kn X —C,

Rn () = oy
doniigiimii siirekli ise bu durumda X Banach uzayma bir BK—uzay1 denir.

Tamim 2.1.13. ([25]) (px) pozitif ve simirh bir reel say1 dizisi ve H = sup pj, olsun. Bu

takdirde D = max (1,277 ve x4, yx € C olmak {izere
|+ g™ < D {2l + |yl™}

esitsizligi saglanir.



Tanim 2.1.14. ([29]) (X, d) bir tam metrik uzay olmak iizere h (X'), X metrik uzayimin
bog kiimeden farkh tiim kompakt alt kiimelerinin simfinm gostersin. h (X) simifinda
herhangi iki M ve N kiimeleri i¢in M nin N ye olan uzaklig

d(M,N)=supd/(a,N)

aceM
seklinde tamimlanir. Burada d (a, N) = gn]f] d (a,b) dir ve genellikle d (M, N) # d (N, M)
S
dir (Sekil 2.1).

Sekil 2.1. iki kiimenin birbirine uzakliklari
Burada d (M, M) = 0 dir. Ayrica her M, N, P € h(X) kiimeleri igin
d(M,N)<d(M,P)+d(P,N)
esitsizligi saglanir. Ciinkii, her ¢ € P noktasi igin

d(M,N) = sup inf d(a, b)<sup1nf[d(a,c)+d(c,b)]

acM bEN acM bEN
< f
< supd (a,¢) + inf d(c,b),

esitsizlikleri yazilabilir. Bu bagimmt1 sag taraftaki her iki terimde de P kiimesinin her
¢ noktasi yerlestirdigimizde gegerli olduguna gore birinci terimde d (a, ¢) uzakligim
minimum, ikinci terimde ise d (¢, b) uzakhgimi maksimum yapan ¢ noktalarmi kullanir-

sak

d (M, N)<sup1nfd(a c)+sup1nfd(c b) =d(M,P)+d(P,N)

acM c€P cep beN

buluruz.
Simdi de h (X)) {izerinde her M, N € h (X) icin bir h : h(X) x h(X) — R* U {0}
fonksiyonu
h (M, N) = max{d (M, N) ,d (N, M)}
seklinde tamimlansin. A fonksiyonu h (X) siufi tizerinde bir metrik olup Hausdorff

metrigi adinm alir.



Tanim 2.1.15. ([31]) Eger bir f : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonu
(1) f(z) =02 =0,
(#1) her x,y > Oicin f (z +y) < f(z) + f (y),
(17i) f, x = 0 noktasinda sagdan siireklidir,
(iv) f fonksiyonu artandir,
ozelliklerini saglarsa f fonksiyonuna modiiliis fonksiyonu denir.
Bir modiiliis fonksiyonu smirh yada smirsiz olabilir. Ornegin, f (z) = 715 fonksi-

yonu sinirli olmasina ragmen 0 < p < 1 i¢in f (x) = 2P fonksiyonu sinirsizdir.

Tanim 2.1.16. ([32]) Bir M : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu eger asagidaki ozellikleri
saglarsa bu fonksiyona bir Orlicz fonksiyonu denir:

(1) M (0) =0,

(77) Her > 0 igin M (z) > 0,

(14i) © — oo igin M (z) — oo,

(1v) M siirekli, azalmayan ve konveks,

Bir Orlicz fonksiyonunun, a > 0 olmak iizere daima

seklinde bir integral gosterimi vardir. Burada p(t), M nin ¢ekirdegidir ve ¢ > 0 i¢in
pozitif olup
p(0) =0, t— ooikenp(t)— oo

sartlarin saglayan, azalmayan bir fonksiyondur [33].

Simdi, M (t) Orlicz fonksiyonunun p (t) ¢ekirdegini goz oniine alalim ve

q(s)=sup{t:p(t) <s}

olsun. Bu durumda ¢, p ile ayn1 6zelliklere sahiptir. ¢ kullanilarak

seklinde tanimlanan N fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur. M ve N fonksiyonlarina
tamamlayic1 Orlicz fonksiyonlar: adi verilir [32].

Lindenstrauss ve Tzafriri [34], bir M Orlicz fonksiyonunu kullanarak

EM—{wa:ZM(|x—:|)<oo, E|p>0i§in}

7



dizi uzayni insa etmis ve bu uzaymn

x| —inf{p> 0:Y M (@) < 1}
k=1 P

normuyla bir Banach uzay1 oldugunu gostermistir. Bu uzay Orlicz dizi uzay1 adin alir.
M (z) = 2P, 1 < p < oo i¢in £y uzay: klasik ¢, dizi uzayina doniisiir.
1994’de Parashar ve Choudhary [35] pozitif terimli ve sirh bir p = (py) reel say:

dizisini kullanarak

p

dizi uzaymni tanimlamig ve bu uzayn baz temel 6zelliklerini vermiglerdir.

o Pk
EM(p)—{wa:ZM(M) < 00, E|p>0i§in}
k=1

2.2. Istatistiksel Yakinsaklik

Tamim 2.2.1. ([36]) K kiimesi N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Buna

gore bir K kiimesinin dogal yogunlugu

1
J(K)=lim —|{k<n:ke K}

n—oo 1
seklinde tanmimlanir. Yukarida verilen |[{k <n:k € K}| ifadesi K nin n sayisindan
biiyiik olmayan eleman sayisim gostermektedir. Ozel olarak & (K) = 0 olmasi duru-

munda K ’ya sifir yogunluklu bir kiime denir.

Tamim 2.2.2. ([7]) z = (z) reel veya kompleks terimli bir dizi olsun. Eger = (xy)
dizisinin terimleri herhangi bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin
k sayilari i¢in sagliyorsa, () dizisi hemen hemen her £ i¢in P 6zelligini saghyor denir
ve bu durumda “h.h.k” bigiminde gosterilir.

Istatistiksel yakinsakligin tanimi yukarida verilen dogal yogunluk kavramindan yarar-

lanmilarak asagidaki gibi verilebilir:
Tanim 2.2.3. ([7]) x = (z;) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin,

1
lim — {k <n:|zy—L| >} =0,

n—oo n,
limiti varsa veya buna denk olarak h.h.k. i¢in |z — L| < & oluyorsa bu durumda
x = (xy) dizisi L ’ye istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda kisaca S — limz = L

ya da x;, — L (S) yazlr.



Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Ozel olarak L = 0 olmasi
halinde sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi, yani Sy uzay: elde edilir. S ve Sy

dizi uzaylar1 asagida gosterilmigtir:

n—oo M,

5 — {:c—(:ck): nml|{kgn:|xk—L|zg}|—o}

1

Aciktir ki yakinsak bir dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi genelde saglanmaz.

Ornegin, x = (x,) dizisini

0, k#7% (j=123,..)
1, k=3

T =

seklinde tanimlayalim. Bu durumda her € > 0 igin

Hk<n:|r, =0 >} <H{k<n:z #0} < /n

yazilabileceginden,

=0

1 3
lim — [{k <n:xz#0} < lim vn
n

n—oo n—oo n

bulunur. Buradan S — limx = 0 oldugu anlagilir. Diger taraftan sinirh diziler uzayi
ile istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 birbirlerini kapsamazlar, fakat iki uzayin ortak

elemanlar: vardir. Ornegin, x = (x) dizisini

1, k#£j5% (j=1,23..)
VE k=

seklinde tamimlayalim. Bu dizi istatistiksel yakinsak olup istatistiksel limiti 1 ’dir,

T =

ancak dizi simirh bir dizi degildir.
Bununla birlikte (z5) = (1,2,1,2,1,2,...) dizisi sinirl olmasina ragmen istatistiksel
yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsak dizilerin limiti tektir.

Teorem 2.2.4. ([3]) S —limx = Ly, S —limy = Ly ve a bir reel say1 olsun. Buna
gore

(1) S —limx = L; ise S — lim (ax) = als,

(1) S —limz = Ly ve S —limy = Lo ise S — lim (x + y) = Ly + Ly ’dir.
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(1) ve (1) 'den istatistiksel yakinsak diziler uzayinin lineer uzay oldugu anlagilr.

Tamim 2.2.5. ([7]) z = (z) kompleks sayilarin bir dizisi ve € > 0 olsun. Eger
1
lim—{k<n:lzy —ay|>e}| =0
non
limiti mevcut olacak sekilde bir N = N (¢) dogal sayisi varsa © = (x;) dizisine istatis-

tiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.2.6. ([7]) Asagida verilen 6nermeler birbirlerine denktir:
(1) x = (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktir.
(17) x = () dizisi istatistiksel Cauchy’dir.
(17i) y = (yx) yakinsak bir dizi olmak iizere h.h.k. i¢in z;, = y; saglanacak sekilde

bir z = () dizisi vardir

Sonug 2.2.7. Eger x = (x}) dizisi bir L sayisia istatistiksel yakinsak ise, bu durumda

(2x) min limiti L olan bir (y;) altdizisi vardir.

2.3. Kuvvetli Cesaro Toplanabilme

Tamim 2.3.1. ([37]) z = (x) kompleks sayilarim herhangi bir dizisi olsun. Eger

1 n
n—oo M,
k=1

limiti mevcut olacak sekilde bir ¢ sayisi varsa x = (xy) dizisi £ sayisina kuvvetli Cesaro

yakinsaktir denir. Kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin uzay1

: 1 & . .
jo1] = {x = (w): lim ~ ) |op— €[ =0 3 lgln}
k=1
seklinde gosterilir. Bu uzay, £ = 0 olmasi halinde || sembolii ile gosterilir.

Teorem 2.3.2. ([37]) Eger kompleks terimli bir x = () dizisi ¢ sayisina yakinsak ise

ayni zamanda ¢ sayisina kuvvetli Cesaro yakinsaktir.

Yukaridaki teoremin tersi genelde dogru degildir, yani kuvvetli Cesaro yakinsak bir
dizi yakisak olmak zorunda degildir. Ornek olarak (zx) = (1 + (—1)¥) dizisi alimirsa

o1 — limz = 1 oldugu goriiliir. Fakat x = (x)) dizisi yakinsak bir dizi degildir.
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Tanim 2.3.3. ([38]) Kompleks sayilarin bir z = (x;) dizisi verilsin ve p > 0 reel bir

say1 olsun. Eger
1 n
lim — — P =
k=1
limiti mevcut olacak sekilde bir ¢ sayisi varsa z = (x;) dizisi ¢ sayisina kuvvetli

p—Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p—Cesaro yakinsak dizilerin uzay1

1 n
wy, = {x = (zy) : lim — Z |z, — 0P =0 3¢ igin}
n—oo 1 1
seklinde gosterilecektir. Eger x € w, ise w, — limz = ¢ yazacagiz.

Teorem 2.3.4. ([5]) x = (z) bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bu takdirde
asagidakiler saglanir:
(i) Eger w, — limz = ¢ ise S — limx), = ¢ dir.
(i1) Eger S — limxy, = ¢ ve x € s ise bu takdirde w, —limx = ¢ dir.
ispat.
(1) x = (zy) dizisi kuvvetli p—Cesaro yakinsak bir dizi olsun ve herhangi bir ¢ > 0
verilsin. Bu takdirde,
1 - rp 1 p 1 p
5;|x’“_€| = = I;n e — €7 +— g;n i — |
|y —f]>e |y —f]<e

1
> —Hk<n:|z—L] >}l
n
yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit almirsa
.1
lim—{k<n:|lz,—{ >} =0
n

elde edilir ki boylece ¢ ye kuvvetli p—Cesaro yakinsak bir dizi ¢ ye istatistiksel yakinsak
olur.
(1) * = (xy) dizisi sl bir dizi ve ¢ sayisina da istatistiksel yakinsak olsun.

K =||z||, + ¢ alalim ve ¢ > 0 verilsin. Her n > N, i¢in N, dogal sayisim

1 N €
z'{““-m—g'z(i) }'<2m

esitsizligi saglanacak sekilde segelim ve L,, kiimesini

Ln—{k§n2|xk—€|2 (g)%}
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seklinde tanmimlayalim. Buna gore her n > N, icin

RSV DS S
k=1

k<n k<n
k€Ln k& Ln
1/ ne 15 e €
< - K? —) <S4t
n<2KP tng)s5tg=E

yazilabilir. Boylece n — oo i¢in w, — lim x = ¢ sonucuna ulasilir.
2.4. Lacunary Istatistiksel Yakimsaklik

Tamim 2.4.1. ([9]) ¢ = (k.) artan bir pozitif tamsay:1 dizisi olsun. Eger ky = 0
olmak iizere r — oo igin h, = k., — k,_1 — oo ise 0 = (k,) dizisine bir lacunary dizisi
denir. 6 = (k,) lacunary dizisi yardimuyla belirlenen aralhklar I, = (k,_1, k] seklinde

gosterilecektir. Calismamiz boyunca

k.
> lmil=2lail
i=ky—1+1 i€l,

olarak alinacak ve kisaca > |z;] ile gosterilecektir. Diger yandan g, terimi ile k_kLl orani
Iy "

gosterilecektir.

Tanim 2.4.2. ([10]) 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim —{kel |z, -4 >} =0

rT—00 h”f‘

limiti mevcutsa x = (xy) dizisi ¢ sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.
Bir o = (z}) dizisi ¢ sayisina lacunary istatistiksel yakinsaksa Sy — limx = ¢ ya da
x — € (Sp) ifadeleri ile gosterilir.

Tiim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1
.1

seklinde gosterilir.

Tamim 2.4.3. ([9]) 0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger

) 1
rlgﬁloh—zmk—ﬂ:O

" kel,
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limiti mevcut olacak sekilde bir ¢ sayisi varsa () dizisi ¢ sayisina kuvvetli lacunary

yakinsaktir denir ve kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin uzay:

1 -
Ny = {:U = (xy) : TILI?O " Z |z, — €] =0, 3¢ 1§1n}

" kel
seklinde gosterilir. Ozel olarak ¢ = 0 alimirsa N, dizi uzay1 N} ile gosterilir.

Teorem 2.4.4. ([9]) Kuvvetli Cesaro yakinsak bir (x;) dizisinin kuvvetli lacunary

yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart liminf, ¢, > 1 olmasidir.

Teorem 2.4.5. ([9]) Kuvvetli lacunary yakinsak bir (x;) dizisinin kuvvetli Cesaro

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim sup, g, < oo olmasidir.

Teorem 2.4.6. ([10]) x = (x}) kompleks terimli bir dizi ve § = (k,) bir lacunary dizisi
olsun. Bu takdirde

(1) © = () dizisi ¢ sayisina kuvvetli lacunary yakinsak ise ayni ¢ sayisina lacunary
istatistiksel yakinsaktir.

(17) x = (xy) dizisi simrh ve ¢ sayisina lacunary istatistiksel yakinsak ise ayni ¢
sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir.

(ii1) Lo N Ny = Lo N Sp dir.

Teorem 2.4.7. ([10]) 6§ = (k) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde, lacunary
istatistiksel yakisak bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

lim sup, ¢, < oo olmasidir.

Teorem 2.4.8. ([10]) # = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde, istatistik-
sel yakinsak bir dizinin lacunary istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

liminf, ¢, > 1 olmasidir.

Teorem 2.4.9. ([10]) x = () hem istatistiksel yakinsak hem de lacunary istatistiksel
yakinsak bir dizi ise her iki durumda da limitler aym kalir, yani (xj) dizisinin lacunary

istatistiksel limiti tektir.
2.5. Fark Dizi Uzaylari
Fark dizisi ve bazi fark dizi uzaylar1 Kizmaz [39] tarafindan 1981 yilinda tanimlan-

mig ve daha sonra Et ve Colak [40] tarafindan genellegtirilmigtir.
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Tamim 2.5.1. ([39]) z = (x}) kompleks terimli bir dizi ve Az = (2}, — x441) olmak
tizere (oo (A), ¢(A) ve ¢y (A) dizi uzaylar

{z = (z1) : Az € ¢},
co (A) ={x = (a) : Ax € ¢},
{z = (z) : Az € .},

seklinde tanimlanir. Kizmaz [39], bu uzaylarin
2l = |21 + | Azl

normu ile birer BK—uzay1 oldugunu gostermigtir. Daha sonra Et ve Colak [40], m € N,
A = (z3), Az = (2, — 2p11) , A™ap = (A™zy) = (A™ oy, — A™ lpy ), AMay =

(—1)' (") @s olmak iizere
=0

(]

dizi uzaylarim tanimlamig ve bunlarin

m
lzlls =D leal + A"l
i=1

normu ile birer BK—uzay1 olduklarini gostermislerdir.

Diger yandan Et ve Nuray [41], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukari-
daki dizi uzaylarm X (A™) dizi uzaylarina genisleterek bu uzaylarm baz 6zelliklerini
incelemigtir.

Fark dizi uzaylan ile ilgili baz1 6zellikleri soyle siralayabiliriz:
Teorem 2.5.2. ([41]) Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir.
Teorem 2.5.3. ([41]) Eger X C Y ise X (A™) C Y (A™) dir.
Teorem 2.5.4. ([42]) X bir lineer uzay ve A C X olsun. Bu takdirde A konveks ise

A (A™) uzay1 X (A™) uzayinda konvekstir.
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Teorem 2.5.5. ([41]) X dizi uzay: ||-|| normu ile bir Banach uzay1 olsun. Bu takdirde
X (A™) uzay1 da

n
lzlla = lail + 1Az
i=1

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamim 2.5.6. ([41]) z = (z4) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gore her ¢ > 0
igin

n}}l% h<n: A"z — ¢ >} =0
limiti mevcutsa © = () dizisi ¢ sayisina A™—istatistiksel yakinsaktir denir. S (A™)
sembolii ile A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 gosterilir. Ozel olarak ¢ = 0
olmasi halinde Sy (A™) uzayi, yani sifira A™—istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 elde

edilir.
Sonug 2.5.7. ([41]) S (A™) uzay: bir lineer uzaydir.

Tamim 2.5.8. ([41]) p poxzitif bir reel say1 ve & = () kompleks terimli bir dizi olsun.
Eger
1 n
lim — E |Am$k — £|p =0
non
k=1

limiti meveut olacak sekilde bir £ sayisi varsa o = (1) dizisi £ ye kuvvetli AT'—Cesaro
yakinsaktir denir.

Kuvvetli AT'—Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

1 n
wy, (A™) = {x = (xp) : lim — Z A"z, — 4P =0, p>0, 3¢ igin}
non
k=1
seklinde gosterilecektir ve x € w, (A™) olmasi durumunda z;, — ¢ (w, (A™)) yazilir.

Teorem 2.5.9. ([41]) 0 < p < oo olsun.
(1) zp — £ (w, (A™)) ise x, — £ (S (A™)) dir.
(it) v € log (A™) ve zp — £ (S (A™)) ise x, — £ (w, (A™)) dir.

Sonug 2.5.10. ([41])
(i) SNl CS(A™) N Ly (A™)
(it) S (A™) N oo (A™) = wy, (A™) N Lo (A™).
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Tamim 2.5.11. ([41]) x = (x}) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

1
lim — {k <n:|A"z, — A"zn| >} =0

n—oo M,

limiti mevcut olacak sekilde bir N = N (g) dogal sayis1 varsa © = (zy) dizisine

A™—istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.5.12. ([41]) A™—istatistiksel yakinsak her dizi A™—istatistiksel Cauchy

dizisidir.

Teorem 2.5.13. ([41]) y = (yx) dizisi A" —istatistiksel yakimsak bir dizi olsun. Eger
x = (x), h.hk. igin A™z, = A™y, olacak gekilde bir dizi ise bu dizi A™—istatistiksel

yakinsak bir dizidir.
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3. BULANIK KUMELER VE BULANIK SAYI DiZiLERi

Bu boliimiin ilk kisminda bulanik kiime ve bulanik say1 kavramlaria yer verildi.
Ikinci kisimda bulanik say1 dizilerinin bazi temel ozellikleri verilerek bu dizilerde ista-

tistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro yakinsakliktan bahsedildi.
3.1. Bulanik Kiimeler ve Bulanik Sayilar

Tanim 3.1.1. X bogtan farkli herhangi bir kiime ve B C X olsun. Bu durumda

0, t¢ Bise
1, t€ Bise

fe(t)=

bi¢iminde tanimlanan fg : X — R fonksiyonuna B kiimesinin karakteristik fonksi-
yonu denir. Bu tamma gore bir B C X alt kiimesi bir fp karakteristik fonksiyonu

kullanilarak

B={teX: fz(t)=1}

bi¢iminde tanimlanabilir.
X kiimesine ait bir elemanin B kiimesine ait olup olmadig: bir karakteristik fonksi-

yonu yardimiyla anlagilabilir.

Tanmim 3.1.2. ([43]) Elemanlar ¢ ile belirtilen bir nesneler kiimesi y olsun. y kiimesinde
bir B bulanik kiimesi, Xp : x — [0, 1] seklinde tanmimh bir Xp (¢) karakteristik fonksi-
yonu yardimiyla karakterize edilir. Burada Xp : x — [0, 1] karakteristik fonksiyonu
her zaman vardir. Bu karakteristik fonksiyon ¢ € B durumunda Xp (t) € (0,1] sek-
linde t ¢ B durumunda ise Xp () = 0 geklinde taniml bir fonksiyondur. Caligmamiz
boyunca Xp (t) karakteristik fonksiyonuna iiyelik fonksiyonu denilecektir.

Bir B bulanik kiimesi, X (t) tiyelik fonksiyonunun tanimi kullamlarak
B={tex:Xp(t) e (0,1]}

bigiminde tanimlanabilir. Burada Xp (t) iiyelik fonksiyonunun degeri B bulanik kiime-

sindeki ¢ elemaninin iiyelik derecesine karsilik gelmektedir. Buna gore, B bulanik
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kiimesindeki ¢ elemanimin en yiiksek iiyelik derecesi, Xp (t) iiyelik fonksiyonunun 1
sayisina en yakin degeridir. Diger yandan B kiimesinin klasik bir kiime olmasi du-
rumunda Xp (t) sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada Xp (¢) iiyelik fonksiyonunun
degerinin 1 veya 0 olmasi ¢ elemaninin B kiimesine ait olmasi ya da olmamasi anlamina
gelir. Boylece Xp (t) tiyelik fonksiyonu B kiimesinin bilinen karakteristik fonksiyonuna

indirgenmis olur.

Tamim 3.1.3. ([43]) Bir B C x bulanik kiimesi verilsin. Eger X () = 1 olacak gekilde

en az bir ty € y eleman varsa B bulanik kiimesine normaldir denir.

Ornek 3.1.4. Uyelik fonksiyonu

t—7, te[7,8] ise
X(t)=4¢ —t+9, te[8,9] ise
0, diger durumlarda

seklinde verilen bir bulanik kiime normal bir kiimedir. Ciinkii £ = 8 i¢in 1 degerini

almaktadir.

Tanim 3.1.5. ([43]) « € (0, 1] olmak iizere bir B bulanik kiimesi verilsin. Bir B

bulanik kiimesinin a—seviye (a—kesim) kiimesi B* ile gosterilir ve
B*={tex:Xgp(t) > a}

seklinde tamimlanir. « = 0 6zel durumunda O—seviye kiimesi ¢l {t € R : Xp () > 0}

olarak tanmimlanir.

Tamim 3.1.6. ([43]) B bir bulanik kiime olsun. B nin destegi (support)
supp (B) = {t € x : Xp (t) > 0}

seklinde tanimlanir.

Bulanik sayimin taniminda kullanilan 6zelliklerden biri olan konvekslik kavraminin

birbirine denk iki tanimi agagida verilmigtir:

Tamim 3.1.7. ([43]) x, n boyutlu R™ Oklid uzay1 olsun. Bir B bulanik kiimesinin kon-

veks olmasi icin gerek ve yeter sart her o € (0, 1] igin B* kiimesinin konveks olmasidir.
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Tamim 3.1.8. ([43]) Bir B bulanik kiimesinin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart

her A € [0, 1] ve her t1,t5 € x igin
XB ()\tl + (1 - )\) tz) 2 min {XB (tl) 7XB (tg)}
esitsizliginin saglanmasidir.

Tanim 3.1.9. ([44]) Asagidaki sartlar1 saglayan bir X : R” — [0, 1] fonksiyonuna reel
terimli bir bulanik say1 denir:

(1) X bulanik kiimesi normaldir,

(77) X bulanik kiimesi konvekstir,

(77¢) X bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu iist-yar siireklidir,

(

iv) X®={t € R": X (t) > 0} seviye kiimesinin kapanigi kompakt bir kiimedir.
L (R™) ile tiim reel bulanik sayilar kiimesi gosterilecektir.

Ornek 3.1.10. Uyelik fonksiyonu

t—1, te[l,2] ise
X(t)=¢ —t+3, te[2,3] ise
0, diger durumlarda

seklinde tammlanan bir X bulanik kiimesi bir bulanik sayidir (Sekil 3.1).

[
»

:
1
[}
i
2

0 1 3

Sekil 3.1. Bir bulanik say1

L (R) kiimesinde X ve Y gibi iki bulanik saymin a—seviye kiimelerine gore toplami ve

farki su sekilde tanimlanir:

a € [0,1] olmak iizere X ve Y bulamk sayilarmin a—seviye kiimeleri [X]* =

(X, X"] ve [Y]* = [Y*,Y"] olsun. Bu takdirde
[X—l—Y]a — [Xa_i_za’ya_i_?a}’
(X -Y]" = X7 -V XT -y,
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dir.

Bir X bulanik sayisinin bir £ reel sayisiyla carpimi da

(k- Xk -X"], k>0 ise

hoxpe =4
[k - Xk ~X“} , diger durumlarda

bigimindedir. Buna gore [X £ Y]" = [X]* £ [V]" ve [k - X]* = k[X]* yazlabilir.

Her bir a € R reel sayis1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebildigi
icin her bir karakteristik fonksiyon bir bulanik say1 olur. Ayrica her bir a reel sayisi
icin a = [a, a] seklinde bir gosterim vardir. Gergekten, a € R olmak iizere a bulanik

say1sinin iiyelik fonksiyonu

1, t=uaise

0, t+#a ise

Ql
—~
<+
~—
I

bigiminde bir fonksiyondur. Buna gore reel sayilar kiimesi, bulanik sayilar kiimesinin
icine gomiilebilir [45].

Reel araliklar arasinda verilen siralama bagmtisindaki mantigin bir benzeri bulanik
say1 kiimeleri arasinda da vardir ve X ile Y iki bulanik kiime olmak tizere bu kiimeler

arasindaki "<" kismi siralama bagintisi her a € [0, 1] igin

X<V X" <Y veX =<Y°

bigimindedir [46].

Tanim 3.1.11. ([14]) B bir bulanik kiime olsun. Eger her X € B bulanik sayis i¢in
X =< N olacak sekilde bir N bulanik sayisi1 varsa B bulanik kiimesine {istten sinirh
bir kiime ve N sayisina da B bulanik kiimesinin bir tist sinir1 denir. Eger B bulanik
kiimesinin her 7 tist smr icin N < 7 ise N bulanik sayisina B bulanmk kiimesinin
en kiigiik tist sinir1 (supremumu) denir. Bir B bulanik kiimesinin alttan simirhiligi ve

infimumu benzer sekilde tanimlanir.

Caligmamiz boyunca, X ve Y bulanik sayilar: arasindaki uzaklhigi hesaplamak icin

d : L(R)xL(R)—R
d(X,Y) = sup dy (X*,Y?)

0<a<l
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biciminde tanimli metrik kullanilacaktir. Yukarida verilen dy Hausdorff metrigi olup
bu metrik
dir (X°,Y*) = max (|JX° - Y[, |[X* - V")
bigiminde tammlamr. Puri ve Ralescu [47] (L (R),d) uzaymmn bir tam metrik uzay
oldugunu gostermistir.
R™ uzayimnm bogtan farkli, kompakt ve konveks tiim alt kiimelerinin ailesini C' (R™)

ile gosterelim. Her U,V € C (R™) kiimeleri i¢in toplama iglemi
U+V={z:z=u+v,ueclUveveV}
ve her U € C' (R™) ve p € R igin skalerle ¢arpma iglemi
pwU ={z:2=puu, uec U}

seklinde tanimlanir. C' (R") kiimesi iizerinde verilen bu toplama ve ¢arpma iglemleri
bir lineer yap: iiretir.

U ve V bulanik kiimeleri arasindaki metrik

3o (U, = fsup inf ol sup if o] }
seklinde verilen Hausdorff metrigiyle tanimlanir. (C' (R"),d) uzaymm metrik aksi-
yomlarimi sagladig1 ve tam oldugu kolayca gosterilebilir.

Simdi U® seviye kiimesini gz oniine alahm. Tamm geregi U* € C (R") oldugu
asikardir. Verilen herhangi iki n—boyutlu U ve V' bulanik kiimeleri ve herbir 1 < ¢ < oo
igin

1 ;
d, (U, V) = (/0 doo (U, V)1 d&)
ve

doo = SUp doo (U, V)

0<a<l

seklindeki metrikleri tanimlayalim. s < r icin dy < d,. olmak {izere

do (U, V) = lim d, (U, V)

oldugu asikardir. (C'(R"™),d;) uzay: bir tam metrik uzaydir [48].
Ozel olarak n = 1 icin L (R") kiimesinden L (R) bulanik sayilar kiimesi ve ii-
zerinde tamimli metrik elde edilir. Caligmamizin bundan sonraki kisimlarinda “d”

yerine sadece “d” semboliinii kullanilacagz.
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3.2. Bulanik Say1 Dizileri ve Temel Ozellikleri

Bulanik say1 dizisinin tanimi ilk defa 1986 yilinda Matloka [13] tarafindan yapilmig

ve bu dizilerin baz1 temel ¢zellikleri asagidaki gibi verilmistir:

Tamim 3.2.1. Reel terimli bir X = (Xj) bulanik say1 dizisi, X : N — L (R") seklinde
tanuml bir fonksiyondur. Buna gore her bir k pozitif tamsayisina bir X (k) bulamk

sayist kargilik gelir. X (k) yerine genelde X, ifadesi kullanilir.

Tamim 3.2.2. X = (X},) bir bulamk say1 dizisi olsun. Her € > 0 i¢in k > ko oldugunda
d (X, Xo) < € esitsizligi saglanacak sekilde bir ky dogal sayisi varsa (X}) bulanik say:
dizisi yakinsaktir ve limiti Xy bulanik sayisidir denir. Bu durumda ]}erolo X = Xo
yazilir.

¢ (F) ile tiim yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesi ile gosterilecektir.

Ornek 3.2.3. X = (X;) bulanik say1 dizisini

Aot 222k 222 < f < Bise

k+2 k42
Xp(t) =4 —5t+32, 3<t< %2 ise
0, diger durumlarda
seklinde tanimlayalim. Bu dizi
t—2, 2 <t <3ise
Xo(t)=q —t+4, 3<t<4ise
0, diger durumlarda

bulanik sayisina yakinsaktir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2. (X,) bulanik say1 dizisinin X, bulanik sayisia yakinsamasi

Teorem 3.2.4. Eger bir X = (X}) bulamk say1 dizisi yakinsak ise limiti tektir.
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Teorem 3.2.5. X = (X;) ve Y = (Y,) bulamk say1 dizileri verilsin ve bu diziler
sirastyla X, ve Y; bulanik sayilarina yakinsasinlar. Bu takdirde agagidaki verilen 6zel-
likler saglanir.

(7) lim (X £Y3) = Xo £ Yo,

() lim (Xp.Yi) = Xo.Yo,

(111) kh_glo (%‘1) = %Q’ (Her k € N igin 0 ¢ supp Y}, ve 0 ¢ supp Yy ise).

Tanim 3.2.6. Eger her £ € N dogal sayisi icin X, < V olacak sekilde bir V' bulanik
sayist varsa X = (Xj) bulamk say1 dizisine iistten simirhdir denir. Benzer sekilde,
Eger her £ € N dogal sayis1 icin U < X, olacak sekilde bir U bulanik sayis1 varsa
X = (Xj) bulanik say1 dizisine alttan smirhidir denir. Hem alttan hem de iistten smirh
bir bulanik say1 dizisine simrhdir denir. lo (F') ile tiim simirh bulanik say: dizilerinin
kiimesi gosterilir.

Sinirhi bir bulanik say1 dizisine Ornek 3.2.3 de tamimlanan (X},) dizisini 6rnek olarak

verebiliriz.

Tanim 3.2.7. ([17]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger her £ > 0 sayisi igin,

1
lim% H{k <n:d(Xy,Xo)>e} =0

limiti mevcut olacak sekilde bir X bulanik sayist mevcut ise X = (X}) bulanik say:
dizisi X, bulanik sayisina istatistiksel yakimsaktir denir. Bu durumda gosterim olarak
S(F) —lim X, = X ya da Xy — X, (S (F)) ifadelerinden birisi kullanilir.

Biitiin istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesi S (F') ile gosterilecektir.
Xo = 0 6zel durumunda S (F') yerine Sy (F) yazilacaktir.

Sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan dolay1 yakinsak bir bulanik say1
dizisi aym zamanda istatistiksel yakinsaktir, yani ¢ (F) C S (F) dir. Bu kapsamanin

kesin oldugunu gostermek i¢in asagidaki drnegi verebiliriz:
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Ornek 3.2.8.

20— (2k—1), tek—1k] ise
k = n? ise
—2t+ (2k+1), te [k k+3] ise ¢,
(n=1,2,3,...)
X, (1) 0, diger durumlarda
k pr—
2t —1, t e [%,1] ise
—2t+3, tel3] ise = X, k # n? ise
\ 0, diger durumlarda

bigiminde taniml (X} ) bulanik say1 dizisini goz oniine alalim. Her ¢ > 0 i¢in
{keN:d(Xy Xo) >c} C{8,27,64,...}

yazilabileceginden dolayi sol taraftaki kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Boylece X =
(Xx) bulanik say1 dizisi X bulanik sayisina istatistiksel yakmsak olur. Diger taraftan
bu kiime sonlu olmadig igin (X}) bulanik say1 dizisi yakimsak degildir. Yani, X = (X})
dizisi istatistiksel yakinsak oldugu halde yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerin kiimesi ile smirli bulanik say1 dizilerin
kiimesi birbirlerini kapsamazlar. Yukarida verilen X = (X}) bulamk say1 dizisi istatis-
tiksel yakinsak olmasina ragmen sinirh degildir. Asagidaki ornekte verilen X = (X)

bulanik say1 dizisi sinirh olup istatistiksel yakinsak degildir.

Ornek 3.2.9. X = (X;) bulanik say1 dizisini

Uy, k tek ise
Uy, k cift ise

X (1) =

seklinde tanimlayalim. Burada U; ve U, bulanik sayilar:

(

t+3, te[-3,-2] ise
U(t)=4¢ —t—1, te[-2 —1] ise
\ 0, diger durumlarda
ve )
t—1, tell1,2] ise
Us(t)=q —t+3, te[2,3] ise
0, diger durumlarda
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seklinde tamimhdir. Buna gore (Xj) dizisi siurh bir dizi oldugu halde istatistiksel

yakinsak degildir.

Sonug olarak, bir (X},) bulanik say1 dizisi yakinsak ise hem istatistiksel yakinsak hem
de smirh olup S (F) N {y (F') kesisim kiimesi bog degildir ve ¢ (F) C S (F) N{y (F)
seklinde bir kapsama bagintisi mevcuttur. Asagidaki érnekte simirh ve istatistiksel

yakinsak oldugu halde yakinsak olmayan bir dizi verilmistir:

Ornek 3.2.10.

.

st + 3, E2<i<3ise e
— st + 2, 3<t <% ise o, n=12.3.)
X, (1) = 0, diger durumlarda
t+3, te[-3,-2] ise
—t—1, te[-2,-1] ise ¢ := Xo, k # n3 ise
| 0, diger durumlarda

seklinde tanimh X = (X},) bulanik say1 dizisi smirh ve X sayisina istatistiksel yakinsak

olmasina ragmen yakinsak degildir (Sekil 3.3).

-3 2 -1 0 32 169 3 38/9 9/2 6

Sekil 3.3. Istatistiksel yakinsak, fakat yakinsak olmayan bir bulanik say1 dizisi

Teorem 3.2.11. ([49]) X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu takdirde eger h.h.k.
icin X; = Y} olacak bicimde bir Y = (V%) yakinsak dizisi mevcutsa (X}) bulanik say:

dizisi istatistiksel yakinsaktir.

Tamim 3.2.12. ([18]) p > 0 bir reel say1 ve X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu

takdirde eger
1 n
lim — " [d (X, Xo)]” = 0
n—oo 1,
k=1
limiti mevcut olacak bigimde bir X bulanik sayis1 varsa X = (X}) bulanik say1 dizisi

Xo bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir (yakimsaktir) denir. w (F,p) ile
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kuvvetli p—Cesaro toplanabilir bulanik say1 dizilerin kiimesi gosterilecektir. Bu kiime
1 o
w(F,p) = {X = (X) @ lim — E [d (Xk, X0)]” =0, en az bir X, 1§1n}
n—oo M
=1

seklinde gosterilir. Bir X = (X}) bulanik say1 dizisinin bir X, bulanik sayisina kuvvetli

p—Cesaro toplanabilir olmasi durumunda X — Xy (w (F,p)) yazilr.

Teorem 3.2.13. ([18]) p > 0 bir reel say1 ve X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun.
Eger bir X = (X}) bulanik say1 dizisi bir X, bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro

yakinsak ise bu takdirde Xy bulanik sayisina istatistiksel yakimsaktir.

Teorem 3.2.14. ([18]) p > 0 bir reel say1 ve X = (X}) bir bulanik say1 dizisi
olsun. Eger bir X = (X}) bulamk say1 dizisi hem sinirh hem de bir Xy bulanik
sayisina istatistiksel yakinsak ise bu takdirde Xy bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro

yakinsaktir.

Ornek 3.2.15. X = (X},) bulanik say1 dizisini

.

kt+1, —2<t<O0ise
2 .
k = n” ise
—kt+1, 0<t< ise
Xk (t) = (n=1,2,3,...)
0, diger durumlarda
\ 0, diger durumlarda
bi¢iminde tanimlayalim. Bu dizinin a—seviye kiimesi
a—1 l—a 2 3
Sl k = n~ ise
[X%rx:: [ k k }
0,0], diger durumlarda

seklindedir. Burada 6zel olarak p = 1 almirsa
hHl;Ejgz[d()(k<Xb)P =0
n—%n?lkZI ’

olup kuvvetli p—Cesaro yakimsakhigin tamm geregi X = (X}) bulanik say1 dizisi 0
bulanik sayisina kuvvetli p—Cesaro yakimsaktir (Sekil 3.4).
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\4

-1 -1/4 -1/9
Xk(:6,k¢n2ise)

Sekil 3.4. (X)) bulanik say1 dizisi 0 bulanik sayisina
kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
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4. BULANIK FARK DIiZiLERINDE j-DERECEDEN LACUNARY IS-
TATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde bulanik say1 dizileri i¢in genellestirilmis A™ fark operatoriinii kulla-
narak S—dereceden bazi dizi kiimelerini tanimlayip aralarindaki kapsama bagintilarini

verdik.
4.1. Sg(F, A™) ve Ng(p, F,A™) Dizi Kiimeleri ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

Bu kisimda Sg (F,A™) ve Neﬁ (p, F, A™) dizi kiimelerini tamimlayip bu kiimelerle

wj (F, A™) kiimesi arasmdaki baz1 kapsama bagmtilarmi verdik.

Tamim 4.1.1. 6 = (k,) bir lacunary dizisi, X = (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun ve
B € (0,1] verilsin. Eger

1
lim ﬁ |{l€ el : d(Aka,Xo) > €}| =0

olacak sekilde bir X bulanik sayis1 varsa X = (Xj) € w (F') dizisi X bulanik sayisina
Sy (F, A™) —istatistiksel yakinsaktir (ya da S—dereceden lacunary A™—istatistiksel
yakinsaktir) denir. Burada I, = (k._1, k| dir ve h?, h, nin 3. kuvveti (h,)” y1 gosterir
yani h? = (hf) = (B}, hy,..,h?,...) dir. Bu durumda Sj (F,A™) — lim X, = X,
yazabiliriz. Biitiin Sy (F, A™) —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini Sj (F, A™) ile
gosterecegiz. 0 = (2") igin Sg (F, A™) yerine S? (F,A™), B3 =1 ve 0 = (2") ozel
durumunda S; (F, A™) yerine S (F, A™) yazil.

Lemma 4.1.2. 0 = (k,) bir lacunary dizisi ve K C N olsun. Bu takdirde0 < g <~y <1
icin S (K) < 5§ (K) dir.

ispat. 0<pB<~v<1olsun. hf < h] oldugundan
1 1
h—2|{kr_1<k§k,,:k€[(}|gh—§|{kr_1<k§krzk€[(}|
yazabiliriz. Boylece Sj (K) < Sj (K) dir.
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Uyar:1 4.1.3. 5 € (0,1] i¢in S—dereceden A™—lacunary istatistiksel yakinsaklik iyi
tanumhidir fakat 5 > 1 i¢in iyi tanmimh degildir. Bunu gostermek i¢in X = (X}) bulamk

say1 dizisini agagidaki gibi alalim:

t, 0<t<l1
. k = 2r ise
—t+2, 1<t<2 =X,
(r=1,2,3,...)
0, diger durumlarda
X (t) = $
t— 3, 3<t<4
—t+5, 4<t<5h > = X" k # 2r ise
\ 0, diger durumlarda )

(Xk) ve (A™Xy) dizilerinin a—seviye kiimeleri bazi aritmetik iglemler sonucu agagidaki
gibi bulunur.

N 0,2 —a], k=2rise

[Xa]" = :
B+ a,b—a], k#2rise

ve

N [2mq — 2m71 5 —2ma — 2m7 = X! k= 2r ise
[A™X,]" = ,(m=1,2,..)
[2ma +2m7t —2ma 4 25 = X7 k£ 2r ise

boylece 8 > 1 icin

1 k., — k.4 h
lim — {kel :d(A™X,, X)) >¢e} < lim ——— = lim — =0
Ji L (87X X) 2 2} < i PR g
ve
1 k, —k,._1 h
lim — [{k €l :d(A" X, X") > e} < lim ——— = lim —= =0
B - (87X X") 2 2} < i BB~

yazabiliriz. (Xj) dizisi hem X’ hem de X” bulanik sayisina f—dereceden A™—lacunary
istatistiksel yakmsaktir yani S (F, A™) — lim X; = X’ ve S (F, A™) — lim X, = X"
diir. Fakat bu imkansizdir.

Teorem 4.1.4. 0 < f < 1ve X = (X;), Y = (Y)) bulanik say1 dizileri olsun. Bu
takdirde

(i) Bger S (F,A™) —1lim X}, = X, ve ¢ € C ise S (F, A™) — lim (cx;,) = ¢,

(i1) Eger Sj (F,A™) —lim X; = X, ve Sj (F,A™) —limY; = Y ise S} (F,A™) —
lim (Xj + Yi) = Xo + Yp dur.
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Ispat. (i) ¢ = 0 icin ispat aciktir. ¢ # 0 olsun. Bu takdirde (i) in ispat1

1
ﬁ |{]€ S [r : d(CAka,CXO) > €}| =

{k €I, : d(A" Xy, Xo) > ﬁ}'
C

n?
esitliginden ve (i7) nin ispat

1
k€ L d (AT (X V) (Ko +Y0)) > 2} < er[ d (A" X, Xo) >

i
|

l\')lm

= {renaamiv) >

——

> <
2
esitsizliginden elde edilir.

Tamim 4.1.5. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi, § = (k,) bir lacunary dizisi, 5 € (0, 1]
ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger

lim — 5 [d(A™ X, Xo)” =0

TNy kel
olacak sekilde bir X, bulanik sayisi varsa X bulank say1 dizisi Xy bulanik sayisina
kuvvetli Neﬁ (p, F, A™) —toplanabilirdir (ya da S—dereceden kuvvetli Ny (p, F, A™) —
toplanabilirdir) denir. Bu durumda Nf (p, F, A™) — lim X}, = X, yazariz. Kuvvetli
NQB (p, F, A™) —toplanabilirlik § = 1 i¢gin kuvvetli Ny (p, F, A™) —toplanabilirlige in-
dirgenir. Biitiin kuvvetli Neﬁ (p, F, A™) —toplanabilir dizilerin kiimesini Neﬁ (p, F, A™)
ile gosterecegiz.

Eger Neﬁ (p, F, A™) dizi kiimesinde 0 = (2") alirsak f—dereceden kuvvetli p—Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimesi

wg(F,Am)—{X (Xk) : 3Xo, lim 52 Aka,XO)]p—O}

k=1

elde edilir. Xy = 0 olmasi durumunda bu kiimeyi wﬁO (F, A™) ile gosterecegiz.

Teorem 4.1.6. Eger 0 < 8 < v < lise S; (F,A™) C Sj (F,A™) dir ve bu kapsama

kesindir.

Ispat. 0 < 8 < v < 1ve® = (k) bir lacunary dizisi olsun. Sg (F,A™) C
S, (F, A™) kapsama bagintisi

1 1
ﬁ |{l€ el : d(Aka,Xo) > €}| < ﬁ |{l€ el : d(Aka,Xo) > €}|

esitsizliginden elde edilir.
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0 = (27) alarak S} (F,A™) C S (F,A™) kapsamasimn kesinligini gosterelim.

Bunun icin

2t — (2k — 1), —3+<t<k
—2t+ (2k+ 1), k§t§k+% . k=n?ise
X, (1) = 0, diger durumlarda
2t — 1, 1<t<1
—2t + 3, 1<t<3 , k # n3 ise
\ 0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan X = (X},) bulanik say1 dizisini goz 6niine alahm. (Xj) ve (A™X})

dizilerinin a—seviye kiimelerini hesapladiktan sonra
Sy (F,A™) —lim X; = [2" " (a—1),2" " (1 — )]

oldugu yani 1 < v < licin X € Sj (F,A™),0< 3 < 3 i¢cin X ¢ Sg (F, A™) oldugu
goriilir. Bu 8 € (0,3] ve v € (3,1] olacak sekilde 3,7 € (0,1] i¢in Sg (F,A™) C
S, (F, A™) kapsamasinin kesin oldugunu gosterir.

Sonug 4.1.7. Eger bir X = (X}) bulanik say1 dizisi X, bulanik sayisina Sg (F,A™) —

istatistiksel yakinsak ise o zaman X, bulamk sayisina Sy (F, A™) —istatistiksel yakin-

saktir.

Teorem 4.1.8. (3 ve 7 saylar1 0 < f < v < 1 olacak sekilde sabit reel sayilar,
X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi ve § = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde,
0 < p < oo iken Neﬁ (p, F,A™) C Sy (F,A™) dir ve bu kapsama baz1 5 ve v lar igin

kesindir.

Ispat. Bulanik sayilarn bir X = (X)) dizisi ve ¢ > 0 igin

> [d(A™X, Xo)])P = > [d (A™ X}, Xo)]” + > [d (A" X}, Xo)]P
kel Kel, kel
A(A™ X5, X0)>e A(A™ X, Xo)<e
> > [d (A™ X}, Xo)]"
kel,

d(Aka,Xo)ZE

> {k €I, :d(A™X}, Xo) > c}|e?
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yazabiliriz ve boylece

1 1

hﬁ kzl [d (Aka,Xo)]p 2 ﬁ |{]€ c [r : d(Aka,Xo) 2 €}|€p
r KEIly T
1

= hl Hk el :d(A" Xy, Xo) > e}| €.

elde edilir. Buradan eger X = (X}) bulanik say1 dizisi X bulanik sayisina kuvvetli
Neﬁ (p, F, A™) —toplanabilir ise X, bulanik sayisina S, (F, A™) —istatistiksel yakinsak
oldugu elde edilir.

B =7,0=(2")vep=1odzel durumunda Neﬁ (p, F,A™) C S, (F, A™) kapsamasinin

kesinligini gosterelim. Bunun icin asagidaki gibi bir bulanik say1 dizisini segelim.

RN —k<t<0
k =n? ise
—1 8 0<t<k :
(n=1,2,...)
X, () 0, diger durumlarda
k,‘ =
-1, 2<t<4
—i43 4<t<6 =, k # n? ise
| 0, diger durumlarda

(Xx) ve (A™X}) dizilerinin a—seviye kiimelerini hesapladiktan sonra (X}) dizisinin
% < B < 1igin X, bulanik sayisina y—dereceden A™—istatistiksel yakinsak oldugunu
fakat X, bulanik sayisina kuvvetli Neﬁ (p, F, A™) toplanabilir olmadigini goriiriiz. Bu-
rada [Xo]* = [27*! (a —1),2™ (1 — a)] dir. Boylece 2 < 8 < 1 igin N} (p, F, A™) C
S5 (F, A™) dir.
Sonug 4.1.9. X = (Xj) bir bulamk say1 dizisi, 5 € (0,1] ve p bir pozitif reel say1
olsun. Bu durumda

(1) Eger X € Neﬁ (p, F, A™) ise X € Sg (F, A™) dir ve limitler aynidir.

(ii) Eger X € Nj (p, F, A™) ise X € Sy (F,A™) dir ve limitler aymdr.
Teorem 4.1.10. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi, 5 € (0, 1] ve 6 = (k,) bir lacunary
dizisi olsun. Eger liminf, ¢, > 1 ise S (F, A™) C Sg (F,A™) dir.

Ispat. liminf, ¢ > 1 oldugunu kabul edelim. Yeterince biiyiik 7 icin ¢, > 1+ §

olacak gekilde § > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

h,,> ) :>(&)5>( 5 )ﬁ:>i> N 1
= k) ~\1+96 KT (1+0)° h
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yazilabilir. Simdi X, — X, (57 (F, A™)) oldugunu kabul edelim. Her €, > 0 i¢in

1 1
7 {k < kv d(A™ X, Xo) > €}| > e {k e, :d(A" X, Xo) > €}

55
>

—  —Hkel :d(A"X,, Xy) > ¢
> ol (A" Xy, Xo) > €}

yazilabilir. Buradan X, — X (Sg (F, Am)) elde edilir.

Teorem 4.1.11. Eger lim,_,, inf %? > 0 ise S (F,A™) C S (F,A™) dur.

Ispat. Verilen ¢ > 0 icin
{k <k :d(A" Xk, Xo) > e} D{k €l : d(A" Xy, Xo) > €}.
yazabiliriz. Buradan

1 1
=k <k d (A" X Xo) 2 e} = — |{k € L 2 d (A" X, Xo) = e}

hﬁ

=7 h |{k€[ d (A" Xk, Xo) > €}

elde edilir. r — oo i¢gin limit aliir ve lim, _, 1nf > 0 ifadesi kullanmilirsa
X — Xo (S (F,A™)) = X; — X, (sg (F, Am))
elde edilir.
Asagidaki teoremi ispatsiz verecegiz.

Teorem 4.1.12. X = (X}) bir bulamk say1 dizisi, 0 < 5 < 1 ve 6 = (k,) bir lacunary
dizisi olsun. Eger limsup, ¢, < oo ise Sy (F,A™) C S (F, A™) dur.

Teorem 4.1.13. 0 < f < v <1, X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve p > 0 bir reel
say1 olsun. Bu takdirde Neﬁ (p, F,A™) C N, (p, F, A™) kapsamas kesindir.

Ispat. X = (X},) € Neﬁ (p, F, A™) olsun. O zaman 0 < 5 < v < 1 olacak sekilde
verilen 3, v ve p > 0 igin

7 Z [d (A™ X, Xo)]” <

7‘ kel

ZI [d (A™ X, Xo))"

1m| =

esitsizligini yazabiliriz ve buradan NQB (p, F,A™) C N (p, F, A™) elde edilir.
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Kapsamanin kesinligini gostermek igin bir § = (2") lacunary dizisini alalim ve p = 1

olsun. Agagidaki gibi bir X = (Xj) bulanik say1 dizisini g6z oniine alalim:

t—2, 2<t<3

k= n3 ise
—t+4, 3<t<A4 )
(n=1,2,...)
X (¢ 0, diger durumlarda
W)= i3 5<t<8
37 31 =v=
S §<t<11 =X, k#ndise
\ 0, diger durumlarda

(Xk) ve (A™X},) dizilerinin a—seviye kiimelerini hesapladiktan sonra X € N/ (p, F, A™)
elde edilir ¢iinkii (X), % < v <1 i¢in Xy bulanik sayisina kuvvetli NQB (p, F, A™) —
toplanabilirdir. Burada [Xo]* = [2" (3a—3),2™ (3 —3a)] dir. Fakat 0 < § < 1
icin X ¢ Ne’B (p, F, A™) dir yani (Xj), Xo bulanik sayisina kuvvetli Ng (p, F, A™) —
toplanabilir degildir. Bu kapsamanin kesinligini gosterir. Sekil 4.1 de (A™X}) dizisinin

limitlerini gosterdik.

[
»

-3.2" -12 -6 3 0 3 6 12 3.2"

Sekil. 4.1. Farkli m degerlerine gore (A" X)) bulanik fark dizisinin limitleri

Sonug 4.1.14. 0 < § <~ <1, X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve p > 0 olsun. Bu
durumda

(1) Eger 5 =~ ise Ng (p, F,A™) = N, (p, F, A™) dir.

(i1) Her B € (0,1] ve 0 < p < 00 igin NQB (p, F, A™) C Ny (p, F, A™) dir.

Teorem 4.1.15. X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve § = (k,) bir lacunary dizisi olsun.
Eger liminf, ¢, > 1ise 0 < # <1 ve 0 < p < oo i¢in w)) (F, A™) C N (p, F,A™) dir.
Ispat. Eger liminf, ¢, > 1 ise o zaman her » > 1 icin ¢, > 1 + § olacak sekilde bir

9 > 0 vardir. 0 < 8 <1 olsun. Genelligi bozmaksizin X € wﬁo (F,A™) alabiliriz. Bu
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takdirde
kr—l

1 1 _
P - m my. m\P
= § d(A™X;,0) — 7 §1 d(A™X;,0)
K1 Z e kf_ 1 ’“Z S
r T oi=1 r—1 =1

yazabiliriz ve boylece h, = k, — k,_; oldugu icin

r

3 B B
k <(1+5) . kr_1< 1

[ 55 TR
elde edilir. P Zfrl d(A™X;,0)" ve kﬁ : St d(A™X;,0)7 terimlerinin her ikisi de

sifira yakinsar ve 72 da sifira yakinsar. Boylece X € N970 (p, F, A™) yani w) (F, A™) C
NQB (p, F, A™) olur.

k. : .
Teorem 4.1.16. Eger limsup, e < ooise 0 < B < 1 igin Ny(p, F,A™) C

r—1

wl (F,A™) dir.

. k, ; ..k ) :

Ispat. Eger limsup, i < oo ise her r > 1 igin 2l < M olacak gekilde bir
r—1 r—1

M > 0sayisi vardir. X € Nyg (p, F,A™)vee > 0olsun. i =1,2,3,...i¢insup;>z 75 < €

ve 7; < K olacak gekilde R > 0 ve K > 0 sayilarim1 bulabiliriz. k.1 <t < k. ver > R

olmak {izere

kr_1
1 : m n\P 1 . m n\P?P
t—ﬁz;d(A X;,0) Sﬁ—lz;d(A X;,0)
1
- — d(A™X;,0)" + d(A"X;, 0" + ... + d(A™X;,0
sz SO s T
kq ko — Ky kr — kr—1 kry1 — kg kr — k.1
= kf_1T1+ kf_l Tog+ ...+ kf_l TR kf_l TRyl T - 7}{5_1 r
kg k. — kg kr

< |(supr; | — + {supT; K— +eM
B (’211) ) 5—1 (121135 ) kf—l = kf—l

1 _
yazilabileceginden ve k,_; — oo iken t — oo oldugundan 5 St d(A™X;,0)" — 0
elde edilir. Boylece X € w o (FyA™) dir.

Teorem 4.1.17. 0 = (k,) ve §' = (s,) iki lacunary dizisi olsun. Her r € N igin I, C J,

ve 0 < B < v <1 olmak iizere
hﬁ
(i) lim inf = >0 (4.1)

T—00 l’y
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ise S, (F,A™) C Sy (F,A™),

(i) Tim = =1 (4.2)

r—00 h,z
ise Sy (F, A™) C Sy (F,A™) dir. Burada I = (k,_1, k], Jp = (s0—1,8,], by = b=k 1,
l, = 8. — 8,1 dir.

Ispat. (i) Her r € N icin I, C J, olsun ve (4.1) saglansm. ¢ > 0 i¢in
{keJ, 1 d(A" Xy, Xo) > e} D{k e I, : d(A" X}, Xo) > €}

ve

1 h? 1
l—,y |{]€ € Jr : d(Aka,Xo) > €}| > —T—ﬁ |{]€ € [r : d(Aka,Xo) > €}|

I B
elde edilir. Son egitsizlikte  — oo igin limit almir ve (4.1) kullamlirsa S, (F, A™) C

S§ (F, A™) olur.

(ii) X = (X3) € S§ (F,A™) olsun ve (4.2) saglansm. I, C J, oldugundan ¢ > 0

igin

1 m 1 .
ﬁ |{l€ € J,: d(A Xk,Xo) > €}| = ﬁ |{Sr_1 <k<k._: d(A Xk,Xo) > €}|
1
+ ﬁ [{kr <k <s,:d(A™X}, Xo) > €}

1
—+ l—,y |{l€r_1 <k<k: d(Aka,Xo) > €}|

kr—l — Sp—1 Sp — k
[ I

L—h 1 -
i +h—z|{k€[,,:d(A X, Xo) > e}

I 1 .

T 1 m
+ 47 [k € L : d (A" X, Xo) > e}

IN

IN

h

I
elde edilir. Diger taraftan Tli_glo i 1ve X = (X;) € S)(F,A™) oldugundan

Sy (F,A™) C S}, (F, A™) elde edilir.
Teorem 4.1.17 den asagidaki iki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.18. 0 = (k,) ve §' = (s,) iki lacunary dizisi, 5 € (0,1] ve her r € N igin
I, C J, olsun ve (4.1) saglansin. Bu takdirde
(i) Sy (F,A™) C S (F.A™),
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(i) Sy (F,A™) C Sj (F,A™),
dir.

Sonug 4.1.19. 0 = (k,) ve ' = (s,) iki lacunary dizisi, 8 € (0,1] ve her r € N i¢in
I, C J, olsun ve (4.2) saglansin. Bu takdirde

(i) S} (F, &™) C S} (F,A™).

(i) S} (F, A"™) C Sy (F,A™)

(i17) Sy (F,A™) C Sy (F,A™)
dir.

4.2. Bir Modiiliis Fonksiyonu Ile Tanimh Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Bulanik say1 dizileri i¢in modulus fonksiyonu kavrami ilk olarak Sarma [50] tarafin-
dan verildi. Daha sonra Talo ve Bagar [51] tarafindan gelistirildi. Bu kisimda f mo-
dulus fonksiyonu yardimiyla tanimlanan wg (0, f, F, A™) dizi kiimesi ile Sg (F, A™) dizi

kiimesi arasmdaki iligki verilecektir.

Tanim 4.2.1. f bir modulus fonksiyonu, X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi, p =
(pr) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve 8 € (0, 1] olsun. wg (0, f, F, A™) dizi kiimesini

agsagidaki gibi tamimlayalim:

wl (0, f,F,A™) = {X — Th_glo — Z d (A" X}, Xo))]PF =0, 3X, igin}

” keI,
Her k € Nigin py, = 1 ve f (z) = x 6zel durumunda wg (0, f, F, A™) yerine Neﬁ (p, F, A™)
yazacaglz.
Asgagidaki teoremlerde p = (p) smurh ve 0 < h = infy, pp < pp, < sup,pr = H < o0

olarak kabul edecegiz.

Teorem 4.2.2. [,v € (0,1], 5 < =, f bir modulus fonksiyonu X = (X}) bir bu-
lanik say1 dizisi ve 6 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda wg 0, f, F,A™) C
Sy (F, A™) dir.

Ispat. X € wg 0, f, F,A™) ve ¢ > 0 olsun. Ayrica, >  ve Y toplamlar1 sirasiyla
1 2
kel, dA"Xy, Xo) >evek €I, d(A™Xy, Xo) < ¢ iizerindeki toplamlar olsun. Her

bir r igin h? < k) oldugundan
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—Z[f(d(Amxk,Xomm—hif Z LA™ X X)) + 3 [ (d (A7 X, X))

T kel, 2 i

Z d (A™ Xy, Xo))]* Z [f (d (A™ X, Xo))]™

2

1

h 4
> hi;,z

hiz ( I
> h_g {k € 1 : d(A™ Xy, Xo) > e} min ([f (&))", [f ()"

elde edilir. X € wg (0, f, F, A™) oldugundan yukaridaki esitsizligin sol tarafi r — oo
i¢in sifira yakinsak olup boylece X € S) (F, A™) dir.

Teorem 4.2.3. f modulus fonksiyonu siirl, X = (X}) bir bulanik say1 dizisi ve
hy '

0 = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Eger lim i 1 ise 0 zaman S, (F,A™) C

wf (6, f, F, A™) dir. '

Ispat. f smirl bir modiiliis fonksiyonu, X € Sg (F, A™) olsun ve £ > 0 verilsin. f

siirh oldugundan f (z) < K olacak sekilde bir K tamsayisi vardir. Her r € N igin

-3 Z d (A" X}, Xo))] 7 Z d (A™ X}, Xo))]P

T kel,

+ W Z [f (d (A™ X, Xo))]™*

5Zmax Kh KH —|— 52
< max (K", K') ﬁ {k el f(d(A™Xy, Xo)) > e}

+omax (1), £ ()")

r

yazabiliriz. Boylece yukaridaki esitsizlikten r € N i¢in X € wf (0, f, F, A™) elde edilir.

Teorem 4.2.4. Eger limp;, > 0 ve X = (X},) bulanik say1 dizisi Xy bulanik sayisina
kuvvetli wg (0, f, F, A™) —toplanabilir ise limit bir tektir.

Ispat. limp, = s > 0, wf (0, f, F, A™)—lim X}, = Xo ve w? (0, f, F, A™)—lim X, =
X{, olsun. Bu takdirde
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lim 5 [ (d (A" X X)) = 0
T kel,
ve
1
lim — > [f (d(A™ Xk, Xo))I" =0
he kel

elde edilir. Diger taraftan f artan ve f (X +Y) < f(X) + f (V) oldugundan p, = H

ve D = max (1, 2H_1) olmak tizere

elde edilir. Yukaridaki esitizligin sol tarafi » — oo iken sifira gittiginden ve limp;, = s

oldugundan

lim — > [f (d(Xo, Xo))I" = [f (d (Xo, X5))]
elde edilir. Boylece Xy = X|) olup limit tektir.
4.3. Bir Orlicz Fonksiyonu Ile Tamimh Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda bir M Orlicz fonksiyonunu kullanarak bulanik say1 dizileri igin kuvvetli
Neﬁ (p, F, A™, M) —toplanabilir diziler kiimesini tamimladik ve bu kiimeyle Sg (F, A™)

dizi kiimesi arasindaki bazi kapsama bagmtilarim verdik.

Tanim 4.3.1. M bir Orlicz fonksiyonu, X = (X}) bir bulanik say1 dizisi, 0 < p, <
suppr = H, p = (pr) pozitif reel sayilarin bir dizisi, 8 € (0, 1], A™ genellegtirilmis fark

operatorii ve § = (k,) bir lacunary dizisi olsun. Simdi

1 m
X =(Xg): lim — > |M dam X Xo) ) 7 0
B B p ’
Ny (p, F,A™, M) = T Iy kel,

en az bir Xy ve p > 0 icin

dizi kiimesini tanimlayalim.
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Eger X € Neﬁ (p, F, A™, M) ise (X}) dizisi Orlicz fonksiyonu M ye gore kuvvetli
NQB (p, F, A™, M) —toplanabilirdir denir. M (X) = X 6zel durumunda NQB (p, F, A™, M)
—toplanabilirlik [52] de tanimlanan kuvvetli NQB (p, F, A™) —toplanabilirlige indirgenir.

Teorem 4.3.2. 0 < < 1ve X = (X;), Y = (Y)) bulanik say1 dizileri olsun. Bu
takdirde

(1) Eger NQB (p, F, A™, M)—lim X, = X, vec € Cise, NQB (p, F, A™, M)—lim (cxy,) =
CXo,

(i1) Eger N (p, F, A™ M) —lim X, = X, ve N} (p, F,A™, M) —limY}, = Y; ise,

NJ (p, F,A™ M) —lim (X} + Y3) = Xo 4 Yp dur.

Ispat. Asikardir.

Teorem 4.3.3. 0 = (k) ve §' = (s,) iki lacunary dizisi olsun. Her r € N i¢in I, C J,
ve 0 < 8 < v <1 olmak iizere

(i) Eger (4.1) saglanrsa N, (p, I, A™, M) C N} (p, F,A™, M)

(171) X = (Xk) € loo (F,A™), her k € N igin p, = p olsun ve (4.2) saglansim. O
zaman NQB (p, F,A™, M) C N, (p, F, A", M) olur.

Ispat. (i) Her r € Nigin I, C J, olsun ve (4.1) saglansin.

() o (R

P " kel P
oldugundan Ny, (p, F, A™, M) C N, (p, F, A™, M) elde edilir.
(171) X = (Xg) € loo (F,A™) olsun ve (4.2) saglansin. X = (X}) bir A”—simrh
dizi oldugundan her k € N i¢in d (A™ Xy, Xo) < T olacak sekilde bir 7" > 0 reel sayisi
vardir. Diger taraftan her » € N icin I, C J, oldugundan h, < [, yazabiliriz ve her

k € N icin p, = p dir.

L L

rs [ ()]
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Jrep ()]
)7z [ (5 X’“’X”)}
)

e ()]

yazabiliriz. Boylece (o, (F, A™) N Ny (p, F,A™, M) C N, (p, F, A™, M) olur.

Sonug 4.3.4. 0 = (k,) ve ' = (s,) iki lacunary dizisi, 8 € (0,1] ve her r € N igin
I, C J, olsun ve (4.1) saglansin. Bu takdirde

(i) Ny (p, F,A™, M) C N} (p, F,A™, M),

(ii) Ny (p, F, A™ M) C N} (p, F, A™ M),

(13i) Ny (p, F, A™, M) C Np (p, F, A™, M) dir.

Sonug 4.3.5. 0 = (k,) ve ' = (s,) iki lacunary dizisi, 5 € (0,1] ve her r € N igin
I, C J, olsun ve (4.2) saglansin. Bu takdirde

(i) Loo (F, A™) 0 NE (p, F, A™, M) C N& (p, F, A™ M),

(ii) Loo (F,A™) NN} (p, F, A™, M) C Ny (p, F, A™, M),

(131) Lo (F, A™) N Ny (p, F,A™, M) C Ny (p, F, A™, M) dir.

Teorem 4.3.6. 0 < 5 <7< 1,0 <pp <suppr, = H, p= (px) pozitif reel sayilarin
bir dizisi ve her r € N icin [, C J, olsun.

(7) (4.1) in saglanmasi halinde bir X = (X}) dizisi X, bulanik sayisma kuvvetli
Ny (p, F', A™, M) —toplanabilir ise X, bulanik sayisina Sg (F, A™) —istatistiksel yakin-
saktir.

(17) (4.2) saglansin ve X = (X}) smirh bir dizi olsun. Eger bir (Xj) dizisi X,
bulanik sayisina Sg (F, A™) —istatistiksel yakinsak ise Xy bulamk sayisima kuvvetli
Ny (p, F', A™, M) —toplanabilirdir.

Ispat. (i) Kabul edelim ki (4.1) saglansm ve X = (X;) dizisi X, bulamk sayisina
kuvvetli Ny, (p, F, A™, M) —toplanabilir olsun. Buna gore
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% l (d(Aka,XO))]p’“% Z [M (d(Aka,XO))]p’“
T P T p
ke, keJr
d(Aka,Xo)ZE
1 d(A™X,, Xo) \ 17
7oz (%
keJr
d(Aka,Xo)<6
m Pk
o )
" kel, P
d(Aka,Xo)>6
1 d(A™ X}, X Pk
. o (e X0
" kel, P
d(Aka,XO)<E
m Pk
. o (ALK tol ]
" kel, P
d(Aka X0)>6
yazabiliriz ve boylece
m Pk m Pk
I p I P
keJr kel
d(Aka,Xo)ZE

Pk
> ()
kel P

d(Aka,Xo)ZE

Vv
30—

p

1 . in: su
> > min {[M ()" M ()] e

" kel,

d(Am)(ek,Xo)ZE

1 m . in: su
> gtk e [ d(A"X. X)) 25}|.m1n{[M(51)] 2 (M (1)) Ppk}
RTINS A SRt min{[M(e )PP M (e )]Suppk}
- l”r‘/ hf T o k’ 0 i . 1 9

(Xy) dizisinin X, bulamk saysina

elde edilir. Yukaridaki esitsizliklerden X

S§ (F, A™) —istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.
(i1) Ispat (i) de verilen metot kullanilarak kolayca yapilabilir.

Sonug 4.3.7. 0 = (k) ve 8 = (s,) iki lacunary dizisi, 5 € (0,1] ve her r € N igin
I, C J, olsun ve (4.1) saglansin. Bu takdirde
(i) Ny (p, F,A™ M) C S, (F,A™),
(i) Ny (p, F,A™ M) C S5 (F,A™),
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(17) Ny (p, F, A™, M) C Sy (F, A™)
dir.

Sonug 4.3.8. 0 = (k) ve §' = (s,) iki lacunary dizisi, 8 € (0,1] ve her r € N igin
I, C J, olsun ve (4.2) saglansin. Bu takdirde

(i) Lo (F,A™) N S} (F,A™) Ny (p, F, A™, M),

(i1) Loo (F, A™) N Sy (F,A™) CNy (p, F, A™, M),

(117) Lo (F, A™) NSy (F, A™) CNy (p, F, A™, M)
dir.

Teorem 4.3.9. Eger limp, > 0 ve X = (X}) dizisi M Orlicz fonksiyonuna gore X
bulanik sayisina kuvvetli Neﬁ (p, F, A™, M) —toplanabilir ise Neﬁ (p, F, A™, M) —lim X,

limiti bir tektir.
fspat. limp, = s > 0, N; (p, F,A™, M) —lim X, = Xy ve Nj (p, F,A™ M) —
lim X}, = X olsun. Bu takdirde

—AmX’“’XO))_pk—O py >0
— 4] 1

r—oeo h’? kel L

1 [ d(A™ X, X))\ 7"
lim — ¥ M(M) —0, py>0
r—=00 Py’ ket | P2 i

elde edilir. p = max (2p;,2p,) olsun. M azalmayan ve konveks oldugundan

25 © [ar (PR ) [T < Bow L ((ar (1A ) T

hyr kel, r kel, P1

()]

<5 g (et

ve

hf kel, £1

D d(Aka,Xé))}p’“
Do (— 0

hf k;r l Po -

yazabiliriz. Burada supp, = H ve D = max (1, 2H _1) dir. Yukaridaki esitsizliklerden

[ (2]

r—oo bl e,

olup lim p;, = s oldugundan

e 3 [ (PR = [ (1)

elde edilir. Boylece Xy = X olup limit tektir.
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, genellestirilmig fark operatorii ve lacunary dizisi kullanilarak
0 < B < 1 ve p porzitif bir reel say1 olmak iizere Neﬁ (p, F, A™) | Sg (F,A™) ve w]f (F, A™)
dizi kiimeleri tanimlanmig aralarindaki bazi kapsama teoremleri elde edilmistir. Daha
sonra bir modiiliis fonksiyonu yardimiyla w]f 0, f, F,A™) dizi kiimesi tanimlanmig
ve baz1 ozellikleri incelenmistir. Ayrica Sg (F, A™) dizi kiimesi ile bir Orlicz fonksi-
yonu kullanilarak tanimlanan Ng (p, F, A™, M) dizi kiimesi arasindaki baz1 kapsama
bagmtilar1 verilmistir. Her » € N igin [, C J, seklinde iki aralik {izerinde taniml
olan farkli (k.) ve (s,) lacunary dizileri alnarak Sj (F,A™) ve Nj (p, F,A™, M) dizi
kiimelerinde bazi sonuclar elde edilmigtir. Son olarak limp, > 0 olmak iizere X =
(Xx) bulamk say1 dizisinin M Orlicz fonksiyonuna gore X bulanik sayisina kuvvetli
Neﬁ (p, F, A™, M) —toplanabilir olmasi durumunda ise Neﬁ (p, F, A™, M) — lim X}, limi-

tinin bir tek oldugu gosterilmistir.
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