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ÖZET

Beş ana bölümden oluşan bu tez çal¬̧smas¬n¬n ilk bölümünde istatistiksel yak¬nsakl¬k

ve bulan¬k say¬lar¬n k¬sa bir tarihçesinden bahsedilmi̧stir. ·Ikinci bölümde ilk olarak

çal¬̧smam¬z¬n içerisinde geçen baz¬ temel tan¬mlara yer verilmi̧s olup ard¬ndan reel veya

kompleks terimli bir dizinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬, kuvvetli Cesàro toplanabilirli¼gi ve

lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ gibi baz¬ yak¬nsakl¬k türlerine ve fark dizi uzaylar¬na

k¬saca de¼ginilmi̧stir. Üçüncü bölümde bulan¬k say¬, bulan¬k küme ve bulan¬k say¬

dizisi tan¬mlar¬ verilerek bulan¬k say¬ dizilerinin yak¬nsakl¬¼g¬, s¬n¬rl¬l¬¼g¬, istatistiksel

yak¬nsakl¬¼g¬ ve kuvvetli ¡Cesàro toplanabilme gibi baz¬ özelliklerinden bahsedilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ilk olarak  2 (0 1] ve   0 olmak üzere bir  lacunary dizisi ve

¢ genelleştirilmi̧s fark operatörü kullan¬larak bulan¬k say¬ dizileri için 
 ( ¢) 


 (¢

) ve 
 (¢

) dizi kümeleri tan¬mlanm¬̧s ve aralar¬nda baz¬ ba¼g¬nt¬lar elde

edilmi̧stir. Buna ilaveten, bir  modülüs fonksiyonuna göre 
 (  ¢

) dizi kümesi

tan¬mlanarak 
 (¢

) kümesiyle aras¬ndaki baz¬ kapsama teoremleri verilmi̧stir. Son

k¬s¬mda bir  Orlicz fonksiyonu kullan¬larak kuvvetli 
 ( ¢

)¡toplanabilir

dizilerin kümesi tan¬mlanm¬̧s ve 
 (¢

)¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesiyle

aralar¬ndaki ba¼g¬nt¬ verilmi̧stir. Ayr¬ca  = () ve 0 = () gibi farkl¬ iki lacunary

dizisi al¬narak bu uzaylar¬n yap¬lar¬ incelenmi̧stir. Beşinci ve son bölümde ise tez

çal¬̧smas¬nda elde edilen sonuçlara yer verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Bulan¬k say¬ dizisi, ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k, Cesàro topla-

nabilme, Modülüs fonksiyonu, Orlicz Fonksiyonu, Lacunary dizisi, Fark dizisi.
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SUMMARY

Statistical Convergence of order 

in Sequences of Fuzzy Numbers

This study consists of the …vemain chapters. In the …rst chapter, we give some infor-

mations about the historical development of statistical convergence and fuzzy numbers.

In the second chapter, we give some fundamental de…nitions and theorems which are

necessary in this study and then touch on notions of di¤erence sequence spaces and sta-

tistical convergence, strongly Cesàro summability and lacunary statistical convergence

of a sequence of real or complex. In the third chapter, we give the concepts of fuzzy set,

fuzzy number and sequence of fuzzy numbers and mention convergence, boundedness,

statistical convergence and strongly ¡Cesàro summability of the sequences of fuzzy

numbers.

In the fourth chapter, we de…ne the spaces
 ( ¢

)  
 (¢

) and
 (¢

)

for sequences of fuzzy numbers using generalized di¤erence operator ¢ and a lacunary

sequence  and give some relations between them, where  2 (0 1] and   0. Fur-

thermore, some inclusion theorems are presented related to the spaces 
 (¢

) and


 (  ¢

) according to modulus function  . In the next section, we introduce the

concept of strongly 
 ( ¢

)¡summable with respect to the Orlicz function

 and obtain the relation between the classes of 
 (¢

) and 
 (¢

) 

Moreover, we examine these classes for di¤erent two lacunary sequences like  = ()

and 0 = ()  In the …fth and last chapter, we give the results obtained from the thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Cesàro summa-

bility, Modulus function, Orlicz function, Lacunary sequence, Di¤erence sequence
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1. G·IR·IŞ

·Ilk defa Zygmund [1] taraf¬ndan ortaya at¬lan istatistiksel yak¬nsakl¬k düşüncesinin

matematiksel tan¬m¬n¬ 1951 y¬l¬nda Steinhaus [2] ve Fast [3] birbirlerinden ba¼g¬ms¬z

olarak vermi̧s ve daha sonraki y¬llarda yine bunlardan ba¼g¬ms¬z olarak Schoenberg

[4] yeniden tan¬mlam¬̧st¬r. ·Ilerleyen zamanlarda istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ farkl¬

isimler alt¬nda Fourier analizi, Ergodik teori, Say¬ teorisi, Ölçüm teorisi, Trigonometrik

seriler, Turnpike teorisi ve Banach uzaylar¬n¬n yap¬s¬nda kullan¬lm¬̧s olup sonradan dizi

uzaylar¬nda incelenmi̧s ve toplanabilme teorisi ile ili̧skilendirilmi̧stir (bkz. [5],[6],[7],[8]).

Freedman vd. [9] lacunary dizilerini kullanarak baz¬ Cèsaro-tipi toplanabilme uzaylar¬n¬

tan¬mlam¬̧s ve daha sonra Fridy ve Orhan [10] reel say¬ dizileri için lacunary istatistik-

sel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r. Gadjiev ve Orhan [11] bir reel say¬ dizisinin

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ için derece kavram¬n¬ vermi̧s ve sonraki zamanlarda Çolak

[12],  2 (0 1] bir reel say¬ olmak üzere istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ genelleştirip

reel say¬ dizileri için ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve   0 için ¡dereceden

kuvvetli ¡Cesàro toplanabilme tan¬mlar¬n¬ yapm¬̧s ve baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬ ver-

mi̧stir.

Bulan¬k say¬ dizi tan¬m¬n¬ ilk olarak Matloka [13] vermi̧stir. Matloka [13] bulan¬k

say¬ dizilerinin yak¬nsakl¬k ve s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ tan¬mlam¬̧s, bu dizilerin baz¬ özelliklerini

çal¬̧sm¬̧s ve her yak¬nsak bulan¬k say¬ dizisinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göstererek reel say¬

dizilerinde geçerli olan pek çok özelli¼gin bulan¬k say¬ dizilerinde de geçerli oldu¼gunu

ifade etmi̧stir. Matloka’n¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra bulan¬k say¬ dizileri, toplanabilme

teorisi ile ili̧skilendirilmi̧s ve bu konuda birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. 1989’da Nanda

[14] s¬n¬rl¬ ve yak¬nsak bulan¬k say¬ dizi uzaylar¬n¬ çal¬̧sm¬̧s ve bu uzaylar¬n tam metrik

uzay oldu¼gunu göstermi̧stir. 1990’da Kawamura vd. [15] deprem zemini hareketlerinin

deprem dalgalar¬n¬ tahmin etmek için ’nün üyelik fonksiyonu taraf¬ndan tan¬mlanan

birinci ve ikinci dereceden farklar¬n¬n bulan¬k olmayan parametreleri ¢ ve ¢2 ile

birlikte çok basit şartl¬ bulan¬k küme kurallar¬na sahip oldu¼gunu göstermi̧stir. 1995’te

Nuray ve Savaş [16] istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬n¬ bulan¬k say¬ dizileri için vermi̧s,

1998’de ise Nuray [17] bulan¬k say¬ dizilerinde lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ tan¬m-

layarak istatistiksel yak¬nsak ve lacunary istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizileri
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aras¬ndaki ili̧skiyi vermi̧stir. Daha sonra Kwon [18], bulan¬k say¬ dizilerinin istatistik-

sel yak¬nsakl¬¼g¬ ile kuvvetli Cesàro yak¬nsakl¬¼g¬ aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧stir.

Reel say¬ dizilerinde ¡dereceden lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ Şengül

ve Et [19] tan¬mlam¬̧st¬r. Alt¬nok vd. [20] bulan¬k say¬ dizilerinde ¢¡fark operatörünü

ve bir  lacunary dizisini kullanarak (¢  ) dizi kümesini tan¬mlam¬̧s, solidlik ve

simetriklik gibi özelliklerini çal¬̧sm¬̧st¬r. Son zamanlarda Alt¬nok vd. [21] bulan¬k

reel say¬ dizilerinde ¡dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k ve ¡dereceden kuvvetli

¡Cèsaro toplanabilme kavramlar¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r. Günümüzde ¡dereceden istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli ¡Cesàro toplanabilme konular¬yla ilgili pek çok araşt¬r-

mac¬ taraf¬ndan çal¬̧smalar yap¬lmaya devam edilmektedir (bkz. [19],[21],[22],[23],[24]).

Bu çal¬̧sman¬n amac¬ Şengül ve Et [19] in reel say¬ dizilerinde yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧s-

may¬ bulan¬k say¬ dizilerinin lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k teorisinde oluşan boşluk-

lar¬ dolduracak şekilde genelleştirmektir.

2



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tan¬mlar

Tan¬m 2.1.1. ([25])  6= ; bir küme ve  reel veya kompleks say¬lar cismi olmak

üzere e¼ger

+ :  £  ! 

 :  £  ! 

fonksiyonlar¬ her    2  ve her   2  için

() +  = + 

() (+ ) +  = + (+ )

() Her  2  için +  =  olacak biçimde bir  2  vard¬r.

() Her  2  için + (¡) =  olacak biçimde bir (¡) 2  vard¬r.

() 1 = 

() () = ()

() (+ ) = + 

() (+ ) = + 

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa,  kümesine  cismi üzerinde bir vektör uzay¬ (lineer uzay) ad¬

verilir.

Tan¬m 2.1.2. ([26])  bir vektör uzay¬ ve  kümesi  nin boş kümeden farkl¬ bir alt

kümesi olsun. E¼ger  kümesinin kendisi de bir vektör uzay¬ ise  kümesine  vektör

uzay¬n¬n bir alt vektör uzay¬ denir.

Tan¬m 2.1.3. ([27]) Elemanlar¬ kompleks terimli  = () şeklindeki diziler olan 

kümesini göz önüne alal¬m.   2  ve  bir skaler olmak üzere  kümesi

+  = () + ()

ve

 = ()

3



şeklinde tan¬ml¬ i̧slemler alt¬nda bir vektör uzayd¬r.  vektör uzay¬n¬n herhangi bir alt

vektör uzay¬na bir dizi uzay¬ denir.

Tan¬m 2.1.4. ([28])  6= ; bir küme olsun. E¼ger bir  :  £ ! R dönüşümü her

   2  elemanlar¬ için aşa¼g¬da verilen şartlar¬ sa¼glarsa  ’ye  kümesi üzerinde bir

metrik denir. Bu durumda ( ) ikilisine bir metrik uzay denir.

()  ( ) ¸ 0

()  ( ) = 0,  = 

()  ( ) =  ( )

()  ( ) ·  ( ) +  ( ) 

Tan¬m 2.1.5. ([28]) Bir ( ) metrik uzay¬nda herhangi bir  = () dizisi verilsin.

E¼ger her   0 say¬s¬ için   0 oldu¼gunda

 ( )  

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde  ’ye ba¼gl¬ bir 0 2 N do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisi 

eleman¬na yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.1.6. ([28]) Bir ( ) metrik uzay¬nda herhangi bir  = () dizisi verilsin.

E¼ger her   0 say¬s¬ için   0 iken

 ( )  

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde  ’ye ba¼gl¬ bir 0 2 N do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisine

bir Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.1.7. ([28]) E¼ger bir ( ) metrik uzay¬nda al¬nan her Cauchy dizisi yak¬nsak

ise ( ) metrik uzay¬na tam metrik uzay denir.

Tan¬m 2.1.8. ([28])   cismi üzerinde bir vektör uzay¬ olmak üzere e¼ger

kk :  ! R

 ! kk

dönüşümü her   2  için

() kk ¸ 0
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() kk = 0,  = 

() kk = jj kk ( skaler)

() k+ k · kk+ kk

şartlar¬n¬ sa¼glarsa kk dönüşümüne  vektör uzay¬ üzerinde bir norm ve ( kk) ikili-

sine de bir normlu uzay denir.

Tan¬m 2.1.9. ([28]) ( kk) bir normlu uzay olsun. E¼ger bu uzayda al¬nan her

Cauchy dizisi bu uzay¬n bir noktas¬na yak¬ns¬yorsa, yani ( kk) uzay¬ tam ise 

normlu uzay¬na Banach uzay¬ denir.

Tan¬m 2.1.10. ([28])  bir vektör uzay¬ ve  ½  alt kümesi verilsin. E¼ger 1 2 2 

oldu¼gunda

 = f 2  :  = 1 + (1¡ ) 2 0 ·  · 1g ½ 

oluyorsa  alt kümesi konvekstir denir.

Tan¬m 2.1.11. ([29]) Bir  ½ R kümesinin her aç¬k örtüsü sonlu bir alt örtüye sahipse

 kümesine bir kompakt küme denir. Yani  kümesi kompakt bir küme oldu¼gunda

 n¬n her A aç¬k örtüsünün  tane aç¬k kümeden oluşan bir f 2 A :  = 1  g alt

s¬n¬f¬ vard¬r ve bu durumda  µ
S
=1

 yaz¬labilir.

Tan¬m 2.1.12. ([30])  bir dizi uzay¬ ve ayn¬ zamanda bir Banach uzay¬ olsun. E¼ger

bu uzayda tan¬mlanan

 :  ! C

 () = 

dönüşümü sürekli ise bu durumda  Banach uzay¬na bir BK¡uzay¬ denir.

Tan¬m 2.1.13. ([25]) () pozitif ve s¬n¬rl¬ bir reel say¬ dizisi ve  = sup  olsun. Bu

takdirde  = max
¡
1 2¡1

¢
ve   2 C olmak üzere

j + j ·  fjj + jjg

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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Tan¬m 2.1.14. ([29]) ( ) bir tammetrik uzay olmak üzere h (), metrik uzay¬n¬n

boş kümeden farkl¬ tüm kompakt alt kümelerinin s¬n¬f¬n¬ göstersin. h () s¬n¬f¬nda

herhangi iki  ve  kümeleri için  nin  ye olan uzakl¬¼g¬

 () = sup
2

 ()

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada  () = inf
2

 ( ) dir ve genellikle  () 6=  ()

dir (Şekil 2.1).

 

d(M,N)          

d(N,M)          

N          

Şekil 2.1. İki kümenin birbirine uzaklıkları          

M          

Burada  () = 0 d¬r. Ayr¬ca her   2 h () kümeleri için

 ( ) ·  ( ) +  ()

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Çünkü, her  2  noktas¬ için

 () = sup
2

inf
2

 ( ) · sup
2

inf
2

[ ( ) +  ( )]

· sup
2

 ( ) + inf
2

 ( ) 

eşitsizlikleri yaz¬labilir. Bu ba¼g¬nt¬ sa¼g taraftaki her iki terimde de  kümesinin her

 noktas¬n¬ yerleştirdi¼gimizde geçerli oldu¼guna göre birinci terimde  ( ) uzakl¬¼g¬n¬

minimum, ikinci terimde ise  ( ) uzakl¬¼g¬n¬ maksimum yapan  noktalar¬n¬ kullan¬r-

sak

 () · sup
2

inf
2

 ( ) + sup
2

inf
2

 ( ) =  ( ) +  ( )

buluruz.

Şimdi de h () üzerinde her  2 h () için bir  : h ()£ h () ! R+ [ f0g

fonksiyonu

 () = max f ()   ()g

şeklinde tan¬mlans¬n.  fonksiyonu h () s¬n¬f¬ üzerinde bir metrik olup Hausdor¤

metri¼gi ad¬n¬ al¬r.
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Tan¬m 2.1.15. ([31]) E¼ger bir  : [01)! [01) fonksiyonu

()  () = 0,  = 0,

() her   ¸ 0 için  (+ ) ·  () +  (),

()  ,  = 0 noktas¬nda sa¼gdan süreklidir,

()  fonksiyonu artand¬r,

özelliklerini sa¼glarsa  fonksiyonuna modülüs fonksiyonu denir.

Bir modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ yada s¬n¬rs¬z olabilir. Örne¼gin,  () = 
1+

fonksi-

yonu s¬n¬rl¬ olmas¬na ra¼gmen 0   · 1 için  () =  fonksiyonu s¬n¬rs¬zd¬r.

Tan¬m 2.1.16. ([32]) Bir  : [01) ! [01) fonksiyonu e¼ger aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glarsa bu fonksiyona bir Orlicz fonksiyonu denir:

()  (0) = 0

() Her   0 için  ()  0

() !1 için  ()!1

()  sürekli, azalmayan ve konveks,

Bir Orlicz fonksiyonunun,   0 olmak üzere daima

 () =

Z 



 () 

şeklinde bir integral gösterimi vard¬r. Burada ()  nin çekirde¼gidir ve  ¸ 0 için

pozitif olup

 (0) = 0 !1 iken  ()!1

şartlar¬n¬ sa¼glayan, azalmayan bir fonksiyondur [33].

Şimdi,  () Orlicz fonksiyonunun  () çekirde¼gini göz önüne alal¬m ve

 () = sup f :  () · g

olsun. Bu durumda   ile ayn¬ özelliklere sahiptir.  kullan¬larak

 () =

Z 



 () 

şeklinde tan¬mlanan  fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonudur.  ve  fonksiyonlar¬na

tamamlay¬c¬ Orlicz fonksiyonlar¬ ad¬ verilir [32].

Lindenstrauss ve Tzafriri [34], bir  Orlicz fonksiyonunu kullanarak

 =

(
 2  :

1X

=1



µ
jj


¶
1 9  0 için

)
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dizi uzay¬n¬ inşa etmi̧s ve bu uzay¬n

kk = inf

(
  0 :

1X

=1



µ
jj


¶
· 1

)

normuyla bir Banach uzay¬ oldu¼gunu göstermi̧stir. Bu uzay Orlicz dizi uzay¬ ad¬n¬ al¬r.

 () =  1 ·  1 için  uzay¬ klasik  dizi uzay¬na dönüşür.

1994’de Parashar ve Choudhary [35] pozitif terimli ve s¬n¬rl¬ bir  = () reel say¬

dizisini kullanarak

 () =

(
 2  :

1X

=1



µ
jj


¶

1 9  0 için

)

dizi uzay¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve bu uzay¬n baz¬ temel özelliklerini vermi̧slerdir.

2.2. ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 2.2.1. ([36])  kümesi N do¼gal say¬lar kümesinin bir alt kümesi olsun. Buna

göre bir  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 () = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

şeklinde tan¬mlan¬r. Yukar¬da verilen jf ·  :  2 gj ifadesi  n¬n  say¬s¬ndan

büyük olmayan eleman say¬s¬n¬ göstermektedir. Özel olarak  () = 0 olmas¬ duru-

munda  ’ya s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme denir.

Tan¬m 2.2.2. ([7])  = () reel veya kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger  = ()

dizisinin terimleri herhangi bir  özelli¼gini s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme hariç di¼ger bütün

 say¬lar¬ için sa¼gl¬yorsa, () dizisi hemen hemen her  için  özelli¼gini sa¼gl¬yor denir

ve bu durumda “h.h.k” biçiminde gösterilir.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ yukar¬da verilen do¼gal yo¼gunluk kavram¬ndan yarar-

lan¬larak a̧sa¼g¬daki gibi verilebilir:

Tan¬m 2.2.3. ([7])  = () kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her   0 için,

lim
!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

limiti varsa veya buna denk olarak h.h.k. için j ¡ j   oluyorsa bu durumda

 = () dizisi  ’ye istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda k¬saca  ¡ lim = 

ya da  !  () yaz¬l¬r.
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·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬  ile gösterilir. Özel olarak  = 0 olmas¬

halinde s¬f¬ra istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬, yani 0 uzay¬ elde edilir.  ve 0

dizi uzaylar¬ aşa¼g¬da gösterilmi̧stir:

 =

½
 = () : lim

!1

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

¾

0 =

½
 = () : lim

!1

1


jf ·  : jj ¸ gj = 0

¾


Aç¬kt¬r ki yak¬nsak bir dizi istatistiksel yak¬nsakt¬r. Fakat tersi genelde sa¼glanmaz.

Örne¼gin,  = () dizisini

 =

8
<
:

0  6= 3 ( = 1 2 3 )

1  = 3

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda her   0 için

jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj · jf ·  :  6= 0gj · 3
p


yaz¬labilece¼ginden,

lim
!1

1


jf ·  :  6= 0gj · lim

!1

3
p



= 0

bulunur. Buradan  ¡ lim = 0 oldu¼gu anlaş¬l¬r. Di¼ger taraftan s¬n¬rl¬ diziler uzay¬

ile istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ birbirlerini kapsamazlar, fakat iki uzay¬n ortak

elemanlar¬ vard¬r. Örne¼gin,  = () dizisini

 =

8
<
:

1  6= 2 ( = 1 2 3 )
p
  = 2

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu dizi istatistiksel yak¬nsak olup istatistiksel limiti 1 ’dir,

ancak dizi s¬n¬rl¬ bir dizi de¼gildir.

Bununla birlikte () = (1 2 1 2 1 2 ) dizisi s¬n¬rl¬ olmas¬na ra¼gmen istatistiksel

yak¬nsak de¼gildir.

·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin limiti tektir.

Teorem 2.2.4. ([3])  ¡ lim = 1  ¡ lim  = 2 ve  bir reel say¬ olsun. Buna

göre

()  ¡ lim = 1 ise  ¡ lim () = 1

()  ¡ lim = 1 ve  ¡ lim  = 2 ise  ¡ lim (+ ) = 1 + 2 ’dir.
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() ve () ’den istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬n¬n lineer uzay oldu¼gu anlaş¬l¬r.

Tan¬m 2.2.5. ([7])  = () kompleks say¬lar¬n bir dizisi ve   0 olsun. E¼ger

lim


1


jf ·  : j ¡  j ¸ gj = 0

limiti mevcut olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisine istatis-

tiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.2.6. ([7]) Aşa¼g¬da verilen önermeler birbirlerine denktir:

()  = () dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

()  = () dizisi istatistiksel Cauchy’dir.

()  = () yak¬nsak bir dizi olmak üzere h.h.k. için  =  sa¼glanacak şekilde

bir  = () dizisi vard¬r

Sonuç 2.2.7. E¼ger  = () dizisi bir  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise, bu durumda

() ’n¬n limiti  olan bir () altdizisi vard¬r.

2.3. Kuvvetli Cesàro Toplanabilme

Tan¬m 2.3.1. ([37])  = () kompleks say¬lar¬n herhangi bir dizisi olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

=1

j ¡ j = 0

limiti mevcut olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na kuvvetli Cesàro

yak¬nsakt¬r denir. Kuvvetli Cesàro yak¬nsak dizilerin uzay¬

j1j =
(
 = () : lim

!1

1



X

=1

j ¡ j = 0 9 için
)

şeklinde gösterilir. Bu uzay,  = 0 olmas¬ halinde j0
1j sembolü ile gösterilir.

Teorem 2.3.2. ([37]) E¼ger kompleks terimli bir  = () dizisi  say¬s¬na yak¬nsak ise

ayn¬ zamanda  say¬s¬na kuvvetli Cesàro yak¬nsakt¬r.

Yukar¬daki teoremin tersi genelde do¼gru de¼gildir, yani kuvvetli Cesàro yak¬nsak bir

dizi yak¬nsak olmak zorunda de¼gildir. Örnek olarak () =
¡
1 + (¡1)

¢
dizisi al¬n¬rsa

1 ¡ lim = 1 oldu¼gu görülür. Fakat  = () dizisi yak¬nsak bir dizi de¼gildir.
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Tan¬m 2.3.3. ([38]) Kompleks say¬lar¬n bir  = () dizisi verilsin ve   0 reel bir

say¬ olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

=1

j ¡ j = 0

limiti mevcut olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  say¬s¬na kuvvetli

¡Cesàro yak¬nsakt¬r denir. Kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak dizilerin uzay¬

 =

(
 = () : lim

!1

1



X

=1

j ¡ j = 0 9 için
)

şeklinde gösterilecektir. E¼ger  2  ise  ¡ lim =  yazaca¼g¬z.

Teorem 2.3.4. ([5])  = () bir dizi ve  pozitif bir reel say¬ olsun. Bu takdirde

a̧sa¼g¬dakiler sa¼glan¬r:

() E¼ger  ¡ lim =  ise  ¡ lim =  dir.

() E¼ger  ¡ lim =  ve  2 1 ise bu takdirde  ¡ lim =  dir.

·Ispat.

()  = () dizisi kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak bir dizi olsun ve herhangi bir   0

verilsin. Bu takdirde,

1



X

=1

j ¡ j =
1



X

1··
j¡j¸

j ¡ j + 1



X

1··
j¡j

j ¡ j

¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

yaz¬labilir. Yukar¬daki eşitsizlikte !1 için limit al¬n¬rsa

lim
1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0

elde edilir ki böylece  ye kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak bir dizi  ye istatistiksel yak¬nsak

olur.

()  = () dizisi s¬n¬rl¬ bir dizi ve  say¬s¬na da istatistiksel yak¬nsak olsun.

 = kk1 +  alal¬m ve  ¸ 0 verilsin. Her    için  do¼gal say¬s¬n¬

1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ j ¸

³
2

´ 1


¾¯̄
¯̄  

2

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde seçelim ve  kümesini

 =

½
 ·  : j ¡ j ¸

³
2

´ 1


¾
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Buna göre her    için

1



X

=1

j ¡ j =
1



0
BB@
X

·
2

j ¡ j +
X

·
2

j ¡ j

1
CCA


1



³ 

2
 + 



2

´
· 

2
+



2
= 

yaz¬labilir. Böylece !1 için  ¡ lim =  sonucuna ulaş¬l¬r.

2.4. Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 2.4.1. ([9])  = () artan bir pozitif tamsay¬ dizisi olsun. E¼ger 0 = 0

olmak üzere  ! 1 için  =  ¡ ¡1 ! 1 ise  = () dizisine bir lacunary dizisi

denir.  = () lacunary dizisi yard¬m¬yla belirlenen aral¬klar  = (¡1 ] şeklinde

gösterilecektir. Çal¬̧smam¬z boyunca

X

=¡1+1

jj =
X

2

jj

olarak al¬nacak ve k¬saca
P


jj ile gösterilecektir. Di¼ger yandan  terimi ile 
¡1

oran¬

gösterilecektir.

Tan¬m 2.4.2. ([10])  = () bir lacunary dizisi olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

limiti mevcutsa  = () dizisi  say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Bir  = () dizisi  say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsaksa  ¡ lim =  ya da

 !  () ifadeleri ile gösterilir.

Tüm lacunary istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬

 =

½
 = () : lim

1


jf 2  : j ¡ j ¸ gj = 0

¾

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.4.3. ([9])  = () bir lacunary dizisi olsun. E¼ger

lim
!1

1



X

2

j ¡ j = 0
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limiti mevcut olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa () dizisi  say¬s¬na kuvvetli lacunary

yak¬nsakt¬r denir ve kuvvetli lacunary yak¬nsak dizilerin uzay¬

 =

(
 = () : lim

!1

1



X

2

j ¡ j = 0 9 için
)

şeklinde gösterilir. Özel olarak  = 0 al¬n¬rsa  dizi uzay¬ 0
 ile gösterilir.

Teorem 2.4.4. ([9]) Kuvvetli Cesàro yak¬nsak bir () dizisinin kuvvetli lacunary

yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart lim inf   1 olmas¬d¬r.

Teorem 2.4.5. ([9]) Kuvvetli lacunary yak¬nsak bir () dizisinin kuvvetli Cesàro

yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart lim sup  1 olmas¬d¬r.

Teorem 2.4.6. ([10])  = () kompleks terimli bir dizi ve  = () bir lacunary dizisi

olsun. Bu takdirde

()  = () dizisi  say¬s¬na kuvvetli lacunary yak¬nsak ise ayn¬  say¬s¬na lacunary

istatistiksel yak¬nsakt¬r.

()  = () dizisi s¬n¬rl¬ ve  say¬s¬na lacunary istatistiksel yak¬nsak ise ayn¬ 

say¬s¬na kuvvetli lacunary yak¬nsakt¬r.

() 1 \ = 1 \  dir.

Teorem 2.4.7. ([10])  = () bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde, lacunary

istatistiksel yak¬nsak bir dizinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart

lim sup  1 olmas¬d¬r.

Teorem 2.4.8. ([10])  = () bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde, istatistik-

sel yak¬nsak bir dizinin lacunary istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart

lim inf   1 olmas¬d¬r.

Teorem 2.4.9. ([10])  = () hem istatistiksel yak¬nsak hem de lacunary istatistiksel

yak¬nsak bir dizi ise her iki durumda da limitler ayn¬ kal¬r, yani () dizisinin lacunary

istatistiksel limiti tektir.

2.5. Fark Dizi Uzaylar¬

Fark dizisi ve baz¬ fark dizi uzaylar¬ K¬zmaz [39] taraf¬ndan 1981 y¬l¬nda tan¬mlan-

m¬̧s ve daha sonra Et ve Çolak [40] taraf¬ndan genelleştirilmi̧stir.
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Tan¬m 2.5.1. ([39])  = () kompleks terimli bir dizi ve ¢ = ( ¡ +1) olmak

üzere 1 (¢)   (¢) ve 0 (¢) dizi uzaylar¬

 (¢) = f = () : ¢ 2 g 

0 (¢) = f = () : ¢ 2 0g 

1 (¢) = f = () : ¢ 2 1g 

şeklinde tan¬mlan¬r. K¬zmaz [39], bu uzaylar¬n

kk1 = j1j+ k¢k1

normu ile birer BK¡uzay¬ oldu¼gunu göstermi̧stir. Daha sonra Et ve Çolak [40],  2 N

¢0 = ()  ¢ = ( ¡ +1)  ¢ = (¢) = (¢¡1 ¡¢¡1+1)  ¢ =
X

=0

(¡1)
¡



¢
+ olmak üzere

 (¢) = f = () : ¢
 2 g 

0 (¢
) = f = () : ¢

 2 0g 

1 (¢) = f = () : ¢
 2 1g 

dizi uzaylar¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve bunlar¬n

kk¢ =

X

=1

j1j+ k¢k1

normu ile birer BK¡uzay¬ olduklar¬n¬ göstermi̧slerdir.

Di¼ger yandan Et ve Nuray [41],  herhangi bir dizi uzay¬ olmak üzere yukar¬-

daki dizi uzaylar¬n¬  (¢) dizi uzaylar¬na geni̧sleterek bu uzaylar¬n baz¬ özelliklerini

incelemi̧stir.

Fark dizi uzaylar¬ ile ilgili baz¬ özellikleri şöyle s¬ralayabiliriz:

Teorem 2.5.2. ([41]) E¼ger  bir lineer uzay ise  (¢) de bir lineer uzayd¬r.

Teorem 2.5.3. ([41]) E¼ger  ½  ise  (¢) ½  (¢) dir.

Teorem 2.5.4. ([42])  bir lineer uzay ve  ½  olsun. Bu takdirde  konveks ise

 (¢) uzay¬  (¢) uzay¬nda konvekstir.
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Teorem 2.5.5. ([41])  dizi uzay¬ k¢k normu ile bir Banach uzay¬ olsun. Bu takdirde

 (¢) uzay¬ da

kk¢ =
X

=1

jj+ k¢k

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.5.6. ([41])  = () kompleks terimli bir dizi olsun. Buna göre her   0

için

lim


1


jf ·  : j¢ ¡ j ¸ gj = 0

limiti mevcutsa  = () dizisi  say¬s¬na ¢¡istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.  (¢)

sembolü ile ¢¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ gösterilir. Özel olarak  = 0

olmas¬ halinde 0 (¢
) uzay¬, yani s¬f¬ra ¢¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ elde

edilir.

Sonuç 2.5.7. ([41])  (¢) uzay¬ bir lineer uzayd¬r.

Tan¬m 2.5.8. ([41])  pozitif bir reel say¬ ve  = () kompleks terimli bir dizi olsun.

E¼ger

lim


1



X

=1

j¢ ¡ j = 0

limiti mevcut olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisi  ye kuvvetli ¢
 ¡Cesàro

yak¬nsakt¬r denir.

Kuvvetli ¢
 ¡Cesàro yak¬nsak dizilerin kümesi

 (¢
) =

(
 = () : lim



1



X

=1

j¢ ¡ j = 0   0 9 için
)

şeklinde gösterilecektir ve  2  (¢
) olmas¬ durumunda  !  ( (¢

)) yaz¬l¬r.

Teorem 2.5.9. ([41]) 0   1 olsun.

()  !  ( (¢)) ise  !  ( (¢)) dir.

()  2 1 (¢) ve  !  ( (¢)) ise  !  ( (¢
)) dir.

Sonuç 2.5.10. ([41])

()  \ 1 ½  (¢) \ 1 (¢)

()  (¢) \ 1 (¢) =  (¢) \ 1 (¢).
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Tan¬m 2.5.11. ([41])  = () kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger her   0 için

lim
!1

1


jf ·  : j¢ ¡¢ j ¸ gj = 0

limiti mevcut olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ varsa  = () dizisine

¢¡istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.5.12. ([41]) ¢¡istatistiksel yak¬nsak her dizi ¢¡istatistiksel Cauchy

dizisidir.

Teorem 2.5.13. ([41])  = () dizisi ¢¡istatistiksel yak¬nsak bir dizi olsun. E¼ger

 = ()  h.h.k. için ¢ = ¢ olacak şekilde bir dizi ise bu dizi ¢¡istatistiksel

yak¬nsak bir dizidir.
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3. BULANIK KÜMELER VE BULANIK SAYI D·IZ·ILER·I

Bu bölümün ilk k¬sm¬nda bulan¬k küme ve bulan¬k say¬ kavramlar¬na yer verildi.

·Ikinci k¬s¬mda bulan¬k say¬ dizilerinin baz¬ temel özellikleri verilerek bu dizilerde ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli Cesàro yak¬nsakl¬ktan bahsedildi.

3.1. Bulan¬k Kümeler ve Bulan¬k Say¬lar

Tan¬m 3.1.1.  boştan farkl¬ herhangi bir küme ve  ½  olsun. Bu durumda

 () =

8
<
:

0  2  ise

1  2  ise

biçiminde tan¬mlanan  :  ! R fonksiyonuna  kümesinin karakteristik fonksi-

yonu denir. Bu tan¬ma göre bir  ½  alt kümesi bir  karakteristik fonksiyonu

kullan¬larak

 = f 2  :  () = 1g

biçiminde tan¬mlanabilir.

 kümesine ait bir eleman¬n  kümesine ait olup olmad¬¼g¬ bir karakteristik fonksi-

yonu yard¬m¬yla anlaş¬labilir.

Tan¬m 3.1.2. ([43]) Elemanlar¬  ile belirtilen bir nesneler kümesi  olsun.  kümesinde

bir  bulan¬k kümesi,  : ! [0 1] şeklinde tan¬ml¬ bir  () karakteristik fonksi-

yonu yard¬m¬yla karakterize edilir. Burada  :  ! [0 1] karakteristik fonksiyonu

her zaman vard¬r. Bu karakteristik fonksiyon  2  durumunda  () 2 (0 1] şek-

linde  2  durumunda ise  () = 0 şeklinde tan¬ml¬ bir fonksiyondur. Çal¬̧smam¬z

boyunca  () karakteristik fonksiyonuna üyelik fonksiyonu denilecektir.

Bir  bulan¬k kümesi,  () üyelik fonksiyonunun tan¬m¬ kullan¬larak

 = f 2  :  () 2 (0 1]g

biçiminde tan¬mlanabilir. Burada  () üyelik fonksiyonunun de¼geri  bulan¬k küme-

sindeki  eleman¬n¬n üyelik derecesine kaŗs¬l¬k gelmektedir. Buna göre,  bulan¬k
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kümesindeki  eleman¬n¬n en yüksek üyelik derecesi,  () üyelik fonksiyonunun 1

say¬s¬na en yak¬n de¼geridir. Di¼ger yandan  kümesinin klasik bir küme olmas¬ du-

rumunda  () sadece 0 ve 1 de¼gerlerini al¬r. Burada  () üyelik fonksiyonunun

de¼gerinin 1 veya 0 olmas¬  eleman¬n¬n  kümesine ait olmas¬ ya da olmamas¬ anlam¬na

gelir. Böylece  () üyelik fonksiyonu  kümesinin bilinen karakteristik fonksiyonuna

indirgenmi̧s olur.

Tan¬m 3.1.3. ([43]) Bir  ½  bulan¬k kümesi verilsin. E¼ger  (0) = 1 olacak şekilde

en az bir 0 2  eleman¬ varsa  bulan¬k kümesine normaldir denir.

Örnek 3.1.4. Üyelik fonksiyonu

() =

8
>>><
>>>:

¡ 7  2 [7 8] ise

¡+ 9  2 [8 9] ise

0 di¼ger durumlarda

şeklinde verilen bir bulan¬k küme normal bir kümedir. Çünkü  = 8 için 1 de¼gerini

almaktad¬r.

Tan¬m 3.1.5. ([43])  2 (0 1] olmak üzere bir  bulan¬k kümesi verilsin. Bir 

bulan¬k kümesinin ¡seviye (¡kesim) kümesi  ile gösterilir ve

 = f 2  :  () ¸ g

şeklinde tan¬mlan¬r.  = 0 özel durumunda 0¡seviye kümesi  f 2 R :  ()  0g

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.1.6. ([43])  bir bulan¬k küme olsun.  n¬n deste¼gi (support)

supp () = f 2  :  ()  0g

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bulan¬k say¬n¬n tan¬m¬nda kullan¬lan özelliklerden biri olan konvekslik kavram¬n¬n

birbirine denk iki tan¬m¬ aşa¼g¬da verilmi̧stir:

Tan¬m 3.1.7. ([43]) ,  boyutlu R Öklid uzay¬ olsun. Bir  bulan¬k kümesinin kon-

veks olmas¬ için gerek ve yeter şart her  2 (0 1] için  kümesinin konveks olmas¬d¬r.
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Tan¬m 3.1.8. ([43]) Bir  bulan¬k kümesinin konveks olmas¬ için gerek ve yeter şart

her  2 [0 1] ve her 1 2 2  için

 (1 + (1¡ ) 2) ¸ min f (1)   (2)g

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r.

Tan¬m3.1.9. ([44]) Aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glayan bir  : R ! [0 1] fonksiyonuna reel

terimli bir bulan¬k say¬ denir:

()  bulan¬k kümesi normaldir,

()  bulan¬k kümesi konvekstir,

()  bulan¬k kümesinin üyelik fonksiyonu üst-yar¬ süreklidir,

() 0 = f 2 R :  ()  0g seviye kümesinin kapan¬̧s¬ kompakt bir kümedir.

 (R) ile tüm reel bulan¬k say¬lar kümesi gösterilecektir.

Örnek 3.1.10. Üyelik fonksiyonu

() =

8
>>><
>>>:

¡ 1  2 [1 2] ise

¡+ 3  2 [2 3] ise

0 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlanan bir  bulan¬k kümesi bir bulan¬k say¬d¬r (Şekil 3.1).

 

1         2        3 

1 

0 

Şekil 3.1. Bir bulanık sayı 

 (R) kümesinde  ve  gibi iki bulan¬k say¬n¬n ¡seviye kümelerine göre toplam¬ ve

fark¬ şu şekilde tan¬mlan¬r:

 2 [0 1] olmak üzere  ve  bulan¬k say¬lar¬n¬n ¡seviye kümeleri [ ] =
£


¤
ve [ ] =

£
  

¤
olsun. Bu takdirde

[ +  ] =
£
 +  


+ 

¤


[ ¡  ] =
£
 ¡ 


 

 ¡  
¤

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dir.

Bir  bulan¬k say¬s¬n¬n bir  reel say¬s¬yla çarp¬m¬ da

[ ¢] =

8
<
:

£
 ¢  ¢¤

  ¸ 0 ise
£
 ¢

  ¢
¤
 di¼ger durumlarda

biçimindedir. Buna göre [ §  ] = [] § [ ] ve [ ¢ ] = [ ] yaz¬labilir.

Her bir  2 R reel say¬s¬ kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebildi¼gi

için her bir karakteristik fonksiyon bir bulan¬k say¬ olur. Ayr¬ca her bir  reel say¬s¬

için ¹ = [ ] şeklinde bir gösterim vard¬r. Gerçekten,  2 R olmak üzere ¹ bulan¬k

say¬s¬n¬n üyelik fonksiyonu

¹ () =

8
<
:

1  =  ise

0  6=  ise

biçiminde bir fonksiyondur. Buna göre reel say¬lar kümesi, bulan¬k say¬lar kümesinin

içine gömülebilir [45].

Reel aral¬klar aras¬nda verilen s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ndaki mant¬¼g¬n bir benzeri bulan¬k

say¬ kümeleri aras¬nda da vard¬r ve  ile  iki bulan¬k küme olmak üzere bu kümeler

aras¬ndaki "¹" k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ her  2 [0 1] için

 ¹  ,  ¹   ve 
 ¹ 



biçimindedir [46].

Tan¬m 3.1.11. ([14])  bir bulan¬k küme olsun. E¼ger her  2  bulan¬k say¬s¬ için

 ¹  olacak şekilde bir  bulan¬k say¬s¬ varsa  bulan¬k kümesine üstten s¬n¬rl¬

bir küme ve  say¬s¬na da  bulan¬k kümesinin bir üst s¬n¬r¬ denir. E¼ger  bulan¬k

kümesinin her  üst s¬n¬r¬ için  ¹  ise  bulan¬k say¬s¬na  bulan¬k kümesinin

en küçük üst s¬n¬r¬ (supremumu) denir. Bir  bulan¬k kümesinin alttan s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ve

in…mumu benzer şekilde tan¬mlan¬r.

Çal¬̧smam¬z boyunca,  ve  bulan¬k say¬lar¬ aras¬ndaki uzakl¬¼g¬ hesaplamak için

¹ :  (R)£  (R)! R

¹ ( ) = sup
0··1

 (  )
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biçiminde tan¬ml¬ metrik kullan¬lacakt¬r. Yukar¬da verilen  Hausdor¤ metri¼gi olup

bu metrik

 (  ) = max
¡
j ¡  j 

¯̄


 ¡ 
 ¯̄¢

biçiminde tan¬mlan¬r. Puri ve Ralescu [47]
¡
 (R)  ¹

¢
uzay¬n¬n bir tam metrik uzay

oldu¼gunu göstermi̧stir.

R uzay¬n¬n boştan farkl¬, kompakt ve konveks tüm alt kümelerinin ailesini  (R)

ile gösterelim. Her   2  (R) kümeleri için toplama i̧slemi

 +  = f :  = +   2  ve  2  g

ve her  2  (R) ve  2 R için skalerle çarpma i̧slemi

 = f :  =   2 g

şeklinde tan¬mlan¬r.  (R) kümesi üzerinde verilen bu toplama ve çarpma i̧slemleri

bir lineer yap¬ üretir.

 ve  bulan¬k kümeleri aras¬ndaki metrik

1 (  ) = max

½
sup
2

inf
2
k¡ k  sup

2
inf
2
k¡ k

¾

şeklinde verilen Hausdor¤ metri¼giyle tan¬mlan¬r. ( (R)  1) uzay¬n¬n metrik aksi-

yomlar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ ve tam oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Şimdi  seviye kümesini göz önüne alal¬m. Tan¬m gere¼gi  2  (R) oldu¼gu

a̧sikard¬r. Verilen herhangi iki ¡boyutlu  ve  bulan¬k kümeleri ve herbir 1 ·  1

için

 (  ) =

µZ 1

0

1 (  ) 

¶ 1


ve

1 = sup
0··1

1 (  )

şeklindeki metrikleri tan¬mlayal¬m.  ·  için  ·  olmak üzere

1 (  ) = lim
!1

 (  )

oldu¼gu a̧sikard¬r. ( (R)  ) uzay¬ bir tam metrik uzayd¬r [48].

Özel olarak  = 1 için  (R) kümesinden  (R) bulan¬k say¬lar kümesi ve ü-

zerinde tan¬ml¬ metrik elde edilir. Çal¬̧smam¬z¬n bundan sonraki k¬s¬mlar¬nda “”

yerine sadece “ ” sembolünü kullan¬laca¼g¬z.
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3.2. Bulan¬k Say¬ Dizileri ve Temel Özellikleri

Bulan¬k say¬ dizisinin tan¬m¬ ilk defa 1986 y¬l¬nda Matloka [13] taraf¬ndan yap¬lm¬̧s

ve bu dizilerin baz¬ temel özellikleri aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir:

Tan¬m 3.2.1. Reel terimli bir  = () bulan¬k say¬ dizisi,  : N!  (R) şeklinde

tan¬ml¬ bir fonksiyondur. Buna göre her bir  pozitif tamsay¬s¬na bir  () bulan¬k

say¬s¬ kaŗs¬l¬k gelir.  () yerine genelde  ifadesi kullan¬l¬r.

Tan¬m 3.2.2.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Her   0 için   0 oldu¼gunda

 ( 0)   eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir 0 do¼gal say¬s¬ varsa () bulan¬k say¬

dizisi yak¬nsakt¬r ve limiti 0 bulan¬k say¬s¬d¬r denir. Bu durumda lim
!1

 = 0

yaz¬l¬r.

 ( ) ile tüm yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesi ile gösterilecektir.

Örnek 3.2.3.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>><
>>>:


+2

+ 2¡2
+2

 2¡2

·  · 3 ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

 3 ·  · 4+2


ise

0 di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu dizi

0 () =

8
>>><
>>>:

¡ 2 2 ·  · 3 ise

¡+ 4 3 ·  · 4 ise

0 di¼ger durumlarda

bulan¬k say¬s¬na yak¬nsakt¬r (Şekil 3.2).

 

0         1        2         3        4         5         6 

X1     

X2     
X0     

1  

Şekil 3.2. (Xk) bulanık sayı dizisinin X0 bulanık sayısına yakınsaması   

Teorem 3.2.4. E¼ger bir  = () bulan¬k say¬ dizisi yak¬nsak ise limiti tektir.
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Teorem 3.2.5.  = () ve  = () bulan¬k say¬ dizileri verilsin ve bu diziler

s¬ras¬yla 0 ve 0 bulan¬k say¬lar¬na yak¬nsas¬nlar. Bu takdirde aşa¼g¬daki verilen özel-

likler sa¼glan¬r.

() lim
!1

( § ) = 0 § 0,

() lim
!1

() = 00,

() lim
!1

³




´
= 0

0
, (Her  2 N için 0 2 supp ve 0 2 supp0 ise).

Tan¬m 3.2.6. E¼ger her  2 N do¼gal say¬s¬ için  ·  olacak şekilde bir  bulan¬k

say¬s¬ varsa  = () bulan¬k say¬ dizisine üstten s¬n¬rl¬d¬r denir. Benzer şekilde,

E¼ger her  2 N do¼gal say¬s¬ için  ·  olacak şekilde bir  bulan¬k say¬s¬ varsa

 = () bulan¬k say¬ dizisine alttan s¬n¬rl¬d¬r denir. Hem alttan hem de üstten s¬n¬rl¬

bir bulan¬k say¬ dizisine s¬n¬rl¬d¬r denir. 1 ( ) ile tüm s¬n¬rl¬ bulan¬k say¬ dizilerinin

kümesi gösterilir.

S¬n¬rl¬ bir bulan¬k say¬ dizisine Örnek 3.2.3 de tan¬mlanan () dizisini örnek olarak

verebiliriz.

Tan¬m 3.2.7. ([17])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. E¼ger her   0 say¬s¬ için,

lim


1


jf ·  : (0) ¸ gj = 0

limiti mevcut olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ mevcut ise  = () bulan¬k say¬

dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda gösterim olarak

( )¡ lim = 0 ya da  ! 0 ( ( )) ifadelerinden birisi kullan¬l¬r.

Bütün istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerinin kümesi  ( ) ile gösterilecektir.

0 = ¹0 özel durumunda  ( ) yerine 0 ( ) yaz¬lacakt¬r.

Sonlu bir kümenin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r oldu¼gundan dolay¬ yak¬nsak bir bulan¬k say¬

dizisi ayn¬ zamanda istatistiksel yak¬nsakt¬r, yani  ( ) ½  ( ) dir. Bu kapsaman¬n

kesin oldu¼gunu göstermek için a̧sa¼g¬daki örne¼gi verebiliriz:

23



Örnek 3.2.8.

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

2¡ (2 ¡ 1)   2
£
 ¡ 1

2
 
¤
ise

¡2+ (2 + 1)   2
£
  + 1

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;


 = 3 ise

( = 1 2 3 )

2¡ 1  2
£
1
2
 1
¤
ise

¡2+ 3  2
£
1 3

2

¤
ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:= 0  6= 3 ise

biçiminde tan¬ml¬ () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. Her   0 için

f 2 N :  ( 0) ¸ g µ f8 27 64 g

yaz¬labilece¼ginden dolay¬ sol taraftaki kümenin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Böylece  =

() bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olur. Di¼ger taraftan

bu küme sonlu olmad¬¼g¬ için () bulan¬k say¬ dizisi yak¬nsak de¼gildir. Yani,  = ()

dizisi istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu halde yak¬nsak de¼gildir.

·Istatistiksel yak¬nsak bulan¬k say¬ dizilerin kümesi ile s¬n¬rl¬ bulan¬k say¬ dizilerin

kümesi birbirlerini kapsamazlar. Yukar¬da verilen  = () bulan¬k say¬ dizisi istatis-

tiksel yak¬nsak olmas¬na ra¼gmen s¬n¬rl¬ de¼gildir. Aşa¼g¬daki örnekte verilen  = ()

bulan¬k say¬ dizisi s¬n¬rl¬ olup istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Örnek 3.2.9.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
<
:

1  tek ise

2  çift ise

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada 1 ve 2 bulan¬k say¬lar¬

1 () =

8
>>><
>>>:

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda

ve

2 () =

8
>>><
>>>:

¡ 1  2 [1 2] ise

¡+ 3  2 [2 3] ise

0 di¼ger durumlarda
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şeklinde tan¬ml¬d¬r. Buna göre () dizisi s¬n¬rl¬ bir dizi oldu¼gu halde istatistiksel

yak¬nsak de¼gildir.

Sonuç olarak, bir () bulan¬k say¬ dizisi yak¬nsak ise hem istatistiksel yak¬nsak hem

de s¬n¬rl¬ olup  ( ) \ 1 ( ) kesi̧sim kümesi bo̧s de¼gildir ve  ( ) ½  ( ) \ 1 ( )

şeklinde bir kapsama ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur. Aşa¼g¬daki örnekte s¬n¬rl¬ ve istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gu halde yak¬nsak olmayan bir dizi verilmi̧stir:

Örnek 3.2.10.

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:


+2

+ 2¡2
+2

 2¡2

·  · 3 ise

¡ 
+2

+ 4+2
+2

 3 ·  · 4+2


ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;


 = 3 ise

( = 1 2 3 )

+ 3  2 [¡3¡2] ise

¡¡ 1  2 [¡2¡1] ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:= 0  6= 3 ise

şeklinde tan¬ml¬ = () bulan¬k say¬ dizisi s¬n¬rl¬ ve0 say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak

olmas¬na ra¼gmen yak¬nsak de¼gildir (Şekil 3.3).

 
X1     

X8     
X27     

-3        -2       -1      0         3/2    16/9      3       38/9    9/2        6  

1  

Şekil 3.3. İstatistiksel yakınsak, fakat yakınsak olmayan bir bulanık sayı dizisi 

X0     

Teorem 3.2.11. ([49])  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Bu takdirde e¼ger h.h.k

için  =  olacak biçimde bir  = () yak¬nsak dizisi mevcutsa () bulan¬k say¬

dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Tan¬m 3.2.12. ([18])   0 bir reel say¬ ve  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun. Bu

takdirde e¼ger

lim
!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0

limiti mevcut olacak biçimde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  = () bulan¬k say¬ dizisi

0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir (yak¬nsakt¬r) denir.  ( ) ile

25



kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir bulan¬k say¬ dizilerin kümesi gösterilecektir. Bu küme

 ( ) =

(
 = () : lim

!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0 en az bir 0 için

)

şeklinde gösterilir. Bir  = () bulan¬k say¬ dizisinin bir 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli

¡Cesàro toplanabilir olmas¬ durumunda  ! 0 ( ( )) yaz¬l¬r.

Teorem 3.2.13. ([18])   0 bir reel say¬ ve  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun.

E¼ger bir  = () bulan¬k say¬ dizisi bir 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro

yak¬nsak ise bu takdirde 0 bulan¬k say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 3.2.14. ([18])   0 bir reel say¬ ve  = () bir bulan¬k say¬ dizisi

olsun. E¼ger bir  = () bulan¬k say¬ dizisi hem s¬n¬rl¬ hem de bir 0 bulan¬k

say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu takdirde 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro

yak¬nsakt¬r.

Örnek 3.2.15.  = () bulan¬k say¬ dizisini

 () =

8
>>>>>><
>>>>>>:

+ 1 ¡ 1

·  · 0 ise

¡+ 1 0 ·  · 1

ise

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

 = 2 ise

( = 1 2 3 )

¹0 di¼ger durumlarda

biçiminde tan¬mlayal¬m. Bu dizinin ¡seviye kümesi

[]
 =

8
<
:

£
¡1

 1¡



¤
  = 2 ise

[0 0]  di¼ger durumlarda

şeklindedir. Burada özel olarak  = 1 al¬n¬rsa

lim
!1

1



X

=1

[ ( 0)]
 = 0

olup kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakl¬¼g¬n tan¬m¬ gere¼gi  = () bulan¬k say¬ dizisi ¹0

bulan¬k say¬s¬na kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r (Şekil 3.4).
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X1     

X4     
X9     

-1     -1/4    -1/9         0    1/9      1/4       1 

1  

Şekil 3.4. (Xk) bulanık sayı dizisi 0  bulanık sayısına 
                kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir  

Xk ( 2,0 nk   ise) 
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4. BULANIK FARK D·IZ·ILER·INDE ¡DERECEDEN LACUNARY ·IS-

TAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu bölümde bulan¬k say¬ dizileri için genelleştirilmi̧s ¢ fark operatörünü kulla-

narak ¡dereceden baz¬ dizi kümelerini tan¬mlay¬p aralar¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬

verdik.

4.1. 
 (¢

) ve 
 ( ¢

) Dizi Kümeleri ve Baz¬ Topolojik Özellikleri

Bu k¬s¬mda 
 (¢

) ve 
 ( ¢

) dizi kümelerini tan¬mlay¬p bu kümelerle


 (¢

) kümesi aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬ verdik.

Tan¬m 4.1.1.  = () bir lacunary dizisi,  = () bir bulan¬k say¬ dizisi olsun ve

 2 (0 1] verilsin. E¼ger

lim
!1

1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj = 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  = () 2  ( ) dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na


 (¢

)¡istatistiksel yak¬nsakt¬r (ya da ¡dereceden lacunary ¢¡istatistiksel

yak¬nsakt¬r) denir. Burada  = (¡1 ] dir ve    nin  kuvveti ()
 y¬ gösterir

yani  = ( ) = (1  

2   


  ) dir. Bu durumda 

 (¢
) ¡ lim = 0

yazabiliriz. Bütün 
 (¢

)¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini 
 (¢

) ile

gösterece¼giz.  = (2) için 
 (¢

) yerine  (¢)   = 1 ve  = (2) özel

durumunda 
 (¢

) yerine  (¢) yaz¬l¬r.

Lemma 4.1.2.  = () bir lacunary dizisi ve ½ N olsunBu takdirde 0   ·  · 1

için 
 () · 

 () dir.

·Ispat. 0   ·  · 1 olsun.  ·  oldu¼gundan

1


jf¡1   ·  :  2 gj · 1


jf¡1   ·  :  2 gj

yazabiliriz. Böylece 
 () · 

 () dir.
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Uyar¬ 4.1.3.  2 (0 1] için ¡dereceden ¢¡lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k iyi

tan¬ml¬d¬r fakat   1 için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunu göstermek için  = () bulan¬k

say¬ dizisini aşa¼g¬daki gibi alal¬m:

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

 0 ·  · 1

¡+ 2 1 ·  · 2

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:=  0
 = 2 ise

( = 1 2 3 )

¡ 3 3 ·  · 4

¡+ 5 4 ·  · 5

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:=  00  6= 2 ise

() ve (¢) dizilerinin ¡seviye kümeleri baz¬ aritmetik i̧slemler sonucu a̧sa¼g¬daki

gibi bulunur.

[]
 =

8
<
:

[ 2¡ ]   = 2 ise

[3 +  5¡ ]   6= 2 ise


ve

[¢]
 =

8
<
:

[2 ¡ 2¡15¡2¡ 2¡1] :=  0  = 2 ise

[2+ 2¡1¡2+ 2¡15] :=  00  6= 2 ise
 ( = 1 2 )

böylece   1 için

lim
!1

1


jf 2  :  (¢

 
0) ¸ gj · lim

!1

 ¡ ¡1

2
= lim

!1



2
= 0

ve

lim
!1

1


jf 2  :  (¢

 
00) ¸ gj · lim

!1

 ¡ ¡1

2
= lim

!1



2
= 0

yazabiliriz. () dizisi hem 0 hem de 00 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden ¢¡lacunary

istatistiksel yak¬nsakt¬r yani 
 (¢

) ¡ lim =  0 ve 
 (¢

) ¡ lim =  00

dür. Fakat bu imkans¬zd¬r.

Teorem 4.1.4. 0   · 1 ve  = ()   = () bulan¬k say¬ dizileri olsun. Bu

takdirde

() E¼ger 
 (¢

)¡ lim = 0 ve  2 C ise 
 (¢

)¡ lim () = 0

() E¼ger 
 (¢

) ¡ lim = 0 ve 

 (¢

) ¡ lim = 0 ise 

 (¢

) ¡

lim ( + ) = 0 + 0 d¬r.
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·Ispat. ()  = 0 için ispat aç¬kt¬r.  6= 0 olsun. Bu takdirde () in ispat¬

1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj = 1



¯̄
¯̄
½
 2  :  (¢

0) ¸


jj

¾¯̄
¯̄

eşitli¼ginden ve () nin ispat¬

1


jf 2  :  (¢

 ( + )  (0 + 0)) ¸ gj · 1



¯̄
¯
n
 2  :  (¢

 0) ¸


2

o¯̄
¯

+
1



¯̄
¯
n
 2  :  (¢

 0) ¸


2

o¯̄
¯ 

eşitsizli¼ginden elde edilir.

Tan¬m 4.1.5.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi,  = () bir lacunary dizisi,  2 (0 1]

ve  pozitif bir reel say¬ olsun. E¼ger

lim
!1

1



P
2

[ (¢ 0)]
 = 0

olacak şekilde bir 0 bulan¬k say¬s¬ varsa  bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

kuvvetli 
 ( ¢

)¡toplanabilirdir (ya da ¡dereceden kuvvetli  ( ¢
) ¡

toplanabilirdir) denir. Bu durumda 
 ( ¢) ¡ lim = 0 yazar¬z. Kuvvetli


 ( ¢

)¡toplanabilirlik  = 1 için kuvvetli  ( ¢)¡toplanabilirli¼ge in-

dirgenir. Bütün kuvvetli 
 ( ¢

)¡toplanabilir dizilerin kümesini 
 ( ¢

)

ile gösterece¼giz.

E¼ger 
 ( ¢

) dizi kümesinde  = (2) al¬rsak ¡dereceden kuvvetli ¡Cesàro

toplanabilir dizilerin kümesi


 (¢

) =

(
 = () : 90 lim



1



X

=1

[ (¢ 0)]
 = 0

)

elde edilir. 0 = ¹0 olmas¬ durumunda bu kümeyi 
0 (¢

) ile gösterece¼giz.

Teorem 4.1.6. E¼ger 0   ·  · 1 ise 
 (¢

) ½ 
 (¢

) dir ve bu kapsama

kesindir.

·Ispat. 0   ·  · 1 ve  = () bir lacunary dizisi olsun. 
 (¢

) ½


 (¢

) kapsama ba¼g¬nt¬s¬

1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj · 1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

eşitsizli¼ginden elde edilir.
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 = (2) alarak 
 (¢

) ½ 
 (¢

) kapsamas¬n¬n kesinli¼gini gösterelim.

Bunun için

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

2¡ (2 ¡ 1)   ¡ 1
2
·  · 

¡2+ (2 + 1)   ·  ·  + 1
2

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

  = 3 ise

2¡ 1 1
2
·  · 1

¡2+ 3 1 ·  · 3
2

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

  6= 3 ise

şeklinde tan¬mlanan  = () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m. () ve (¢)

dizilerinin ¡seviye kümelerini hesaplad¬ktan sonra


 (¢

) ¡ lim =
£
2¡1 (¡ 1)  2¡1 (1¡ )

¤

oldu¼gu yani 1
3
  · 1 için  2 

 (¢
)  0   · 1

3
için  2 

 (¢
) oldu¼gu

görülür. Bu  2
¡
0 1

3

¤
ve  2

¡
1
3
 1
¤
olacak şekilde   2 (0 1] için 

 (¢
) ½


 (¢

) kapsamas¬n¬n kesin oldu¼gunu gösterir.

Sonuç 4.1.7. E¼ger bir  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na 

 (¢

)¡

istatistiksel yak¬nsak ise o zaman 0 bulan¬k say¬s¬na  (¢)¡istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

Teorem 4.1.8.  ve  say¬lar¬ 0   ·  · 1 olacak şekilde sabit reel say¬lar,

 = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  = () bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde,

0    1 iken 
 ( ¢

) ½ 
 (¢

) d¬r ve bu kapsama baz¬  ve  lar için

kesindir.

·Ispat. Bulan¬k say¬lar¬n bir  = () dizisi ve   0 için

P
2

[ (¢ 0)]
 =

P
2

(¢0)¸

[ (¢ 0)]
 +

P
2

(¢0)

[ (¢ 0)]


¸
P
2

(¢0)¸

[ (¢ 0)]


¸ jf 2  :  (¢
 0) ¸ gj 
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yazabiliriz ve böylece

1



P
2

[ (¢ 0)]
 ¸ 1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj 

¸ 1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj 

elde edilir. Buradan e¼ger  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli


 ( ¢

)¡toplanabilir ise 0 bulan¬k say¬s¬na 
 (¢

)¡istatistiksel yak¬nsak

oldu¼gu elde edilir.

 =   = (2) ve  = 1 özel durumunda 
 ( ¢

) ½ 
 (¢

) kapsamas¬n¬n

kesinli¼gini gösterelim. Bunun için a̧sa¼g¬daki gibi bir bulan¬k say¬ dizisini seçelim.

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:



+ 1 ¡ ·  · 0

¡ 

+ 1 0 ·  · 

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;


 = 2 ise

( = 1 2 )


2
¡ 1 2 ·  · 4

¡ 
2
+ 3 4 ·  · 6

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:= 0  6= 2 ise

() ve (¢) dizilerinin ¡seviye kümelerini hesaplad¬ktan sonra () dizisinin
1
2
  · 1 için 0 bulan¬k say¬s¬na ¡dereceden ¢¡istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu

fakat 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli 
 ( ¢

) toplanabilir olmad¬¼g¬n¬ görürüz. Bu-

rada [0]

= [2+1 (¡ 1)  2 (1¡ )] d¬r. Böylece 1

2
  · 1 için 

 (¢
) ½


 (¢

) dir.

Sonuç 4.1.9.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi,  2 (0 1] ve  bir pozitif reel say¬

olsun. Bu durumda

() E¼ger  2 
 ( ¢) ise  2 

 (¢
) d¬r ve limitler ayn¬d¬r.

() E¼ger  2 
 (¢

) ise  2  (¢
) d¬r ve limitler ayn¬d¬r.

Teorem 4.1.10.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi,  2 (0 1] ve  = () bir lacunary

dizisi olsun. E¼ger lim inf   1 ise  (¢) ½ 
 (¢

) d¬r.

·Ispat. lim inf   1 oldu¼gunu kabul edelim. Yeterince büyük  için  ¸ 1 + 

olacak şekilde   0 say¬s¬ vard¬r. Bu durumda



¸ 

1 + 
=)

µ



¶

¸
µ



1 + 

¶

=) 1


¸ 

(1 + )
1


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yaz¬labilir. Şimdi  ! 0

¡
 (¢)

¢
oldu¼gunu kabul edelim. Her    0 için

1


jf ·  :  (¢

 0) ¸ gj ¸ 1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

¸ 

(1 + )
1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

yaz¬labilir. Buradan  ! 0

³

 (¢

)
´
elde edilir.

Teorem 4.1.11. E¼ger lim!1 inf 




 0 ise  (¢) ½ 

 (¢
) d¬r.

·Ispat. Verilen   0 için

f ·  :  (¢
 0) ¸ g ¾ f 2  :  (¢

 0) ¸ g 

yazabiliriz. Buradan

1


jf ·  :  (¢

 0) ¸ gj ¸ 1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

=



1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

elde edilir. !1 için limit al¬n¬r ve lim!1 inf 


 0 ifadesi kullan¬l¬rsa

 ! 0 ( (¢)) =)  ! 0

³

 (¢

)
´

elde edilir.

Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z verece¼giz.

Teorem 4.1.12.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi, 0   · 1 ve  = () bir lacunary

dizisi olsun. E¼ger lim sup  1 ise 
 (¢

) ½  (¢) d¬r.

Teorem 4.1.13. 0   ·  · 1  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve   0 bir reel

say¬ olsun. Bu takdirde 
 ( ¢

) ½ 
 ( ¢

) kapsamas¬ kesindir.

·Ispat.  = () 2 
 ( ¢

) olsun. O zaman 0   ·  · 1 olacak şekilde

verilen   ve   0 için

1



P
2

[ (¢ 0)]
 · 1



P
2

[ (¢ 0)]


eşitsizli¼gini yazabiliriz ve buradan 
 ( ¢

) ½ 
 ( ¢

) elde edilir.
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Kapsaman¬n kesinli¼gini göstermek için bir  = (2) lacunary dizisini alal¬m ve  = 1

olsun. Aşa¼g¬daki gibi bir  = () bulan¬k say¬ dizisini göz önüne alal¬m:

 () =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

¡ 2 2 ·  · 3

¡+ 4 3 ·  · 4

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;


 = 3 ise

( = 1 2 )


3
¡ 5

3
 5 ·  · 8

¡ 
3
+ 11

3
 8 ·  · 11

0 di¼ger durumlarda

9
>>>=
>>>;

:= 0  6= 3 ise

() ve (¢) dizilerinin ¡seviye kümelerini hesaplad¬ktan sonra 2 
 ( ¢

)

elde edilir çünkü () 
1

3
  · 1 için 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli 

 (¢
) ¡

toplanabilirdir. Burada [0]
 = [2 (3¡ 3)  2 (3¡ 3)] d¬r. Fakat 0   · 1

3

için  2 
 ( ¢

) d¬r yani (), 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli 
 ( ¢

) ¡

toplanabilir de¼gildir. Bu kapsaman¬n kesinli¼gini gösterir. Şekil 4.1 de (¢) dizisinin

limitlerini gösterdik.

 

   -3.2m                   -12              -6        -3      0     3        6               12                           3.2m 

Şekil. 4.1. Farklı m değerlerine göre )( k
m X  bulanık fark dizisinin limitleri 

1 

Sonuç 4.1.14. 0   ·  · 1  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve   0 olsun. Bu

durumda

() E¼ger  =  ise 
 (¢

) = 
 ( ¢

) dir.

() Her  2 (0 1] ve 0   1 için 
 (¢

) µ  ( ¢) dir.

Teorem 4.1.15.  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve  = () bir lacunary dizisi olsun.

E¼ger lim inf   1 ise 0   · 1 ve 0   1 için 
 (¢

) µ 
 ( ¢

) dir.

·Ispat. E¼ger lim inf   1 ise o zaman her  ¸ 1 için  ¸ 1 +  olacak şekilde bir

  0 vard¬r. 0   · 1 olsun. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n  2 
0 (¢

) alabiliriz. Bu
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takdirde

 =
1



X

=1

 (¢ ¹0)
 ¡ 1



¡1X

=1

 (¢ ¹0)


=




Ã
1



X

=1

 (¢ ¹0)


!
¡ ¡1



Ã
1

¡1

¡1X

=1

 (¢ ¹0)


!

yazabiliriz ve böylece  =  ¡ ¡1 oldu¼gu için




· (1 + )


ve

¡1


· 1



elde edilir.
1



P
=1  (¢

 ¹0)
 ve

1

¡1

P¡1
=1  (¢ ¹0)

 terimlerinin her ikisi de

s¬f¬ra yak¬nsar ve  da s¬f¬ra yak¬nsar. Böylece  2 
0 ( ¢

) yani 
 (¢

) µ


 ( ¢

) olur.

Teorem 4.1.16. E¼ger lim sup


¡1
 1 ise 0   · 1 için  ( ¢

) µ


 (¢

) dir.

·Ispat. E¼ger lim sup


¡1
 1 ise her  ¸ 1 için



¡1
  olacak şekilde bir

  0 say¬s¬ vard¬r.  2 0 ( ¢) ve   0 olsun.  = 1 2 3  için sup¸    

ve     olacak şekilde   0 ve   0 say¬lar¬n¬ bulabiliriz. ¡1   ·  ve   

olmak üzere

1



X

=1

 (¢ ¹0)
 ·

1

¡1

¡1X

=1

 (¢ ¹0)


=
1

¡1

ÃX

1

 (¢ ¹0)

+
X

2

 (¢ ¹0)

+ +

X



 (¢ ¹0)


!

=
1

¡1
 1 +

2 ¡ 1

¡1
2 + +

 ¡ ¡1

¡1
 +

+1 ¡ 

¡1
+1 + +

 ¡ ¡1

¡1
 

·
µ
sup
¸1

 

¶


¡1
+

µ
sup
¸

 

¶
 ¡ 

¡1
 



¡1
+ 

yaz¬labilece¼ginden ve ¡1 ! 1 iken  ! 1 oldu¼gundan
1


P

=1  (¢
 ¹0)

 ! 0

elde edilir. Böylece  2 
0 (¢

) dir.

Teorem 4.1.17.  = () ve 
0 = () iki lacunary dizisi olsun. Her  2 N için  ½ 

ve 0   ·  · 1 olmak üzere

() lim
!1

inf



 0 (4.1)
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ise 
0
(¢) µ 

 (¢
),

() lim
!1




= 1 (4.2)

ise 
 (¢

) µ 
0
(¢) d¬r. Burada  = (¡1 ]   = (¡1 ]   = ¡¡1

 =  ¡ ¡1 dir.

·Ispat. () Her  2 N için  ½  olsun ve (4.1) sa¼glans¬n.   0 için

f 2  :  (¢
 0) ¸ g ¶ f 2  :  (¢

 0) ¸ g

ve
1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj ¸ 


1


jf 2  :  (¢

0) ¸ gj

elde edilir. Son eşitsizlikte  ! 1 için limit al¬n¬r ve (4.1) kullan¬l¬rsa 
0 (¢

) µ


 (¢

) olur.

()  = () 2 
 (¢

) olsun ve (4.2) sa¼glans¬n.  ½  oldu¼gundan   0

için

1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj =
1


jf¡1   · ¡1 :  (¢

 0) ¸ gj

+
1


jf   ·  :  (¢

 0) ¸ gj

+
1


jf¡1   ·  :  (¢

 0) ¸ gj

·
¡1 ¡ ¡1


+

 ¡ 


+
1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

·
 ¡ 


+
1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

·
µ


¡ 1

¶
+

1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj

elde edilir. Di¼ger taraftan lim
!1




= 1 ve  = () 2 
 (¢

) oldu¼gundan


 (¢

) µ 
0
(¢) elde edilir.

Teorem 4.1.17 den aşa¼g¬daki iki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.18.  = () ve 0 = () iki lacunary dizisi,  2 (0 1] ve her  2 N için

 ½  olsun ve (4.1) sa¼glans¬n. Bu takdirde

() 
0
(¢) µ 

 (¢
) 
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() 0 (¢
) µ 

 (¢
) 

() 0 (¢
) µ  (¢)

dir.

Sonuç 4.1.19.  = () ve 0 = () iki lacunary dizisi,  2 (0 1] ve her  2 N için

 ½  olsun ve (4.2) sa¼glans¬n. Bu takdirde

() 
 (¢

) µ 
0
(¢) 

() 
 (¢

) µ  (¢
) 

()  (¢) µ 0 (¢
)

dir.

4.2. Bir Modülüs Fonksiyonu ·Ile Tan¬ml¬ Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bulan¬k say¬ dizileri için modulus fonksiyonu kavram¬ ilk olarak Sarma [50] taraf¬n-

dan verildi. Daha sonra Talo ve Başar [51] taraf¬ndan geli̧stirildi. Bu k¬s¬mda  mo-

dulus fonksiyonu yard¬m¬yla tan¬mlanan 
 (  ¢

) dizi kümesi ile 
 (¢

) dizi

kümesi aras¬ndaki ili̧ski verilecektir.

Tan¬m 4.2.1.  bir modulus fonksiyonu,  = () bir bulan¬k say¬ dizisi,  =

() pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi ve  2 (0 1] olsun. 
 (  ¢

) dizi kümesini

a̧sa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:


 (  ¢

) =

(
 = () : lim

!1

1



X

2

[ ( (¢0))]
 = 0 90 için

)

Her  2 N için  = 1 ve  () =  özel durumunda
 (  ¢

) yerine
 ( ¢

)

yazaca¼g¬z.

Aşa¼g¬daki teoremlerde  = () s¬n¬rl¬ ve 0   = inf  ·  · sup  =  1

olarak kabul edece¼giz.

Teorem 4.2.2.   2 (0 1]   ·   bir modulus fonksiyonu  = () bir bu-

lan¬k say¬ dizisi ve  = () bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda 
 (  ¢

) ½


 (¢

) d¬r.

·Ispat.  2 
 (  ¢

) ve   0 olsun. Ayr¬ca,
P
1

ve
P
2

toplamlar¬ s¬ras¬yla

 2   (¢ 0) ¸  ve  2   (¢ 0)   üzerindeki toplamlar olsun. Her

bir  için    oldu¼gundan
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1



X

2

[ ( (¢ 0))]
 =

1



"X

1

[ ( (¢ 0))]
 +

X

2

[ ( (¢ 0))]


#

¸ 1



"X

1

[ ( (¢ 0))]
 +

X

2

[ ( (¢ 0))]


#

¸ 1



X

1

[ ()]

¸ 1



X

1

min
³
[ ()]  [ ()]

´

¸ 1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gjmin
³
[ ()]  [ ()]

´

elde edilir.  2 
 (  ¢

) oldu¼gundan yukar¬daki eşitsizli¼gin sol taraf¬  ! 1

için s¬f¬ra yak¬nsak olup böylece  2 
 (¢

) dir.

Teorem 4.2.3.  modulus fonksiyonu s¬n¬rl¬,  = () bir bulan¬k say¬ dizisi ve

 = () bir lacunary dizisi olsun. E¼ger lim
!1




= 1 ise o zaman 

 (¢
) ½


 (  ¢

) dir.

·Ispat.  s¬n¬rl¬ bir modülüs fonksiyonu,  2 
 (¢

) olsun ve   0 verilsin. 

s¬n¬rl¬ oldu¼gundan  () ·  olacak şekilde bir  tamsay¬s¬ vard¬r. Her  2 N için

1



X

2

[ ( (¢0))]
 =

1



X

1

[ ( (¢ 0))]


+
1



X

2

[ ( (¢ 0))]


· 1



X

1

max
¡
 

¢
+

1



X

2

[ ()]

· max
¡
 

¢ 1


jf 2  :  ( (¢

 0)) ¸ gj

+



max

³
 ()   ()

´

yazabiliriz. Böylece yukar¬daki eşitsizlikten  2 N için  2 
 (  ¢

) elde edilir.

Teorem 4.2.4. E¼ger lim   0 ve  = () bulan¬k say¬ dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

kuvvetli 
 (  ¢

)¡toplanabilir ise limit bir tektir.

·Ispat. lim  =   0 
 (  ¢

)¡lim = 0 ve 
 (  ¢

)¡lim =

 0
0 olsun. Bu takdirde
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lim
!1

1



X

2

[ ( (¢ 0))]
 = 0

ve

lim
!1

1



X

2

[ ( (¢ 
0
0))]

 = 0

elde edilir. Di¼ger taraftan  artan ve  ( +  ) ·  () +  ( ) oldu¼gundan  = 

ve  = max
¡
1 2¡1

¢
olmak üzere

1



X

2

[ ( (0 
0
0))]

 ·




X

2

¡
[ ( (¢ 0))]

 + [ ( (¢ 
0
0))]


¢

·




X

2

[ ( (¢0))]


+




X

2

[ ( (¢ 
0
0))]

 ! 0

elde edilir. Yukar¬daki eşitizli¼gin sol taraf¬  ! 1 iken s¬f¬ra gitti¼ginden ve lim  = 

oldu¼gundan

lim
!1

1



X

2

[ ( (0 
0
0))]

 = [ ( (0 
0
0))]



elde edilir. Böylece 0 =  0
0 olup limit tektir.

4.3. Bir Orlicz Fonksiyonu ·Ile Tan¬ml¬ Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda bir Orlicz fonksiyonunu kullanarak bulan¬k say¬ dizileri için kuvvetli


 ( ¢

)¡toplanabilir diziler kümesini tan¬mlad¬k ve bu kümeyle 
 (¢

)

dizi kümesi aras¬ndaki baz¬ kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬ verdik.

Tan¬m 4.3.1.  bir Orlicz fonksiyonu,  = () bir bulan¬k say¬ dizisi, 0   ·

sup  =   = () pozitif reel say¬lar¬n bir dizisi,  2 (0 1], ¢ genelleştirilmi̧s fark

operatörü ve  = () bir lacunary dizisi olsun. Şimdi


 ( ¢

) =

8
><
>:

 = () : lim
!1

1



P
2

h

³
(¢0)



´i
= 0

en az bir 0 ve   0 için

9
>=
>;

dizi kümesini tan¬mlayal¬m.
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E¼ger  2 
 (¢

) ise () dizisi Orlicz fonksiyonu  ye göre kuvvetli


 ( ¢

)¡toplanabilirdir denir.  () =  özel durumunda
 ( ¢

)

¡toplanabilirlik [52] de tan¬mlanan kuvvetli 
 ( ¢

)¡toplanabilirli¼ge indirgenir.

Teorem 4.3.2. 0   · 1 ve  = ()   = () bulan¬k say¬ dizileri olsun. Bu

takdirde

() E¼ger
 ( ¢

)¡lim = 0 ve  2 C ise, 
 ( ¢

)¡lim () =

0

() E¼ger 
 ( ¢

)¡ lim = 0 ve 

 ( ¢

)¡ lim = 0 ise,


 ( ¢

)¡ lim ( + ) = 0 + 0 d¬r.

·Ispat. Aşikard¬r.

Teorem 4.3.3.  = () ve 
0 = () iki lacunary dizisi olsun. Her  2 N için  ½ 

ve 0   ·  · 1 olmak üzere

() E¼ger (4.1) sa¼glan¬rsa  
0
( ¢) ½ 

 ( ¢
)

()  = () 2 1 (¢)  her  2 N için  =  olsun ve (4.2) sa¼glans¬n. O

zaman 
 ( ¢

) ½ 
0 ( ¢

) olur.

·Ispat. () Her  2 N için  ½  olsun ve (4.1) sa¼glans¬n.

1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸





1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

oldu¼gundan 
0
( ¢) ½ 

 ( ¢
) elde edilir.

()  = () 2 1 (¢) olsun ve (4.2) sa¼glans¬n.  = () bir ¢¡s¬n¬rl¬

dizi oldu¼gundan her  2 N için  (¢ 0) ·  olacak şekilde bir   0 reel say¬s¬

vard¬r. Di¼ger taraftan her  2 N için  ½  oldu¼gundan  ·  yazabiliriz ve her

 2 N için  =  dir.

1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸
=

1



X

2¡

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

+
1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸
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·
µ
 ¡ 


¶
  +

1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

·
µ
 ¡ 


¶
  +

1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

·
µ
 ¡ 


¶
  +

1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

yazabiliriz. Böylece 1 (¢) \
 ( ¢

) ½ 
0 (¢

) olur.

Sonuç 4.3.4.  = () ve 0 = () iki lacunary dizisi,  2 (0 1] ve her  2 N için

 ½  olsun ve (4.1) sa¼glans¬n. Bu takdirde

() 
0
(¢) µ 

 ( ¢
) 

() 0 ( ¢
) µ 

 ( ¢) 

() 0 ( ¢
) µ  ( ¢

) dir.

Sonuç 4.3.5.  = () ve 0 = () iki lacunary dizisi,  2 (0 1] ve her  2 N için

 ½  olsun ve (4.2) sa¼glans¬n. Bu takdirde

() 1 (¢) \
 ( ¢

) µ 
0 (¢

) 

() 1 (¢) \
 ( ¢

) µ 0 ( ¢
) 

() 1 (¢) \ ( ¢
) µ 0 (¢

) dir.

Teorem 4.3.6. 0   ·  · 1 0   · sup  = ,  = () pozitif reel say¬lar¬n

bir dizisi ve her  2 N için  ½  olsun.

() (4.1) in sa¼glanmas¬ halinde bir  = () dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli


0
( ¢)¡toplanabilir ise 0 bulan¬k say¬s¬na 


 (¢

)¡istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

() (4.2) sa¼glans¬n ve  = () s¬n¬rl¬ bir dizi olsun. E¼ger bir () dizisi 0

bulan¬k say¬s¬na 
 (¢

)¡istatistiksel yak¬nsak ise 0 bulan¬k say¬s¬na kuvvetli


0
( ¢)¡toplanabilirdir.

·Ispat. () Kabul edelim ki (4.1) sa¼glans¬n ve  = () dizisi 0 bulan¬k say¬s¬na

kuvvetli 
0 ( ¢

)¡toplanabilir olsun. Buna göre
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1



X

2

·


µ
 (¢0)



¶¸
=

1



X

2
(¢0)¸

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

+
1



X

2
(¢0)

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

¸ 1



X

2
(¢0)¸

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

+
1



X

2
(¢0)

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

¸ 1



X

2
(¢0)¸

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

yazabiliriz ve böylece

)
1



X

2

·


µ
 (¢ 0)



¶¸
¸ 1



X

2
(¢0)¸

·


µ
 (¢ 0)



¶¸

¸
1



X

2
(¢0)¸

·


µ




¶¸

¸
1



X

2
(¢0)¸

min
n
[ (1)]

inf   [ (1)]
sup 

o
 1 =





¸
1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj min
n
[ (1)]

inf   [ (1)]
sup 

o

¸



1


jf 2  :  (¢

 0) ¸ gj min
n
[ (1)]

inf   [ (1)]
sup 

o

elde edilir. Yukar¬daki eşitsizliklerden  = () dizisinin 0 bulan¬k say¬s¬na


 (¢

)¡istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu görülür.

() ·Ispat () de verilen metot kullan¬larak kolayca yap¬labilir.

Sonuç 4.3.7.  = () ve 0 = () iki lacunary dizisi,  2 (0 1] ve her  2 N için

 ½  olsun ve (4.1) sa¼glans¬n. Bu takdirde

() 
0 (¢

) µ 
 (¢

) 

() 0 ( ¢
) µ 

 (¢
) 
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() 0 ( ¢
) µ  (¢

)

dir.

Sonuç 4.3.8.  = () ve 0 = () iki lacunary dizisi,  2 (0 1] ve her  2 N için

 ½  olsun ve (4.2) sa¼glans¬n. Bu takdirde

() 1 (¢) \ 
 (¢

)µ
0 ( ¢

) 

() 1 (¢) \ 
 (¢

)µ0 ( ¢
) 

() 1 (¢) \  (¢)µ0 (¢
)

dir.

Teorem 4.3.9. E¼ger lim   0 ve  = () dizisi  Orlicz fonksiyonuna göre 0

bulan¬k say¬s¬na kuvvetli 
 ( ¢

)¡toplanabilir ise 
 ( ¢

)¡ lim

limiti bir tektir.

·Ispat. lim  =   0 
 ( ¢

) ¡ lim = 0 ve 
 (¢

) ¡

lim =  0
0 olsun. Bu takdirde

lim
!1

1



P
2

·


µ
 (¢0)

1

¶¸
= 0 1  0

ve

lim
!1

1



P
2

·


µ
 (¢

0
0)

2

¶¸
= 0 2  0

elde edilir.  = max (21 22) olsun.  azalmayan ve konveks oldu¼gundan

1



P
2

·


µ
 (0

0
0)



¶¸
· 



P
2

1

2

µ·


µ
 (¢ 0)

1

¶¸

+

·


µ
 (¢ 0

0)

2

¶¸¶

· 



P
2

·


µ
 (¢ 0)

1

¶¸

+




P
2

·


µ
 (¢ 

0
0)

2

¶¸
! 0

yazabiliriz. Burada sup  =  ve  = max
¡
1 2¡1

¢
dir. Yukar¬daki eşitsizliklerden

lim
!1

1



P
2

·


µ
 (0 0

0)



¶¸
= 0

olup lim  =  oldu¼gundan

lim
!1

1



P
2

·


µ
 (0

0
0)



¶¸
=

·


µ
 (0 

0
0)



¶¸

elde edilir. Böylece 0 =  0
0 olup limit tektir.
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5. SONUÇLAR

Bu tez çal¬̧smas¬nda, genelleştirilmi̧s fark operatörü ve lacunary dizisi kullan¬larak

0   · 1 ve  pozitif bir reel say¬ olmak üzere
 ( ¢

)  
 (¢

) ve 
 (¢

)

dizi kümeleri tan¬mlanm¬̧s aralar¬ndaki baz¬ kapsama teoremleri elde edilmi̧stir. Daha

sonra bir modülüs fonksiyonu yard¬m¬yla 
 (  ¢

) dizi kümesi tan¬mlanm¬̧s

ve baz¬ özellikleri incelenmi̧stir. Ayr¬ca 
 (¢

) dizi kümesi ile bir Orlicz fonksi-

yonu kullan¬larak tan¬mlanan 
 ( ¢

) dizi kümesi aras¬ndaki baz¬ kapsama

ba¼g¬nt¬lar¬ verilmi̧stir. Her  2 N için  ½  şeklinde iki aral¬k üzerinde tan¬ml¬

olan farkl¬ () ve () lacunary dizileri al¬narak 
 (¢

) ve 
 ( ¢) dizi

kümelerinde baz¬ sonuçlar elde edilmi̧stir. Son olarak lim   0 olmak üzere  =

() bulan¬k say¬ dizisinin  Orlicz fonksiyonuna göre  bulan¬k say¬s¬na kuvvetli


 ( ¢

)¡toplanabilir olmas¬ durumunda ise 
 ( ¢

)¡ lim limi-

tinin bir tek oldu¼gu gösterilmi̧stir.
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