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OZET

Alt1 boliimden olusan bu ¢alismada Orlicz fonksiyonlar: kullanilarak yeni genellesti-
rilmig fark dizi uzaylari tamimlanmis ve bu dizi uzaylarinin bazi topolojik 6zellikleri
incelenmigtir.

Ik boliim giris kismi olup, bu calisma ile ilgili 6n bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde,
konuya iligkin temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde fark dizileri, konveks fonksiyonlar, Orlicz fonksiyonu, £, (p) dizi
uzay1 ve modular dizi uzay1 kavramlar1 ve bunlarin baz 6zellikleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde M = (M},) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi ve A" - genellegti-
rilmig fark operatorii kullamlarak ¢, [A7, p, q, u, w] dizi uzayr tammlanmig ve bu dizi
uzayinin bazi topolojik 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boltimde her bir £ i¢in My ve Nj birbirinin aligilmig tamamlayicisi olmak
tizere M = (My) ve N' = (N},) Orlicz fonksiyon dizileri alinarak ¢41(A™) ve (3(A™)
dizi uzaylar1 tanimlanmig ve bu dizi uzaylarinin bazi topolojik 6zellikleri incelenmistir.

Altma boliimde ise h (M) dizi uzaymin a— , f— ve y— dualleri ile ¢ (M, \) ve

¢ (N, \) dizi uzaylarinin a— duali bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Fark Dizi Uzaylari, Orlicz Fonksiyonu, Modular Dizi Uzay,
a—, f— ve v— Dual.

11



SUMMARY

ON GENERALIZED DIFFERENCE SEQUENCE SPACES OF DEFINED BY
ORLICZ FUNCTIONS

In this study, which is prepared as six chapters, we define some new generalized
difference sequence spaces using Orlicz functions and we examine some properties of
these sequence spaces.

In the first chapter preliminary informations use given. In the second chapter, we
give the fundamental definitions and theorems.

In the third chapter, we give the concepts of difference sequences, convex functions,
Orlicz function, ¢, (p) sequence spaces and modular sequence space and some of their
properties.

In the fourth chapter, we define the sequence space {p[A™, p, ¢, u, w] using a se-
quence of Orlicz functions M = (M) and A" - generalized difference operator and
examine some topological properties of this space.

In the fifth chapter, we define the sequence spaces ¢41(A™) and /3-(A™) where
sequences of Orlicz function M = (M) and N' = (N;) such that M, and N; be
mutually complementary for each k and examine some topological properties of these
spaces.

In the sixth chapter, we give the a—, f— ve 7— duals of the sequence space h (M)
and the a— dual of the sequence spaces £ (M, \) and ¢ (N, \).

Keywords: Difference sequence spaces, Orlicz Function, Modular sequence space,

a— , f— and y— Dual.
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SIMGELER LiSTESI

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi
Biitiin diziler uzay:

Yakinsak diziler uzayi

Sifira yakinsak diziler uzayi
Sinirh diziler uzay:

Banach Koordinatsal siireklilik
A uzaymin a— duali

A uzaymin S— duali

A uzaymin y— duali
Genellestirilmig fark operatorii
Orlicz dizi sinifi

Orlicz dizi uzay:

Modular dizi siifi

Modular dizi uzay1



1. GIRIS

Fark dizileri kavramu ilk olarak Kizmaz [19] tarafindan tanmimlandi. 1981 yilinda

Kizmaz Az = (Axyg) = (z — 2x41) ve X = o, € Ve ¢ olmak tizere
X(A) ={z = (x}) : Az € X}

dizi uzaylarim tammladi. Et ve Colak [8], m € N, A% = (z3), Az = (21, — Tp41),
A"z = (Axy) = (A" oy — A" ey yy) ve AMay = Y0 (—1)Y (T:) Th4 Olmak tizere
v=0

X(A™) ={zx = (a}) : A"z € X}

dizi uzaylarini tanimladilar.

v = (vy) sifirdan farkl kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [9], m €
N, AV = (vpap), Avr = (VpTp — Vpp1Tht1), ATw = (ATxy) = (AT oy, — AT lpy )
ve her k € N icin Az = i (-1)' (") vk+iTpr; olmak {izere bu uzaylarn X (A7) =
{z = (x) : A"z € X} §eklin§£ki uzaylara genellestirdiler.

Bir Orlicz fonksiyonu, siirekli, azalmayan, konveks, M (0) = 0, z > 0 igin M (x) >0

ve x — oo iken M () — oo sartlarim saglayan bir M : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonudur.

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

integral formunda gosterilebilir. Burada M nin g¢ekirdegi olarak bilinen p, azalmayan,
t > 0 i¢in sagdan tiirevlenebilir, p(0) = 0, ¢t > 0 igin p(t) > 0 ve t — oo iken p(t) — oo
seklinde bir fonksiyondur.

Bir M(t) Orlicz fonksiyonunun ¢ekirdegi p(t) ve

olsun. Bu taktirde

seklinde bir N fonksiyonu vardir. Burada ¢(s), p(t) nin tiim 6zelliklerine sahip olan N
nin ¢ekirdegidir. Yani NV de bir Orlicz fonksiyonudur. Bu sekildeki M ve N fonksiyon-

lar1 birbirinin aligilmig tamamlayicisi olarak adlandirilir.



1973’te Woo [38] M = (M) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi olmak iizere
(M) ={x=(x) €s: > My (@) < 00, enazbirp > 0 i¢in}
k=1 P
seklinde tammlanan ¢ (M) modular dizi uzayimi tanimlamig ve bu dizi uzayinin

ol = nt(p > 0: 3 s (120) < 1)
k=1

normu ile bir Banach uzay1 oldugunu gostermistir.
Parashar ve Choudhary [30], M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pg) pozitif reel
sayilarin herhangi bir dizisi olmak {izere

00 Pr
lyu (p) ={r=(z1) €5: ) [M <@) < 00, enazbirp > 0 igin}

k=1 P

dizi uzaym tamimladilar ve bu dizi uzaymin bazi cebirsel-topolojik 6zelliklerini in-
celediler.

Orlicz fonksiyonu veya Orlicz fonksiyon dizileri kullanilarak yeni genellegtirilmis fark
dizi uzaylar1 tanimlanmig ve pek cok bilim adami bu dizi uzaylar: iizerine galigmalar

yapmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Tanmimlar ve Teoremler

Tanim 2.1.1. X # & bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak iizere
+:XxX—-X T KxX-—-oX

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri saghyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor
uzay1 (lineer uzay) adi verilir. Her z,y,z € X ve her A\, u € K igin

)r+y=y+z

i) (z4+y)+z=2+(y+2)

iii) Her z € X i¢in = + 0 = x olacak sekilde bir § € X vardur.

iv) Her bir € X i¢in z 4+ (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) € X vardir.

v)loz=ux

vi) Mz +y) = Az + My

viil) (A + p)z = Ax + px

viil) A(px) = (Ap)x [24].

Tanim 2.1.2. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun. ¢ : X — R doniisiimii
agsagidaki sartlar saglarsa g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir.
Vz,y € X i¢in

i) g(0) =0

i) g(z) = g(—x)

iii) g(z +y) < g(z) + g(y)

iv) i — pg, T — xo iken pxr — pyzo

dir. (iv) sartim g — pg, g(x — x9) — 0 iken g(pz — pexro) — 0 seklinde ifade

edebiliriz. Eger g(x) = 0 iken xz = 6 oluyorsa ¢ ye total paranorm denir [24].

Tanim 2.1.3. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

I.]: X — Rt

v — |l



doniigiimii agagidaki sartlar sagliyorsa bu déniigiime bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de
bir normlu uzay denir. Vx,y € X icin

N1) [|z[[ =0

N2) [|z|]| =0 2z =10

N3) [z = Al Ja]] (A skaler)

N4) [l +yl| < [lz]| + [yl

dir. Eger N2) x = 6 = ||z|| = 0 geklinde olursa X’ e yarmorm ve (X, ||.||) ikilisine

de yarmormlu uzay adi verilir [21].

Tanim 2.1.4. (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (z,), X uzaymnda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 igin Vm,n > ng iken
|Tm — x| < e

olacak gekilde bir ng = ng(¢) € N sayis1 varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir

21].

Tanim 2.1.5. (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (z,), X uzaymnda bir dizi olsun.
Eger Ve > 0 igin Vn > ng iken

|z — || < e

olacak sekilde bir ng = ng(¢) € N sayis1 varsa @ = (x,,) dizisi 2’e yakinsaktir denir.

x = (z,,) dizisi z’e yakimsak ise limz, = = veya x,, — z seklinde yazilir [21].

Tanim 2.1.6. (X, ||.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi adi verilir [21].

Tanmim 2.1.7. Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin ciimlesini s ile gosterelim.
x = (xy), y = (yx) ve « bir skaler olmak fizere s, © +y = (x; + yx) ve ar = (axy)
seklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir. s nin her alt lineer uzayma bir
dizi uzay1 denir [15].

Bu calismada sik sik kullanacagimiz
loo ={x = (a) : sSup |2k| < oo}

sinirli,

c={x=(xy): 1iI£H$k mevcut }

4



yakinsak ve
co = {x = (xp) : lillfnsz:k =0}

sifir diziler uzay1
|z]] = sup ||
k

normu ile birer Banach uzayidir.

Tanim 2.1.8. A bir dizi uzay1 olsun.
A = {a=(ar): Y |agzk| < 00, YV € X igin},
k=1
= {a=(ax): Y apxy yakinsak, Vo € X igin},
k=1

)\B

> agz| < oo, Vr € \igin}

k=1

AT = {a=(ax):sup

olsun. A\, A% ve \? ya, sirasiyla, A nin a—, f— ve y—duali denir. a—dualine K&the -
Toeplitz duali, f—dualine genellestirilmis Kthe - Toeplitz duali adi verilir [18].

@ C X* C X c X\ oldugu kolayca gosterilebilir. 7 = a, 8 veya ~ olsun. \ C p ise
AT C o dir.

Tanim 2.1.9. A\ bir dizi uzay: olsun.
i) i > 1 veen az bir x € X i¢in |y;| < |z;| iken y € A ise A ya normal veya solid

denir.
ii) A tiim basamak uzaylarimn kanonik 6n resimlerini kapsiyorsa, A ya monoton

dizi uzay1 denir.

iii) A = \** ise A ya perfekttir denir [18].

Onerme 2.1.10. )\ bir dizi uzay: olsun. Eger A monoton ise A* = A\’ ve eger A
normal ise A* = A7 dir [18].

Sonug 2.1.11. A perfekttir = A normaldir = A monotondur [18].

Tanim 2.1.12. X bos olmayan bir ciimle ve 7, X in alt ciimlelerinin bir ailesi

olsun. Asagidaki sartlar saglanmyorsa 7 ya X i¢in bir topoloji ve (X, 7) ikilisine de

topolojik uzay denir.

T1) X, 0 er
T2) 7 nun herhangi sayidaki elamanlarimin birlegimi 7 nun elemamdir.

5



T3) 7 ya ait sonlu sayidaki elamanlarin arakesiti yine 7 ya aittir.

Tanmim 2.1.13. X lineer topolojiye sahip bir dizi uzay1 olsun. Her bir ¢ > 1 icin
P,(z) = x; seklinde tamimlanan P, : A — F' (R veya C) doniistimleri stirekli ise A dizi
uzayima K — uzay1 denir. A bir Banach uzay1 ise K — uzayma B K — uzay1 denir.

(A, 7) bir K— uzay1 ve bir x € A igin

™ = > xze; — x (7 topolojisine gore)
i=1
ise z € A ya AK— ozelligine sahiptir denir. Eger her bir z € A AK— ozelligine sahip
ise A dizi uzayma AK — uzay: denir [18].

Tanim 2.1.14. Eger her i > 1 ve xz = {z;}, y = {y:} € A i¢in |z;| < |yi| iken
lz|l, < [ly]|, ise A mn S topolojisine gore tiretilen ||.||, normuna monotondur denir

[16].

Lemma 2.1.15. ¢; ve ¢, X {iizerinde iki yarinorm olsun. Bu taktirde ¢; in ¢o den
daha kuvvetli olmasi icin gerek ve yeter sart her z € X icin ¢2(x) < K¢qi(x) olacak

sekilde sabit bir K > 0 sayisin var olmasidir [37].

Asagidaki egitsizlik bu calismada sik sik kullanilacaktir.

ag, b, € C, G = suppx, < oo ve D = max (1, 2G*1) olmak tizere
k
lag + be["* < D {]ax|"* + |bg|"*} (2.1)

dir [24].



3. GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI, ORLICZ FONKSI-
YONU VE MODULAR DiZi UZAYI
3.1. Fark Dizi Uzaylar:

Fark dizileri kavrami ilk olarak Kizmaz [19] tarafindan tammlandi. 1981 yilinda

Kizmaz Az = (Axy) = (v — xpy1) olmak iizere

loo(A) = {z=(x): Az € U},
c(A) = {z=(z): Az € ¢},
co(A) = {z=(xg): Az € ¢}

dizi uzaylarim tammladi ve bu uzaylarin ||z||; = |z1| + ||Az|| , normu ile birer Banach

uzay1 oldugunu gosterdi.

Et ve Colak [8], m € N, A% = (z3), Ax = (zp — x11), A"z = (A™xy) =
(A™ gy, — A™ gy ) ve
. m
Amxk = Z(—l)v< )Slik+v
v=0 v

olmak tizere

loo(A™) = {x=(z4): ATz € U},
c(A™) = {z = (zx): A™z € ¢},
co(A™) = {z = (x): A"z € ¢p}
dizi uzaylarmi tamimladilar ve bu uzaylarmn ||z, = i |z;] + ||A™z ||, ile birer Banach
uzay1 oldugunu gosterdiler. -
v = (vy,) sifirdan farkli kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [9], m €
N, A% = (vpzp), Avr = (VpTp — Vpr1Thr1), ATz = (ATxy) = (AT gy, — AT gy )

ve

Ay = Z (—1) ( ; )Uk+ixk+i



olmak tizere bu uzaylar:

loo(AT) = {x=(x1): Alx € U},
(A7) = {o=(m): ATz ec},
co(AY) = {z=(x): A"z € ¢p}

seklindeki uzaylara genellegtirdiler. Aym zamanda A" ({.), A" (¢) ve Al (co) dizi
uzaylarinin

m
]|, = Zl |lzqvs| + [| AT 2| o
1=

normu ile birer Banach uzay1 oldugunu gosterdiler.
Teorem 3.1.1. Eger X bir lineer uzay ise X (A™) de bir lineer uzaydir [10].
Teorem 3.1.2. Eger X C Y ise X(A™) C Y(A™) dir [10].
3.2 Konveks Fonksiyonlar

Tanmim 3.2.1. Yuy,us € R igin

M (m;ruz) < % [M (u1) + M (us)] (3.1)

esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konvekstir denir [20].
Bu kisimda, sadece siirekli konveks fonksiyonlara bakacagiz. (3.1) sarti, M (u)
fonksiyonunun grafigi iizerinde iki noktay1 birlestiren kirigin orta noktasinin, grafigin

bu noktaya karsilik gelen noktasinin iistiinde kalacagi anlamina gelir.

M(u)y

N\

=Y

, Wgmau +(1-eu, U,

Sekil 1.1



Sekil 1.1 incelendiginde, her kirigin, grafigin iizerinde kalacagi geometrik olarak

aciktir. Bu, 0 < a < 1 olacak sekildeki her « igin
M [au; + (1 — o) ug) < aM (u1) + (1 — a) M (us) (3.2)

esitsizliginin saglanacagl anlamina gelir. Bu esitsizlige Jensen esitsizligi denir.
Jensen esitsizligi analitik olarak da ispat edilebilir. Kabul edelim ki Jensen esitsizligi

Va € [0, 1] i¢in saglanmasin. Bu durumda, [0, 1] iizerinde
f(a) =M au; + (1 — a)ug) — aM (u1) — (1 — ) M (us) (3.3)

stirekli fonksiyonunun M, maksimum degeri pozitif olur. «p, f(a) = My olacak se-
kildeki en kiigiik argumam gostersin ve 0 > 0, [ag — 9, g + ] C [0, 1] olacak sekilde

bir say1 olsun. Bu durumda (3.1) egitsizligi
ui = (w—90)ur+(1—ag+0)us
uy = (ap+06)ur+ (1 —ap—9)us

noktalarina uygulanip, (3.3) esitligi gozoniinde tutulursa

f(ao—0)+ f(ag+9)
2

f () < < My

elde edilir. f () = My yukaridaki esitsizlikle geligseceginden (3.2) esitsizligi her a €
0,1] igin saglanir.

uy 7 ug ise ya sadece v = 0 ve @ = 1 igin ya da her « € [0, 1] i¢in (3.2) esitlik olarak
saglanir. Kabul edelim ki (3.2), en az bir ap € (0,1) igin esitlik olarak saglansin. Bu,
f (ap) = 0 olmasi anlamina gelir. Bu durumda, her a € [0,1] igin f (a) = 0 oldugunu
gosterecegiz. Siirekli f («) fonksiyonu konveks oldugundan Jensen esitsizligini saglar.
Kabul edelim ki, en az bir a; € (0,1) igin f (o) < 0 olsun. (Daha &nce ispat edildigi

gibi f (a) > 0 olamaz). a; < ap alalim.

1-— Qp Qp — 1
oy = o
0 1— (071 ! 1-— (oA)
oldugundan, Jensen esitsizligi bize
1-— (%)) Qg — (1 1-— (7))
< 1) = <0
Fla0) < T2 () + P (1) = T ()

esitsizligini verir ki bu f (ag) = 0 ile geligir. O halde her a € [0, 1] i¢in (3.2) egitlik

olarak saglanir.



(3.1) esitsizligi bagka genellegtirmelere de izin verir: Keyfi uy, us, ..., u, igin

Y <m + uy Z +un) < % (M (u) + M (us) + ... + M (u)] (3.4)

dir. (3.1) esitsizliginin ardigik olarak uygulanmasiyla, 2% seklindeki biitiin n sayilari
icin (3.4) esitsizliginin saglanacag ispatlanabilir. n sayisinin keyfi olmasi hali daha

karmagiktir. n +m = 2% olacak sekikde bir m sayis1 alalm. Bu durumda

M(ul—l-UQ—l-...—l—un—l—m.u*) < 1 [M (u1) + M (ug) + ... + M (uy,) +mM (u*)]

n-+m T n+m

olur. Burada, u* = “H2taFln glimyrsa, (3.4) esitsizligi elde edilir.

Simdi, u; < uz < ug olsun. Bu durumda

Ug — U3 us — Uy
Uz = U + U2
U2 — U7 U2 — U
olup, (3.2) esitsizliginden,
Uo — Us U3z — Uz
Uy — Uy Uy — U1

ve bu iki egitsizlikten,

M(U3) — M(ul) < M(UQ) — M(Ul) < M(UQ) — M(U3)

uz — Up - Ug — U - Ug — U3

(3.5)

elde edilir.
Elde edilen bu egitsizliklerden, "AB kiriginin egiminin AC kiriginin egiminden ve

BC kiriginin egiminden daha kiigiik oldugu" sonucu ¢ikarilabilir.
Lemma 3.2.2. Siirekli ve konveks bir M (u) fonksiyonu, her noktada
p-(u) < ps(u)
olacak sekilde bir p, (u) sag tiirevine ve bir p_ (u) sol tiirevine sahiptir [20].

Lemma 3.2.3. Siirekli ve konveks bir M (u) fonksiyonunun p, (u) sag tiirevi,

azalmayan sagdan siirekli bir fonksiyondur [20].

Uyar1 3.2.4. Benzer olarak, M (u) fonksiyonunun p_ (u) sol tiirevi, azalmayan

soldan stirekli bir fonksiyondur [20].
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3.3. Orlicz Fonksiyonu

Tamim 3.3.1. Bir Orlicz fonksiyonu, siirekli, azalmayan, konveks, M (0) =0, x > 0
icin M (z) > 0 ve z — oo iken M (x) — oo sartlarimi saglayan bir M : [0, 00) — [0, 00)

fonksiyonudur [18].

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

M(z) = [p(t)dt

integral formunda gosterilebilir. Burada M nin cekirdegi olarak bilinen p, azalmayan,
t > 0 igin sagdan tiirevlenebilir, p(0) = 0, ¢ > 0 i¢in p(t) > 0 ve t — oo iken p(t) — oo
dur [20].

Bir M(t) Orlicz fonksiyonu ile ¢ekirdegi olan p(t) yi gozoniine alahm ve

q(s) = sup{t: p(t) < s}

olsun. Bu taktirde

seklinde bir N fonksiyonu vardir. Burada ¢(s), N nin ¢ekirdegi olup, p(¢) nin tiim 6zel-
liklerine sahiptir ki bu da N nin bir Orlicz fonksiyonu oldugunu gosterir. Bu sekildeki

M ve N fonksiyonlar1 birbirinin aligilmig tamamlayicisi olarak adlandirilir [18].

Onerme 3.3.2. M ve N fonksiyonlar: birbirinin aligilmis tamamlayicisi olsun. Bu
taktirde

(1) z,y > 0igin zy < M(x) + N(y) (Young Esitsizligi)

(i) = > 0 igin 2p(z) = M(2) + N(p(x))

dir [18].

Ayrica, M konveks ve M (0) = 0 oldugundan z > 0 ve 0 < p < 1 olmak iizere her
wigin M (px) < pM (x) dir [18].

Tanmim 3.3.3. Her bir M Orlicz fonksiyonu igin

Uy = {z = (z3) € séM(\ka < oo}
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seklinde tanimlanan £y, ciimlesine Orlicz dizi smifi denir [18]. Benzer sekilde N, M

nin alisilmig tamamlayicisi olmak iizere (n ctimlesi
~ o0
Iy ={z=(xr) €s: > N(Jzg]) < oo}
k=1
seklinde tanimlanir.

Lindenstrauss ve Tzafriri [23] Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak asagidaki dizi
uzayini tanimladilar.

Tanmim 3.3.4. Her bir M Orlicz fonksiyonu igin

by ={z= (1) € ZM(‘;‘) < 00, enazbirp > 0 i¢in}

seklinde tamimlanan ciimleye Orlicz dizi uzayi denir [18]. Benzer gekilde N, M nin

alisilmig tamamlayicisi olmak iizere

Iy ={z=(xy) € ZN(‘;‘) < 00, enazbirp > 0 igin}

de bir Orlicz dizi uzayidir.

M ve N fonksiyonlar1 birbirinin aligilmig tamamlayicist olmak tizere, ¢;; Orlicz dizi
uzayl1
(= {z = (23) € 5: > xpy yakinsak, her y € fy icin} (3.6)
k=1
seklinde de verilebilir [18].

Buradan agikca goriilebilir ki £3; C £y ve {y C £y dir [18].

Agagida verilen teoremlerden bazilarinin ifadeleri bu tez i¢inde kullamilmigtir. Bu

teoremlerin ispatlarim referans [18] de bulmak miimkiindiir.

Teorem 3.3.6. Her bir x € ¢;; icin

o0
Z TrYk
k=1

:§N<\yk\>s1}<oo

dir [18].

Z TrYk

tanimlanabilir. £;;, bu norm 1le blrhkte b1r Banach uzayidir [18].

Boylece ||z||,, = sup{ Z N (lyg|) < 1} seklinde ¢y, iizerinde bir norm

Teorem 3.3.7. ({y, ||z||,,) bir BK— uzayidir [18].
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|z||,; normundan farkh olarak ¢y,

el =fp > 0: 01 () <1y
k=1 P

ile tammlanan ve ||z[|,, normuna denk olan bir ||. |, normuyla da BK— uzay1 yapila-

bilir [18].

Teorem 3.3.8. = € (), i¢in
k=1 ||~”UH(M)

Teorem 3.3.9. ||z||,, < 1 olmak tizere x € ¢); olsun. Budurumda, y = {p (Jzx|)} €

Uy ve Y N (|ye]) < 1 dir [18].

k>1

dir [18].

Teorem 3.3.10. ||z|,, < 1 olmak lizere z € /() olsun. Bu durumda, y =

{p(Jex)} € tar ve Yy M (Jaw]) < ]l dir [18].

k>1

Onerme 3.3.11. x € £y icin Y M ( o ) <1 dir [18].

|E \M
k>1

Teorem 3.3.12. x € /), icin

[l ary < N2llar < 212l (ar)

dir [18].
Sonug 3.3.13. (EM, ||£CH(M)) bir BK — uzayidir [18].

Bir AK —uzay1 olan /j; nin ¢énemli bir alt uzay:
hy ={x=(zx) €Elpy: Y. M (@) < 00, enazbirp > 0 i¢in}
k=1 P
seklindeki uzaydir [18].

Teorem 3.3.14. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda, (hyy, ||.||) bir AK —
BK uzayidir [18].

Tanim 3.3.15. Bir M Orlicz fonksiyonuna, eger her bir £ > 0 i¢in
M (kz) < ReM(x), Vz € (0, ]
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olacak gekilde Ry > 0 ve x; > 0 mevcutsa, sifirda veya kiigiik = ler i¢in Ay— sartim

sagliyor denir [18].

Teorem 3.3.16. Bir M Orlicz fonksiyonu icin agagidaki ifadeler denktir.
(i) M sifirda Ay— sartim saglar.

(i) £p; = hyy dir.

(iii) £ps bir AK— uzayidir [18].

Onerme 3.3.17. M ve N fonksiyonlar1 birbirinin algilmig tamamlayicisi olsun.

Bu taktirde h?, = ¢y dir [18].

|24
T

Ispat. y € ¢y olsun. Boylece en az bir r > 0 icin Zi21 N ( ) < oo olur. hy de
herhangi bir z alinirsa

iyl < M ([rai]) + N (gl /r)

olur. Boylece ) .., |z;y;| yakinsak ve y € hfj dir. Diger taraftan, y € hfj oldugunu
farzedelim. (3.6) daki tamm kullamlarak kS, C (y elde edilir. Boylece b, = ly

bulunur.

Sonug 3.3.18. h§, = h, = h], = {y dir [18].

Ispat. ¢,; normal oldugundan ispat aciktir.
3.4. () (p) Dizi Uzay:

Bu kisimda, Parashar ve Choudhary [30] tarafindan tanimlanan ve bazi cebirsel-
topolojik ©zellikleri incelenen ¢,/ (p) dizi uzayma yer verildi. Bu béliimde p = (px)

dizisini siirh kabul edecegiz.

Simdi, bir M Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayilarin herhangi bir p = (py) dizisi
icin
Pk

< 00, enazbirp > 0 igin}

o) = o= () €52 5 [ar (22

k=1 P

seklinde tanimlanan dizi uzayimin baz temel 6zelliklerini verelim.

Teorem 3.4.1. H = sup,, py olsun. Bu durumda ¢, (p), C kompleks sayilar cismi

tizerinde bir lineer uzaydir [30].
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Teorem 3.4.2. H = supy, px olsun. Bu durumda ¢, (p)
Pn S |xk| Pk 1/H
g (z) =inf{p# >0: (Z [M <7>} ) <1, n=12..} (3.7)
k=1

paranormuyla total paranormlu uzaydir [30].

Uyar: 3.4.3. M(z) = z igin ¢y, (p) tizerindeki paranorm ile ¢ (p) iizerindeki para-

norm aymidir [30].

Teorem 3.4.4. Her bir £ i¢in 0 < p; < g, < oo olacak sekilde (px) ve (gx) dizilerini
alalim. Bu taktirde ¢y (p) C s (¢q) dir [30].

3.5. Modular Dizi Uzay1

Woo [38] modular dizi uzayimi ve bu uzaym énemli bir alt uzayi olan h (M) uzayim
tanimlamigtir. Biz de bu boliimde M Orlicz fonksiyonlarinin integral formundaki
gosterimini, gekirdegini, alisilmig tamamlayicisini ve modular dizi smifim1 tanimlayip

bunlarin baz ozelliklerini inceledik.

M = (M) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu taktirde her bir k i¢in My

lar
X

My(r) = bfpk(t)dt

seklinde integral formunda gosterilebilir. Burada her bir & i¢in M}, larin ¢ekirdegi olarak
bilinen py, lar azalmayan, ¢ > 0 i¢in sagdan tiirevlenebilir, her bir & igin px(0) = 0,¢ > 0
icin pi(t) > 0 ve t — oo iken pg(t) — oo dur.

Her bir k£ igin M, lar Orlicz fonksiyonu ve her bir M}, ya karsilik p; lar da bu Orlicz

fonksiyonlarinin ¢ekirdegi olmak iizere

Gr(s) = sup {t : pr(t) < s}

olsun. Bu taktirde her bir k igin

integral formunda gosterilen NV fonksiyonunu tanmimlayabiliriz. Burada her bir k ig¢in

qx(s), Ni nin gekirdegi olup px(t) nin tiim 6zelliklerine sahiptir. Yani (/Ny) bir Orlicz
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fonksiyon dizisi olur. Bu sekildeki her bir M} ve Ny birbirinin alisilmig tamamlayicisi

olarak adlandirilir.

Onerme 3.5.1. M, ve Nj, birbirinin ahsilmig tamamlayicis: olsun. Bu taktirde
(i) z,y > 0 igin 2y < My(x) + Ni(y)

(ii) = > 0 i¢in apy(x) = My(z) + Ni(pr(z))

dir.

Ayrica, My, lar konveks ve her bir & igin My (0) = 0 oldugundan z > 0ve 0 < < 1
olmak iizere her p igin My (ux) < pMj (z) dir.

Tanim 3.5.2. M = (M},) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olmak tizere
(M) ={z = (ax) € 5: 3 My (|lzel) < 00}
k=1

seklinde tanimlanan ¢ (M) ciimlesine Modular dizi smifi denir. Benzer sekilde her bir

k i¢in Ny, M, mn ahgilms tamamlayicis: olmak tizere ¢ (N),
CN) = {z = (2x) €5: 3 Ny (Jaw]) < o0}
k=1
seklinde tanimlanir.

Tanim 3.5.3. Bir M = (M},) Orlicz fonksiyon dizisi i¢in

(M) ={x=(x) €s: i M, (@> < 00, enazbirp > 0 igin}
k=1 P

seklinde tanimlanan ¢ (M) ciimlesine modular dizi uzay: denir [38]. Bu dizi uzay:

ol = int(p > 0: 3 s (120) < 1)
k=1 P
normu ile bir Banach uzayidir. Benzer sekilde her bir £ icin Ni, M nin alisilmig

tamamlayicist olmak iizere

C(N)={x=(zx) €s: i Ny, (@> < 00, enazbirp > 0 igin}
k=1 P

seklinde tanimlanan ¢ (N') ciimlesine modular dizi uzay: denir. Bu dizi uzay1

ol = (o> 0: £ 3 (124) <13
k=1 P
normu ile bir Banach uzayidir.
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Her bir k i¢in M}, ve N}, fonksiyonlar:1 birbirinin aligilmig tamamlayicisi olmak iizere,

¢ (M) Modular dizi uzay
(M) ={x=(x}) €5: . zxy yakmsak, her y € £ (N) icin} (3.8)
k=1
olarak da verilebilir.

Bir AK —uzay1 olan ¢ (M) nm énemli bir alt uzay:

h(M)={z=(xx) € L(M): i M;, (‘x—,ﬂ) < 00, enazbirp > 0 igin}
k=1

uzayidir [38].

Tanim 3.5.5. M = (M) Orlicz fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Eger her z €
(0,1) ve k > ko igin

eMi(e) _
olacak sekilde p > 1 ve kg € N varsa veya buna denk olarak her k& > ky ve x € (0, %]
igin
<K
Mk (l’) B

olacak sekilde K > 0 ve kg € N varsa (M) dizisi diizgiin Ay—sartin1 sagliyor denir
138].

(M) dizisinin diizgiin Ay—sartini saglamas icin gerek ve yeter sart h (M) = ¢ (M)
olmasidir [38].

Tanmim 3.5.6. M; ve My herhangi iki Orlicz fonksiyonu olsun. 0 < z < xg
seklindeki her x igin
M (ax) < My (x) < M (Bx)
olacak sekilde zq, a ve 3 pozitif sayilar1 varsa M; ve My Orlicz fonksiyonlarina denktir
denir [18].
Benzer sekilde Orlicz fonksiyon dizilerinin denkligi agsagidaki sekilde tanimlanabilir:
M = (My) ve T = (T}) Orlicz fonksiyonlarinin herhangi iki dizisi olsun. 0 < z < x

seklindeki her = ve her k£ € N igin
My, (ax) < Ty (z) < My, (Bx)
olacak sekilde xg, a ve 3 pozitif sayilar1 varsa (My) ve (1)) Orlicz fonksiyon dizilerine

denktir denir.
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4. ORLICZ FONKSIYON DiZIiLERI YARDIMIYLA TANIMLANMIS
GENELLESTIRILMIS FARK DiZi UZAYLARI

4.1. LA, p, ¢, u,w] Dizi Uzaymin Tanimi ve Bazi1 Topolojik Ozellikleri

Tanim 4.1.1. M = (M) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi, p = (px) kesin po-
zitif reel sayilarin herhangi bir dizisi, X ¢ yarmormu ile bir yarinormlu uzay, s(X), X
tizerindeki biitiin dizilerin uzay1 ve @ = (@) ve W = (W) herhangi iki kompleks dizi
olsun. uy = || ve wy = || olmak iizere agagidaki dizi uzayim tammlayalim:
LAY g u,w] ={z € s(X) > uy [Mk <q (M))} < 00, en az bir p > 0 i¢in}.

k=1 P

L [AT p, g, u, w] dizi uzay1 taniminda her k& € N igin p, = 1 alimirsa £ [A", g, u, w]

uzay1 elde edilir.

Cpm[AT p, q, u, w] dizi uzayr tamminda m = 0 alinirsa ¢ [p, ¢, u, w]| uzay: elde edilir.

Teorem 4.1.2. M = (M) Orlicz fonksiyonlariin bir dizisi ve p = (pg) kesin
pozitif reel sayilarim sinirh bir dizisi olsun. ¢ \[A™) p, g, u, w] uzayr C kompleks sayilar
climlesi tizerinde bir lineer uzaydir.

Ispat. 2,y € (AT, p, q, u, w] ve a ve b iki kompleks say1 olsun.

0o Am Pk
Fo (o (1552 ) <o
k=1 P1
ve
o) Am Pk
o (o (#5,2)) ] <
k=1 P2

olacak gekilde p; ve p, pozitif sayilar1 vardir. p; = max (2|a| py, 2 |b| py) seklinde tanim-
layalim. M), lar azalmayan ve konveks, ¢ yarmorm ve A" lineer oldugundan, (2.1)

esitsizligini kullanarak

oo m Pk
e o (o () )
k=1 Ps3
[ee) m m Pk
< le (Q (w) Iy (Mm
k=1 P3 P3




o0 awp Az, bwi AT yy, P
< Do u | M, q(———L—>+q(———L—
kZ::l k[ k( 2|al p, 210 p,
s kavml’k) (ka?yk))rk
< g\ ——— ) +q| ———
£ o o (o (5, h
m Pk [o%s) m Pk
<o u[un (o (552) )]+ D E ue[an (o (522))] <o
k=1 P1 k=1 P2

bulunur. O halde {\[A", p, q, u, w] bir lineer uzaydir.

Teorem 4.1.3. M = (M;) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi ve p = (pi) kesin
pozitif reel sayilarin sinirhi bir dizisi olsun. Bu taktirde (A", p, q, u, w] uzayr H =
max(1, sup;, px) olmak iizere

. o WA Ty,
g(:c):mf{pH:Zuk My q| —>— <1l,n>1 p>0}
k>1 P
paranormu ile bir paranormlu uzaydir.

Ispat. g (z) = g (—2) oldugu aciktir. Her k € N icin M, (0) = 0 oldugundan = = ¢

icin inf{pH} = 0 olur. z,y € Ly [A™, p, q,u, w] olsun.

S |0 (q<w)) <1
k. L B

P1

E:M N&(q<gﬁ&£&)) <1
k. L _

P2

ve

olacak gekilde p; > 0 ve p, > 0 sayilarini secelim. p = p; + p, olsun. O zaman
we A" (7, + wp A wi A
Mo (o (5) )] = o o (555) 0 (5550
k p . p1+ P2 p1+ P2
(o (*5).
q | ==k
P1

LY, le (Q (Mm <1
P P2

olur. Boylece g (z +y) < g(x) + g (y) elde ederiz.

N

IA
=
(]
S
=

Skaler carpimin siirekli oldugunu ispatlayalim. g sifirdan fakli herhangi bir komp-

leks say1 olsun. Bu taktirde r = p/ |u| olmak iizere

g(ux) = inf{p¥ : Zuk {Mk (q <%W))} <1, n>1, p>0}

= inf{(|u|.r Zuk [Mk( (ka I’f))} <1, n>1 p>0}
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elde ederiz. |u/" < max (1, \M\H) oldugundan

g(uz) < (1 M ) inf{r# - Zuk {Mk( (%)H <1,n>1, p>0}
_ max<1,|,u )

olur. Boylece g (x), {p[A", p, q, u, w] de sifira yakinsak iken g (ux) de sifira yakinsaktar.

Simdi =, {p[AT, p, q, u, w] uzaymm sabit eleman olsun. Bu taktirde

(o) =intlp o M (0 (ML) )] <1 021, 05 0)
k
olacak sekilde p > 0 sayis1 vardir. p — 0 iken
g () = it (% = Sy [Mk (q (%m <L 015000
k
olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. M = (M) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi olsun. Bu taktirde
Ispat. = € £,y [A” ', ¢, u, w] olsun. Bu taktirde

Lo (o (255))

dir. Diger taraftan M, lar azalmayan ve konveks, ¢ da yarimorm oldugundan

S (22
)
(e

< 00

)
Bafn(()

olur. O halde x € {[A™, q, u, w] elde edilir. Boylece {yp[AT1 g, u, w] C U [AT, q, u, w]

olur.

Teorem 4.1.5. M = (M;,) ve T = (T}) Orlicz fonksiyonlarimin herhangi iki dizisi

olsun. Bu taktirde
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(1) Lm[AT P, g, u, w] N LT [AT, p, g, u, w] C larr[AT, p, g, u, w],

(ii) Eger M ve T denk ise Ly [AT, p, q, u, w] = b7 [AV, p, q, u, w]

dir.

Ispat. (i) z € Ly [A™, p, ¢, u, w] N L7 [A™, p, ¢, u, w] olsun. Bu taktirde

oo (o (55))
k=1 P
o) m Pk
(o (57))] <
k=1 p

olur. Burada (2.1) egitsizligini kullanmirsak

oo (o (57 )] =2 e (o (255)) [ oo (o (25))

elde ederiz. Bu esitsizligin her iki tarafi uy ile carpilir ve 1 den oo’a toplami alinirsa

Soeloserm (o (=557 = o Fuan (o (5]

w5

(i) = € ¢7[A), p, q, u,w] olsun. Bu taktirde

e’} m Pk
(o (57))] <
k=1 P

olur. Tanim 3.5.6 daki esitsizlikte o = 1 alinirsa

oo (5] =B [n 6 (5))]

elde edilir. Buradan

Pk
< 0

ve

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

ET[AZ”,p,q,u,w] CEM[AT,]?,C],U,U)] (41)

olur. Simdi de = € {p[Al", p, q, u, w] alalim. Bu taktirde

o Am
o o (o (255))
k=1 P

olur. Tanim 3.5.6 deki esitsizlikte 5 = 1 alinirsa

Seen (o ()] = B e o (5))
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elde edilir. Buradan
EM[AZ’L>pa q,u,w] C gT[A:}naZ% q,U,UJ] (42)

olur. (4.1) ve (4.2) den {p[A™, p, q,u, w| = br[AT p, q,u,w] elde edilir. Bu da ispat1

tamamlar.

Teorem 4.1.6. M = (M) Orlicz fonksiyonlariin bir dizisi olsun. Herhangi iki ¢
ve @y yarmormu igin

(1) LmlAT Py qus u, w] N E[AT Py G2, u, w] CEM[AT, p, q1+Ge, u, w],

(ii) Eger ¢1, ¢2 den daha kuvvetli ise ve Ag—sart1 saglanirsa {p[AT p, q1, u, w] C
Cpm[AT D, g2, u, w] dir.

Ispat. (i) = € Lu[A7, p, g1, u, w] N L [AT, p, g2, u, w] olsun. Bu taktirde

0 B Am 1 Pk
S g | My (q1 (—wk x’“)) < o0
L P i

0o B Am 1 Pk
S g | My (q2 (—“’k "””’“)) < o0
k=1 L P i

olacak gekilde p; > 0 ve py, > 0 vardir. p; = max (2p;, 2p,) olarak tammlayalim. M}

ve

lar azalmayan ve konveks, ¢; ve ¢ yarimorm oldugundan

L (e (25)) ]

S o (252) e (2]
e UL
< oo () w0 o (22)

elde edilir. Buradan x € (A, p, ¢1+¢2, u, w] olur. Bu da ispati tamamlar.

(ii) = € Lpq[A™, p, q1, u, w] olsun. Bu taktirde
2 {Mk (ql (M))
k=1 p

¢@(r) < Kqi(2)

Pk
< 00

dir. Lemma 2.1.15 den
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olacak sekilde sabit bir K > 0 sayisi vardir. As— sartindan

o) Am Pk o) Am Pk
(o (S57))] = B (a (2552) )] <
k=1 P k=1 p

elde ederiz. O halde (A7, p, g1, u, w| C Lp[AT, p, G2, u, w| olur. Bu da ispati tamam-

lar.

Teorem 4.1.7. M = (M,) Orlicz fonksiyonlarimin bir dizisi olsun. p = (px) ve
t = (1) pozitif reel sayilarin herhangi iki dizisi olsun. Herhangi iki ¢; ve ¢y yariormu
icin Cpq[AT, D, g1, u, w] NVEpM[ADT, E, g, u, w] # S dir.

Ispat. Ozel olarak her k icin py = t), ve ¢1(z) = ¢o(x) alinirsa ispat elde edilir.

Teorem 4.1.8. Her bir k£ € Nigin 0 < py < 5 olsun. Bu taktirde £, [A”, p, q, u, w] C
Cpm[ATE g, u, w] dir.

Ispat. = € (([A7, p,q,u, w] olsun. Bu taktirde

o0 Am
o o (o (257))
k=1 P

olacak sekilde en az bir p > 0 sayis1 vardir.

Pk
< o0

Mesela k nin yeterince biiyiik degerleri ve en az bir sabit ky € N icin k& > kg alinirsa

M, (q (%)) < 1 saglamir. M, lar azalmayan oldugundan

wp Az b wpA™x Pr
(o (5= o (o (257))]
p p
olur ve boylece
m tk m Pk
[ (o (552))] = 3o (o (2552))] <o
k>ko P k>ko P

elde edilir. O halde = € (AT, t,q,u, w] olur.
Teorem 4.1.9 ([p, ¢, u, w] dizi uzay: solid ve monotondur.

Ispat. = € ly[p,q,u,w] ve (ay) her k € N icin |oy| < 1 olacak sekilde skaler bir

dizi olsun. Bu taktirde

Lo (o (5))] = B (o (557))] <=

olur. Boylece ax € lp[p, q,u,w] olur. Ayrica bu uzaymn Sonug 2.1.11 den monoton

oldugu goriiliir.
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5. (M(A™) ve () (A™) DIZI UZAYLARI

5.1. (1(A™) ve ¢3(A™) Dizi Uzaylarinin Tanim1 ve Baz1 Topolojik Ozel-
likleri

Tanim 5.1.1. (A7, p, ¢, u,w] dizi uzaymda her k igin p, = 1, up = 1, vy = 1,
q(z) = |z| olmak iizere wy = /\—1k ve wy = N, igin sirasiyla (41(A™) ve (3 (A™) dizi
uzaylarini elde ederiz. Burada A = {\;} kesin pozitif reel sayilarin bir dizisidir. Her
bir k igin M}, ve Nj birbirinin aligilmig tamamlayicisi olmak iizere, M = (My) ve

N = (Ny) Orlicz fonksiyon dizileri igin 41(A™) ve £3(A™) dizi uzaylarim

Am
BHA™) ={z € s: ZM’“ (ﬂ) < 00, p>0igin}

o1 Akp
ve
A |A™
th(A™) ={r€s: ZNk <%) < 00, p>0igin}

k>1

seklinde tanimlayalim. Ayn zamanda

GBHA™) =

H

ve

A(A™) = {2 € s {\A 2} € L{N, )

seklinde de yazabiliriz.
Bu boliimde her k£ € N igin Mj(1) =1 ve Ni(1) = 1 alinacaktur.

Teorem 5.1.2. M = (M) ve N' = (Ny) Orlicz fonksiyonlarinin iki dizisi olsun.
Bu taktirde /{'(A™) ve {3(A™) dizi uzaylar1 C kompleks sayilar cismi tizerinde birer
lineer uzaydir.

Ispat. 2,y € ¢1(A™) olsun. Bu taktirde

k>1 R

ve

2 () <

k>1



olacak sekilde p,; ve py pozitif sayilar1 vardir. a ve b iki kompleks say1 olmak iizere

ps = max (2 |a| py, 2 |b] py) alahm. M, lar azalmayan, konveks ve A™ lineer oldugundan

|A™ (axy + byk)|) <|aAm:ck + bAmyk\)
M, = M
Z ( Z g )\kpz

>1 AkP3 E>1
al |[A™x bl |A™
< ZM:('H k\+\|| ykl)
= AkPs AkPs3

< —M, + =M,
B kzzjl {2 * < k1 27\ ey
‘Amiﬂk\) (| yk|>
< My (| ——— )+ > M < 00
M ( o ) T Akps
bulunur. O halde ¢{*(A™) bir lineer uzaydir.
z,y € {r(A™) olsun. Bu taktirde

P1

k>1

i |A™
P2

k>1

ve

olacak sekilde p; ve p, pozitif sayilar1 vardir. a ve b iki kompleks say1 olmak {iizere

p3 = max (2 |a| p;, 20| py) alahm. Ny lar azalmayan, konveks ve A™ lineer oldugundan

A |A™ (ax, + b A laA™x + DA™
3

E>1 P3 E>1
A |al |A™x A B |A™
< ZM(MH k\+ k0] ] ykl)
1 P3 P3

< SN (=R SN (A
kzz:l {2 k( P1 2" P2
< ZM&(M)—FZN/&(M) < 00

k>1 1 k>1 P2

bulunur. O halde /3,(A™) bir lineer uzaydur.

Teorem 5.1.3. (41(A™) dizi uzay1

|l = ;| +inf{p > 0 : M, <1
lzlly" = E 4] {p > < N }

k>1

normu ile bir normlu uzaydir.
m

fspat. (N1) 2|3 =3 [ai| +inf{p > 0: " M, (‘AALP') <1} >0.

i=1 k>1
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(N2) ||:z:||/\ = 0 ise Z\xﬁ = 0 ve inf{p > 0 : ZM ('iﬁi’“‘) < 1} = 0 dir.

i=1 k>1
Z |z;| = 0ise |z1|+ |2a|+... + |2m| = 0 olur ki bu da 1 = x5 = ... = z,,, = 0 demektir.
Yani 1 < ¢ < m igin z; = 0 dir. Ayrica inf{p > 0 : ZMk <|A/\7:‘Z’“‘) < 1} =0 ise
k>1
k — oo iken M, <‘A/\ka)k|> — 0 olur ki buradan |[A™xy| = 0 elde edilir. z; = ... =z, =0

ve

|A™zy| = 0 ise =0

(7;;) T — (T) Tois + o <_1>m(g) eim

oldugundan her k£ € N icin x; = 0 elde edilir ki buradan x = # bulunur.

Tersine x = 0 olma81 halinde H:U||§\M = 0 oldugu agikardur.

(N3) ||z} = Z|ua:z|+mf{p>o >y (5} < 1) olsun. = p/lul

E>1
olmak tizere

el = \M\Zm +inf{r || > 0: ZM’C< " |) <1}
k>1
Am
= ‘N‘Z|$z‘+\u\1nf{r>0 ZMk< |>§1}
k>1 AT
= Julll=]y"
elde edilir.
(N4) [z +yI}" Z|:ci+yi\+inf{p>o;ZMk (%’W) <1
=1 k>1
Z i+ yil +inf{p>0:3 My (%ﬁmw) <1y
=1 k>1
(Z |z;| +inf{p > 0 : ZM (\A l’k|) < 1}>
k>1

(Z lyi| +inf{p > 0: ZMk (lAmy“) < 1})

E>1
=zl + [yl
elde edilir.

Teorem 5.1.4. (3\(A™) dizi uzay

Ak |A™
Il = Z\xl\+1nf{p>0 SN (%) <1

k>1

normu ile bir normlu uzaydir.
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ispat. (N1) |z[} = Zw +inf{p>0: > N, (AHA m) <1} >0.

k>1

(N2) ||z]} = 0 ise ZW = 0veinf{p>0: > N, (%) <1} = 0 dir.

i=1 k>1
m

Z |z;| = 0 ise |x1| + |z2] + ... + |zm| = 0 olur ki bu da x; = 29 = ... = x,,, = 0 olmas1

i=1

demektir. Yani 1 < i < m igin x; = 0 dir. Ayrica inf{p > 0 : ZNk <Akmprnzk\> <
k>1

1} = 0ise k — oo iken Ng <M> — 0 olur ki buradan |A™xy| = 0 elde edilir.

(5 )= (7 Jowsst oot c0m (0 Yk

oldugundan her k£ € N i¢in x; = 0 elde edilir ki buradan x = # bulunur.

Ty =..=2, =0ve

|A™ x| = 0 ise =0

Tersine x = # olmasi halinde Hx||;\\/ = 0 oldugu agikardur.

(N3) [lually = Y |uai| +int{p > 0 Y~ Ny (22208l) < 1) olsun. 7= p /|u
i=1 k>1
olmak tizere

PYRVANGY
lally = m\Dxmmf{rmwo N, ('—‘) <1

k>1 r
A |A™
- me\wmnf{wo S (25 <
k>1 r
SR

elde edilir.
(N4) [lz +yly =D |zi+y| +inf{p>0:> N, (%W) <1}

i= 1 k>1
_ Z @i + ]+ inf{p > 0: 3 N, (“‘Am(zgﬁm@k)‘) <1}
k>1
(Z |z;| +inf{p > 0 : ZN (’\“Amzk‘) < 1})
k>1
(Z lyi| +inf{p > 0: ZN <’\’“‘Amy’“‘) < 1})
k>1
= [lzlly + llwliy

elde edilir.

Teorem 5.1.5. (EQA(A’"), ||H§A) bir Banach uzayidir.
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Ispat. z° = (25, 3,...) € (41(A™) olmak iizere (2°), (41(A™) de bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda Ve > 0 igin
|2* — xtHf\M <e (s,t>np)

olacak gekilde bir ng € N mevcuttur. Buna gore s,t — oo igin

m M5 _ AMpt
H:cs—:ctHiVl:Z}xf—x§}+inf{p>O:ZMk(‘A ”“”kkkpA i

i=1 k>1

) <1}—0
dir. O halde k € N ve s,t — 00 igin
}xi—x}i}ﬁo

olur. Buna gore (z5) = (x}, 3, ...) dizisinin her sabit k = 1,2, ... i¢in C de bir Cauchy
dizisi oldugu goriiliir. C tam oldugundan (zf), C de yakinsaktir. lim,zf = x (k =
1,2,...) diyelim. (%), £4(A™) de bir Cauchy dizisi oldugundan t — oo i¢in limit
alimirsa, Vs > N icin,

m

m
lim E |f — 2| = E |z} — x| < e
t—>ooA1

1=

i=1

olur. Ayrica s,t > ng icin

m,.5 __ m ..t
ZMk<|A T~ A x’“>§1 (5.1)

E>1 Akpa
olacak sekilde 0 < p. < ¢ mevcuttur.
Her bir k£ € N igin My(1) = 1 iken her bir £ > 1 igin

m .S m .t

)‘kpa

<1 (s,t>mny)

elde ederiz. Buna gore verilen her k € N i¢in {A™z$} dizisi £},(A™) uzaymnda bir
Cauchy dizisidir ve boylece s — oo iken A™zi — A™zy diyelim. A™z = {A™x}
alalm. (5.1) den ve M}, larn siirekliliginden

k>1 )‘kpa

elde ederiz. Boylece s > ng igin x € ({H(A™) ve ||z° — 93||f\w < € olur. Dolaysiyla

(ﬁf\v‘(Am), H||§A) bir Banach uzayidir.
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Teorem 5.1.6. (Ej\\/(Am), H||;\\/) bir Banach uzayidir.
Ispat. o* = (23,73,...) € £A-(A™) olmak iizere (2°), £A-(A™) de bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda ¢ > 0 igin
s T
|z — HN<5 (s,t > ng)
olacak gekilde bir ng € N mevcuttur. Buna gore s,t — oo igin

m m,.s __ Am.t
H:cs—xtH;\v:Z}xf—xﬂ+inf{p>O:ZNk()\km i xk‘) <1} -0
i=1 k>1

dir. O halde k € N ve s,t — 00 igin
}xz —xZ} — 0

olur. Buna gore (z3) = (x}, 3, ...) dizisinin her sabit k = 1,2, ... igin C de bir Cauchy
dizisidir. C tam oldugundan (z7), C de yakinsaktir. lim, 2} = x5 (k = 1,2, ...) diyelim.
(z%), £A-(A™) de bir Cauchy dizisi oldugundan ¢ — oo i¢in limit almirsa, Vs > N igin,

m m

tlg&Z}xf—xﬂzZ\xf—xz\ge

=1 =1

olur. Ayrica s,t > ny igin

m .8 __ m .t

=1 Pe
olacak sekilde 0 < p. < ¢ mevcuttur.
Ni(1) =1 iken, her bir £ > 1 i¢in
m S m .t
Pe

(s,t > ng)

elde ederiz. Buna gore verilen her bir k € N igin {A™z;} dizisi £3/(A™) uzaymnda bir
Cauchy dizisidir ve boylece s — oo iken A™zf — A"z dir. A"z = {A™x;} alalm.
(5.2) den ve Nj, larn siirekliliginden

Ak [A™ g — AT

k‘zl pE

elde ederiz. Boylece s > ng i¢in € (3 (A™) ve |z° — :cH/’\v < ¢ olur. Dolayisiyla
<€j\\/(Am), ||Hj\\/) bir Banach uzayidir.
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Teorem 5.1.7. (44(A™) uzayr ||H§A normu ile bir BK- uzayidir.
Ispat. (éf\\/‘(Am), H||f\\/l) uzaymin bir Banach uzay1 oldugu Teorem 5.1.5 de goste-
rildi. Simdi n — oo igin
2" — 2l — 0
olsun. Bu taktirde £k < m ve n — oo i¢in

[z — x| — 0

ve her k € N ve n — o0 igin

inf{p > 0: ZMk

k>1

<1 0
Akp >_}H

A — A"y, . .. A — A"y
olur. M, (| /\:llmW ) < lise Vk i¢in |/\:—x”£,1| < 1ve buradan |A™a} — A™zy| <

Ak HZL‘H';\\A olacagindan

AT — AT <A fla” = 2]}
elde edilir. Buradan [|z" — z||3" — 0 olup |A™a} — A™z;| — 0 bulunur. Her k € N
igin

— 0

5 (07 () ot~ 20

olur. Diger taraftan

n
‘Tker - xk+m} S

5 0 () (ot — a0

v=0
m n
+ ...+ ' (m B 1) (:U,Hm,l — Zﬂk+m—1)

](5) e

yazilabilir. Bu esitsizlik gozoniine alinirsa Vk € N ve n — oo icin |z} — 24| — 0 elde

edilir. Boylece (ﬁf\v‘(Am), H||ﬁ\w> bir BK- uzayidir.

Teorem 5.1.8. (3 (A™) uzay1 HH/A\/ normu ile bir BK- uzayidir.
Ispat. (Zj\\[(Am), ||||j‘\[> uzaymin bir Banach uzay: oldugu Teorem 5.1.6 da goste-

rildi. §imdi Vk € N ve n — o0 i¢in
lz" — 2|3 — 0
olsun. Bu taktirde £ < m icin

|7k — 2] = 0 (n — o0)
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ve

inf{p > 0: ZNk

k>1

| AMmpn_A™ X | AMm g _A™
olur. Buradan N, (M) < lise An|amay—anay| < 1veburadan |A™z] — A™zy| <

A A
(B3I (B3I

At H:z:||;\\/ olacagindan
A — ATy < A7 o — )

bulunur. Buradan [[z" — xH;\\, — 0 olup |A™z} — A™zi| — 0 elde edilir. Her k € N
igin

— 0

| (5)en-

m n
+ ‘ (m o 1) (‘Tk+m71 - $k+m71)

yazilabilir. Bu esitsizlik gozoniine alinirsa Vi € N ve n — oo igin |z} — x| — 0 elde

edilir. Boylece (ﬁj\\/(Am), HHj\\/) bir BK- uzayidir.

5 07 () (ot~ 20

v=0

olur. Diger taraftan

+ ...

2 (07 (") ot~ 20

v=0

n
‘Tker - xk+m} S

Teorem 5.1.9. Eger p, A y1ihtiva eden normal (solid) bir dizi uzay: ise bu taktirde
((A™), u(A™) nin bir altuzayidir. Ayrica eger u(A™) uzay ||.|| ,, monoton normuyla
(quasi-norm) verilmigse [|7]| < [[{A¢}], yani I : MM(A™) — p(A™) doniisiimii siirek-
lidir.

Ispat. z € ({1(A™) olsun. Bu taktirde en az bir p > 0 icin
Z M, (MA;—%W < 00
=1 kP
oldugundan, her bir £ € N ve sabit K > 0 icin
elde edilir. |A™zg| < KAgp olup p, A y1 ihtiva eden normal (solid) bir dizi uzay:
oldugundan (A™xy) € pise x € p(A™) dir. O halde (A™) C u(A™) dir.

Ayrica her k£ € N icin My(1) = 1 oldugundan ZMk (%) < 1ise her k € N
k>1

‘A"”IEM

WL < 1 ve |AMzg| < Mg H:L“||§\M elde edilir. ||.||, monoton norm oldugundan

igin
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m . [(A™z
I, = 1Azl < AL IR ise suptSEte < (A, ve buradan da

]| < [{Ax}]], elde edilir. Buradan I déniistimt siurhdir. O halde I siireklidir.

Teorem 5.1.10. Eger 7, {)\—lk} = A! y1 ihtiva eden normal (solid) bir dizi uzay:
ise bu taktirde £3/(A™), n(A™) nin bir altuzayidir. Ayrica eger n(A™) uzay 11,
monoton normuyla (quasi-norm) verilmigse || J|| < H{)\,;l}Hn yani J : A (A™) — n(A™)
dontistimii siireklidir.

Ispat. y € £3(A™) olsun. Bu taktirde en az bir p > 0 igin

ZNk (7)\k‘A yk‘) < 00

k>1 p
oldugundan, her bir £ € N ve sabit K > 0 icin
Ak |A™ Yk | <K
p
dir. A\ [A™y| < Kpise |A™y,| < A\ Kp olup 7, A™! i ihtiva eden normal (solid) bir

dizi uzay1 oldugundan, A™y,, € 1 ise y € n(A™) dir. O halde 3, (A™) C p(A™) dir.
Ayrica her k£ € N igin ZNk <M) < 1 ise M < 1 ve |[AMy| <
k>1

lyllar lyllar
eyl otur. ]I, monoton norm oldugundan |[Jyll, = [A™yxll, < [{A ], vl
ise sup”AH;;ﬁf”’l < H{)\;}Hn ve buradan da ||J|| < H{A,;l}Hn elde edilir. Buradan J
0 N

doniistimii sinirhdir. O halde J siireklidir.
5.2. (M(A™) ve (),(A™) Dizi Uzaylar1 Arasidaki Iligki

Bu boliimde A = {A\x} dizisinin farkli ii¢ durumunda aym M = (M}) Orlicz fonk-
siyonlarin dizisine karsilik gelen ¢{1(A™) ve (3,(A™) uzaylar1 arasindaki iligki ince-

lenecektir. £3,(A™) dizi uzaymda her k € N igin Ay = 1 alinirsa

(m(A™) ={z €s: ) M, (‘Am k‘) < 00, p> 0 icin}

k>1 p

dizi uzay: elde edilir.

Teorem 5.2.1. Eger A = {\;} smurh ve inf A\, > 0 olacak sekilde bir dizi ise, bu
taktirde £}, (A™) = (1(A™) = Ly (A™) dir.

Ispat. Ilk énce £p(A™) C £),(A™) oldugunu gosterelim. x € £,(A™) olsun. Bu

T ().

k>1

taktirde en az bir p > 0 icin
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dir. A = {\;} smurh bir dizi oldugundan a < Ay < b alahm. Eger p; = pb almursa, bu
taktirde her k£ igin
P1 pb b p T p

dir. M} lar azalmayan oldugundan
k>1 k>1
olup, buradan (,(A™) C £3,(A™) elde edilir.
Simdi £},(A™) C Lp(A™) oldugunu gosterelim. = € £},(A™) olsun. Bu taktirde

ZMk (—Ak |4 xk‘) < 00

k>1 P

en az bir p > 0 icin

dir. Eger p, = p/a alimirsa, bu taktirde her % icin
‘Aml‘ﬂ _ ‘Am$k‘ _ a‘Aml‘H < )\k\Amxk\
P2 p/a PP

dir. M} lar azalmayan oldugundan
A™ A™
ZM (| xk|> SZMk(M) < 50
k>1 k>1 P
olup, buradan },(A™) C £ (A™) bulunur. Boylece £},(A™) = £ (A™) olur.
Simdi de £x(A™) C £41(A™) oldugunu gosterelim. x € £,(A™) olsun. Bu taktirde

T (5)-

k>1

en az bir p > 0 icin

dir. Eger p; = p/a alinirsa M, lar azalmayan oldugundan

|A™ xn|> (\Amxk\)
M < M, | —— | <

k>1 k>1

olup, buradan £,(A™) C {*(A™) elde edilir. Son olarak /{*(A™) C £,(A™) oldugunu

gosterelim. x € ({1(A™) olsun. Bu taktirde herhangi bir p > 0 i¢in

M,
Z k ( p < o0

k>1

dir. Eger p, = pb alinirsa bu taktirde M}, lar azalmayan oldugundan

o () = mn (55) <=

k>1




olup, buradan ({1(A™) C £(A™) bulunur. Boylece ({1(A™) = £r(A™) olur. O halde
O (A™) = CA(A™) = Lpg(A™) dir.

Teorem 5.2.2. Eger {\;} € lo, a = sup); (a > 1) olacak sekilde pozitif terimli bir
k>1
dizi ve {\,'} siirsiz ise, bu taktirde #1(A™), £3,(A™) nin 6z alt uzayidir ve ||T|| < a?
yani T : ({1(A™) — ), (A™) doniigtimii stireklidir.

Ispat: Herhangi bir p > 0 ve p/ = pa? icin M, lar azalmayan oldugundan, z = {zk}

o (M) <2 (550) <

k>1 k>1

dizisi icin

olup, buradan {'(A™) C ¢},(A™) olur.
Simdi A1(A™) C £}, (A™) kapsamasmin kesin oldugunu gosterelim. {\;'} dizisi
sinirsiz oldugundan )\,;nl > n olacak gekilde bir {k,} € N alt dizisini segebiliriz. A"z =

{A™z;} dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

1/n, k=k, n=12 ..
Amxk:

0, diger durumlar

olup = € £},(A™) dir. Fakat z ¢ ({'(A™) dir.
T doniigtimiiniin siirekli oldugunu ispatlamak icin, ilk olarak ¢ = 1 durumunu goz

oniine alahm. z € (41(A™) i¢in

AM (A™g) = {,0 >0:3" M, <‘A;;Z’“|) < 1}

k>1

By (A™z) = {p>0:ZMk (M) < 1}

k>1 P

ve

yazarz. My lar azalmayan ve a = 1 oldugundan a = sup;~; Ay = 1 ve bu nedenle Vk

icin \;, < 1 oldugundan 1 < ,\_lk olur. Ayrica ’\’“mpmx’“‘ < ‘N;mkl < |A;:‘Z’“‘ oldugundan
A™ A™
ZM ()\k| xk\) ZM (| - Ik|)
1 1 kP
elde ederiz ki A{' (A™z) C By, (A™x) bulunur. Boylece
213 = inf B (A™2) < inf A (A™z) = ||z} (5.3)
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yani || T(z)|, < ||z[|3" olur. Buna gore

A
7l = suphlat <1 oy <12 T < 1= 02
20 |||y

oldugundan 7' siireklidir.
Eger a # 1 ise k € N i¢in 3, = /\Tf seklinde tanimlayalim. Bu taktirde 3, <1 ve
(5.3) den x € /41(A™) igin

% < Nl (5.4)

dir. Burada #{'(A™) = ¢4'(A™) dir.
Boylece (5.4) den
M . M
; lzl3g < allelly” se fally, < @[z
olur ki buradan

A
A A M (3]
T ()l = llzllng < a® [lz])y" = [IT]] = sups— 44 < a?

70 ||ZUH,\

elde edilir. Bu da 7" nin siirekliligini verir.

Teorem 5.2.3. Eger sup,-, A\, " = d (d > 1) olacak sekilde ki {\,} dizisi (A, > 0)
siirsiz ise, bu taktirde £),(A™), (41(A™) nin 6z alt uzayidir ve ||U|| < d? yani U :
O (A™) — ((A™) doniistimii siireklidir.

Ispat: Herhangi bir p > 0 ve p” = pd? icin Mj, lar azalmayan oldugundan, z = {zk}

igin

S ()=o) <

k>1 k>1
olup, buradan },(A™) C /{1(A™) elde edilir.

Simdi £}, (A™) C 41(A™) kapsamasinin kesin oldugunu gosterelim. {\;} dizisi
smirsiz oldugundan A, > n olacak sekilde bir {k,} € N alt dizisini segebiliriz. A"z =
{A™z;} dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

1/n, k=k, n=12,..

Am$k =
0, diger durumlar

olup, buradan z € ¢{'(A™) olur. Fakat x ¢ ¢},(A™) dir.
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U doniistimiiniin stirekli oldugunu ispatlamak icin ilk olarak d = 1 durumunu goz

oniine alahm. z € ¢},(A™) igin

Az, (A™z) = {p>O:ZMk (M) < 1}

k>1

ve

yazariz. M lar azalmayan ve d = 1 oldugundan sup)\,;1 =d=11ise )\,;1 <lvel <)\
k>1
olur ki buradan

Ap TP P

o (55) o (252

k>1 k>1

ve son olarak

elde edilir. Bu da A}, (A™z) C BM (A™z) olmasi demektir. Boylece
13" = inf BY* (A™2) < inf A} (A™2) = ||z, (5.5)

yani ||U(x)||f\\/l < H:c||3\\/l olur. O halde U siireklidir.
Eger d # 1 ise k € N i¢in v, = A\id tamimlayalim. Bu taktirde 7, < 1 oldugundan
(5.5) den = € £},(A™) igin

M
157" < Nl (5.6)

elde edilir. Burada €3 (A™) = £} ,(A™) dir.
Boylece (5.6) dan

1
gl < izl = N2l < @ fl2ll3,
elde edilir ki buradan
||
U@ = 2l < @ el = 0] = suplZ < 2

w20 | 34

bulunur. Bu da U nun siirekliligini verir.
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6. DUAL UZAYLAR

Bu béliimiin ilk kisminda h (M) dizi uzaymin a—, S— ve y— duallerini hesapla-
yacagiz. Ikinci kisimda ise £ (M, \) ve £ (N, \) dizi uzaylarmm tanmim verip, bu dizi

uzaylarinin a— dualini hesaplayacagiz.
6.1. h (M) Dizi Uzayimmn Duali
Bu boliimde h (M) dizi uzaymim a—, 5— ve y— duallerini hesaplayacagz.

Teorem 6.1.1. Her bir k icin M, ve N} birbirinin alisilmig tamamlayicisi olsun.

Bu taktirde
S 1
t(N) ={a=(ax) €s: E Nj, (|a—]f|) < 00, en az bir p > 0 ve p' = — i¢in}
p p
k=1

olmak tizere [h (M)]° = ¢ (N) dir.
ispat. ¢(N) c [h(M)]® oldugunu gosterelim. a € ¢(N) olsun. Bu taktirde
en az bir p > 0 igin ZNk ('ap—’f‘) < o0 dur. Ayrica herhangi bir z € h (M) igin
n=1

Z My, (‘I—;‘) < 0o yazabiliriz. Bu taktirde p’ = 1/p olmak iizere
k=1

[o.9] [e.9]
> lawrd = 3P
k=1

A
Mo T
=
T
b‘§
~
_I_
z
—
|2
~

7))
= || = |ag|
= ZMk( P +ZNk —
=1 k=1
< o0

olur. Demek ki herhangi bir x € h (M) igin Z |apax| < oo dur. Boylece a € [h (M)]°
k=1

elde edilir. O halde ¢ (N) C [ (M)]? bulunur.
Simdi [h (M)]? C £(N) oldugunu gosterelim. a € [k (M)]° olsun. Bu taktirde her

[o.9]

x € h(M) i¢in Z lagzi| < oo dir. (zx) € h (M) C £ (M) oldugundan (x)) € £ (M)

k=1



dir. (3.8) deki tanim kullanirsak, a € ¢ (N) C £(N) yani a € £(N) elde ederiz. O
halde [h (M)]° C € (N) dir.,

Onerme 6.1.2. M = (M) Orlicz fonksiyonlarmin bir dizisi olsun. Bu taktirde
h (M) dizi uzay1 normaldir.
Ispat. = € h (M) ve her bir k& € N icin |yx| < |z olsun. Bu taktirde M, lar

azalmayan oldugundan

T
o (1) < 3 (121) <o
olur. Boylece y € h (M) olur ki bu da h (M) dizi uzaymin normal oldugunu gosterir.

Teorem 6.1.3. Her bir k igin M ve N} birbirinin alisilmis tamamlayicisi olsun.

Bu taktirde M = (Mj) ve N' = (N},) fonksiyon dizileri igin

dir.

Ispat. Onerme 6.1.2 den h (M) normaldir ve Onerme 2.1.10 geregince [k (M)]* =
[h (M)]” = £(N) elde edilir. Sonug 2.1.11 den monoton oldugundan [h(M)]* =
[h (M)] = ¢(N) olur. O halde [h (M)}’ = [h(M)]* = [h(M)]" = £(N) elde edilir.

6.2. { (M, ) ve {(N,)\) Dizi Uzaylar:1 ve Bu Dizi Uzaylarinin «—Duali

(A(A™) ve (3 (A™) dizi uzaylarmim tamminda m = 0 alirsak agagidaki dizi uzay-

larim elde ederiz:

CM,N) = {z=(x) €s: ZMk<‘Ik|) < 00, en az bir p > 0 i¢in},

A
CN,AN) = {y=(w) € s: ZNk <%) < 00, en az bir p > 0 i¢in}.
k=1
Teorem 6.2.1. (i) Eger (M) dizisi diizgiin Ay— sartim saghyorsa [¢ (M, \)]* =
(N, ) dir.
(ii) Eger (Ny) dizisi diizgiin Ay— sartim saghyorsa [¢ (N, \)]* = £ (M, \) dir.
Ispat. (i) ¢(NV,)\) C [¢(M,N)]* oldugunu gosterelim. a € £ (N, )) olsun. Bu

taktirde en az bir p > 0 igin ZNk (%) < oo dir. Ayrica z € (M, )) igin
k=1
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Z (“’”’“‘) < 0o yazabiliriz. Bu taktirde p’ = 1/p olmak iizere
k=

- o |2k] A Ja|
AT} = —
2 lund = 3 SLTg

5[ (5) 1 ()]
(e £ ()

<

IN

olur. Boylece a € [¢ (M, )] elde edilir. O halde ¢ (N, \) C [¢ (M, N)]” olur.
Tersine [¢ (M, \)]* C £(N, ) oldugunu gosterelim. a € [¢ (M, \)]” olsun. Bu
taktirde her z € ¢ (M, \) icin (ﬁ) € ¢ (M) oldugundan

Z lagzr| < oo (6.1)
k=1

elde edilir. (Mj}) dizisi diizgiin As— sartim sagliyorsa ¢ (M) = h (M) dir ve boylece
(yr) € h (M) igin (6.1) den i | A\kyrax| < oo olur. Boylece (Ayag) € [h (M)]* = £(N)
olur ve buradan da (A\az) Gkﬁz(l./\f) ise (ax) € £ (N, ) elde edilir. O halde [¢ (M, \)]* C
¢ (N, X) dur.

(i) [¢ (N, N)]* = €(M, \) oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 6.2.2. Eger (My,) ve (Ny) dizileri diizgiin Ay— sartim sagliyorsa £ (M, \)
ve (N, \) dizi uzaylar perfekttir.

Ispat. (M) ve (Ny) Orlicz dizileri diizgiin Ay— sartim sagladigimdan Teorem
6.2.1 den [( (M, N)]* = L(N,N) ve [( (N, N)]* = £(M, ) oldugunu biliyoruz. Bu-
radan [¢ (M, N)]* = [0 (N, N)]* = £(M, ) olup, [¢ (M, N)]* = £(M,])) dir, yani
¢ (M, \) dizi uzayr perfekttir. Benzer gekilde [¢ (N, \)]*" = [(M, \)]" = £(N, ) olup
(NN =€(N,A) yani £ (N, \) dizi uzayimn perfekt oldugu gosterilebilir.
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