
T.C.

FIRAT ÜNİVERSİTESİ
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SİMGELER LİSTESİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V
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ÖZET

Altı bölümden oluşan bu çalı̧smada Orlicz fonksiyonları kullanılarak yeni genelleşti-

rilmi̧s fark dizi uzayları tanımlanmı̧s ve bu dizi uzaylarının bazı topolojik özellikleri

incelenmi̧stir.

İlk bölüm giri̧s kısmı olup, bu çalı̧sma ile ilgili ön bilgiler verilmi̧stir. İkinci bölümde,

konuya ili̧skin temel tanım ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde fark dizileri, konveks fonksiyonlar, Orlicz fonksiyonu, ℓM (p) dizi

uzayı ve modular dizi uzayı kavramları ve bunların bazı özellikleri verilmi̧stir.

Dördüncü bölümdeM = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve ∆mv - genelleşti-

rilmi̧s fark operatörü kullanılarak ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] dizi uzayı tanımlanmı̧s ve bu dizi

uzayının bazı topolojik özellikleri incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde her bir k için Mk ve Nk birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak

üzereM = (Mk) ve N = (Nk) Orlicz fonksiyon dizileri alınarak ℓMλ (∆
m) ve ℓλN (∆

m)

dizi uzayları tanımlanmı̧s ve bu dizi uzaylarının bazı topolojik özellikleri incelenmi̧stir.

Altıncı bölümde ise h (M) dizi uzayının α− , β− ve γ− dualleri ile ℓ (M, λ) ve

ℓ (N , λ) dizi uzaylarının α− duali bulunmuştur.

Anahtar Kelimeler: Fark Dizi Uzayları, Orlicz Fonksiyonu, Modular Dizi Uzayı,

α−, β− ve γ− Dual.
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SUMMARY

ON GENERALIZED DIFFERENCE SEQUENCE SPACES OF DEFINED BY

ORLICZ FUNCTIONS

In this study, which is prepared as six chapters, we define some new generalized

difference sequence spaces using Orlicz functions and we examine some properties of

these sequence spaces.

In the first chapter preliminary informations use given. In the second chapter, we

give the fundamental definitions and theorems.

In the third chapter, we give the concepts of difference sequences, convex functions,

Orlicz function, ℓM (p) sequence spaces and modular sequence space and some of their

properties.

In the fourth chapter, we define the sequence space ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] using a se-

quence of Orlicz functions M = (Mk) and ∆m
v - generalized difference operator and

examine some topological properties of this space.

In the fifth chapter, we define the sequence spaces ℓMλ (∆
m) and ℓλN (∆

m) where

sequences of Orlicz function M = (Mk) and N = (Nk) such that Mk and Nk be

mutually complementary for each k and examine some topological properties of these

spaces.

In the sixth chapter, we give the α−, β− ve γ− duals of the sequence space h (M)

and the α− dual of the sequence spaces ℓ (M, λ) and ℓ (N , λ).

Keywords: Difference sequence spaces, Orlicz Function, Modular sequence space,

α− , β− and γ− Dual.
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SİMGELER LİSTESİ

N : Doğal sayılar kümesi

R : Reel sayılar kümesi

C : Kompleks sayılar kümesi

s : Bütün diziler uzayı

c : Yakınsak diziler uzayı

c0 : Sıfıra yakınsak diziler uzayı

ℓ∞ : Sınırlı diziler uzayı

BK : Banach Koordinatsal süreklilik

λα : λ uzayının α− duali

λβ : λ uzayının β− duali

λγ : λ uzayının γ− duali

∆m : Genelleştirilmi̧s fark operatörü

ℓ̃M : Orlicz dizi sınıfı

ℓM : Orlicz dizi uzayı

ℓ̃ (M) : Modular dizi sınıfı

ℓ (M) : Modular dizi uzayı
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1. GİRİŞ

Fark dizileri kavramı ilk olarak Kızmaz [19] tarafından tanımlandı. 1981 yılında

Kızmaz ∆x = (∆xk) = (xk − xk+1) ve X = ℓ∞, c ve c0 olmak üzere

X(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ X}

dizi uzaylarını tanımladı. Et ve Çolak [8], m ∈ N, ∆0x = (xk), ∆x = (xk − xk+1),

∆mx = (∆mxk) = (∆
m−1xk −∆m−1xk+1) ve ∆mxk =

m∑

v=0

(−1)v
(
m

v

)
xk+v olmak üzere

X(∆m) = {x = (xk) : ∆
mx ∈ X}

dizi uzaylarını tanımladılar.

v = (vk) sıfırdan farklı kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [9], m ∈

N, ∆0vx = (vkxk), ∆vx = (vkxk − vk+1xk+1), ∆m
v x = (∆

m
v xk) = (∆

m−1
v xk −∆m−1v xk+1)

ve her k ∈ N için ∆m
v xk =

m∑

i=0

(−1)i
(
m
i

)
vk+ixk+i olmak üzere bu uzayları X(∆mv ) =

{x = (xk) : ∆mv x ∈ X} şeklindeki uzaylara genelleştirdiler.

Bir Orlicz fonksiyonu, sürekli, azalmayan, konveks,M (0) = 0, x > 0 içinM (x) > 0

ve x→∞ ikenM (x)→∞ şartlarını sağlayan birM : [0,∞)→ [0,∞) fonksiyonudur.

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

M(x) =
x∫

0

p(t)dt

integral formunda gösterilebilir. Burada M nin çekirdeği olarak bilinen p, azalmayan,

t > 0 için sağdan türevlenebilir, p(0) = 0, t > 0 için p(t) > 0 ve t→∞ iken p(t)→∞

şeklinde bir fonksiyondur.

Bir M(t) Orlicz fonksiyonunun çekirdeği p(t) ve

q(s) = sup {t : p(t) ≤ s}

olsun. Bu taktirde

N(x) =
x∫

0

q(s)ds

şeklinde bir N fonksiyonu vardır. Burada q(s), p(t) nin tüm özelliklerine sahip olan N

nin çekirdeğidir. Yani N de bir Orlicz fonksiyonudur. Bu şekildeki M ve N fonksiyon-

ları birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olarak adlandırılır.



1973’te Woo [38]M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olmak üzere

ℓ (M) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
<∞, en az birρ > 0 için}

şeklinde tanımlanan ℓ (M) modular dizi uzayını tanımlamı̧s ve bu dizi uzayının

‖x‖M = inf{ρ > 0 :
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
≤ 1}

normu ile bir Banach uzayı olduğunu göstermi̧stir.

Parashar ve Choudhary [30], M bir Orlicz fonksiyonu ve p = (pk) pozitif reel

sayıların herhangi bir dizisi olmak üzere

ℓM (p) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

[
M

(
|xk|

ρ

)]pk
<∞, en azbirρ > 0 için}

dizi uzayını tanımladılar ve bu dizi uzayının bazı cebirsel-topolojik özelliklerini in-

celediler.

Orlicz fonksiyonu veya Orlicz fonksiyon dizileri kullanılarak yeni genelleştirilmi̧s fark

dizi uzayları tanımlanmı̧s ve pek çok bilim adamı bu dizi uzayları üzerine çalı̧smalar

yapmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanımlar ve Teoremler

Tanım 2.1.1. X �= ∅ bir cümle ve K reel veya kompleks sayılar cismi olmak üzere

+ : X ×X → X, . : K ×X → X

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, X cümlesine K cismi üzerinde bir vektör

uzayı (lineer uzay) adı verilir. Her x, y, z ∈ X ve her λ, µ ∈ K için

i) x+ y = y + x

ii) (x+ y) + z = x+ (y + z)

iii) Her x ∈ X için x+ θ = x olacak şekilde bir θ ∈ X vardır.

iv) Her bir x ∈ X için x+ (−x) = θ olacak şekilde bir (−x) ∈ X vardır.

v) 1.x = x

vi) λ(x+ y) = λx+ λy

vii) (λ+ µ)x = λx+ µx

viii) λ(µx) = (λµ)x [24].

Tanım 2.1.2. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. g : X → R dönüşümü

aşağıdaki şartları sağlarsa g ye bir paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir.

∀x, y ∈ X için

i) g(θ) = 0

ii) g(x) = g(−x)

iii) g(x+ y) ≤ g(x) + g(y)

iv) µ→ µ0, x→ x0 iken µx→ µ0x0

dir. (iv) şartını µ → µ0, g(x − x0) → 0 iken g(µx − µ0x0) → 0 şeklinde ifade

edebiliriz. Eğer g(x) = 0 iken x = θ oluyorsa g ye total paranorm denir [24].

Tanım 2.1.3. X, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.

‖.‖ : X → R
+

x −→ ‖x‖



dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve (X, ‖.‖) ikilisine de

bir normlu uzay denir. ∀x, y ∈ X için

N1) ‖x‖ ≥ 0

N2) ‖x‖ = 0⇔ x = θ

N3) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (λ skaler)

N4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

dir. Eğer N2) x = θ ⇒ ||x|| = 0 şeklinde olursa X’ e yarınorm ve (X, ||.||) ikilisine

de yarınormlu uzay adı verilir [21].

Tanım 2.1.4. (X, ‖.‖) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzayında bir dizi olsun.

Eğer ∀ε > 0 için ∀m,n > n0 iken

‖xm − xn‖ < ε

olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N sayısı varsa x = (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[21].

Tanım 2.1.5. (X, ‖.‖) bir normlu uzay ve x = (xn), X uzayında bir dizi olsun.

Eğer ∀ε > 0 için ∀n > n0 iken

‖xn − x‖ < ε

olacak şekilde bir n0 = n0(ε) ∈ N sayısı varsa x = (xn) dizisi x’e yakınsaktır denir.

x = (xn) dizisi x’e yakınsak ise lim
n
xn = x veya xn → x şeklinde yazılır [21].

Tanım 2.1.6. (X, ‖.‖) normlu uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu

uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı adı verilir [21].

Tanım 2.1.7. Reel veya kompleks terimli tüm dizilerin cümlesini s ile gösterelim.

x = (xk), y = (yk) ve α bir skaler olmak üzere s, x + y = (xk + yk) ve αx = (αxk)

şeklinde tanımlanan i̧slemler altında bir lineer uzaydır. s nın her alt lineer uzayına bir

dizi uzayı denir [15].

Bu çalı̧smada sık sık kullanacağımız

ℓ∞ = {x = (xk) : sup
k
|xk| <∞}

sınırlı,

c = {x = (xk) : lim
k
xk mevcut}

4



yakınsak ve

c0 = {x = (xk) : lim
k
xk = 0}

sıfır diziler uzayı

‖x‖ = sup
k
|xk|

normu ile birer Banach uzayıdır.

Tanım 2.1.8. λ bir dizi uzayı olsun.

λα = {a = (ak) :
∞∑

k=1

|akxk| <∞, ∀x ∈ λ için},

λβ = {a = (ak) :
∞∑

k=1

akxk yakınsak, ∀x ∈ λ için},

λγ = {a = (ak) : sup
n

∣∣∣∣
n∑

k=1

akxk

∣∣∣∣ <∞, ∀x ∈ λ için}

olsun. λα, λβ ve λγ ya, sırasıyla, λ nın α−, β− ve γ−duali denir. α−dualine Köthe -

Toeplitz duali, β−dualine genelleştirilmi̧s Köthe - Toeplitz duali adı verilir [18].

∅ ⊂ λα ⊂ λβ ⊂ λγ olduğu kolayca gösterilebilir. η = α, β veya γ olsun. λ ⊂ µ ise

λη ⊂ µη dir.

Tanım 2.1.9. λ bir dizi uzayı olsun.

i) i ≥ 1 ve en az bir x ∈ λ için |yi| ≤ |xi| iken y ∈ λ ise λ ya normal veya solid

denir.

ii) λ tüm basamak uzaylarının kanonik ön resimlerini kapsıyorsa, λ ya monoton

dizi uzayı denir.

iii) λ = λαα ise λ ya perfekttir denir [18].

Önerme 2.1.10. λ bir dizi uzayı olsun. Eğer λ monoton ise λα = λβ ve eğer λ

normal ise λα = λγ dır [18].

Sonuç 2.1.11. λ perfekttir ⇒ λ normaldir ⇒ λ monotondur [18].

Tanım 2.1.12. X boş olmayan bir cümle ve τ , X in alt cümlelerinin bir ailesi

olsun. Aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa τ ya X için bir topoloji ve (X, τ ) ikilisine de

topolojik uzay denir.

T1) X, θ ∈ τ

T2) τ nun herhangi sayıdaki elamanlarının birleşimi τ nun elemanıdır.

5



T3) τ ya ait sonlu sayıdaki elamanların arakesiti yine τ ya aittir.

Tanım 2.1.13. λ lineer topolojiye sahip bir dizi uzayı olsun. Her bir i ≥ 1 için

Pi(x) = xi şeklinde tanımlanan Pi : λ → F (R veya C) dönüşümleri sürekli ise λ dizi

uzayına K− uzayı denir. λ bir Banach uzayı ise K− uzayına BK− uzayı denir.

(λ, τ) bir K− uzayı ve bir x ∈ λ için

x(n) =
n∑

i=1

xiei → x (τ topolojisine göre)

ise x ∈ λ ya AK− özelliğine sahiptir denir. Eğer her bir x ∈ λ AK− özelliğine sahip

ise λ dizi uzayına AK− uzayı denir [18].

Tanım 2.1.14. Eğer her i ≥ 1 ve x = {xi}, y = {yi} ∈ λ için |xi| ≤ |yi| iken

‖x‖λ ≤ ‖y‖λ ise λ nın S topolojisine göre üretilen ‖.‖λ normuna monotondur denir

[16].

Lemma 2.1.15. q1 ve q2, X üzerinde iki yarınorm olsun. Bu taktirde q1 in q2 den

daha kuvvetli olması için gerek ve yeter şart her x ∈ X için q2(x) ≤ Kq1(x) olacak

şekilde sabit bir K > 0 sayısının var olmasıdır [37].

Aşağıdaki eşitsizlik bu çalı̧smada sık sık kullanılacaktır.

ak, bk ∈ C, G = sup
k

pk <∞ ve D = max
(
1, 2G−1

)
olmak üzere

|ak + bk|
pk ≤ D {|ak|

pk + |bk|
pk} (2.1)

dir [24].

6



3. GENELLEŞTİRİLMİŞ FARKDİZİ UZAYLARI,ORLİCZ FONKSİ-

YONU VE MODULAR DİZİ UZAYI

3.1. Fark Dizi Uzayları

Fark dizileri kavramı ilk olarak Kızmaz [19] tarafından tanımlandı. 1981 yılında

Kızmaz ∆x = (∆xk) = (xk − xk+1) olmak üzere

ℓ∞(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ ℓ∞} ,

c(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ c} ,

c0(∆) = {x = (xk) : ∆x ∈ c0}

dizi uzaylarını tanımladı ve bu uzayların ‖x‖1 = |x1|+ ‖∆x‖∞ normu ile birer Banach

uzayı olduğunu gösterdi.

Et ve Çolak [8], m ∈ N, ∆0x = (xk), ∆x = (xk − xk+1), ∆
mx = (∆mxk) =

(∆m−1xk −∆m−1xk+1) ve

∆mxk =
m∑

v=0

(−1)v
(
m

v

)
xk+v

olmak üzere

ℓ∞(∆
m) = {x = (xk) : ∆

mx ∈ ℓ∞} ,

c(∆m) = {x = (xk) : ∆
mx ∈ c} ,

c0(∆
m) = {x = (xk) : ∆

mx ∈ c0}

dizi uzaylarını tanımladılar ve bu uzayların ‖x‖∆ =
m∑

i=1

|xi|+ ‖∆mx‖∞ ile birer Banach

uzayı olduğunu gösterdiler.

v = (vk) sıfırdan farklı kompleks terimli herhangi bir dizi olsun. Et ve Esi [9], m ∈

N, ∆0vx = (vkxk), ∆vx = (vkxk − vk+1xk+1), ∆m
v x = (∆

m
v xk) = (∆

m−1
v xk −∆m−1v xk+1)

ve

∆mv xk =
m∑

i=0

(−1)i
(
m

i

)
vk+ixk+i



olmak üzere bu uzayları

ℓ∞(∆
m
v ) = {x = (xk) : ∆

m
v x ∈ ℓ∞} ,

c(∆mv ) = {x = (xk) : ∆
m
v x ∈ c} ,

c0(∆
m
v ) = {x = (xk) : ∆

m
v x ∈ c0}

şeklindeki uzaylara genelleştirdiler. Aynı zamanda ∆m
v (ℓ∞), ∆

m
v (c) ve ∆

m
v (c0) dizi

uzaylarının

‖x‖v =
m∑

i=1

|xivi|+ ‖∆
m
v x‖∞

normu ile birer Banach uzayı olduğunu gösterdiler.

Teorem 3.1.1. Eğer X bir lineer uzay ise X(∆m) de bir lineer uzaydır [10].

Teorem 3.1.2. Eğer X ⊂ Y ise X(∆m) ⊂ Y (∆m) dir [10].

3.2 Konveks Fonksiyonlar

Tanım 3.2.1. ∀u1, u2 ∈ R için

M

(
u1 + u2
2

)
≤
1

2
[M (u1) +M (u2)] (3.1)

eşitsizliğini sağlayan reel değerli M fonksiyonuna konvekstir denir [20].

Bu kısımda, sadece sürekli konveks fonksiyonlara bakacağız. (3.1) şartı, M (u)

fonksiyonunun grafiği üzerinde iki noktayı birleştiren kiri̧sin orta noktasının, grafiğin

bu noktaya kaŗsılık gelen noktasının üstünde kalacağı anlamına gelir.

 

Şekil 1.1
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Şekil 1.1 incelendiğinde, her kiri̧sin, grafiğin üzerinde kalacağı geometrik olarak

açıktır. Bu, 0 ≤ α ≤ 1 olacak şekildeki her α için

M [αu1 + (1− α) u2] ≤ αM (u1) + (1− α)M (u2) (3.2)

eşitsizliğinin sağlanacağı anlamına gelir. Bu eşitsizliğe Jensen eşitsizliği denir.

Jensen eşitsizliği analitik olarak da ispat edilebilir. Kabul edelim ki Jensen eşitsizliği

∀α ∈ [0, 1] için sağlanmasın. Bu durumda, [0, 1] üzerinde

f (α) =M [αu1 + (1− α) u2]− αM (u1)− (1− α)M (u2) (3.3)

sürekli fonksiyonunun M0 maksimum değeri pozitif olur. α0, f (α) = M0 olacak şe-

kildeki en küçük argumanı göstersin ve δ > 0, [α0 − δ, α0 + δ] ⊂ [0, 1] olacak şekilde

bir sayı olsun. Bu durumda (3.1) eşitsizliği

u∗1 = (α0 − δ)u1 + (1− α0 + δ) u2

u∗2 = (α0 + δ) u1 + (1− α0 − δ) u2

noktalarına uygulanıp, (3.3) eşitliği gözönünde tutulursa

f (α0) ≤
f (α0 − δ) + f (α0 + δ)

2
< M0

elde edilir. f (α0) = M0 yukarıdaki eşitsizlikle çeli̧seceğinden (3.2) eşitsizliği her α ∈

[0, 1] için sağlanır.

u1 �= u2 ise ya sadece α = 0 ve α = 1 için ya da her α ∈ [0, 1] için (3.2) eşitlik olarak

sağlanır. Kabul edelim ki (3.2), en az bir α0 ∈ (0, 1) için eşitlik olarak sağlansın. Bu,

f (α0) = 0 olması anlamına gelir. Bu durumda, her α ∈ [0, 1] için f (α) = 0 olduğunu

göstereceğiz. Sürekli f (α) fonksiyonu konveks olduğundan Jensen eşitsizliğini sağlar.

Kabul edelim ki, en az bir α1 ∈ (0, 1) için f (α1) < 0 olsun. (Daha önce ispat edildiği

gibi f (α) > 0 olamaz). α1 < α0 alalım.

α0 =
1− α0
1− α1

α1 +
α0 − α1
1− α1

olduğundan, Jensen eşitsizliği bize

f (α0) ≤
1− α0
1− α1

f (α1) +
α0 − α1
1− α1

f (1) =
1− α0
1− α1

f (α1) < 0

eşitsizliğini verir ki bu f (α0) = 0 ile çeli̧sir. O halde her α ∈ [0, 1] için (3.2) eşitlik

olarak sağlanır.

9



(3.1) eşitsizliği başka genelleştirmelere de izin verir: Keyfi u1, u2, ..., un için

M

(
u1 + u2 + ...+ un

n

)
≤
1

n
[M (u1) +M (u2) + ...+M (un)] (3.4)

dir. (3.1) eşitsizliğinin ardı̧sık olarak uygulanmasıyla, 2k şeklindeki bütün n sayıları

için (3.4) eşitsizliğinin sağlanacağı ispatlanabilir. n sayısının keyfi olması hali daha

karmaşıktır. n+m = 2k olacak şekikde bir m sayısı alalım. Bu durumda

M

(
u1 + u2 + ...+ un +m.u∗

n+m

)
≤

1

n+m
[M (u1) +M (u2) + ...+M (un) +mM (u∗)]

olur. Burada, u∗ = u1+u2+...+un
n

alınırsa, (3.4) eşitsizliği elde edilir.

Şimdi, u1 ≤ u3 ≤ u2 olsun. Bu durumda

u3 =
u2 − u3
u2 − u1

u1 +
u3 − u1
u2 − u1

u2

olup, (3.2) eşitsizliğinden,

M (u3) ≤
u2 − u3
u2 − u1

M (u1) +
u3 − u1
u2 − u1

M (u2)

ve bu iki eşitsizlikten,

M (u3)−M (u1)

u3 − u1
≤

M (u2)−M (u1)

u2 − u1
≤

M (u2)−M (u3)

u2 − u3
(3.5)

elde edilir.

Elde edilen bu eşitsizliklerden, "AB kiri̧sinin eğiminin AC kiri̧sinin eğiminden ve

BC kiri̧sinin eğiminden daha küçük olduğu" sonucu çıkarılabilir.

Lemma 3.2.2. Sürekli ve konveks bir M (u) fonksiyonu, her noktada

p− (u) ≤ p+ (u)

olacak şekilde bir p+ (u) sağ türevine ve bir p− (u) sol türevine sahiptir [20].

Lemma 3.2.3. Sürekli ve konveks bir M (u) fonksiyonunun p+ (u) sağ türevi,

azalmayan sağdan sürekli bir fonksiyondur [20].

Uyarı 3.2.4. Benzer olarak, M (u) fonksiyonunun p− (u) sol türevi, azalmayan

soldan sürekli bir fonksiyondur [20].
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3.3. Orlicz Fonksiyonu

Tanım 3.3.1. Bir Orlicz fonksiyonu, sürekli, azalmayan, konveks,M (0) = 0, x > 0

için M (x) > 0 ve x→∞ iken M (x)→∞ şartlarını sağlayan bir M : [0,∞)→ [0,∞)

fonksiyonudur [18].

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

M(x) =
x∫

0

p(t)dt

integral formunda gösterilebilir. Burada M nin çekirdeği olarak bilinen p, azalmayan,

t > 0 için sağdan türevlenebilir, p(0) = 0, t > 0 için p(t) > 0 ve t→∞ iken p(t)→∞

dur [20].

Bir M(t) Orlicz fonksiyonu ile çekirdeği olan p(t) yi gözönüne alalım ve

q(s) = sup {t : p(t) ≤ s}

olsun. Bu taktirde

N(x) =
x∫

0

q(s)ds

şeklinde bir N fonksiyonu vardır. Burada q(s), N nin çekirdeği olup, p(t) nin tüm özel-

liklerine sahiptir ki bu da N nin bir Orlicz fonksiyonu olduğunu gösterir. Bu şekildeki

M ve N fonksiyonları birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olarak adlandırılır [18].

Önerme 3.3.2. M ve N fonksiyonları birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olsun. Bu

taktirde

(i) x, y ≥ 0 için xy ≤M(x) +N(y) (Young Eşitsizliği)

(ii) x ≥ 0 için xp(x) =M(x) +N(p(x))

dir [18].

Ayrıca, M konveks ve M (0) = 0 olduğundan x ≥ 0 ve 0 ≤ µ ≤ 1 olmak üzere her

µ için M (µx) ≤ µM (x) dir [18].

Tanım 3.3.3. Her bir M Orlicz fonksiyonu için

ℓ̃M = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

M (|xk|) <∞}
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şeklinde tanımlanan ℓ̃M cümlesine Orlicz dizi sınıfı denir [18]. Benzer şekilde N , M

nin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak üzere ℓ̃N cümlesi

ℓ̃N = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

N (|xk|) <∞}

şeklinde tanımlanır.

Lindenstrauss ve Tzafriri [23] Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak aşağıdaki dizi

uzayını tanımladılar.

Tanım 3.3.4. Her bir M Orlicz fonksiyonu için

ℓM = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

M

(
|xk|

ρ

)
<∞, en azbir ρ > 0 için}

şeklinde tanımlanan cümleye Orlicz dizi uzayı denir [18]. Benzer şekilde N , M nin

alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak üzere

ℓN = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

N

(
|xk|

ρ

)
<∞, en azbir ρ > 0 için}

de bir Orlicz dizi uzayıdır.

M ve N fonksiyonları birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak üzere, ℓM Orlicz dizi

uzayı

ℓM = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

xkyk yakınsak, her y ∈ ℓ̃N için} (3.6)

şeklinde de verilebilir [18].

Buradan açıkça görülebilir ki ℓ̃M ⊂ ℓM ve ℓ̃N ⊂ ℓN dir [18].

Aşağıda verilen teoremlerden bazılarının ifadeleri bu tez içinde kullanılmı̧stır. Bu

teoremlerin ispatlarını referans [18] de bulmak mümkündür.

Teorem 3.3.6. Her bir x ∈ ℓM için

sup{

∣∣∣∣
∞∑

k=1

xkyk

∣∣∣∣ :
∞∑

k=1

N (|yk|) ≤ 1} <∞

dir [18].

Böylece ‖x‖M = sup{

∣∣∣∣
∞∑

k=1

xkyk

∣∣∣∣ :
∞∑

k=1

N (|yk|) ≤ 1} şeklinde ℓM üzerinde bir norm

tanımlanabilir. ℓM , bu norm ile birlikte bir Banach uzayıdır [18].

Teorem 3.3.7. (ℓM , ‖x‖M) bir BK− uzayıdır [18].
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‖x‖M normundan farklı olarak ℓM ,

‖x‖(M) = inf{ρ > 0 :
∞∑

k=1

M

(
|xk|

ρ

)
≤ 1}

ile tanımlanan ve ‖x‖M normuna denk olan bir ‖.‖(M) normuyla da BK− uzayı yapıla-

bilir [18].

Teorem 3.3.8. x ∈ ℓM için

∞∑

k=1

M

(
|xk|

‖x‖(M)

)

≤ 1

dir [18].

Teorem 3.3.9. ‖x‖M ≤ 1 olmak üzere x ∈ ℓM olsun. Bu durumda, y = {p (|xk|)} ∈

ℓ̃N ve
∑

k≥1

N (|yk|) ≤ 1 dir [18].

Teorem 3.3.10. ‖x‖M ≤ 1 olmak üzere x ∈ ℓM olsun. Bu durumda, y =

{p (|xk|)} ∈ ℓ̃M ve
∑

k≥1

M (|xk|) ≤ ‖x‖M dir [18].

Önerme 3.3.11. x ∈ ℓM için
∑

k≥1

M
(
|xk|
‖x‖M

)
≤ 1 dir [18].

Teorem 3.3.12. x ∈ ℓM için

‖x‖(M) ≤ ‖x‖M ≤ 2 ‖x‖(M)

dir [18].

Sonuç 3.3.13.
(
ℓM , ‖x‖(M)

)
bir BK− uzayıdır [18].

Bir AK−uzayı olan ℓM nın önemli bir alt uzayı

hM = {x = (xk) ∈ ℓM :
∞∑

k=1

M

(
|xk|

ρ

)
<∞, en az birρ > 0 için}

şeklindeki uzaydır [18].

Teorem 3.3.14. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bu durumda, (hM , ‖.‖) bir AK −

BK uzayıdır [18].

Tanım 3.3.15. Bir M Orlicz fonksiyonuna, eğer her bir k > 0 için

M(kx) ≤ RkM(x), ∀x ∈ (0, xk]
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olacak şekilde Rk > 0 ve xk > 0 mevcutsa, sıfırda veya küçük x ler için ∆2− şartını

sağlıyor denir [18].

Teorem 3.3.16. Bir M Orlicz fonksiyonu için aşağıdaki ifadeler denktir.

(i) M sıfırda ∆2− şartını sağlar.

(ii) ℓM = hM dir.

(iii) ℓM bir AK− uzayıdır [18].

Önerme 3.3.17. M ve N fonksiyonları birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olsun.

Bu taktirde hβM = ℓN dir [18].

İspat. y ∈ ℓN olsun. Böylece en az bir r > 0 için
∑

i≥1N
(
|xi|
r

)
<∞ olur. hM de

herhangi bir x alınırsa

|xiyi| ≤M (|rxi|) +N (|yi| /r)

olur. Böylece
∑

i≥1 |xiyi| yakınsak ve y ∈ hβM dir. Diğer taraftan, y ∈ hβM olduğunu

farzedelim. (3.6) daki tanım kullanılarak hβM ⊂ ℓN elde edilir. Böylece hβM = ℓN

bulunur.

Sonuç 3.3.18. hαM = hβM = hγM = ℓN dir [18].

İspat. ℓM normal olduğundan ispat açıktır.

3.4. ℓM (p) Dizi Uzayı

Bu kısımda, Parashar ve Choudhary [30] tarafından tanımlanan ve bazı cebirsel-

topolojik özellikleri incelenen ℓM (p) dizi uzayına yer verildi. Bu bölümde p = (pk)

dizisini sınırlı kabul edeceğiz.

Şimdi, bir M Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayıların herhangi bir p = (pk) dizisi

için

ℓM (p) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

[
M

(
|xk|

ρ

)]pk
<∞, en azbirρ > 0 için}

şeklinde tanımlanan dizi uzayının bazı temel özelliklerini verelim.

Teorem 3.4.1. H = supk pk olsun. Bu durumda ℓM (p), C kompleks sayılar cismi

üzerinde bir lineer uzaydır [30].

14



Teorem 3.4.2. H = supk pk olsun. Bu durumda ℓM (p)

g (x) = inf{ρ
pn
H > 0 :

(
∞∑

k=1

[
M

(
|xk|

ρ

)]pk)1/H
≤ 1, n = 1, 2, ...} (3.7)

paranormuyla total paranormlu uzaydır [30].

Uyarı 3.4.3. M(x) = x için ℓM (p) üzerindeki paranorm ile ℓ (p) üzerindeki para-

norm aynıdır [30].

Teorem 3.4.4. Her bir k için 0 < pk ≤ qk <∞ olacak şekilde (pk) ve (qk) dizilerini

alalım. Bu taktirde ℓM (p) ⊂ ℓM (q) dir [30].

3.5. Modular Dizi Uzayı

Woo [38] modular dizi uzayını ve bu uzayın önemli bir alt uzayı olan h (M) uzayını

tanımlamı̧stır. Biz de bu bölümde Mk Orlicz fonksiyonlarının integral formundaki

gösterimini, çekirdeğini, alı̧sılmı̧s tamamlayıcısını ve modular dizi sınıfını tanımlayıp

bunların bazı özelliklerini inceledik.

M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu taktirde her bir k için Mk

lar

Mk(x) =
x∫

0

pk(t)dt

şeklinde integral formunda gösterilebilir. Burada her bir k içinMk ların çekirdeği olarak

bilinen pk lar azalmayan, t > 0 için sağdan türevlenebilir, her bir k için pk(0) = 0, t > 0

için pk(t) > 0 ve t→∞ iken pk(t)→∞ dur.

Her bir k içinMk lar Orlicz fonksiyonu ve her birMk ya kaŗsılık pk lar da bu Orlicz

fonksiyonlarının çekirdeği olmak üzere

qk(s) = sup {t : pk(t) ≤ s}

olsun. Bu taktirde her bir k için

Nk(x) =
x∫

0

qk(s)ds

integral formunda gösterilen Nk fonksiyonunu tanımlayabiliriz. Burada her bir k için

qk(s), Nk nin çekirdeği olup pk(t) nin tüm özelliklerine sahiptir. Yani (Nk) bir Orlicz
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fonksiyon dizisi olur. Bu şekildeki her bir Mk ve Nk birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı

olarak adlandırılır.

Önerme 3.5.1. Mk ve Nk birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olsun. Bu taktirde

(i) x, y ≥ 0 için xy ≤Mk(x) +Nk(y)

(ii) x ≥ 0 için xpk(x) =Mk(x) +Nk(pk(x))

dir.

Ayrıca,Mk lar konveks ve her bir k içinMk (0) = 0 olduğundan x ≥ 0 ve 0 ≤ µ ≤ 1

olmak üzere her µ için Mk (µx) ≤ µMk (x) dir.

Tanım 3.5.2. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olmak üzere

ℓ̃ (M) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

Mk (|xk|) <∞}

şeklinde tanımlanan ℓ̃ (M) cümlesine Modular dizi sınıfı denir. Benzer şekilde her bir

k için Nk, Mk nın alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak üzere ℓ̃ (N ),

ℓ̃ (N ) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

Nk (|xk|) <∞}

şeklinde tanımlanır.

Tanım 3.5.3. BirM = (Mk) Orlicz fonksiyon dizisi için

ℓ (M) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
<∞, en az birρ > 0 için}

şeklinde tanımlanan ℓ (M) cümlesine modular dizi uzayı denir [38]. Bu dizi uzayı

‖x‖M = inf{ρ > 0 :
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
≤ 1}

normu ile bir Banach uzayıdır. Benzer şekilde her bir k için Nk, Mk nın alı̧sılmı̧s

tamamlayıcısı olmak üzere

ℓ (N ) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

Nk

(
|xk|

ρ

)
<∞, en az bir ρ > 0 için}

şeklinde tanımlanan ℓ (N ) cümlesine modular dizi uzayı denir. Bu dizi uzayı

‖x‖N = inf{ρ > 0 :
∞∑

k=1

Nk

(
|xk|

ρ

)
≤ 1}

normu ile bir Banach uzayıdır.
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Her bir k içinMk ve Nk fonksiyonları birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak üzere,

ℓ (M) Modular dizi uzayı

ℓ (M) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

xkyk yakınsak, her y ∈ ℓ̃ (N ) için} (3.8)

olarak da verilebilir.

Bir AK−uzayı olan ℓ (M) nın önemli bir alt uzayı

h (M) = {x = (xk) ∈ ℓ (M) :
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
<∞, en az birρ > 0 için}

uzayıdır [38].

Tanım 3.5.5. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Eğer her x ∈

(0, 1) ve k > k0 için
xM ′

k(x)

Mk (x)
≤ p

olacak şekilde p > 1 ve k0 ∈ N varsa veya buna denk olarak her k > k0 ve x ∈
(
0, 1

2

]

için
Mk (2x)

Mk (x)
≤ K

olacak şekilde K > 0 ve k0 ∈ N varsa (Mk) dizisi düzgün ∆2−şartını sağlıyor denir

[38].

(Mk) dizisinin düzgün ∆2−şartını sağlaması için gerek ve yeter şart h (M) = ℓ (M)

olmasıdır [38].

Tanım 3.5.6. M1 ve M2 herhangi iki Orlicz fonksiyonu olsun. 0 ≤ x ≤ x0

şeklindeki her x için

M1 (αx) ≤M2 (x) ≤M1 (βx)

olacak şekilde x0, α ve β pozitif sayıları varsaM1 ve M2 Orlicz fonksiyonlarına denktir

denir [18].

Benzer şekilde Orlicz fonksiyon dizilerinin denkliği aşağıdaki şekilde tanımlanabilir:

M = (Mk) ve T = (Tk) Orlicz fonksiyonlarının herhangi iki dizisi olsun. 0 ≤ x ≤ x0

şeklindeki her x ve her k ∈ N için

Mk (αx) ≤ Tk (x) ≤Mk (βx)

olacak şekilde x0, α ve β pozitif sayıları varsa (Mk) ve (Tk) Orlicz fonksiyon dizilerine

denktir denir.
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4. ORLİCZ FONKSİYON DİZİLERİ YARDIMIYLA TANIMLANMIŞ

GENELLEŞTİRİLMİŞ FARK DİZİ UZAYLARI

4.1. ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] Dizi Uzayının Tanımı ve Bazı Topolojik Özellikleri

Tanım 4.1.1. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi, p = (pk) kesin po-

zitif reel sayıların herhangi bir dizisi, X q yarınormu ile bir yarınormlu uzay, s(X), X

üzerindeki bütün dizilerin uzayı ve ũ = (ũk) ve w̃ = (w̃k) herhangi iki kompleks dizi

olsun. uk = |ũk| ve wk = |w̃k| olmak üzere aşağıdaki dizi uzayını tanımlayalım:

ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] = {x ∈ s(X) :

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞, en az bir ρ > 0 için}.

ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] dizi uzayı tanımında her k ∈ N için pk = 1 alınırsa ℓM[∆m

v , q, u, w]

uzayı elde edilir.

ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] dizi uzayı tanımındam = 0 alınırsa ℓM[p, q, u, w] uzayı elde edilir.

Teorem 4.1.2. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve p = (pk) kesin

pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. ℓM[∆mv , p, q, u, w] uzayı C kompleks sayılar

cümlesi üzerinde bir lineer uzaydır.

İspat. x, y ∈ ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] ve a ve b iki kompleks sayı olsun.

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk

ρ1

))]pk
<∞

ve
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v yk

ρ2

))]pk
<∞

olacak şekilde ρ1 ve ρ2 pozitif sayıları vardır. ρ3 = max (2 |a| ρ1, 2 |b| ρ2) şeklinde tanım-

layalım. Mk lar azalmayan ve konveks, q yarınorm ve ∆m
v lineer olduğundan, (2.1)

eşitsizliğini kullanarak

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v (axk + byk)

ρ3

))]pk

≤
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
awk∆

m
v xk

ρ3

)
+ q

(
bwk∆

m
v yk

ρ3

))]pk



≤
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
awk∆

m
v xk

2 |a| ρ1

)
+ q

(
bwk∆

m
v yk

2 |b| ρ2

))]pk

≤
∞∑

k=1

uk
2pk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk

ρ1

)
+ q

(
wk∆

m
v yk

ρ2

))]pk

≤ D
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk

ρ1

))]pk
+D

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v yk

ρ2

))]pk
<∞

bulunur. O halde ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] bir lineer uzaydır.

Teorem 4.1.3. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi ve p = (pk) kesin

pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi olsun. Bu taktirde ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] uzayı H =

max(1, supk pk) olmak üzere

g (x) = inf{ρ
pn
H :

∑

k≥1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]
≤ 1, n ≥ 1, ρ > 0}

paranormu ile bir paranormlu uzaydır.

İspat. g (x) = g (−x) olduğu açıktır. Her k ∈ N için Mk (0) = 0 olduğundan x = θ

için inf{ρ
pn
H } = 0 olur. x, y ∈ ℓM[∆

m
v , p, q, u, w] olsun.

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk

ρ1

))]
≤ 1

ve
∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v yk

ρ2

))]
≤ 1

olacak şekilde ρ1 > 0 ve ρ2 > 0 sayılarını seçelim. ρ = ρ1 + ρ2 olsun. O zaman

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v (xk + yk)

ρ

))]
≤

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk

ρ1 + ρ2

)
+ q

(
wk∆

m
v yk

ρ1 + ρ2

))]

≤
ρ1
ρ

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk

ρ1

))]

+
ρ2
ρ

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v yk

ρ2

))]
≤ 1

olur. Böylece g (x+ y) ≤ g (x) + g (y) elde ederiz.

Skaler çarpımın sürekli olduğunu ispatlayalım. µ sıfırdan faklı herhangi bir komp-

leks sayı olsun. Bu taktirde r = ρ/ |µ| olmak üzere

g (µx) = inf{ρ
pn
H :

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v (µxk)

ρ

))]
≤ 1, n ≥ 1, ρ > 0}

= inf{(|µ| .r)
pn
H :

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
r

))]
≤ 1, n ≥ 1, ρ > 0}
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elde ederiz. |µ|pn ≤ max
(
1, |µ|H

)
olduğundan

g (µx) ≤ max
(
1, |µ|H

)
. inf{r

pn
H :

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
r

))]
≤ 1, n ≥ 1, ρ > 0}

= max
(
1, |µ|H

)
.g (x)

olur. Böylece g (x), ℓM[∆mv , p, q, u, w] de sıfıra yakınsak iken g (µx) de sıfıra yakınsaktır.

Şimdi x, ℓM[∆mv , p, q, u, w] uzayının sabit elemanı olsun. Bu taktirde

g (x)= inf{ρ
pn
H :

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]
≤ 1, n ≥ 1, ρ > 0}

olacak şekilde ρ > 0 sayısı vardır. µ→ 0 iken

g (µx) = inf{ρ
pn
H :

∑

k

uk

[
Mk

(
q

(
µwk∆

m
v xk

ρ

))]
≤ 1, n ≥ 1, ρ > 0} → 0

olur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.1.4. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu taktirde

ℓM[∆
m−1
v , q, u, w] ⊂ ℓM[∆

m
v , q, u, w] dır.

İspat. x ∈ ℓM[∆
m−1
v , q, u, w] olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m−1
v xk
ρ

))]
<∞

dır. Diğer taraftan Mk lar azalmayan ve konveks, q da yarınorm olduğundan

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]

=
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk (∆

m−1
v xk −∆m−1v xk+1)

ρ

))]

≤
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m−1
v xk
ρ

))]

+
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m−1
v xk+1
ρ

))]

< ∞

olur. O halde x ∈ ℓM[∆
m
v , q, u, w] elde edilir. Böylece ℓM[∆

m−1
v , q, u, w] ⊂ ℓM[∆

m
v , q, u, w]

olur.

Teorem 4.1.5. M = (Mk) ve T = (Tk) Orlicz fonksiyonlarının herhangi iki dizisi

olsun. Bu taktirde
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(i) ℓM[∆mv , p, q, u, w] ∩ ℓT [∆
m
v , p, q, u, w] ⊂ ℓM+T [∆

m
v , p, q, u, w],

(ii) EğerM ve T denk ise ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] = ℓT [∆

m
v , p, q, u, w]

dir.

İspat. (i) x ∈ ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] ∩ ℓT [∆

m
v , p, q, u,w] olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

ve
∞∑

k=1

uk

[
Tk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

olur. Burada (2.1) eşitsizliğini kullanırsak
[
(Mk + Tk)

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
≤ D

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
+D

[
Tk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk

elde ederiz. Bu eşitsizliğin her iki tarafı uk ile çarpılır ve 1 den ∞’a toplamı alınırsa

∞∑

k=1

uk

[
(Mk + Tk)

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
≤ D

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk

+D
∞∑

k=1

uk

[
Tk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

(ii) x ∈ ℓT [∆
m
v , p, q, u,w] olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Tk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

olur. Tanım 3.5.6 daki eşitsizlikte α = 1 alınırsa

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
≤

∞∑

k=1

uk

[
Tk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk

elde edilir. Buradan

ℓT [∆
m
v , p, q, u, w] ⊂ ℓM[∆

m
v , p, q, u, w] (4.1)

olur. Şimdi de x ∈ ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] alalım. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

olur. Tanım 3.5.6 deki eşitsizlikte β = 1 alınırsa

∞∑

k=1

uk

[
Tk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
≤

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
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elde edilir. Buradan

ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] ⊂ ℓT [∆

m
v , p, q, u, w] (4.2)

olur. (4.1) ve (4.2) den ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] = ℓT [∆

m
v , p, q, u,w] elde edilir. Bu da ispatı

tamamlar.

Teorem 4.1.6. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Herhangi iki q1

ve q2 yarınormu için

(i) ℓM[∆mv , p, q1, u, w] ∩ ℓM[∆
m
v , p, q2, u, w] ⊂ ℓM[∆

m
v , p, q1+q2, u, w],

(ii) Eğer q1, q2 den daha kuvvetli ise ve ∆2−şartı sağlanırsa ℓM[∆
m
v , p, q1, u, w] ⊂

ℓM[∆
m
v , p, q2, u, w] dir.

İspat. (i) x ∈ ℓM[∆
m
v , p, q1, u, w] ∩ ℓM[∆

m
v , p, q2, u, w] olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q1

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

ve
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q2

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

olacak şekilde ρ1 > 0 ve ρ2 > 0 vardır. ρ3 = max (2ρ1, 2ρ2) olarak tanımlayalım. Mk

lar azalmayan ve konveks, q1 ve q2 yarınorm olduğundan

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
(q1 + q2)

(
wk∆

m
v xk

ρ3

))]pk

=
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q1

(
wk∆

m
v xk

ρ3

)
+ q2

(
wk∆

m
v xk

ρ3

))]pk

≤
∞∑

k=1

uk
2pk

[
Mk

(
q1

(
wk∆

m
v xk

ρ1

))
+Mk

(
q2

(
wk∆

m
v xk

ρ2

))]pk

≤ D
∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q1

(
wk∆

m
v xk

ρ1

))]pk
+D

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q2

(
wk∆

m
v xk

ρ2

))]pk

elde edilir. Buradan x ∈ ℓM[∆
m
v , p, q1+q2, u, w] olur. Bu da ispatı tamamlar.

(ii) x ∈ ℓM[∆
m
v , p, q1, u, w] olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q1

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

dir. Lemma 2.1.15 den

q2(x) ≤ Kq1(x)
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olacak şekilde sabit bir K > 0 sayısı vardır. ∆2− şartından

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q2

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
≤ RK

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q1

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

elde ederiz. O halde ℓM[∆mv , p, q1, u, w] ⊂ ℓM[∆
m
v , p, q2, u, w] olur. Bu da ispatı tamam-

lar.

Teorem 4.1.7. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. p = (pk) ve

t = (tk) pozitif reel sayıların herhangi iki dizisi olsun. Herhangi iki q1 ve q2 yarınormu

için ℓM[∆
m
v , p, q1, u, w] ∩ ℓM[∆

m
v , t, q2, u, w] �= ∅ dır.

İspat. Özel olarak her k için pk = tk ve q1(x) = q2(x) alınırsa ispat elde edilir.

Teorem 4.1.8. Her bir k ∈ N için 0 < pk ≤ tk olsun. Bu taktirde ℓM[∆mv , p, q, u, w] ⊂

ℓM[∆
m
v , t, q, u, w] dir.

İspat. x ∈ ℓM[∆
m
v , p, q, u, w] olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

olacak şekilde en az bir ρ > 0 sayısı vardır.

Mesela k nın yeterince büyük değerleri ve en az bir sabit k0 ∈ N için k ≥ k0 alınırsa

Mk

(
q
(
wk∆

m
v xk
ρ

))
≤ 1 sağlanır. Mk lar azalmayan olduğundan

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]tk
≤

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk

olur ve böylece

∑

k≥k0

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]tk
≤
∑

k≥k0

uk

[
Mk

(
q

(
wk∆

m
v xk
ρ

))]pk
<∞

elde edilir. O halde x ∈ ℓM[∆
m
v , t, q, u,w] olur.

Teorem 4.1.9 ℓM[p, q, u, w] dizi uzayı solid ve monotondur.

İspat. x ∈ ℓM[p, q, u, w] ve (αk) her k ∈ N için |αk| ≤ 1 olacak şekilde skaler bir

dizi olsun. Bu taktirde

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
αkwkxk

ρ

))]pk
≤

∞∑

k=1

uk

[
Mk

(
q

(
wkxk
ρ

))]pk
<∞

olur. Böylece αx ∈ ℓM[p, q, u, w] olur. Ayrıca bu uzayın Sonuç 2.1.11 den monoton

olduğu görülür.
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5. ℓMλ (∆
m) ve ℓλN (∆

m) DİZİ UZAYLARI

5.1. ℓMλ (∆
m) ve ℓλN (∆

m) Dizi Uzaylarının Tanımı ve Bazı Topolojik Özel-

likleri

Tanım 5.1.1. ℓM[∆
m
v , p, q, u,w] dizi uzayında her k için pk = 1, uk = 1, vk = 1,

q(x) = |x| olmak üzere wk =
1
λk
ve wk = λk için sırasıyla ℓMλ (∆

m) ve ℓλN (∆
m) dizi

uzaylarını elde ederiz. Burada λ = {λk} kesin pozitif reel sayıların bir dizisidir. Her

bir k için Mk ve Nk birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olmak üzere, M = (Mk) ve

N = (Nk) Orlicz fonksiyon dizileri için ℓMλ (∆
m) ve ℓλN (∆

m) dizi uzaylarını

ℓMλ (∆
m) = {x ∈ s :

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
<∞, ρ > 0 için}

ve

ℓλN (∆
m) = {x ∈ s :

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
<∞, ρ > 0 için}

şeklinde tanımlayalım. Aynı zamanda

ℓMλ (∆
m) = {x ∈ s : {

∆mxk
λk

} ∈ ℓ{Mk}}

ve

ℓλN (∆
m) = {x ∈ s : {λk∆

mxk} ∈ ℓ{Nk}}

şeklinde de yazabiliriz.

Bu bölümde her k ∈ N için Mk(1) = 1 ve Nk(1) = 1 alınacaktır.

Teorem 5.1.2. M = (Mk) ve N = (Nk) Orlicz fonksiyonlarının iki dizisi olsun.

Bu taktirde ℓMλ (∆
m) ve ℓλN (∆

m) dizi uzayları C kompleks sayılar cismi üzerinde birer

lineer uzaydır.

İspat. x, y ∈ ℓMλ (∆
m) olsun. Bu taktirde

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ1

)
<∞

ve
∑

k≥1

Mk

(
|∆myk|

λkρ2

)
<∞



olacak şekilde ρ1 ve ρ2 pozitif sayıları vardır. a ve b iki kompleks sayı olmak üzere

ρ3 = max (2 |a| ρ1, 2 |b| ρ2) alalım. Mk lar azalmayan, konveks ve ∆m lineer olduğundan

∑

k≥1

Mk

(
|∆m (axk + byk)|

λkρ3

)
=

∑

k≥1

Mk

(
|a∆mxk + b∆myk|

λkρ3

)

≤
∑

k≥1

Mk

(
|a| |∆mxk|

λkρ3
+
|b| |∆myk|

λkρ3

)

≤
∑

k≥1

[
1

2
Mk

(
|∆mxk|

λkρ1

)
+
1

2
Mk

(
|∆myk|

λkρ2

)]

≤
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ1

)
+
∑

k≥1

Mk

(
|∆myk|

λkρ2

)
<∞

bulunur. O halde ℓMλ (∆
m) bir lineer uzaydır.

x, y ∈ ℓλN (∆
m) olsun. Bu taktirde

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxk|

ρ1

)
<∞

ve
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆myk|

ρ2

)
<∞

olacak şekilde ρ1 ve ρ2 pozitif sayıları vardır. a ve b iki kompleks sayı olmak üzere

ρ3 = max (2 |a| ρ1, 2 |b| ρ2) alalım. Nk lar azalmayan, konveks ve ∆m lineer olduğundan

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆m (axk + byk)|

ρ3

)
=

∑

k≥1

Nk

(
λk |a∆mxk + b∆myk|

ρ3

)

≤
∑

k≥1

Nk

(
λk |a| |∆

mxk|

ρ3
+

λk |b| |∆
myk|

ρ3

)

≤
∑

k≥1

[
1

2
Nk

(
λk |∆mxk|

ρ1

)
+
1

2
Nk

(
λk |∆myk|

ρ2

)]

≤
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxk|

ρ1

)
+
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆myk|

ρ2

)
<∞

bulunur. O halde ℓλN (∆
m) bir lineer uzaydır.

Teorem 5.1.3. ℓMλ (∆
m) dizi uzayı

‖x‖Mλ =
m∑

i=1

|xi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
≤ 1}

normu ile bir normlu uzaydır.

İspat. (N1) ‖x‖Mλ =
m∑

i=1

|xi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|
λkρ

)
≤ 1} ≥ 0.
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(N2) ‖x‖Mλ = 0 ise
m∑

i=1

|xi| = 0 ve inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|
λkρ

)
≤ 1} = 0 dir.

m∑

i=1

|xi| = 0 ise |x1|+ |x2|+ ...+ |xm| = 0 olur ki bu da x1 = x2 = ... = xm = 0 demektir.

Yani 1 ≤ i ≤ m için xi = 0 dır. Ayrıca inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|
λkρ

)
≤ 1} = 0 ise

k →∞ ikenMk

(
|∆mxk|
λkρ

)
→ 0 olur ki buradan |∆mxk| = 0 elde edilir. x1 = ... = xm = 0

ve

|∆mxk| = 0 ise

∣∣∣∣

(
m

0

)
xk −

(
m

1

)
xk+1 + ...+ (−1)m

(
m

m

)
xk+m

∣∣∣∣ = 0

olduğundan her k ∈ N için xk = 0 elde edilir ki buradan x = θ bulunur.

Tersine x = θ olması halinde ‖x‖Mλ = 0 olduğu aşikardır.

(N3) ‖µx‖Mλ =
m∑

i=1

|µxi| + inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆m(µxk)|

λkρ

)
≤ 1} olsun. r = ρ /|µ|

olmak üzere

‖µx‖Mλ = |µ|
m∑

i=1

|xi|+ inf{r |µ| > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkr

)
≤ 1}

= |µ|
m∑

i=1

|xi|+ |µ| inf{r > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkr

)
≤ 1}

= |µ| ‖x‖Mλ

elde edilir.

(N4) ‖x+ y‖Mλ =
m∑

i=1

|xi + yi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆m(xk+yk)|

λk2ρ

)
≤ 1}

=
m∑

i=1

|xi + yi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆m(xk)+∆

m(yk)|
λk2ρ

)
≤ 1}

≤

(
m∑

i=1

|xi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|
λkρ

)
≤ 1}

)

+

(
m∑

i=1

|yi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆myk|
λkρ

)
≤ 1}

)

= ‖x‖Mλ + ‖y‖Mλ

elde edilir.

Teorem 5.1.4. ℓλN (∆
m) dizi uzayı

‖x‖λN =
m∑

i=1

|xi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
≤ 1}

normu ile bir normlu uzaydır.
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İspat. (N1) ‖x‖λN =
m∑

i=1

|xi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk|∆

mxk|
ρ

)
≤ 1} ≥ 0.

(N2) ‖x‖λN = 0 ise
m∑

i=1

|xi| = 0 ve inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk|∆

mxk|
ρ

)
≤ 1} = 0 dir.

m∑

i=1

|xi| = 0 ise |x1|+ |x2|+ ...+ |xm| = 0 olur ki bu da x1 = x2 = ... = xm = 0 olması

demektir. Yani 1 ≤ i ≤ m için xi = 0 dir. Ayrıca inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆

mxk|
ρ

)
≤

1} = 0 ise k → ∞ iken Nk

(
λk|∆

mxk|
ρ

)
→ 0 olur ki buradan |∆mxk| = 0 elde edilir.

x1 = ... = xm = 0 ve

|∆mxk| = 0 ise

∣∣∣∣

(
m

0

)
xk −

(
m

1

)
xk+1 + ...+ (−1)m

(
m

m

)
xk+m

∣∣∣∣ = 0

olduğundan her k ∈ N için xk = 0 elde edilir ki buradan x = θ bulunur.

Tersine x = θ olması halinde ‖x‖λN = 0 olduğu aşikardır.

(N3) ‖µx‖λN =
m∑

i=1

|µxi| + inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆

m(µxk)|
ρ

)
≤ 1} olsun. r = ρ /|µ|

olmak üzere

‖µx‖λN = |µ|
m∑

i=1

|xi|+ inf{r |µ| > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxk|

r

)
≤ 1}

= |µ|
m∑

i=1

|xi|+ |µ| inf{r > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxk|

r

)
≤ 1}

= |µ| ‖x‖λN

elde edilir.

(N4) ‖x+ y‖λN =
m∑

i=1

|xi + yi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆

m(xk+yk)|
2ρ

)
≤ 1}

=
m∑

i=1

|xi + yi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk|∆

m(xk)+∆
m(yk)|

2ρ

)
≤ 1}

≤

(
m∑

i=1

|xi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk|∆

mxk |
ρ

)
≤ 1}

)

+

(
m∑

i=1

|yi|+ inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk|∆

myk|
ρ

)
≤ 1}

)

= ‖x‖λN + ‖y‖
λ
N

elde edilir.

Teorem 5.1.5.
(
ℓMλ (∆

m), ‖.‖Mλ

)
bir Banach uzayıdır.
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İspat. xs = (xs1, x
s
2, ...) ∈ ℓMλ (∆

m) olmak üzere (xs), ℓMλ (∆
m) de bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda ∀ε > 0 için

∥∥xs − xt
∥∥M
λ

< ε (s, t ≥ n0)

olacak şekilde bir n0 ∈ N mevcuttur. Buna göre s, t→∞ için

∥∥xs − xt
∥∥M
λ
=

m∑

i=1

∣∣xsi − xti
∣∣+ inf{ρ > 0 :

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxsk −∆

mxtk|

λkρ

)
≤ 1} → 0

dır. O halde k ∈ N ve s, t→∞ için

∣∣xsk − xtk
∣∣→ 0

olur. Buna göre (xsk) = (x
1
k, x

2
k, ...) dizisinin her sabit k = 1, 2, ... için C de bir Cauchy

dizisi olduğu görülür. C tam olduğundan (xsk), C de yakınsaktır. lims x
s
k = xk (k =

1, 2, ...) diyelim. (xs), ℓMλ (∆
m) de bir Cauchy dizisi olduğundan t → ∞ için limit

alınırsa, ∀s ≥ N için,

lim
t→∞

m∑

i=1

∣∣xsi − xti
∣∣ =

m∑

i=1

|xsi − xi| ≤ ε

olur. Ayrıca s, t ≥ n0 için

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxsk −∆

mxtk|

λkρε

)
≤ 1 (5.1)

olacak şekilde 0 < ρε < ε mevcuttur.

Her bir k ∈ N için Mk(1) = 1 iken her bir k ≥ 1 için

|∆mxsk −∆
mxtk|

λkρε
≤ 1 (s, t ≥ n0)

elde ederiz. Buna göre verilen her k ∈ N için {∆mxsk} dizisi ℓ
λ
M(∆

m) uzayında bir

Cauchy dizisidir ve böylece s → ∞ iken ∆mxsk → ∆mxk diyelim. ∆mx = {∆mxk}

alalım. (5.1) den ve Mk ların sürekliliğinden

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxsk −∆

mxk|

λkρε

)
≤ 1 (k ≥ n0)

elde ederiz. Böylece s ≥ n0 için x ∈ ℓMλ (∆
m) ve ‖xs − x‖Mλ < ε olur. Dolayısıyla

(
ℓMλ (∆

m), ‖.‖Mλ

)
bir Banach uzayıdır.
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Teorem 5.1.6.
(
ℓλN (∆

m), ‖.‖λN

)
bir Banach uzayıdır.

İspat. xs = (xs1, x
s
2, ...) ∈ ℓλN (∆

m) olmak üzere (xs), ℓλN (∆
m) de bir Cauchy dizisi

olsun. Bu durumda ε > 0 için

∥∥xs − xt
∥∥λ
N

< ε (s, t ≥ n0)

olacak şekilde bir n0 ∈ N mevcuttur. Buna göre s, t→∞ için

∥∥xs − xt
∥∥λ
N
=

m∑

i=1

∣∣xsi − xti
∣∣+ inf{ρ > 0 :

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxsk −∆

mxtk|

ρ

)
≤ 1} → 0

dır. O halde k ∈ N ve s, t→∞ için

∣∣xsk − xtk
∣∣→ 0

olur. Buna göre (xsk) = (x
1
k, x

2
k, ...) dizisinin her sabit k = 1, 2, ... için C de bir Cauchy

dizisidir. C tam olduğundan (xsk) ,C de yakınsaktır. lims x
s
k = xk (k = 1, 2, ...) diyelim.

(xs), ℓλN (∆
m) de bir Cauchy dizisi olduğundan t→∞ için limit alınırsa, ∀s ≥ N için,

lim
t→∞

m∑

i=1

∣∣xsi − xti
∣∣ =

m∑

i=1

|xsi − xi| ≤ ε

olur. Ayrıca s, t ≥ n0 için

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxsk −∆

mxtk|

ρε

)
≤ 1 (5.2)

olacak şekilde 0 < ρε < ε mevcuttur.

Nk(1) = 1 iken, her bir k ≥ 1 için

λk |∆mxsk −∆
mxtk|

ρε
≤ 1 (s, t ≥ n0)

elde ederiz. Buna göre verilen her bir k ∈ N için {∆mxsk} dizisi ℓ
λ
N (∆

m) uzayında bir

Cauchy dizisidir ve böylece s → ∞ iken ∆mxsk → ∆mxk dır. ∆mx = {∆mxk} alalım.

(5.2) den ve Nk ların sürekliliğinden

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxsk −∆

mxk|

ρε

)
≤ 1 (s ≥ n0)

elde ederiz. Böylece s ≥ n0 için x ∈ ℓλN (∆
m) ve ‖xs − x‖λN < ε olur. Dolayısıyla

(
ℓλN (∆

m), ‖.‖λN

)
bir Banach uzayıdır.
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Teorem 5.1.7. ℓMλ (∆
m) uzayı ‖.‖Mλ normu ile bir BK- uzayıdır.

İspat.
(
ℓMλ (∆

m), ‖.‖Mλ

)
uzayının bir Banach uzayı olduğu Teorem 5.1.5 de göste-

rildi. Şimdi n→∞ için

‖xn − x‖Mλ → 0

olsun. Bu taktirde k ≤ m ve n→∞ için

|xnk − xk| → 0

ve her k ∈ N ve n→∞ için

inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxnk −∆

mxk|

λkρ

)
≤ 1} → 0

olur. Mk

(
|∆mxnk−∆mxk|

λk‖x‖
M
λ

)
≤ 1 ise ∀k için

|∆mxnk−∆mxk|
λk‖x‖

M
λ

≤ 1 ve buradan |∆mxnk −∆
mxk| ≤

λk ‖x‖
M
λ olacağından

|∆mxnk −∆
mxk| ≤ λk ‖x

n − x‖Mλ

elde edilir. Buradan ‖xn − x‖Mλ → 0 olup |∆mxnk −∆
mxk| → 0 bulunur. Her k ∈ N

için ∣∣∣∣
m∑

v=0

(−1)v
(
m

v

)(
xnk+v − xk+v

)
∣∣∣∣→ 0

olur. Diğer taraftan

∣∣xnk+m − xk+m
∣∣ ≤

∣∣∣∣
m∑

v=0

(−1)v
(
m

v

)(
xnk+v − xk+v

)
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣

(
m

0

)
(xnk − xk)

∣∣∣∣+ ...+

∣∣∣∣

(
m

m− 1

)(
xnk+m−1 − xk+m−1

)
∣∣∣∣

yazılabilir. Bu eşitsizlik gözönüne alınırsa ∀k ∈ N ve n → ∞ için |xnk − xk| → 0 elde

edilir. Böylece
(
ℓMλ (∆

m), ‖.‖Mλ

)
bir BK- uzayıdır.

Teorem 5.1.8. ℓλN (∆
m) uzayı ‖.‖λN normu ile bir BK- uzayıdır.

İspat.
(
ℓλN (∆

m), ‖.‖λN

)
uzayının bir Banach uzayı olduğu Teorem 5.1.6 da göste-

rildi. Şimdi ∀k ∈ N ve n→∞ için

‖xn − x‖λN → 0

olsun. Bu taktirde k ≤ m için

|xnk − xk| → 0 (n→∞)
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ve

inf{ρ > 0 :
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆mxnk −∆

mxk|

ρ

)
≤ 1} → 0

olur. BuradanNk

(
λk|∆mxnk−∆mxk|

‖x‖λN

)
≤ 1 ise

λk|∆mxnk−∆mxk|
‖x‖λN

≤ 1 ve buradan |∆mxnk −∆
mxk| ≤

λ−1k ‖x‖λN olacağından

|∆mxnk −∆
mxk| ≤ λ−1k ‖xn − x‖λN

bulunur. Buradan ‖xn − x‖λN → 0 olup |∆mxnk −∆
mxk| → 0 elde edilir. Her k ∈ N

için ∣∣∣∣
m∑

v=0

(−1)v
(
m

v

)(
xnk+v − xk+v

)
∣∣∣∣→ 0

olur. Diğer taraftan

∣∣xnk+m − xk+m
∣∣ ≤

∣∣∣∣
m∑

v=0

(−1)v
(
m

v

)(
xnk+v − xk+v

)
∣∣∣∣+

∣∣∣∣

(
m

0

)
(xnk − xk)

∣∣∣∣+ ...

+

∣∣∣∣

(
m

m− 1

)(
xnk+m−1 − xk+m−1

)
∣∣∣∣

yazılabilir. Bu eşitsizlik gözönüne alınırsa ∀k ∈ N ve n → ∞ için |xnk − xk| → 0 elde

edilir. Böylece
(
ℓλN (∆

m), ‖.‖λN

)
bir BK- uzayıdır.

Teorem 5.1.9. Eğer µ, λ yı ihtiva eden normal (solid) bir dizi uzayı ise bu taktirde

ℓMλ (∆
m), µ(∆m) nin bir altuzayıdır. Ayrıca eğer µ(∆m) uzayı ‖.‖µ monoton normuyla

(quasi-norm) verilmi̧sse ‖I‖ ≤ ‖{λk}‖µ yani I : ℓ
M
λ (∆

m) → µ(∆m) dönüşümü sürek-

lidir.

İspat. x ∈ ℓMλ (∆
m) olsun. Bu taktirde en az bir ρ > 0 için

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
<∞

olduğundan, her bir k ∈ N ve sabit K > 0 için

|∆mxk|

λkρ
≤ K

elde edilir. |∆mxk| ≤ Kλkρ olup µ, λ yı ihtiva eden normal (solid) bir dizi uzayı

olduğundan (∆mxk) ∈ µ ise x ∈ µ(∆m) dır. O halde ℓMλ (∆
m) ⊂ µ(∆m) dir.

Ayrıca her k ∈ N için Mk(1) = 1 olduğundan
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk |

λk‖x‖
M
λ

)
≤ 1 ise her k ∈ N

için |∆mxk|

λk‖x‖
M
λ

≤ 1 ve |∆mxk| ≤ λk ‖x‖
M
λ elde edilir. ‖.‖µ monoton norm olduğundan
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‖Ix‖µ = ‖(∆mxk)‖µ ≤ ‖{λk}‖µ ‖x‖
M
λ ise sup

x�=0

‖(∆mxk)‖µ
‖x‖Mλ

≤ ‖{λk}‖µ ve buradan da

‖I‖ ≤ ‖{λk}‖µ elde edilir. Buradan I dönüşümü sınırlıdır. O halde I süreklidir.

Teorem 5.1.10. Eğer η, { 1
λk
} ≡ λ−1 yı ihtiva eden normal (solid) bir dizi uzayı

ise bu taktirde ℓλN (∆
m), η(∆m) nin bir altuzayıdır. Ayrıca eğer η(∆m) uzayı ‖.‖η

monoton normuyla (quasi-norm) verilmi̧sse ‖J‖ ≤
∥∥{λ−1k }

∥∥
η
yani J : ℓλN (∆

m)→ η(∆m)

dönüşümü süreklidir.

İspat. y ∈ ℓλN (∆
m) olsun. Bu taktirde en az bir ρ > 0 için

∑

k≥1

Nk

(
λk |∆myk|

ρ

)
<∞

olduğundan, her bir k ∈ N ve sabit K > 0 için

λk |∆myk|

ρ
≤ K

dır. λk |∆myk| ≤ Kρ ise |∆myk| ≤ λ−1k Kρ olup η, λ−1 i ihtiva eden normal (solid) bir

dizi uzayı olduğundan, ∆myk ∈ η ise y ∈ η(∆m) dır. O halde ℓλN (∆
m) ⊂ µ(∆m) dir.

Ayrıca her k ∈ N için
∑

k≥1

Nk

(
λk |∆

myk |

‖y‖λN

)
≤ 1 ise λk|∆

myk|

‖y‖λN
≤ 1 ve |∆myk| ≤

λ−1k ‖y‖λN olur. ‖.‖η monoton norm olduğundan ‖Jy‖η = ‖∆
myk‖η ≤

∥∥{λ−1k }
∥∥
η
‖y‖λN

ise sup
y �=0

‖∆myk‖η
‖y‖λN

≤
∥∥{λ−1k }

∥∥
η
ve buradan da ‖J‖ ≤

∥∥{λ−1k }
∥∥
η
elde edilir. Buradan J

dönüşümü sınırlıdır. O halde J süreklidir.

5.2. ℓMλ (∆
m) ve ℓλM(∆

m) Dizi Uzayları Arasındaki İli̧ski

Bu bölümde λ = {λk} dizisinin farklı üç durumunda aynıM = (Mk) Orlicz fonk-

siyonların dizisine kaŗsılık gelen ℓMλ (∆
m) ve ℓλM(∆

m) uzayları arasındaki ili̧ski ince-

lenecektir. ℓλM(∆
m) dizi uzayında her k ∈ N için λk = 1 alınırsa

ℓM(∆
m) = {x ∈ s :

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ

)
<∞, ρ > 0 için}

dizi uzayı elde edilir.

Teorem 5.2.1. Eğer λ = {λk} sınırlı ve inf λk > 0 olacak şekilde bir dizi ise, bu

taktirde ℓλM(∆
m) = ℓMλ (∆

m) = ℓM(∆
m) dir.

İspat. İlk önce ℓM(∆
m) ⊂ ℓλM(∆

m) olduğunu gösterelim. x ∈ ℓM(∆
m) olsun. Bu

taktirde en az bir ρ > 0 için
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ

)
<∞
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dir. λ = {λk} sınırlı bir dizi olduğundan a ≤ λk ≤ b alalım. Eğer ρ1 = ρb alınırsa, bu

taktirde her k için

λk |∆mxk|

ρ1
=

λk |∆mxk|

ρb
=

λk
b

|∆mxk|

ρ
≤
|∆mxk|

ρ

dir. Mk lar azalmayan olduğundan

∑

k≥1

Mk

(
λk |∆

mxk|

ρ1

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ

)
<∞

olup, buradan ℓM(∆
m) ⊂ ℓλM(∆

m) elde edilir.

Şimdi ℓλM(∆
m) ⊂ ℓM(∆

m) olduğunu gösterelim. x ∈ ℓλM(∆
m) olsun. Bu taktirde

en az bir ρ > 0 için
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
<∞

dir. Eğer ρ2 = ρ/a alınırsa, bu taktirde her k için

|∆mxk|

ρ2
=
|∆mxk|

ρ/a
= a

|∆mxk|

ρ
≤

λk |∆mxk|

ρ

dir. Mk lar azalmayan olduğundan

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ2

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
<∞

olup, buradan ℓλM(∆
m) ⊂ ℓM(∆

m) bulunur. Böylece ℓλM(∆
m) = ℓM(∆

m) olur.

Şimdi de ℓM(∆m) ⊂ ℓMλ (∆
m) olduğunu gösterelim. x ∈ ℓM(∆

m) olsun. Bu taktirde

en az bir ρ > 0 için
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ

)
<∞

dir. Eğer ρ3 = ρ/a alınırsa Mk lar azalmayan olduğundan

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxn|

λkρ3

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ

)
<∞

olup, buradan ℓM(∆
m) ⊂ ℓMλ (∆

m) elde edilir. Son olarak ℓMλ (∆
m) ⊂ ℓM(∆

m) olduğunu

gösterelim. x ∈ ℓMλ (∆
m) olsun. Bu taktirde herhangi bir ρ > 0 için

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
<∞

dır. Eğer ρ4 = ρb alınırsa bu taktirde Mk lar azalmayan olduğundan

∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

ρ4

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
<∞
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olup, buradan ℓMλ (∆
m) ⊂ ℓM(∆

m) bulunur. Böylece ℓMλ (∆
m) = ℓM(∆

m) olur. O halde

ℓλM(∆
m) = ℓMλ (∆

m) = ℓM(∆
m) dir.

Teorem 5.2.2. Eğer {λk} ∈ ℓ∞, a = sup
k≥1

λk (a ≥ 1) olacak şekilde pozitif terimli bir

dizi ve {λ−1k } sınırsız ise, bu taktirde ℓ
M
λ (∆

m), ℓλM(∆
m) nin öz alt uzayıdır ve ‖T‖ ≤ a2

yani T : ℓMλ (∆
m)→ ℓλM(∆

m) dönüşümü süreklidir.

İspat: Herhangi bir ρ > 0 ve ρ′ = ρa2 içinMk lar azalmayan olduğundan, x = {xk}

dizisi için
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ′

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
<∞

olup, buradan ℓMλ (∆
m) ⊂ ℓλM(∆

m) olur.

Şimdi ℓMλ (∆
m) ⊂ ℓλM(∆

m) kapsamasının kesin olduğunu gösterelim. {λ−1k } dizisi

sınırsız olduğundan λ−1kn ≥ n olacak şekilde bir {kn} ∈ N alt dizisini seçebiliriz. ∆mx =

{∆mxk} dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım:

∆mxk =





1/n, k = kn, n = 1, 2, ...

0, diğer durumlar

olup x ∈ ℓλM(∆
m) dir. Fakat x /∈ ℓMλ (∆

m) dir.

T dönüşümünün sürekli olduğunu ispatlamak için, ilk olarak a = 1 durumunu göz

önüne alalım. x ∈ ℓMλ (∆
m) için

AMλ (∆
mx) =

{

ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
≤ 1

}

ve

Bλ
M (∆

mx) =

{

ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
≤ 1

}

yazarız. Mk lar azalmayan ve a = 1 olduğundan a = supk≥1 λk = 1 ve bu nedenle ∀k

için λk ≤ 1 olduğundan 1 ≤ 1
λk
olur. Ayrıca λk|∆

mxk|
ρ

≤ |∆mxk|
ρ

≤ |∆mxk|
λkρ

olduğundan

∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)

elde ederiz ki AMλ (∆
mx) ⊂ Bλ

M (∆
mx) bulunur. Böylece

‖x‖λM = inf Bλ
M (∆

mx) ≤ inf AMλ (∆
mx) = ‖x‖Mλ (5.3)
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yani ‖T (x)‖λM ≤ ‖x‖Mλ olur. Buna göre

‖T‖ = sup
x�=0

‖x‖λM
‖x‖Mλ

≤ 1⇒ ‖T‖ ≤ 1⇒ ‖T‖ ≤ 1 = a2

olduğundan T süreklidir.

Eğer a �= 1 ise k ∈ N için βk =
λk
a
şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde βk ≤ 1 ve

(5.3) den x ∈ ℓMλ (∆
m) için

‖x‖βM ≤ ‖x‖Mβ (5.4)

dır. Burada ℓMλ (∆
m) = ℓMβ (∆

m) dir.

Böylece (5.4) den

1

a
‖x‖λM ≤ a ‖x‖Mλ ise ‖x‖λM ≤ a2 ‖x‖Mλ

olur ki buradan

‖T (x)‖λM = ‖x‖λM ≤ a2 ‖x‖Mλ ⇒ ‖T‖ = sup
x�=0

‖x‖λM
‖x‖Mλ

≤ a2

elde edilir. Bu da T nin sürekliliğini verir.

Teorem 5.2.3. Eğer supk≥1 λ
−1
k = d (d ≥ 1) olacak şekilde ki {λk} dizisi (λk ≥ 0)

sınırsız ise, bu taktirde ℓλM(∆
m), ℓMλ (∆

m) nin öz alt uzayıdır ve ‖U‖ ≤ d2 yani U :

ℓλM(∆
m)→ ℓMλ (∆

m) dönüşümü süreklidir.

İspat: Herhangi bir ρ > 0 ve ρ′′ = ρd2 içinMk lar azalmayan olduğundan, x = {xk}

için
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ′′

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ

)
<∞

olup, buradan ℓλM(∆
m) ⊂ ℓMλ (∆

m) elde edilir.

Şimdi ℓλM(∆
m) ⊂ ℓMλ (∆

m) kapsamasının kesin olduğunu gösterelim. {λk} dizisi

sınırsız olduğundan λkn ≥ n olacak şekilde bir {kn} ∈ N alt dizisini seçebiliriz. ∆mx =

{∆mxk} dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım:

∆mxk =





1/n, k = kn, n = 1, 2, ...

0, diğer durumlar

olup, buradan x ∈ ℓMλ (∆
m) olur. Fakat x /∈ ℓλM(∆

m) dir.
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U dönüşümünün sürekli olduğunu ispatlamak için ilk olarak d = 1 durumunu göz

önüne alalım. x ∈ ℓλM(∆
m) için

AλM (∆
mx) =

{

ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆

mxk|

ρ

)
≤ 1

}

ve

BM
λ (∆mx) =

{

ρ > 0 :
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
≤ 1

}

yazarız. Mk lar azalmayan ve d = 1 olduğundan sup
k≥1

λ−1k = d = 1 ise λ−1k ≤ 1 ve 1 ≤ λk

olur ki buradan
|∆mxk|

λkρ
≤
|∆mxk|

ρ
≤

λk |∆mxk|

ρ

ve son olarak
∑

k≥1

Mk

(
|∆mxk|

λkρ

)
≤
∑

k≥1

Mk

(
λk |∆mxk|

ρ

)

elde edilir. Bu da AλM (∆
mx) ⊂ BM

λ (∆mx) olması demektir. Böylece

‖x‖Mλ = inf BM
λ (∆mx) ≤ inf AλM (∆

mx) = ‖x‖λM (5.5)

yani ‖U(x)‖Mλ ≤ ‖x‖λM olur. O halde U süreklidir.

Eğer d �= 1 ise k ∈ N için γk = λkd tanımlayalım. Bu taktirde γk ≤ 1 olduğundan

(5.5) den x ∈ ℓλM(∆
m) için

‖x‖Mγ ≤ ‖x‖γM (5.6)

elde edilir. Burada ℓλM(∆
m) = ℓγM(∆

m) dir.

Böylece (5.6) dan

1

d
‖x‖Mλ ≤ d ‖x‖λM ⇒ ‖x‖Mλ ≤ d2 ‖x‖λM

elde edilir ki buradan

‖U(x)‖Mλ = ‖x‖Mλ ≤ d2 ‖x‖λM ⇒ ‖U‖ = sup
x�=0

‖x‖Mλ
‖x‖λM

≤ d2

bulunur. Bu da U nun sürekliliğini verir.
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6. DUAL UZAYLAR

Bu bölümün ilk kısmında h (M) dizi uzayının α−, β− ve γ− duallerini hesapla-

yacağız. İkinci kısımda ise ℓ (M, λ) ve ℓ (N , λ) dizi uzaylarının tanımını verip, bu dizi

uzaylarının α− dualini hesaplayacağız.

6.1. h (M) Dizi Uzayının Duali

Bu bölümde h (M) dizi uzayının α−, β− ve γ− duallerini hesaplayacağız.

Teorem 6.1.1. Her bir k için Mk ve Nk birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olsun.

Bu taktirde

ℓ (N ) = {a = (ak) ∈ s :
∞∑

k=1

Nk

(
|ak|

ρ′

)
<∞, en az bir ρ > 0 ve ρ′ =

1

ρ
için}

olmak üzere [h (M)]β = ℓ (N ) dir.

İspat. ℓ (N ) ⊂ [h (M)]β olduğunu gösterelim. a ∈ ℓ (N ) olsun. Bu taktirde

en az bir ρ > 0 için
∞∑

n=1

Nk

(
|ak|
ρ′

)
< ∞ dur. Ayrıca herhangi bir x ∈ h (M) için

∞∑

k=1

Mk

(
|xk|
ρ

)
<∞ yazabiliriz. Bu taktirde ρ′ = 1/ρ olmak üzere

∞∑

k=1

|akxk| =
∞∑

k=1

|xk|

ρ

|ak|

1/ρ

≤
∞∑

k=1

[
Mk

(
|xk|

ρ

)
+Nk

(
|ak|

ρ′

)]

=
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
+

∞∑

k=1

Nk

(
|ak|

ρ′

)

< ∞

olur. Demek ki herhangi bir x ∈ h (M) için
∞∑

k=1

|akxk| <∞ dur. Böylece a ∈ [h (M)]β

elde edilir. O halde ℓ (N ) ⊂ [h (M)]β bulunur.

Şimdi [h (M)]β ⊂ ℓ (N ) olduğunu gösterelim. a ∈ [h (M)]β olsun. Bu taktirde her

x ∈ h (M) için
∞∑

k=1

|akxk| < ∞ dir. (xk) ∈ h (M) ⊂ ℓ (M) olduğundan (xk) ∈ ℓ (M)



dir. (3.8) deki tanımı kullanırsak, a ∈ ℓ̃ (N ) ⊂ ℓ (N ) yani a ∈ ℓ (N ) elde ederiz. O

halde [h (M)]β ⊂ ℓ (N ) dir.

Önerme 6.1.2. M = (Mk) Orlicz fonksiyonlarının bir dizisi olsun. Bu taktirde

h (M) dizi uzayı normaldir.

İspat. x ∈ h (M) ve her bir k ∈ N için |yk| ≤ |xk| olsun. Bu taktirde Mk lar

azalmayan olduğundan

∞∑

k=1

Mk

(
|yk|

ρ

)
≤

∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

ρ

)
<∞

olur. Böylece y ∈ h (M) olur ki bu da h (M) dizi uzayının normal olduğunu gösterir.

Teorem 6.1.3. Her bir k için Mk ve Nk birbirinin alı̧sılmı̧s tamamlayıcısı olsun.

Bu taktirdeM = (Mk) ve N = (Nk) fonksiyon dizileri için

[h (M)]β = [h (M)]α = [h (M)]γ = ℓ (N )

dir.

İspat. Önerme 6.1.2 den h (M) normaldir ve Önerme 2.1.10 gereğince [h (M)]α =

[h (M)]γ = ℓ (N ) elde edilir. Sonuç 2.1.11 den monoton olduğundan [h (M)]α =

[h (M)]β = ℓ (N ) olur. O halde [h (M)]β = [h (M)]α = [h (M)]γ = ℓ (N ) elde edilir.

6.2. ℓ (M, λ) ve ℓ (N , λ) Dizi Uzayları ve Bu Dizi Uzaylarının α−Duali

ℓMλ (∆
m) ve ℓλN (∆

m) dizi uzaylarının tanımında m = 0 alırsak aşağıdaki dizi uzay-

larını elde ederiz:

ℓ (M, λ) = {x = (xk) ∈ s :
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

λkρ

)
<∞, en az bir ρ > 0 için},

ℓ (N , λ) = {y = (yk) ∈ s :
∞∑

k=1

Nk

(
λk |yk|

ρ

)
<∞, en az bir ρ > 0 için}.

Teorem 6.2.1. (i) Eğer (Mk) dizisi düzgün ∆2− şartını sağlıyorsa [ℓ (M, λ)]α =

ℓ (N , λ) dir.

(ii) Eğer (Nk) dizisi düzgün ∆2− şartını sağlıyorsa [ℓ (N , λ)]α = ℓ (M, λ) dir.

İspat. (i) ℓ (N , λ) ⊂ [ℓ (M, λ)]α olduğunu gösterelim. a ∈ ℓ (N , λ) olsun. Bu

taktirde en az bir ρ > 0 için
∞∑

k=1

Nk

(
λk|ak|
ρ′

)
< ∞ dir. Ayrıca x ∈ ℓ (M, λ) için
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∞∑

k=1

Mk

(
|xk|
λkρ

)
<∞ yazabiliriz. Bu taktirde ρ′ = 1/ρ olmak üzere

∞∑

k=1

|akxk| =
∞∑

k=1

|xk|

λkρ

λk |ak|

1/ρ

≤
∞∑

k=1

[
Mk

(
|xk|

λkρ

)
+Nk

(
λk |ak|

ρ′

)]

=
∞∑

k=1

Mk

(
|xk|

λkρ

)
+

∞∑

k=1

Nk

(
λk |ak|

ρ′

)

< ∞

olur. Böylece a ∈ [ℓ (M, λ)]α elde edilir. O halde ℓ (N , λ) ⊂ [ℓ (M, λ)]α olur.

Tersine [ℓ (M, λ)]α ⊂ ℓ (N , λ) olduğunu gösterelim. a ∈ [ℓ (M, λ)]α olsun. Bu

taktirde her x ∈ ℓ (M, λ) için
(
xk
λk

)
∈ ℓ (M) olduğundan

∞∑

k=1

|akxk| <∞ (6.1)

elde edilir. (Mk) dizisi düzgün ∆2− şartını sağlıyorsa ℓ (M) = h (M) dir ve böylece

(yk) ∈ h (M) için (6.1) den
∞∑

k=1

|λkykak| <∞ olur. Böylece (λkak) ∈ [h (M)]α = ℓ (N )

olur ve buradan da (λkak) ∈ ℓ (N ) ise (ak) ∈ ℓ (N , λ) elde edilir. O halde [ℓ (M, λ)]α ⊂

ℓ (N , λ) dır.

(ii) [ℓ (N , λ)]α = ℓ (M, λ) olduğu benzer şekilde gösterilebilir.

Teorem 6.2.2. Eğer (Mk) ve (Nk) dizileri düzgün ∆2− şartını sağlıyorsa ℓ (M, λ)

ve ℓ (N , λ) dizi uzayları perfekttir.

İspat. (Mk) ve (Nk) Orlicz dizileri düzgün ∆2− şartını sağladığından Teorem

6.2.1 den [ℓ (M, λ)]α = ℓ (N , λ) ve [ℓ (N , λ)]α = ℓ (M, λ) olduğunu biliyoruz. Bu-

radan [ℓ (M, λ)]αα = [ℓ (N , λ)]α = ℓ (M, λ) olup, [ℓ (M, λ)]αα = ℓ (M, λ) dir, yani

ℓ (M, λ) dizi uzayı perfekttir. Benzer şekilde [ℓ (N , λ)]αα = [(M, λ)]α = ℓ (N , λ) olup

[ℓ (N , λ)]αα = ℓ (N , λ) yani ℓ (N , λ) dizi uzayının perfekt olduğu gösterilebilir.
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