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OZET

Bu ¢alisma bes boliimden olusmustur.

Birinci boliimde, bazi temel tanimlar verildi.

Ikinci boliimde, Adomian Ayrisim Metodunun ve  Homotopi Pertiirbasyon
Metodunun temel yapist verildi. Ayrica Adomian Ayrisim Metodu uygulanirken ortaya
¢tkan Adomian polinomlarinin hesaplanmasi verildi.

Ucgiincii Béliimde, Adomian Ayrisim Metodu ve Homotopi Pertiirbasyon Metodu:
baslangi¢ kosullari ile verilen lineer veya lineer olmayan diferensiyel denklemlerden KdV,
Helmbholtz, Dispersive, Klein-Gordon ve Lineer olmayan K(2,2) denklemlerinin yaklasik
¢Ozlimlerini bulmak i¢in uygulanildi. Her bir denklem i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimler
ile analitik ¢ozlimlerin sayisal veri tablolari, iki boyutlu ve ii¢ boyutlu grafikleri ¢izilerek
grafiklerin irdelenmesi yapildu.

Dordiincii boliimde, elde edilen verilerin bir tartigmasi yapildi.

Besinci boliimde, bu c¢alismada elde edilen sonuglara bagli kalarak Homotopi
Pertiirbasyon Metodu ve Adomian Ayrisim Metodunun bazi lineer ve lineer olmayan

diferensiyel denklemlere uygulanabilmesi dnerilmistir.
Anahtar Kelimeler: Adomian Ayrisim Metodu, Homotopi Pertiirbasyon Metodu,

Dispersive Denklemi, Helmholtz Denklemi, Klein-Gordon

Denklemi, KdV Denklemi ve Lineer olmayan K(2,2) Denklemi,
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SUMMARY

Numerical Solution of Some Nonlinear Diferantial Equations Solutions by Using

Homotopy Perturbation Method And Adomian Decomposition Method

This study is constructed five chapters.
In chapter one, some fundamental definitions are given.

In chapter two, the primary structures of Homotopy Perturbation Method and
Adomian Decomposition Method are given. And also the calculation Adomian polinoms
which arise applying Adomian Decomposition Method are given.

In chapter three, Homotopy Perturbation Method and Adomian Decomposition
Method is applied to find approximate solutions of linear or nonlinear differential
equations which have initial conditions such as KdV, Helmholtz, Dispersive, Klein-
Gordon and nonlineer K(2,2) equations. We drawn graphics (2D and 3D) and constructed
tables of approximate solutions and exact solution which are obtained for every equations.

In chapter four, it is made a conversation of obtained datebases.
In chapter five, it is suggested to apply Adomian Decomposition Method and
Homotopy Perturbation Method to some linear or nonlinear differential equations by

depending on obtained solutions

Key words: Adomian Decomposition Method, Homotopy Perturbation Method,
KdV Equation, Helmholtz Equation, Dispersive Equation, Klein-Gordon
Equation, Nonlineer K(2,2) Equation.
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1. GIRIS

Bilgisayar yiizyilinda yasiyor olmamizin da bir dogal sonucu olarak giinliik
yasantimizda yapmamiz gerekenleri zamaninda, dogru, hizli ve giivenilir bir sekilde elde
etmek icin bilgisayarlardan oldukga fazla yararlaniriz. Bu iglemlerimizin tamami sayisal
veriler ve hesaplamalarla yapilmakta olup bizim igin son derece éneme sahiptir. Iste bu
onemden yola ¢ikan ve kendi ihtiyaglarin1 da g6z 6niinde bulundurarak ¢alismaya devam
eden bilim diinyasi, bircok soruya cevap aramaya calismaktadir. Bu arayis esnasinda
ortaya cikan problemlerin ¢6ziimii i¢in tarih boyunca pek c¢ok metot ve ydntemler
gelistirilmistir.

Calismamizda, iste bu sekilde gelistirilen metotlardan Homotopi pertiirbasyon
metodu ve Adomian ayrisim metodunun ayrintili irdelenmesi, lineer veya lineer olmayan
gibi cesitli diferensiyel denklemlere uygulanmasi, elde edilen niimerik sonuglarin
karsilastirilmasi, metotlarin birbirleri ile karsilastirilmasinda hangisinin ger¢ek ¢oziime
daha yakin degerler verdiginin saptanmasi gibi sorulara cevap aranildi.

Homotopi pertlirbasyon metodu, 1998 yilinda Ji-Huan He
[16,17,18,20,21,22,23,24] tarafindan verilmistir. He, metodu olustururken pertiirbasyon
teknigi ile homotopi kavramini birlestirmis, lineer veya lineer olmayan problemleri,
¢Oziimii kolay olan problemlere doniistiirmiistiir.

Bu ¢alismada ele alinan bir diger metot ise ayrisim metodu [10] olup bu metot,
George Adomian (March 21, 1922-1996) tarafindan 1980°li yillarda literatiire
kazandirilmistir. Lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin analitik ¢éztimlerini
elde etmek icin kullanilan ayrigim yontemi, uygulamada baslangic ve sinir deger
problemlerinin matematiksel modelleri olan uzay ve zamana gore bir boyutlu veya ¢ok
boyutlu denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmada kullanilmaktadir. Ayrisim yontemi,
lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan diger klasik yontemlere [28,29] gore
daha basit olup karmasik denklemlere uygulanabilen bir yontemdir. Adomian ayrigim
metodu (Adomian G,1976; Adomian G,1984; Adomian G,1994) lineer olmayan
problemler i¢in etkili yar1 bir analitik tekniktir. Kiiciik ya da biiyiik parametreler icerseler
de icermeseler de adi ve kismi diferensiyel denklemlere uygulanilabilirler. Yani oldukca
geneldir. Daha fazlasi, Adomian yaklagim serileri hizli yakinsamaktadir [2]. 1980’lerden
bu yana Adomian ayristm metodu [13,14,31,34,35] fonksiyonel denklemlerin genis bir
sinifina uygulanmistir [4,9,11,12] (Adomian G,1994; Adomian G,1985).



Adomian ayrigim metodu ile elde edilen ¢oziimler, seri formunda olup sinirl sayida
ayrisim serisinin terimleri hesaplanarak gercek ¢6ziime yakin sayisal sonuglari veren
yaklasik ¢oziimlerdir. Bu teknigi kullanarak bir diferensiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii
indislemeye gerek duymadan sembolik programlama dilleri ile kodlama yaparak,
hesaplamada kismen bir kolaylik saglanabilir.

Bilindigi gibi bu yontemler 90’11 yillarda ortaya ¢ikan yontemler olup temelde seri
¢Ozlimlerine dayanirlar. Cozlimlerin seri seklinde olmasi ve bazi durumlarda ¢éziimlerin
kapali formlarinin elde edilebilmesi, bu yontemleri farkli dallarda[6,7] calisan bilim
adamlar1 arasinda popiiler kilmis ve c¢oziimlerin farkli yorumlarimin yapilabilmesini
saglamigtir. S6z konusu bu analitik metotlar ayn1 zamanda, ¢esitli lineer veya lineer
olmayan denklemlerin tam ¢oziimiinii elde etmek i¢in basit homojen denklemler i¢in de
kullanilabilmektedir.

Gilinlimiizde, yiiksek performansl bilgisayarlara, Mathematica, Maple, Matlab vs.
gibi bazi gilivenilir hesaplama yazilimlarina sahip olmamiza ragmen, verilen lineer
olmayan problemin analitik yaklagimini elde etmek, sayisal yaklagimini elde etmekten
olduk¢a zordur. Genel metotlarin ¢cogunda, problem lineer tek boyutlu yardimci problem
olarak tanitilir ve daha sonra problem ¢oziilir. Bodyle metotlar1 kullanirken esas zorluk,
elde edilen integral denkleminin her zaman basit analitik fonksiyonlarin terimleri olarak
¢Oziilememesidir.

Bu metotlarla ¢oziilen problemlerin bir kisminin literatiirde analitik metotlarla
cozlimleri olmasina ragmen, bu ¢oziimlerin analizinin yapilmasi miimkiin degildir. Burada
kullanilan yaklagimlarla, literatiirde mevcut olan ve yeni ¢oziimlerin analizinin yapilmasi
saglanmistir. Bircok arastirmact homotopi pertiirbasyon metodunu cesitli denklemlere
uygulamistir [30,32,33].

Bu ¢alismada, cesitli lineer veya lineer olmayan denklemlere uygulanmak tizere
Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayristm metodunun [3] genel yapisi sunuldu.
Oncelikle Dispersive denklemi [19], Helmholtz denklemi [8] , Klein-Gordon denklemi
[15,26], KdV denklemi [1,24] ve lineer olmayan K(2,2) [1] denklemlerinin yaklasik
¢Oziimleri Homotopi pertiirtbasyon metodu ve Adomian ayristm metodu kullanilarak
bulundu. Daha sonra analitik ¢ozlimle yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasi yapildi. Buna
ilaveten karsilastirma iki ve {i¢ boyutlu grafikleri ¢izilip, sayisal veri tablolar1 hazirlanarak

sonuglari irdelendi.



1.1 Temel Tanimlar

Tamm 1.1.1. Homotopi kavrami, 1895 yilinda Jules Henri Poincaré [36] tarafindan
tanitilmustir.

f ve g bir X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayma siirekli doniisiimler olsun.
I = [0,1] R ’nin kapal1 bir alt kiimesi olmak iizere; Vx € X i¢in

H(x,O) = f(x) ve H(x,l) = g(x)
esitliklerini saglayan siirekli bir H : X x I — Y fonksiyonu varsa f, g’ ye homotopiktir
denir. H doniisiimiine f ve g arasinda bir homotopi denir ve H, f ve g arasinda bir

homotopi oldugunda, H : ' = g ile gosterilir.

Tamm 1.1.2. X ve Y iki uzay ve [ {t|0£t£l} araliginda tanimli olsun. Eger
¢: X x1—Y sirekli bir doniisimii Vxe X igin ¢(x,0)= f(x) ve ¢(x,1)=g(x)oluyor

ise f,g:X — Y doniisiimlerine homotopiktirler denir ve f[J g ile gosterilir. ¢: f[] g

ise ¢, [’ den g ’ye bir homotopi kurar seklinde ifade edilir.

Tamm 1.1.3. Bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun mubhtelif tiirevlerini
iceren matematiksel denklemlere diferensiyel denklemler denir. Bir denklemde belirli bir
degiskene gore tiirev alintyorsa, o degiskene bagimsiz degisken, denklemde tiirevi alinan
degiskene ise bagimli degisken denir

Bir tek bagimsiz degisken iceren diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem

denir ve genel olarak n. mertebenden adi bir diferensiyel denklem;
F(x,y, y',y",...,y(")) =0,

seklinde gosterilir.
Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferensiyel denkleme kismi

diferensiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferensiyel denklem

=0

X, :t:ua_y_y_y 5 s s [
P ey 6 o oxty 0y or

3

F[ ou ou ou *u O*u 0O’u u 6"14]
ox"

olarak yazilir.



Tamm 1.1.4. Bir diferensiyel denklem lineer ve lineer olmayan olmak iizere iki
sekilde smiflandirilir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa bu diferensiyel denkleme lineer diferensiyel
denklem denir. Eger bir diferensiyel denklem de bagimli degisken kendisi veya tiirevleri
ile ¢arpim yada boliim durumunda ise veya bagimli degisken tistel, trigonometrik, yada
logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki
ve ikiden biiyiik ise bu tiir diferensiyel denklemlere lineer olmayan diferensiyel denklem
denir.

Tammm 1.1.5. Bir degiskenin skaler bir fonksiyonu i¢in Adomian polinomu

asagidaki sekilde verilir. f fonksiyonunu n defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

taktirde Adomian polinomlari

4, =lf(iUij

i=

formiilii ile tanimlanir [5].

Tanim 1.1.6. A, B,C birer sabit say1 olmak iizere, x ve y serileri arasinda kesin
olan tiirden ¢esitli fonksiyonel iliskilere deterministik iliski denir. Ornegin;
v =Ax+ B (Dogrusal iligki)
logy= log(Ax +B ) (Tam logaritmik iligki)
ifadeleri birer deterministik iliskilerdir. Bunlardan bagka daha pek ¢ok deterministik iliski

tipleri yazilabilir. Ornegin; bir gazin hacmi ile basinci arasindaki ters yonlii iliski, elektrik

akimi ile direng arasindaki ters yonlii iligkiler birer deterministik iligkilerdir. [25]

Tamm 1.1.7. £ ve E, iki lineer uzay olsun. Tanim kiimesi E_’ de, deger kiimesi
E’ de bulunan y = Ax seklinde tanimlanan A operatoriinii ele alalim. Asagidaki sartlar

saglantyorsa A operatoriine /ineerdir denir [27].
Ll)A(x+y) = Ax+ Ay
L2) A(Ax)= AAx
Tamm 1.1.8. Pertiirbasyon teorisi, tam olarak ¢oziilemeyen bir problemin yaklasik

¢oziimiinii bulmak i¢in kullanilan matematiksel metotlar icerir. Eger problem, bir “kiigiik”



terim eklenerek tam olarak c¢doziilebilen probleme formiile ediliyorsa bu probleme
pertiirbasyon teorisi uygulanabilir. Pertiirbasyon teorisi, problemin ¢dziimiinii, tam olarak
¢oziilebilen problemden sapmayi1 6lgen bir “kiiclik” parametrenin kuvvet serisi cinsinden
bulmay1 amaclar. Kuvvet serisindeki ilk terim, tam olarak ¢oziilebilen problemin ¢oziimii
iken, diger terimler, ¢0ziimde baslangic problemine goére sapmayi tanimlarlar. A4
¢ozlimiine yaklasim i¢in asagidaki kiicliik parametreye gore acilan (burada parametre

g dir) seri verilsin:
_ 0 1 2
A= A +c A +e A+

Bu ornekte 4, tam olarak coziilebilen baslangic probleminin bilinen ¢oziimiinii ve
A, 4,,--- bir sistematik yontemle iteratif olarak bulunan daha yiiksek dereceden ¢oziimleri

gosterir. ¢ ’nin ¢ok kii¢lik olmast durumunda, yukaridaki serinin yakinsak olmasi kiiciik &
degeri icin bulunan daha yiiksek dereceden ¢oziimlerin daha az 6nemli oldugu anlamina
gelir.

Pertiirbasyon teknigi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziimii, seriyi bir yerden
sonra kesip, genelde sadece ilk iki terimi, baslangi¢c ¢oziimii ve “birinci derece”
pertiitbasyon diizeltmesini, birakarak elde edilir. £ un ¢ok kii¢iik olmasina ragmen, bazi
problemlerde ¢oziim yakinsak olmayabilir. Bircok Onemli problemde kiiciik
pertiirbasyonlarin verilmesi, ¢dzlimlerin niceleyici ve niteleyici 6zelliklerini ortaya koyar.
Fakat bu oOzellikler, pertiirbe edilmeyen problemlerin ¢oziimlerinden oldukga farkli
olabilirler. Ornegin ;

u'+u—e=0, u(0)=l
ve
u'-u—e=0, u(O)zl

" iken

denklemleri goz Oniine alinsin. Birinci denklemin ¢ozimi u (t) =&+ (1 - 8) e
pertiirbe edilmemis denklemin ¢oziimii u, (¢) = ¢ dir. £ <<1 oldugunda ‘u (¢)—u, (t)‘ <eg
i¢in pertiirbasyon ¢oziimiiniin dogrulugu yiiksektir. ikinci denklem igin ise pertiirbe

edilmemis problemin ¢oziimii u,(¢)= e’ dir ve ‘u(t)—uo (t)‘ = g‘l—et elde edilir. Burada

t >1 oldugunda u, denklemin yaklasik ¢6ziimii olarak diisiiniilemez.



Pertiirbasyon metotlar1, orijinal problemin, tam olarak ¢dzmeye yetecek kadar
basitlestirilmis formuyla baglar. Genel yontem, fen ve miihendislikte c¢ok kullanilan
matematiksel bir aractir. Basitlestirilmis bir problemle baslamak ve asamali olarak
diizeltmeler eklerken diizelmis problemin giderek gercegi temsil eden formiile
yakinlagmasini saglamak.

Hemen hemen biitiin pertiirbasyon metotlari, bir denklemde kii¢iik bir parametrenin
olmas1 gerektigi varsayimina dayanir. Bu kiiclik parametre varsayimi, pertiirbasyon
tekniklerinin uygulamalarii 6nemli 6l¢lide kisitlar. Lineer olmayan problemlerin 6zellikle
kuvvetli nonlineerlige sahip olanlarin hepsinde kiiciik parametreler yoktur. Bir kiiciik
parametrenin belirlenmesi zor ve 6zel teknikler gerektirir. Kiigiikk parametrenin uygun
secimi ideal sonuclar vermesine ragmen, uygunsuz se¢imi de ciddi anlamda koti
sonuglara yol agabilir. Uygun bir kiiclik parametre bulunsa bile, ¢ogu durumda,
pertiirbasyon metotlari ile bulunan yaklasik ¢oziimler, sadece parametrenin kiiglik degerleri
icin gecerlidir. Ornegin, ¢oklu dlcek metoduyla ¢oziilen yaklasimlar, sistem parametresi
kiiciik oldugu siirece gecerlidir. Fakat yaklagimlara da tamamen giivenilmez, c¢iinki
parametrenin ne kadar kiiciik olmasi gerektigine dair bir kriter yoktur. Buna ragmen
pertiirbasyon teorisi, birgok donemde, birgok farkli alanda kullanilmistir. 20. yiizyilin
sonunda, kuantum fiziginde pertiirbasyon teorisi ile ilgili goze ¢arpan memnuniyetsizlik,
sadece agilimda ikinci dereceden Gteye gitmedeki zorluklar1 icermesi degil ayni zamanda
pertiirbatif a¢ilimin yakinsak olup olmadigi hakkindaki sorularla da karsi karsiya

kalinmasidir. Bu da pertiirbasyon metotlarinin sinirlamalari oldugunu gdsterir.



2. MATERYAL VE METOD

2.1. Adomian Ayrisim Metodu (ADM)

Ayrisim yOnteminin, bir seri metodu oldugu, bir¢cok cebirsel, lineer veya lineer
olmayan diferensiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir. Genel
olarak bu metottan bahsedecek olursak; kabul edelim ki F , hem lineer hem de lineer
olmayan terimleri iceren bir genel lineer olmayan adi diferensiyel operatér olmak tizere;

F(u)=g(x) (2.1.1)
olsun. Boylece L - verilen diferensiyel denkleminde bulunan en yiiksek mertebeden tiirev
operatoriinli, R- lineer operatoriin kalan kismmi ve N - ise lineer olmayan terimi
gostermek tizere (2.1.1) denklemini

Lu+Ru+Nu=g (2.1.2)
seklinde yazalim. L bir lineer operator ve L™ tersi de mevcut olsun. (2.1.2) esitligi

Lu=g—Ru—Nu (2.1.3)
seklinde yazilabilir ve (2.1.3) esitliginin her iki tarafina soldan L' operatérii uygulanirsa;

L'Lu=L"'g—L"'Ru—L"'Nu (2.1.4)
elde edilir.

L ’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatér oldugunu kabul

edelim. (2.1.4) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra
u=u(0)+tu (0)+L'g—L" ' Ru—L"'Nu (2.1.5)

¢Oziim fonksiyonu bulunur. (2.1.5) ile elde edilen esitlikteki N (u) lineer olmayan terim

N(u)=X 4,

n=0
seklinde ifade edilmektedir. Buradaki 4, Adomian polinomlar1 6zel polinomlardir ve bu

polinomlar daha sonra incelenecektir. (2.1.5) esitligindeki u ; ayristirllmis seri ¢dziim

fonksiyonudur. Bu seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen baslangic degeri
sag taraf fonksiyonun integrali olmak iizere u, =a+bt—L'g ile bulunur daha sonra u,

terimi kullanilarak u,,u,,u,,--- terimleri elde edilerek ayristirilmis seri ¢oziim fonksiyonu;

u(x,t):iun(x,t) (2.1.6)

yazilabilir. Bu seri ¢6zlimii kullanilarak (2.1.5) esitligi tekrar yazilirsa



0 _ _1 0 _1 0

n— %o n n che
Du,=uy—L"'Y u,~L"D 4 (2.1.7)
n=0

n=0 n=0
genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (2.1.7) esitligi agik sekilde
u =—L"Ru,—L"4,

u, =—L"'Ru —L"'4 218

u,,=—L'Ru,—L"'A , n>0
formunda yazilabilir. Buradaki 4, polinomlar: her bir lineer olmayan terim i¢in genel-
lestirilebilir ve bu genellestirmede A4, sadece u,'a, 4, ise u, ve u,'e, A, ise u, , u, ve
u,'ye bagl ve benzer sekilde (2.1.8) esitligindeki biitiin 4, Adomian polinomlar: elde

edilebilir. 4, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde

A= 1 (u,)
f

{5t

RN A o T |
n|dr o\ & .

ile verilmektedir. Bazi problemlerin sayisal ¢dziimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi
durumlarda ayrisim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (2.1.9) genel formiiliiniin kullanilmasi, (2.1.6) ayristirma serisinin ¢ok sayida
teriminin  hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir. Ayrisim metodu kullanilarak

u(x,t) kapali ¢éziim fonksiyonunun bu fonksiyona ait sayisal ¢ozlimlerin elde edilmesi

1¢in;
O (x,t)=>u,(x,t), n=0 (2.1.10)
n=0
olmak tizere;
Iim® =u(x,t) (2.1.11)

n—>0



ifadesi (2.1.8) indirgeme bagintis1 géz Oniine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna
ilaveten (2.1.11) seklindeki ayrisim seri ¢oziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok
hizl1 olarak yakinsayan sonuclar vermektedir. Ayrisim serisinin yakinsakligi literatiirde
bircok yazar tarafindan arastirilmistir. Ayristm serisinin yakinsakligi teorik olarak

Y.Cherruault ve arkadaslar tarafindan incelenmistir

2.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)

Bu boliimde, topolojideki homotopi ile pertiirbasyon teknigini birlestirerek
pertiirbasyon metotlarinin dezavantajlarini ortadan kaldiran ve sadece zayif lineer olmayan
denklemler i¢in degil ayn1 zamanda kuvvetli nonlineerlige sahip denklemler i¢in de elde
edilen ¢oziimlerin, tiim ¢oziim bolgesinde gecerli oldugu, yar1 analitik bir metot olan
homotopi pertlirbasyon metodu tanitilacaktir.

Bu metodun temel fikrini agiklamak i¢in asagidaki lineer olmayan diferensiyel
denklemi g6z 6niine alalim

A(u)—f(r)zO, reQ. (2.2.1)
(2.2.1) denklemi i¢in sinir kosulu
B(u,@u/@n):O, refl’, (2.2.2)

seklinde belirlenir. Burada 4 genel diferensiyel operatorii, B sinir operatori, f (r) bilinen

analitik fonksiyon ve I ise Q ya bagimli bir sinirdir.
Genel olarak A4 diferensiyel operatdrii L ve N gibi iki parcaya ayrilabilecek sekilde
yazilabilir ki burada L lineer, N ise lineer olmayan operatordiir. (2.2.1) denklemi

asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

L(u)+N@u)—f(r)=0 (2.2.3)
buna gdre homotopi teknigi ile bir homotopi olusturulur.

v(r,p):Qx[0,1] >R
olmak iizere,

H(v,p)=(1-p)[L(v)=L(u,) |+ p[A(v)-f(r)]=0,reQ (2.2.4)
dir. Burada p [0,1] bir parametre ve u, ise (2.2.1) denkleminin bir baslangig kosuludur.
O halde

H(V,p):L(v)—L(uo)—pL(v)+pL(u0)+pA(v)—pf(r):O



:L(v)—L(uo)—p[L(v)—L(uo)—A(v)+f(r)]=0

= L(v)—=L(uy)+ pL(u,)—p[L(v)—A4(v)+ f(r)]=0
olup 2.2.1)den A(u)— f(r)=0 dir. Boylece
L(v)—L(uy)+pL(uy)—p[L(v)]=0 (2.2.5)
elde ederiz ve buradan (2.2.3) esitligini kullanarak
L(u)+ N (u)-f(r)=0= L(u)=—N(u)+ £ (r) (2.2.6)
denklemi bulunur. Bulunan (2.2.6) denklemi (2.2.5) denkleminde yerine yazilmastyla
L(v)=L(uy)+pL(uy)—p[-N(v)+/(r)]=0
olur. Bdylece (2.2.4) denklemi
H(v,p)=L(v)—L(u,)+ pL(u,)+p[ N(v)-f(r)]=0, (2.2.7)
seklinde yeniden yazilabilir. Burada p €[0,1], baslangi¢ kosulu u, ve
v(r,p):Q@x[0,1] > R dir. (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinden
H(v,0)=L(v)—L(u,)=0 (2.2.8)
H(v,1)=A(v)=f(r)=0 (2.2.9)
dir. Burada p =0 oldugunda (2.2.4) denklemi lineer bir denklem haline gelir; p =1

oldugunda lineer olmayan orijinal bir denklem olur. Bu yiizden 0’dan 1’e p nin degisim
islemi, L(v)—L(u,)=0 denklemini 4(v)— f(r) denklemine déniistiiriir.

L (v) -L (uo) =0 agikar problemi 0’dan 1’e monoton olarak artan p parametresi, siirekli
olarak A(v) —f (r) =0 problemine deforme oluyorsa bu topolojide deforme olarak

adlandirilir. L (v) -L (uo) =0 ve 4 (v) —f (r) ifadelerine ise homotopiktirler denir.

Homotopi Pertiirbasyon Metodu geregince, ilk olarak yerlestirilen parametre p ’yi kiiciik

parametre olarak kabul ederek (2.2.4) ve (2.2.7) denklemlerinin ¢oziimii

v=vo+pv1+p2v2+p3v3+---=2p”vn (2.2.10)
n=0

10



olacak sekilde p parametresinin kuvvet serisi

po :f(vo)—f(x0)=0,

(2.2.11)
Pf (vo)vi+f(x)=0, (2.2.12)
pzzf'(vo)v2+2i!f"(v0)v12=0, (2.2.13)
P ' (vo)vs +2i!f"(vo)2v,v2 +%f’"(vo)vl3 =0, (2.2.14)

yazilir. (2.2.11)-(2.2.14) denklemlerinin v,, v, ve v, i¢in ¢dzlilmesiyle
__Jx) 22.15

Y f’(VO)’ (2.2.15)
_ S () [f(%)T .
BT ) 2 ) ) ) (2:216)

N :_f"(vo)vlvz _fm(Vo)Vl3
’ f'(w) 311" (v)

S e

(2.2.10) serisinin v, , v, ve v, bilesenleri

elde edilir. Elde edilen (2.2.15)-(2.2.17)
denklemleri, (2.2.10) denkleminde p =1 alinarak yeniden yazilirsa (2.2.1) denkleminin
¢Ozumu

u= lim(v0 +pv, + Py, + py, +)
p—l

: (2.2.18)
=V VA Y =Dy,
n=0

seklinde elde edilir. Homotopi pertiirbasyon metodu [17,19,21,22,24,25] geleneksel

pertiirbasyon metodunun tiim 6zelliklerine sahiptir. (2.2.10) serisi lineer olmayan A(v)

11



operatdriine bagli oldugu oranda yakinsamaktadir. (Asagidaki goriis; He [22] tarafindan

Onerilmektedir)

(1) V ile ilgili olarak N(V')nin ikinci tiirevi, goreceli olarak olabildigince kiigiik degerlere

sahip olmalidir. p —1 gibi.

(2) L' (0N /0V)nin normu ise serilere yaklagsin diye ¢ok kiiciik olmalidir.

12



3. UYGULAMALAR

3.1. Lineer Olmayan KdV Denklemine HPM ve ADM’ unun Uygulanmasi
3.1.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim

u,=3(u*) +u,, =0 (3.1.1.1)
u(x,O):6x (3.1.1.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan lineer olmayan KdV denklemini [1] g6z oniine alalim. Bu
denklem icin asagidaki gibi bir homotopi kurulabilir.

(l—p){Y—%}p{Y%(W) +Y"}=0 (3.1.1.3)
. Y o 0Y . .
Burada Y =F’ Y =E ve p e [0,1] dir. (3.1.1.3) denkleminin genel agilim1 yapilmasi
X
halinde
Y—uy+ puy=3p(Y*) +pY" =0 (3.1.1.4)

denklemi elde edilir. (3.1.1.1) denkleminin ¢oziimii (2.2.10) denkleminde de belirtildigi
gibi;

Y=Y, +pY,+p’Y,+ p’Y,+ p*Y, 4+ =D p"Y, (x,1) (3.1.1.5)
n=0

Y=Y+ pY+p Y+ p’ Y+ p' Y+ (3.1.1.6)

Y' =Y, +pY, +p’Y, +p’Y, +p'Y, +-- (3.1.1.7)

seklinde ele alinabilir. (3.1.1.5)-(3.1.1.7) denklemlerinin (3.1.1.4) denkleminde yerine
yazilmasiyla

Y—d0+pd0—3p(Y2) +pY =0,
(Yo+le+p Y,+p’ Yo+ p Kj—uo+puo—3p[(%+le+p Y,+p'Y,+p'Y,) }
+p (Yo + Y+ p'Y, + p'Y, + p'Y)) =0,

(Y()WYIWz Y+ p Y+ pt Kj—ﬁo+pdo+[—3p1’(f —6p’YY,=3p’Y ~6p'YY, |

m "

+[-6p" 1Y, —6p Y | +p(Yy +pY, + PV + P +p'Y] ) =0,

Yok Y p Yot ' Yot p* Yt pugt| =(3p1;) -

(61,
—(6'7%) ~(6p",Y) +pY, +pY +pY, +p'Y =0,
Yot pYt p Yot p Vot pt Y—ugt puy—(3pY; ) —(69°Y,) ~(3p°%7) —(6P°%Y;)

—(6p'%Y,) ~(6p'%Y,) +pY, + P’ +pY, + 'Y =0,

X

13



elde edilir. Bu denklem p ’nin ayni kuvvetten terimlerine goére yeniden diizenlenirse

P’ Y,—u, =0,
piY+u,—(3%7) +%, =0,

X

p’in—(6%,Y) +

<

o
P’ Y-(317) —(6Y,Y,) +Y, =0,

Pt Y= (6YY,) —(6Y,Y,) +Y, =0,

bulunur. (3.1.1.8)-(3.1.1.12) denklemlerinin ¢6ziimii ile
pO:YO—do =0=Yo =d0:>Y0 =u, =Y, =6x,

p' :Y,+d0—(3YOZ)x +Y, =07, =—d0+(3Y02)x -Y,
- {_w(w;)x _Y;}dt
0

=7 =l (3%) - %, ar

= Y =216,

P Y—(6%Y) +Y =0=Y, = (6%,Y) Y

X

=7, [(6¥.Y;), Y |dr

0

= Y, =7776t*x,

P Y=(377) —(6Y,Y,) +Y, =0=Y,=(317) +(61,1,) -,

X x x

m

m

(3.1.1.8)
(3.1.1.9)

(3.1.1.10)

3.1.1.11)

(3.1.1.12)

(3.1.1.13)

(3.1.1.14)

(3.1.1.15)

=7, =j [(3Z2)x+(6YOYZ)x—YZ ]dr (3.1.1.16)

=Y, =279936¢ x,

Pt Y= (6XY,) —(6%,Y,) + ¥ =0=Y, =(6YY,) +(61Y;) -Y;

"

X

=7, =j [(6Y,Y,), +(6Y,Y;) ¥, |de (3.1.1.17)

=Y, =10077696¢"x,

14



seklinde (2.2.10) serisinin ilk dort terimi elde edilmis olur. (3.1.1.13)-(3.1.1.17)

denklemleri p —1 iken (3.1.1.5) denkleminde yerine yazilirsa (3.1.1.1) lineer olmayan
KdV denkleminin yaklasik ¢oziimii
u(x,t)=§£rllY=Yo +Y Y, + Y, + Y, e
=6x+216xt +7776t°x +2799361°x +10077696¢*x +---
= 6x(1+36¢ +12961> + 46656 +1679616¢" +--)

seklinde elde edilir. Boylece verilen denklemin analitik ¢6ziimii olan

6x
1-36¢

36¢| <1

u (x, t) =
fonksiyonuna karsilik gelen bir seri agilimi oldugunu elde etmis oluruz.

3.1.2. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.1.1.1) ve (3.1.1.2) esitlikleri ile verilen lineer olmayan KdV denklemini [1] goz

Ontine alalim. Bu denklem asagidaki gibi

Ltu:—LmuvLN(u) (3.1.2.1)

, 0 ’ . .
operator formunda yazilir. Burada L, = P L... =— ve lineer olamayan terim ise

XXX

t ox

N (u) =3 (uz) olarak ifade edilmektedir. Burada L' integral operatorii olup L' = J.() dt

* 0
seklinde gosterilir. (3.1.2.1) denkleminin her iki tarafina soldan L' uygulanirsa
L'[Lu]=L'[~Lu+N(u)] (3.1.2.2)
elde edilir. Buradan

u(x,t)=u(x,0)+ L' [-L u]+L [N(u)] (3.1.2.3)

XXX

olur. Boylece N (u) = 3(u2) = ZAn seklinde tanimlanarak 4, Adomian polinomunun

n=0

ilk ti¢ terimi (2.1.9) ifadesinde de belirtildigi gibi
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4,=3(03)..

4, =3(2uu,)

A, =3(2uyuy +u) (3.1.2.4)
A3 3(2u, +2uyus)

olarak alinabilir. (3.1.2.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintisi yazilabilir.

{u (x,O) =6x

, k=0, 3.125
ukﬂ(x,t):Lt_[ —L_ uk]+L [A] ( )

elde edilen (3.1.2.5) rekiirans bagintisindan
u, = 6x

t

<
)
I

_ 0 j
0 0
j | Lo () +3(2u5,) | de =7776x1°

0

Lo (1) +3 (2,0, +147) | dr =279936x0

[ Lo (1) +3( 2020, + 20g01) | it =100776961°

<
N
I

<
(98]

Il
Ol Oy O —
|
~

g
—~
<

)
~
+
N
L1
(S
o~
Il

olarak ayrisim serisinin ilk dort terimi bulunur. Bulunan u ,u,,u,,u,, terimleri (2.1.6)

esitliginde yazilarak (3.1.1.1) lineer olmayan KdV denkleminin yaklagik ¢oziimii
u(x,t): Zun (x,t) =uytu +u, Fu,+u, +
n=0
= 6x +2168x + 7776t x +279936¢ x +10077696xt* +- -

= 6x(1+36z‘+1296t2 +46656t° +1679616xt" +)

olarak elde edilebilir. Boylece (3.1.1.1) denkleminin analitik ¢éziimiiniin kapali formu

u(x,t): N 6x

olur. u(x,t) fonksiyonunun Homotopi perturbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu

, |36 <1

ile elde edilen yaklasik ve analitik ¢oziimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile mutlak
hata tablolar1 agagidaki sekilde olusturulmustur.
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(a) Analitik ¢6zim (b) Yaklagik ¢6ziim

Sekil 1.1. Lineer olmayan KdV Denkleminin, u (x, t) analitik ¢oztiimii ile yaklagik ¢oziimiiniin

(HPM) ii¢ boyutlu gériiniimii
0.35 0.35
0.3 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.03 0.04 0.05 0.03 0.04 0.05
(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢oziim

Sekil 1. 2. Lineer olmayan KdV Denkleminin, analitik ¢6ziimii ile HPM kullanilarak elde edilen 4

Tablo 1.1 7 =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile analitik

terim igin yaklasik ¢oziimiin karsilagtirilmasi

¢Oziimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.005 | 1.38261E-5 2.76522E-5 | 4.14783E-5 | 5.53044E-5 | 6.91305E-5
0.010 | 5.66870E-4 1.13374E-3 | 1.70061E-3 | 2.26748E-3 | 2.83435E-3
0.015 | 5.98911E-3 1.19782E-2 | 1.79673E-2 | 2.39564E-2 | 2.99455E-2
0.020 | 4.14625E-2 8.2925E-2 1.24388E-1 1.6585E-1 2.07313E-1
0.025 | 3.54294E-1 2.20399E-0 | 1.06288E-0 | 1.41718E-0 | 5.50998E-0
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(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢oziim

Sekil 1. 3. Lineer olmayan KdV Denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklasik ¢Oziimiiniin

(ADM) ii¢ boyutlu goriiniimii
0.35 0.35
0.3 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.03 0.04 0.05 0.03 0.04 0.05
(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim

Sekil 1.4. Lineer olmayan KdV Denkleminin, analitik ¢6ztiimii ile ADM kullanilarak elde edilen 4
terim igin yaklasik ¢oziimiin karsilagtirilmasi

Tablo 1.2. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (ADM) hesaplanan 4 terim ile

analitik ¢dziimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.005 | 1.38261E-5 2.76522E-5 | 4.14783E-5 | 5.53044E-5 | 6.91305E-5
0.010 | 5.66870E-4 1.13374E-3 | 1.70061E-3 | 2.26748E-3 | 2.83435E-3
0.015 | 5.98911E-3 1.19782E-2 | 1.79673E-2 | 2.39564E-2 | 2.99455E-2
0.020 | 4.14625E-2 8.2925E-2 1.24388E-1 1.6585E-1 2.07313E-1
0.025 | 3.54294E-1 2.20399E-0 | 1.06288E-0 | 1.41718E-0 | 5.50998E-0
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3.2. Helmholtz Denklemine HPM ve ADM’ unun Uygulanmasi

3.2.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim

o’u(x,y) ou(x,y
6(x2 )+ 6(y2 )—u(x,y)zo (3.2.1.1)
u, (x,y):(1+x)y+xcosh(y) (3.2.1.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan Helmholtz denklemini [8] g6z 6niine alalim. Bu denklem

i¢cin asagidaki gibi bir homotopi kurulabilir.

(1—p)[i'/—a'0}+p{i/+y“—y}=o (3.2.1.3)
Burada Y = 227}2,, Y = Z;}: ve p € [0,1] dir. (3.2.1.3) denkleminin genel a¢ilim1 yapilmasi
halinde

Y—uy+ pu,+ pY —pY =0 (3.2.1.4)

denklemi elde edilir. (3.2.1.1) denkleminin ¢6zlimii, (2.2.10) denkleminde de belirtildigi

gibi;
Y=YO+pY1+p2Y2+p3Y3+p4Y4+---=ip”Yn(x,y) (3.2.1.5)
pr
Y = YO +pY +p’Y, +p3Y3" +ptY, 4o (3.2.1.6)
Y=Y+ pY+ p? Yy + p* Y+ p* Voo (3.2.1.7)

seklinde ele alinabilir. (3.2.1.5)-(3.2.1.7) denklemlerinin (3.2.1.4) denkleminde yerine

yazilmasiyla

I“/—Llo+pd-0+pY" -pY=0

(Y5+pYﬁ+p2 Y,+p Yo+ pt Kj—ﬂ}ﬁpdﬁp(%" +pY, + Y, + pY + p'Y,)
—p(Y+pY+pY,+ Y+ p*Y,)=0

Yo+ pYi+ p* Yot p* Yot p*Y—ug+ puy+ pYy + p’Y, + Y, + p'Y;
~pY,=p’Y,-p'Y,-p'¥,=0

elde edilir. Bu denklem p ’nin ayni kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse

P’ Y, —u, =0, (3.2.1.8)
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piY+u,+Y, -Y, =0,
P iY+Y -Y, =0,
P YY) -Y, =0,

Py +Y, -7, =0,

bulunur. (3.2.1.8)-(3.2.1.12) denklemlerinin ¢oziimii ile
Y, = (1+x)y+xcosh(y)

PLYbug Y =Y =0= Y = —uy - X+

~

=% =[] [—a;)—yo"m)}dx dx
0

20

(3.2.1.9)
(3.2.1.10)
(3.2.1.11)

(3.2.1.12)

(3.2.1.13)

(3.2.1.14)

(3.2.1.15)

(3.2.1.16)

(3.2.1.17)



seklinde (2.2.10) serisinin ilk dort terimi elde edilmis olur. (3.2.1.13)-(3.2.1.17)
denklemleri p —1 iken (3.2.1.5) denkleminde yerine yazilirsa (3.2.1.1) Helmholtz

denkleminin yaklasik ¢6ziimii

M(X,y)=lpi£r}Y=YO+YI+Y2 +Y,+Y, 4

=(1+x) y+xcosh(y)+ x—2+x—3 +x—4+x—5 +x—6+x—7 +x—8+x—9 o
A A TR L TR L PSR L (TR o

¥oxX X X XX
=xcosh(p)+ y| 1+ x+ =+ =+ =+ =+ T+ —+—+---
213 4! 51 6! 71 8 9

olarak elde edilir. Boylece (3.2.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu

u(x,y)=yexp(x)+xcosh(y)

olur.

3.2.2. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.2.1.1) ve (3.2.1.2) esitlikleri ile verilen Helmholtz denklemini [8] g6z Oniine
alalim. Bu denklem asagidaki gibi

Lu=-L u+u (3.2.2.1)

2 2

operatdr formunda yazilabilir. Burada L, =— ve L, =— dir. L integral operatrii

ox oy

olup L= '[ j() dx dx seklinde gosterilir. (3.2.2.1) denkleminin her iki tarafina soldan L
00

uygulanirsa
Lo[Lou]=L)[~Lu+u] (3.2.2.2)
elde edilir. Buradan
u(x,y)=u(0,y)+u, (0,y)+ L [u—L,u] (3.2.2.3)
olur. Béylece (3.2.2.3) denklemi igin agagidaki gibi bir rekiirans bagintisi yazilabilir.
uy(x,y)=(1+x)y+xcosh(y)
{um (x.2) = Lo [ (%) = Ly (%) |

elde edilen (3.2.2.4) rekiirans bagintisindan

k>0, (3.2.2.4)
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u =L u,—L" [L‘,”o]

[(1+x)y+xcosh(y)1 dxdx—j;j; {%22[(1+x)y+xcosh(y)]}dxdx (3.2.2.5)

xz x3 X X 62 x2 x3
[y(2—!+§ﬂdxdx—.([.([ {y{y[z—!+§jﬂdxdx (3.2.2.6)

x x4 xS X X az x4 x5
_ ! { y[4—!+5—!ﬂdxdx— l ! {?{ y(4—!+§jﬂdxdx (3.2.2.7)

(3.2.2.8)

olarak ayrisim serisinin ilk dort terimi bulunur. Bulunan wu,,u,,u,,u,,u,, terimleri (2.1.6)

esitliginde yazilarak (3.2.1.1) Helmholtz denkleminin yaklagik ¢6ziimii

u(x,3) =D u, (x,3) =ty +u, +u, +uy +1u, +
n=0

¥ox oxt X X X XX
yl+x+;+—+—+ +—+—+—+—+--t+x.cosh(y)

3174150 61 71 81 9l
olarak elde edilebilir. Boylece (3.2.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu
u(x,y)=yexp(x)+xcosh(y)
olur.u (x, y) fonksiyonunun Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu

ile elde edilen yaklasik ve analitik ¢ozlimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile Mutlak
hata tablolar1 agagidaki sekilde olusturulmustur.
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(a) Analitik ¢6ziim

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 2.1. Helmholtz denkleminin, u (x, y) analitik ¢ozlimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (HPM) ii¢

boyutlu goriiniimii

12.5 F ; 12.5 7
10 / 10
7.5 F 7.5 |

5 5t
2.5 ¢ 2.5
of . 0

-2 0 2 4

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 2.2. Helmbholtz denkleminin, analitik ¢6ziimii ile HPM kullanilarak elde edilen 4 terim i¢in
yaklasik ¢ozlimiin karsilastirilmasi

Tablo 2.1. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢ozlimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

y/x -3 -2 -1 1 2

0.05 6.36675E-4 1.19141E-5 | 1.26229E-8 | 1.51443E-8 | 1.71788E-5
0.10 1.27335E-3 2.38281E-5 | 2.52459E-8 | 3.02886E-8 | 3.43577E-5
0.15 1.91002E-3 3.57422E-5 | 3.78688E-8 | 4.54329E-8 | 5.15365E-5
0.20 2.5467E-3 4.76563E-5 | 5.04918E-8 | 6.05772E-8 | 6.87154E-5
0.25 3.18337E-3 5.95704E-5 | 6.31147E-8 | 7.57215E-8 | 8.58942E-5
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(a) Analitik ¢6ziim

[ 7
7 A
-

boyutlu goriiniimii

12.5 F

(a) Analitik ¢6ziim

iy i
i

7

L7
e

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 2.3. Helmholtz denkleminin, u (x, y) analitik ¢oztimii ile yaklasik ¢oziimiiniin (ADM) ii¢

12.5
10 F
7.5 ¢
5

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 2.4. Helmholtz denkleminin, analitik ¢6ziimii ile ADM kullanilarak elde edilen 4 terim
i¢in yaklagik ¢6ziimiin karsilagtirilmasi

Tablo 2.2. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (ADM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢ozlimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

yix -3 2 -1 1 2

0.05 | 6.36675E-4 | 1.19141E-5 | 1.26229E-8 | 1.51443E-8 | 1.71788E-5
0.10 | 1.27335E-3 | 2.38281E-5 | 2.52459E-8 | 3.02886E-8 | 3.43577E-5
0.15 | 1.91002E-3 | 3.57422E-5 | 3.78688E-8 | 4.54329E-8 | 5.15365E-5
0.20 | 2.54670E-3 | 4.76563E-5 | 5.04918E-8 | 6.05772E-8 | 6.87154E-5
0.25 | 3.18337E-3 | 5.95704E-5 | 6.31147E-8 | 7.57215E-8 | 8.58942E-5
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3.3. Dispersive Denklemine HPM ve ADM’ unun Uygulanmasi
3.3.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim

u, 1, =0,xe(-0,00),t>0 (3.3.1.1)

uy (x,0) = cos(7x) (3.3.1.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan dispersive denklemini [19] goz 6niine alalim. Bu denklem

icin asagidaki gibi bir homotopi kurulabilir.

(1—p){Y—d0}+p[Y+Y"1:0 (3.3.1.3)
Burada Y :%—}; , Y :(237}3, ve p e [0,1] dir. (3.3.1.3) denkleminin genel agilim1 yapilmasi
halinde

Y—uuy+ puy+ pY =0 (3.3.1.4)

denklemi elde edilir. (3.3.1.1) denkleminin ¢6zlimii, (2.2.10) denkleminde de belirtildigi

gibi
Y=Y+ pY+p Y, + p’Y,+ p'Y, +--= ) p"Y, (x,1) (3.3.1.5)
n=0
Y=Y+ pY+ p Yyt p* Vb p* V4o (3.3.1.6)
Y =Y 4 pY 4 pY 4 P 4 Y e (3.3.1.7)

seklinde ele almnabilir. (3.3.1.5)-(3.3.1.7) denklemlerinin (3.3.1.4) denkleminde yerine
yazilmasi halinde

(Yo+le+ P’ Yo+ p Yt pt Zj—dﬁpﬂﬁ p(Yy +pY +p’Y, +p'Y) + p*Y)=0

Y+ pY+ p* Yo+ pP Yo+ p* Yy—ug+ pug+ pY, + p*Y, + p’Y, + p*Y, + pY; =0

elde edilir. Bu denklem p ’nin ayn1 kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse

P’ Yo—u,=0 (3.3.1.8)
p Y +u+Y, =0 (3.3.1.9)
Py, +Y =0 (3.3.1.10)
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P’ :Y3+Y2w:0

(3.3.1.11)
Py Y =0 (3.3.1.12)

bulunur. (3.3.1.8)-(3.3.1.12) denklemlerinin ¢6ziimii ile
Y, =u, =cos(7x), (3.3.1.13)

Pl YHu+ Yy =0= Y = —u- Y,
t
=7, =j (¥, |at (3.3.1.14)
0
= Y, =-r’tsin(7x),
P Y +Y =0Y, =-Y

1
e[
0

‘ (3.3.1.15)
=Y, :J. [ﬂ3tsin(ﬂx)] dt
0
=24 :—%ﬂétzcos(ﬂx),
P, 205 Y, =K,
=7, :J. [%ﬂ%zcos(ﬂx)} dt (3.3.1.16)
0
=7, :%ﬂgfsin(ﬂx),
PrYAY =0= Y, =Y
el 1
=Y = [——ﬂgfsin X }dt
' ! 6 () (33.1.17)

1
=Y = ﬁﬂlzf‘cos (ﬂx) ,

seklinde (2.2.10) serisinin ilk dort terimi elde edilmis olur. (3.3.1.13)-(3.3.1.17) denklem-

leri p —>1 iken (3.3.1.5) denkleminde yerine yazilirsa (3.3.1.1) dispersive denkleminin

yaklagik ¢oziimii
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u(x,t)=1pi£>r11Y=Y0+Y1 +Y, 4 Y, +Y, 4
= cos(ﬂx)—ft sin(ﬂx)—%ftzcos(ﬂx)

+éﬂ9t3sin (72'x) +21—47T12t4c0s (;;x) .

olarak elde edilir. Boylece (3.3.1.1) denkleminin analitik ¢6zlimiiniin kapali formu
u(x,t)= Cos(ﬂx+ 7r3t)

olur.

3.3.2. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.3.1.1) ve (3.3.1.2) esitlikleri ile verilen dispersive denklemini [19] gbz Oniine ala-
lim. Bu denklem asagidaki gibi
L+L u=0 (3.3.2.1)

3

operator formunda yazilabilir. Burada L, =§ ve L = Py} dir. Burada L 'integral
t ' X

t
operatdrii olup L' = j() dt seklinde gosterilir. (3.3.2.1) denkleminin her iki tarafina
0

soldan L' uygulanirsa

L' [Lu]=-L"[Lu] (3.3.22)

elde edilir. Buradan
u(x,t) =u(x,0)— L' [Lmu] (3.3.2.3)
olur. (3.3.2.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintisi yazilabilir.

u (x,O) =u, = cos (ﬂx)

L , k>0, (3.3.2.4)
U, (x,t) = —J.[Lmuk (x,t):l dt
0

elde edilen (3.3.2.4) rekiirans bagintisindan

XXX

uy=—L" (L u,)= I [Lm cos (ﬁx)] dt = —7’tsin(7x)
0

u2 = _L_l (Lxxxul) ==

t

[Lm (—7r3tsin(7rx) )J dt = —%ﬂ'étz cos(7x)

S N
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u, =—L' (L u,)= _[ L. (—%7[612 cos(7x) ﬂ dt = ézz9t3 sin(7x)
0

u,=—L" (L uy)= _[ L. (%7[913 sin(7x) ﬂ dt = 21—472121‘4 cosu(7zx)
0

olarak ayrisim serisininin ilk dort terimi  bulunur. Bulunan w,u,,u,,u,,u,, terimleri

(2.1.6) esitliginde yazilarak (3.3.1.1) dispersive denkleminin yaklagik ¢6ziimii

u(x,t)ziun (x,t): Uy +u +uy, +u, +u, +--
n=0
=cos(zx)—n’tsin(7x) —%7[612 cos(zx)+ %7[913 sin (7x)

+ Lizlzt4 cos(zx)+--
24

olarak elde edilebilir. Boylece (3.3.1.1) denkleminin analitik ¢dziimiiniin kapali formu
u(x,t)= Cos(fzx+ 7r3t)
olur. u (x, t) fonksiyonunun Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu

ile elde edilen yaklasik ve analitik ¢ozlimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile mutlak

hata tablolar1 agagidaki sekilde olusturulmustur.

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 3.1. Dispersive denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢oziimiiniin (HPM) ii¢

boyutlu goriiniimii
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0

0.02

(a) Analitik ¢6ziim

0.04

0

yaklasik ¢ozlimiin karsilagtirilmast

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 3.2. Dispersive denkleminin, analitik ¢6ziimii ile HPM kullanilarak elde edilen 4 terim igin

Tablo 3.1. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢6ziimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.005 | 4.26943E-8 6.60713E-8 | 8.93831E-8 | 1.12607E-7 | 1.35719E-7
0.010 | 1.97985E-6 2.72572E-6 | 3.46890E-6 | 4.20865E-6 | 4.94425E-6
0.015 | 1.96637E-5 2.53046E-5 | 3.09205E-5 | 3.65058E-5 | 4.20552E-5
0.020 | 1.02192E-4 1.25839E-4 | 1.49361E-4 | 1.72736E-4 | 1.95940E-4
0.025 | 3.70163E-4 4.41867E-4 | 5.13136E-4 | 5.83898E-4 | 6.54084E-4

(a) Analitik ¢6ziim

boyutlu gériinimii
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0.002

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 3.3. Dispersive denkleminin, u (x,t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (ADM) ii¢




(a) Analitik ¢6ziim

0

0 0.02 0.04

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 3.4. Dispersive denkleminin, analitik ¢6ziimii ile ADM kullanilarak elde edilen 4 terim i¢in
yaklasik ¢ozlimiin karsilastirilmasi

Tablo 3.2. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (ADM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢ozlimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.005 | 4.26943E-8 6.60713E-8 | 8.93831E-8 | 1.12607E-7 | 1.35719E-7
0.010 | 1.97985E-6 2.72572E-6 | 3.46890E-6 | 4.20865E-6 | 4.94425E-6
0.015 | 1.96637E-5 2.53046E-5 | 3.09205E-5 | 3.65058E-5 | 4.20552E-5
0.020 | 1.02192E-4 1.26839E-4 | 1.49361E-4 | 1.72736E-4 | 1.95940E-4
0.025 | 3.70163E-4 4.41867E-4 | 5.13136E-4 | 5.83898E-4 | 6.54084E-4

3.4. Klein-Gordon Denklemine HPM ve ADM’ unun Uygulanmasi
3.4.1 Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim

(3.4.1.1)
u(x,O) =0, u, (x,O) = (x+1) (3.4.1.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan Klein-Gordon denklemini [15,26] g6z oniine alalim. Bu

denklem i¢in asagidaki gibi bir homotopi kurulabilir.

(l—pﬂ?—¢J+p[Y—Y“+Y}=O (3.4.13)
. 0Y _. 0 , .
Burada Y = e Y = P ve p 6[0,1] dir. (3.4.1.3) denkleminin genel ac¢ilim1 yapilmasi
X
halinde

Y—uy+ pu,—p¥ +pY =0 (3.4.1.4)
denklemi elde edilir. (3.4.1.1) denkleminin ¢6ziimii, (2.2.10) denkleminde de belirtildigi
gibi
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Y=Y, +pY +p’Y, + p’Y,+ p*Y, 4+ =D p"Y, (x,1) (3.4.1.5)

Y=Yo+pYi+p* Yotk p* Vit p* Vit--- (3.4.1.6)
Y =Y, +pY +p’Y. + pY, + p'Y, +--- (3.4.1.7)

seklinde ele alinabilir. (3.4.1.5)-(3.4.1.7) denklemlerinin (3.4.1.4) denkleminde yerine
yazilmasiyla

(Yo+pf1+p2 )"’2+p3 I"/3+p4 ﬁ)—dﬁpt)‘o—p(YJ +pY +p’Y, +pY, +p4Y;)
+p(Y,+ pY,+pY, + pY,+ p'Y,) =0,
Yo+pY|+p2 }"’2+p3 i’3+p4 Y4—1/.l'0+p1/20—p}6" -p’Y -pY,-p*Y,

+pY,+p’Y, +p’Y, + p'Y, =0,

elde edilir. Bu denklem p ’nin ayni kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse

P’ Yo—u, =0 (3.4.1.8)
P Y i+u~Y, +Y,=0 (3.4.1.9)
PrYa-Y +Y =0 (3.4.1.10)
P Y=Y, +Y,=0 (3.4.1.11)
Pt Y=Y, +Y,=0 (3.4.1.12)

denklemleri elde edilir. (3.4.1.8)-(3.4.1.12) denklemlerinin ¢6ziimii ile
po:YO:uO:(x+l)t (3.4.1.13)

P Yitu =Y, +Y, =0=Y =—u+Y, Y, :>){=” [—uoﬂg —Z,}dtdt
00 (3.4.1.14)

=Y =—1~(x+1),

1
6
P iYa-Y +Y,=0=Ya =Y Y, =Y, =[[[¥ -¥ |dtat
00 (3.4.1.15)
1
SYZ :ats(x-Fl),
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p3:Yg—Yz"+y;=0:>Y3=Y;'—YZ:ygzjj[y;'—yz]dtdt
00

(3.4.1.16)
1
=¥ ==t (+1).
Pl ViV +Y, =0 Y=Y, - Y, =¥, = [ [V -V, ] dedt
00
1
=Y, == (x+1), (3.4.1.17)

seklinde (2.2.10) serisinin ilk dort terimi elde edilmis olur. (3.4.1.13)-(3.4.1.17) denklem-
leri p —1 iken (3.4.1.5) denkleminde yerine yazilirsa (3.4.1.1) Klein-Gordon denklemi-
nin yaklasik ¢oziimii

u(x,t)=lirr11Y=Y0+Y1 +Y, +Y, +Y, +---
P>

1 1 1 1
:t(x+1)—§t3(x+1)+§t5 (x+1)—%t7(x+1)+at"(x+l)—---

£
=(x+1)|t——+———F+—+-
3151 71 91

olarak elde edilir. Boylece (3.4.1.1) denkleminin analitik ¢6zlimiiniin kapali formu
u(x,t) = (x+1)sint

olur.

3.4.2. Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.4.1.1) ve (3.4.1.2) esitlikleri ile verilen Klein-Gordon denklemini [15,26] goz

oOntine alalim. Bu denklem asagidaki gibi
Lu=u_—u (3.4.2.1)

2 2

operatdr formunda yazilabilir. Burada L, =— ve L, = ;—2 dir. Burada L' integral
X

tt
operatdrii olup L' = jj() dtdt seklinde gosterilir. (3.4.2.1) denkleminin her iki tarafina
00

soldan L' uygulanilirsa
L' Lu]=L'u, ~u] (3.4.22)

elde edilir. Buradan

32



w(x,t)=u(x,0)+a,(x,0)+ L, [u, —u] (3.4.2.3)
olur. (3.4.2.3) denklemi igin asagidaki gibi bir rekiirans bagmtist yazilabilir.

4, (x,0) = (x+1) = 1, (x,0) = (x+1)1

{ukﬂ =L, [ (), ~(u,)]

elde edilen (3.4.2.4) rekiirans bagintisindan

, k>0, (3.4.2.4)

u, :u(x,0)=t(x+1)

!

S SN

[@Qn—@g]mm=—%f(pn)

U

1

[(w),, —(u)]drdt = §t5 (x+1)

<

N

I
S —
S —

<

w

I
o t—
© L

U%Lf{%ﬂmm:—%ﬂu+n

<

N

I
O e
O Ly

(1), = () Jde =5 £ )

olarak ayrisim serisinin ilk dort terimi bulunur. Bulunan u,u,,u,,u,,u,, terimleri (2.1.6)

esitliginde yazilarak (3.4.1.1) Klein-Gordon denkleminin yaklasik ¢6ziimii

0
u(x,t) :Zun(x,t) =uytu, +u, Fuytu, +o
n=0

1 1 1 1
:t(x+1)—§t3(x+1)+§t5(x+l)—%t7 (x+1)+at9(x+l)—---
3 5 7 9
:(xﬂ){t_t_g__t_g__..}
3t 5171 9l

olarak elde edilebilir. (3.4.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu
u(x,t) = (x+1)sint
olur.u(x,t) fonksiyonunun Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu

ile elde edilen yaklasik ve analitik ¢ozlimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile Mutlak
hata tablolar1 agagidaki sekilde olusturulmustur.
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1 1
(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 4.1. Klein-Gordon Denkleminin, u (x, t) analitik ¢6zlimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin (HPM) ii¢

(a) Analitik ¢6zim

boyutlu gériintimii

0.1 0.1 [
0.09 0.09
0.08 0.08
0.07 0.07 |
0.06 0.06
. ) ) falal ,/'/ )
0.4 0.6 0.8 1 0.4 0.6 0.8 1
ffffffff Yak Coz.

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 4.2. Klein-Gordon Denkleminin, analitik ¢dziimii ile HPM kullanilarak elde edilen 4 terim
i¢in yaklagik ¢6ziimiin karsilagtirilmasi

Tablo 4.1. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢ozlimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9

1.1 8.51104E-8 | 9.929550E-8 | 1.13481E-7 1.27666E-7 | 1.34758E-7
1.3 5.32979E-7 | 6.218090E-7 | 7.10638E-7 7.99468E-7 | 8.43883E-7
1.5 2.56323E-6 | 2.990430E-6 | 3.41764E-6 3.84484E-6 | 4.05845E-6
1.7 1.01147E-5 | 1.118005E-5 | 1.34863E-5 1.51721E-5 | 1.60150E-5
1.9 3.42233E-5 | 3.992710E-5 | 4.56310E-5 5.13349E-5 | 5.41868E-5
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(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 4.3. Klein-Gordon Denkleminin, u (x, t) analitik ¢6ziimii ile yaklasik ¢6zliimiiniin (ADM) ii¢

(a) Analitik ¢6ziim

boyutlu goriiniimii

0.1 0.1
0.09 0.09
0.08 0.08
0.07 0.07
0.06 0.06

0.4

0.6

(a) Analitik ¢6ziim

0.8 1

(b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 4.4. Klein-Gordon Denkleminin, analitik ¢6zlimii ile ADM kullanilarak elde edilen 4 terim

i¢in yaklagik ¢6ziimiin karsilagtirilmasi

0.4 0.6

0.8 1

Tablo 4.2. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢6zlimiiniin kullanilmastyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9

1.1 8.51104E-8 | 9.929550E-8 | 1.13481E-7 1.27666E-7 | 1.34758E-7
1.3 5.32979E-7 | 6.218090E-7 | 7.10638E-7 7.99468E-7 | 8.43883E-7
1.5 2.56323E-6 | 2.990430E-6 | 3.41764E-6 3.84484E-6 | 4.05845E-6
1.7 1.01147E-5 | 1.118005E-5 | 1.34863E-5 1.51721E-5 | 1.60150E-5
1.9 3.42233E-5 | 3.992710E-5 | 4.56310E-5 5.13349E-5 | 5.41868E-5
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3.5. Lineer Olmayan K(2,2) Denklemine HPM ve ADM’ unun Uygulanmasi
3.5.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile Coziim

ut-i-(uz)x-i-(uz)m =0 (3.5.1.1)

u(x,0)=x (3.5.1.2)

baslangi¢ kosulu ile verilmis olan lineer olmayan K(2,2) denklemini [1] goz 6niine alalim.

Bu denklem i¢in agagidaki gibi bir homotopi kurulabilir.
(1_p){y_%}p{y+(yz) +(r?) }o (35.13)
. 0Y . . .
Burada Y :E ve p € [0,1] dir. (3.5.1.3) denkleminin genel agilim1 yapilmas1 halinde

Y—ﬂ0+pd0+p(Y2)x+p(Y2) =0 (3.5.1.4)

XXX

denklemi elde edilir. (3.5.1.1) denkleminin ¢6ziimii, (2.2.10) denkleminde de belirtildigi
gibi

Y=Y, +pY+p’Y,+ p’Y,+ p'Y, +--= > p'Y, (x,t) (3.5.1.5)
n=0
Y=Y+ pY+p Y+ P Y+ p' Y+ (3.5.1.6)

seklinde alinabilir. (3.5.1.5)-(3.5.1.6) denklemlerinin (3.5.1.4) denkleminde yerine yazil-
mastyla

Y—d0+pd0+p(Y2)x+p(Y2) =0

XXX

(Yo+le+p2Z+p31€+p4ﬂj—%+p%+p((%+pY1 +p2Y2)2)

X

ep((PY+p ) ) +p((TorpY 4P T p ) ) =0,

(YoerYlerz Y+ p' Yt pt Zj—uo+puo+(pn2 +2p° VY + PR +2p° Y)Y, )

+(2p'NY, +2p'VY,) +(pY¥] +2p° XY + Y +2p° Y)Y, +2p VY, +2p'YY,) =0,
Yo+ pYi+ p* Yo+ p’ Yy p* Y—ug+ puy+(p¥y +2p° Y%, + p'Y +2p°Y,Y, )

+(2p' VY, +2p* 88, ) +(p¥ +2p° N Y+ p Y+ 2PN, Y, +2p*YY, +2p YY) =0,

X XXX

Yo+ pYt Yo+ PP Yok p* Y—ug+ pugt (pYy) +(20°1Y) +(p°F)

X X

+H200%) +(20'7) +(20'%) +(pX) +(20°%7) +(p'F)

X X X XXX XXX XXX

+2rny,) +(2pn) +(20') =0,

XXX XXX

elde edilir. Bu denklem p ’nin ayni kuvvetten terimlerine gore yeniden diizenlenirse
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P’ Y—u, =0

perus(02) 407 =0

P+ (241) +(25Y), =0

LY () +(205) + (1) +(2%7),, =0

phYH(20Y,) +(20Y) +(20,), +(20Y,),,, =0
bulunur. (3.5.1.7)-(3.5.1.11) denklemlerinin ¢o6ziimii ile
Prideu (1) +(1) = 0= Y =—u (1), - (%),
== [ [ (5),-(),, |
0
=y =] [-(1),-(),, ]
0

=Y =2,

P L+ (2hY) +(2LY)  =0=Y,=—(2%%) —(2%Y)

=7, =-(21%) - (25%), - (2%) - (20K,

t
0
1

(3.5.1.7)
(3.5.1.8)

(3.5.1.9)

(3.5.1.10)

(3.5.1.11)

(3.5.1.12)

(3.5.1.13)

(3.5.1.14)

_(2YoYz)m]dt (3.5.1.15)

seklindé (2.2.10) serisinin ilk dort terimi elde edilmis olur. (3.5.1.12)~(3.5.115) denklemleri

p — 1 iken (3.5.1.5) serisinde yerine yazilarsa (3.5.1.1) lineer olmayan K(2,2)

denkleminin asagidaki yaklasik ¢oziimii
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u(x,t):LiE}Y:YO+Yl+Y2 +Y3+Y;+...
= (x) +(—20x) +(467x) + (=8¢ "x ) + (16¢*x ) +---
=1 (20)  (20)" +(20) +(-20)' 4]

olarak elde edilir. Boylece (3.5.1.1) denkleminin analitik ¢6ziimiiniin kapali formu

u(x,t)

T 142t

olur.

3.5.2 Adomian Ayrisim Metodu ile Coziim
(3.5.1.1) ve (3.5.1.2) esitlikleri ile verilen lineer olmayan K(2,2) denklemini [1] goz

Ontine alalim. Bu denklem asagidaki gibi

Lu=—(u*) —(u) (3.5.2.1)
operator formunda yazilabilir. Burada L, = 2 ve lineer olmayan terim ise
t

N (u) = —(uz) - (uz) olarak ifade edilmektedir. Burada L' integral operatdrii olup

L'= .[ () dt seklinde gosterilir. (3.5.2.1) denkleminin her iki tarafina soldan L' uygu-
0

lanirsa

'L (en)]=6'-(w) ~(«*) =" [N (w)] (3.5.2.2)
elde edilir. Buradan

u (x,t) =u (x,O) +L' [—(uz )x —(u2 )m:| =u (x,O) ~-L' [N(u):l (3.5.2.3)
olur. Boylece N (u) = —(uz )x - (u2 )m = —{i A, + iBn } , seklinde tanimlanarak

A, ve B, Adomian polinomlarinin ilk {i¢ terimi (2.1.9) ifadesinde de belirtildigi gibi

A4 =(), Bi=()..

A = (2ugu ) B, =(2uyu,)

4, = (2u2u0 +u) )x ve B,= (2u2u0 +ul )m (3.5.2.4)
4, = (2u1u2 +2u,u, )x B, = (2u1u2 +2u,u, )m
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olarak alinabilir. (3.5.2.3) denklemi i¢in asagidaki gibi bir rekiirans bagintis1 yazilabilir.
u (x, 0) =X

v ()= () +( ) ] " (3:5.2.5)

Elde edilen (3.5.2.5) rekiirans bagintist kullanilarak

Uy =X
u, = —j. [4,+B,]dt = —j [(uo2 )x +(u02 )m] dt = -2tx
0 0
u, = —j [A4 +B]dt= —j [(2u0u1) +(2u0u1 )m}dt =4t7x
0 0
u, = —j [4,+B,]dt= —j. [(2u2u0 +u,2) - (2u2u0 +ul )m] =-8'x
0 0
u, = —j [4,+B,]dt = —j [(2u1u2 +2u,u, )x + (2u1u2 + 2u,u, )m} =16t"x
0 0

olarak ayrisim serisinin ilk dort terimi bulunur. Bulunan wu,,u,,u,,u,,u,, terimleri (2.1.6)

esitliginde yazilarak (3.5.1.1) lineer olmayan K(2,2) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

u(x,l):iun (x,t):u0+u1 +u, tu,+u, -
n=0

=x—2xt+4xt> —8xt> +16xt* —---

=x[1=(20)' +(20)" = (20) +(20)" =+ ]

olarak elde edilebilir. Boylece (3.5.1.1) denkleminin analitik ¢oziimiiniin kapali formu

u)=1y

olur. u (x, t) fonksiyonunun Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu

ile elde edilen yaklasik ve analitik ¢oziimleri i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile mutlak

hata tablolar1 agagidaki sekilde olusturulmustur.
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0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.01

0.05
0.04
.03 ¢
0.02
0.01
0.01

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 5.1. Lineer olmayan K(2,2) Denkleminin, u (x, l) analitik ¢oziimii ile yaklagik ¢6ziimiiniin

(ADM) ii¢ boyutlu goriintimii

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 5.2. Lineer olmayan K(2,2) Denkleminin, analitik ¢oziimii ile HPM kullanilarak elde edilen
4 terim i¢in yaklasik ¢6ziimiin karsilastiriimasi

Tablo 5.1. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢6ziimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.02 | 9.84615E-10 | 1.969230E-9 | 2.953850E-9 | 3.93846E-9 | 4.923080E-9
0.01 3.13726E-11 | 6.27451E-11 | 9.41177E-11 1.2549E-10 | 1.56863E-10
-0.01 | 3.26531E-11 | 6.53061E-11 | 9.79592E-11 | 1.30612E-10 | 1.63265E-10
-0.02 1.06667E-9 | 2.133333E-9 | 3.200000E-9 | 4.266670E-9 | 8.53333E-4
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0.05

0.05
0.04 0.04
9.03 9.03
0.02 0.02
0.01

0.01
0.01

0.01

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 5.3. Lineer olmayan K(2,2) Denkleminin, u (x,t) analitik ¢6ziimii ile yaklagik ¢oziimiiniin
(ADM) {i¢ boyutlu goriintimii
0.045
0.04 0.05
0.035 -
0.03 0-04
0.025 - 0.03
0.02
0.015 - 0.02
0.01 [ o
0.03 0.04 0.05 02 0.03 0.04 0.05

(a) Analitik ¢6ziim (b) Yaklasik ¢6ziim
Sekil 5.4. Lineer olmayan K(2,2) Denkleminin, analitik ¢6ziimii ile ADM kullanilarak elde edilen
4 terim i¢in yaklasik ¢6ziimiin karsilastiriimasi
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Tablo 5.2. n =4 durumunda, iterasyon formiilii ile (HPM) hesaplanan 4 terim ile
analitik ¢6ziimiiniin kullanilmasiyla elde edilen mutlak hata tablosu

t/x 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.02 | 9.84615E-10 | 1.969230E-9 | 2.953850E-9 | 3.93846E-9 | 4.923080E-9
0.01 3.13726E-11 | 6.27451E-11 | 9.41177E-11 1.2549E-10 | 1.56863E-10
-0.01 | 3.26531E-11 | 6.53061E-11 | 9.79592E-11 | 1.30612E-10 | 1.63265E-10
-0.02 1.06667E-9 | 2.133333E-9 | 3.200000E-9 | 4.266670E-9 | 8.53333E-4
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4. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alismada, Homotopi pertiirbasyon metodu ve Adomian ayrisim metodu; KdV,
Helmholtz, Dispersive, Klein-Gordon ve lineer olmayan K(2,2) denklemlerine basarili bir
sekilde uygulanmistir. Bu denklemlere Adomian ayrisim metodu ve Homotopi
pertiitbasyon metodu i¢in Mathematica programi kullanilarak  elde edilen ¢6ziim
fonksiyonlarinin, {i¢ boyutlu ve iki boyutlu grafikleri c¢izilerek sayisal veri tablolari
yapilmistir.

Bu c¢alismada her iki metot ile bulunan ¢6ziimler, analitik ¢6ziime ¢ok yakin
degerler almistir. Her iki metotta da ii¢ boyutlu, iki boyutlu ve saysal veri tablolarinin
incelenmesi ile birka¢ terim yaklasimini kullanarak bile ¢ok iyi sonuglar elde edildigi
gorilmiistiir. Ayrisim serilerine yeni terimler eklemekle hatanin daha da kiictldiigi
gozlenebilir. Sayisal ve analitik ¢ozlimler i¢in Mathematica programi kullanilarak, ¢6zim
grafiklerinin hemen hemen ayni oldugu goriilmektedir.

Sayisal ¢oziim ile analitik ¢oziim arasinda karsilastirmalar yapilmistir. Bu
karsilastirmalara gore, Homotopi pertiirbasyon metodu ile elde edilen sayisal degerlerin
hata miktari, Adomian ayristm metoduna gore elde edilen sayisal degerlerin hata miktari

ile ayn1 oldugu bilinmektedir.
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5. ONERILER

Homotopi pertiirbasyon metodu herhangi bir varsayim ve sinirlama olmadan sadece
bir baglangi¢ kosulunun verilmesi ile lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlere
kolaylikla uygulanabilmektedir. Bu metotla elde edilen yaklasik ¢oziimler lineer olmayan
denklemlerin analitik ¢oziimlerine hemen hemen 6zdestir. Homotopi Pertiirbasyon metodu,
lineer olmayan diferensiyel denklemler i¢in ¢ok daha iyi yaklagimlar vermekte olup bazen
de benzer ¢oziimler vermektedir. Ayrica Homotopi pertiirbasyon metodu kullanilarak
analitik ¢oziimleri elde etmede hatalarin ¢ok az oldugu goriilmektedir. Bundan dolay1 bu
metodun yaklagik c¢oziimleri bulmada etkili ve verimli bir teknik oldugu

savunulabilmektedir.
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