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-1
NOTASYON LISTEST

Dojal sayilar cimlesi

Reel sayllar\cﬁmlesi

Kompleks sayilar climlesi

Deyigtirme operatdri

R lizerinde tanimli bilitiin diziler uzayi

R {izerinde tanimli yakinsak diziler uzay:l
R lizerinde tanimli sifir diziler uzayl

R {izerinde tanamli sinirli diziler uzayl

R lizerinde tanimli, DX-XECg4 Szelligini
gercgekleyen sinirla diziler uzayi

:ﬁ: a 1%k ddniisiim dizisinin n-inci terimi
k=1

(3, (x)) dizisi

2 matrisinin yakansaklik alani; yani
{x=(xk) : Axec} climlesi

lim sup x,

lim inf Xn

i f . 1 kB
in lim sup - E;& xni+k

nl,nzl...,np k—>°° p

alt lineer fonksiyoneli

x=(xk)€E = Dx~-x€E olacak sekilde m'nin lineer

alt uzayi

L: E - R lineer fonksiyonellerin climlesi




{E,d}

liall

—ii-

@, L lizerinde alt lineer bir fonksiyonel olmak
{izere, her xeE ig¢in L(x)<s@(x) kosulunu gergek-
leyen L lineer fonksiyonellerin climlesi.

{m,@#} nin herhangi bir L elemani

A-lim sup X,

Regliler matrisler sinifi
(a=(a)eT : ; la |~ 13

+
{A=(ap)e T = z;:Iank_ an,k+ll > 0J

Regiiler Hausdorff matrisleri sinif1

Negatif olmayan regiler Hausdorff matrisleri
sinifi

Reel x=(xn) dizisinin cekirdegi

A matrisinin Ky-siniri; yani sgp é;;[ankl
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ONSOZ

Bu c¢aligmada, beg bdlim halindé Banachrlimitleri ince~-
lenmigtir.

¢aligmanin birinci b&limiinde temelitanlm ve teoremler,
ikinci boliunde Banach limiti kavraminin ilk ¢ikigi, tanim
ve Ozellikleri verilmistir. Ugiincli bdliim Banach-Hausdorff
limitleriﬁe ve ddrdiincii bsliim Banach-Hausdorff limitlerinin
genellesgtirilmelerine ayrilmigtir.

Son olarak beginci bdliimde sinirli bir dizi ig¢in {m,@}
nin B-@ limitleri; sinirli diziler {izerinde, regliler matris
ddnilisiimleri altainda invariyant kalan B-¢ limitleri ve tek

limitler incelenmigtir.




BOLUM 1
TANIMLAR VE NOTASYONLAR
1.1. Lineer ve Normlu Uzaylar.

1.1.1. Lineer (Vektdr) Uzay.

X bos olmayan bir clinle ve R reel sayilar cismi verilmig

olsun.
+ : XxX » X
. : RxX = X
fonksivonlari agagidaki Ozellikleri sajliyorsa X cimlesine R
dzerinde bir reel lineer (vektdr) uzay adi verilir:
ller a,peR ve X,y,zeX igin
(L1) X+y=y+X
(L2) (x+y)+z=x+(y+z)

(u3) x+0=x olacak gekilde bir 0eX vardir.

(L4) Her xeX ig¢in x+(-x)=0 olacak sekilde bir -xeX

vardir.
(L5) 1.x=x
(L6) a. (X+y)=a.xta.y
(L7) (a+B8) X=a.X+B.X

(L3) a. (B.x)=(aB) .x

Burada R yerine C kompleks sayilar cismi alindiginda X
cdmlesine C izerinde bir kompleks lineer (vektOr) uzay adi ve-
rilir.

Kolayca gOrilebilecedi gibi x=(xk), yz(yk) (k=1,2,...)

iki dizi ve o skaler olmak lizere; x+y=(xk+yk), ve ux=(axk)




olarak tanimlanirsa, biitiin reel diziler uzayi olan s, R lize-

rinde bir lineer uzay olur.

1.1.2. Lineer Alt Uzay.
X bir liheer uzay ve M, X in bir alt climlesi olsun. x,yel
ve o, skaler olmak uUzere
o.X+B.yeM
kosulu gercekleniyorsa M ye X in lineer bir alt uzavi adlrveri~

lir.

1.1.3. Normlu Uzay .

X reel (veya kompleks) bir lineer uzay ve
I

fonksiyonu verilmis olsun. EJer her x,yeX ve A skaleri igin

| : x » R

(N1) [ x[=0 = x=0
(2)  faxf=af =]

(N3) Ix+y] < Il + vl

bzellikleri saglaniyorsa | .| £fonksiyonuna norm ve (X, b1

ikilisine de normlu uzay adi verilir.

Buna gbre c, ¢ m ve mg lineer uzaylara

OI
x| = sup |x
: n

ile normlanmigstar: {[8; Sh. 95],[4]}.

nl

LINEER DONUSUM: X ve Y lineer uzaylar olsunlar.
f ¢+ X » Y
fonksiyonu; her x,yeX ve her a,B skalerleri igin
f(ax+By) = af(x) + BE(y)

6zellijini gergekliyorsa, f ye lineer diniliglim denir.




KONVEKS CUMLE: C lineer bir uzayin bir alt climlesi olsun.
Ejer a0, 830 ve a+p=1l olmak {izere x,yeC ic¢in ax+pyeC ise

¢ ye konvekstir denir. [8; Sh. 80].

©1.2. Matris DOnligimleri.
A=(ank) (n,k=1,2,...) bir sonsuz matris olsun. x= (%))
(k=1,2,...) dizisinin Ax matris donliglimii ; ég; ankxk" her n

igin mevcut olmak lzere

An(x)= ég% 4nk*k
matris garpimi olarak tanimlanir. Burada Ax=(A_ (X)) dizisine
x= (xy) dizisinin A=(ank) matrisi ile yapilan doéniisini adi ve-
rilir. Bu ddnisiimiin lineer oldugu agiktir.

ICGENSEL MATRIS: Bir A=(a ) matrisinde k>n igin a_ ;=0
(n,k=1,2,...) ise bu métrise alt yari-matris; k<n ig¢in ank=0
ise ﬂs£ yari-matris adi verilir. |

TRANSLASYON MATRIS: D=(dnk) matrisinde k=n+l1 ig¢in dnk=l
ve k#n+l igin d,,=0 ise bu D matrisine translasyon matris adai
verilir.

BIR MATRISIN SINIRI: j%: |ank| yakinsak olmak iizere

2] = sup kz;l Iankll
ya A matrisinin K . -siniri (satir siniri) denir.
|2l ve |B|| ile sirasiyla A ve B nin K -sinirlarini
gosterirsek ;
|a+B] < |2l + B ve [aB] < |a] |B]

oldugu agiktir. Ayrica I birim matrisi igin |Ii= 1 ve u ska-

ler olmak izere | Al =|u| faf] dar. [3; sh. 25].




1.3. Temel Tanim ve Teoremler.

1.3.1. Lineer ve Alt Lineer Fonksiyonel.
X bir lineer uzay olmak lzere
f:X - C
déniisiimiine bir fonksiyonel adi verilir. Ejer her x,veX igin
f(x+ty)sE(x)+E(y)
egitsizligi gergekleniyorsa f£ fonksiyoneline alt toplamsal;
esitsizlik yerine esitlik hali gecerliyse toplamsaldair denir.
Ejer her xeX ve her az0 skaleri igin
flox)=af(x)
gerc¢ekleniyorsa f fonksiyoneline homojendir denir.

Alt toplamsal ve homojen olan bir fonksiyonele alt lineer;
toplamsal ve homojen olan bir fonksiyonele lineer fonksiyonel
ad1 verilir. [9; Sh. 55].

Biz bu g¢aligmamizda reel lineer fonksiyonelleri kullanacagiz.

$imdi gallgmamlzda sikga kullanacagimiz Onemli bir teoremi

ve bu teoremin bir sonucunu verelim.

1.3.2. TEOREM (Hahn-Banach). X bir reel lineer uzay ve M
bunun bir alt uzayi olsun. g, X lizerinde alt lineer bir fonksi-
yonel olmak lzere, ejer M dzerinde f bir lineer fonkgiyonel ve

f(x)sq(x)
ise; bu taktirde X Uzerinde
g (x)sq(x)
olacak gekilde, f'in X'e bir g lineer genisglemesi vardair. [8;

Sh. 121].




1.3.3. SONUC. X bir reel lineer uzay ve q, X {izerinde alt
lineer bir fonksiyonel olsun. Bu taktirde her xeX icin
F (x) <q (x)
olacak sekilde X de tanimli bir F(x) lineer fonksiyoneli mev-
cuttur. [l; Sh. 29].
Bir X lineer uzayi lizerinde bir lineer fonksiyonelin var-
11jindan sdzedebilmemiz igin, bu sonug¢gtan dolayi bir alt lineer

fonksiyonel inga etmemiz yeterli olmaktadar.

1.3.4. A-toplanabilirlik. Bir A=(ank) matrisi verilmisg
olsun. Her n igin An(x)=2;:ankxk mevcut ve n-= igin A (x)-~a
ise (xk) dizisi a'ya A-toplanabilirdir (veya A-limitlenebilir)
denir ve A-lim X, =a (veva lim Ax=a) yazilir.

Bir A matrisinin yakinsaklik (veya toplanabilirlik) alani
Ca ile gbsterilir ve Ax yakinsak olacak gekilde biitin x=(xy)
dizilerinin sinifi ; yani

cp={x=(xy) : Axec}

olarak tanimlanir.

1.3.8. TEOREM. A=(a ;) olsun. Ax'in bilitin sinirli diziler
ig¢in var olmasinin gerek ve yeter kogulu Ax'in sifira yakinsa-
yan bitlin diziler ig¢gin var olmasidir. Ax'in her iki siniftaki
diziler ig¢in var olmasinin gerek ve yeter kosulu ise her n ig¢in

00

}Z:|ank|'n1n yakinsak olmasidir. [9;Sh. 5].
k=1

1.3.6. TEOREM. Bir A matrisinin biitliin sinirli dizileri yi-

ne sinirli dizilerin igine ddniigtlirmesi igin gerek ve yeter ko-




sul A matrisinin sifira yakinsayan biitiin dizileri.sinirli dizi-
lerin ig¢ine ddnistirmesidir. A=(a,K) ise, A'nin her iki sinaif-
taki dizileri sinirli dizilere déniistlirmesi i¢in gerek ve yeter
kosul her n igin EillanklsK olacak gekilde bir K sabitinin var
olmasidir. [9; Sh.—S].

vakinsak bir diziyi limitini degigtirmeksizin yine yakinsak
bir diziye ddnigtliren bir A matrisine REGULER matris denildigi-
ni biliyoruz.

Regliler matrislere iligkin en Snemli teoremlerden birisi

gilverman-Toeplitz teoremidir.

1.3.7. TEOREM (Silverman-Toeplitz). A=(ank) matrisinin re-

gliler olmasi ig¢in gerek ve yeter kogullar

(1) Jla] = sup . lapgl<=
n k=1
(ii) Her k ve n»« igin ank+0 '
(iid) };‘-ank + 1 (n~>o)
olma51d1r.[8; Sh. 165].

1.4. Bir Dizinin Cekirdegi.

Ry s (xy) (k=1,2,...) dizisinin L2 SR ST YRRE elemanla-
rini iceren kompleks diizlemin en kiigiik konveks kapali bilgesi
olsun. Rl:)R2:3R3:3... olduju ag¢iktir. Buna godre konveks ve
kapali olan

R=NR (i=1,2,...)

cumlesine (xk) dizisinin g¢ekirdegi denir.




Bir reel (x.) dizisi igin
L¥ (x)=1im sup X, ve L*(x)=lim inf xp
alalim. Buna ydre bir reel (xk) dizisinin gekirdeqi onun bilitlin
limit noktalarinl iceren A=(L*(x),L*(x)) aralijadar. Ax doni-
siin dizisinin ¢ekirdeyi de A'=(L*(Ax),L*(Ax)) araligidair. [3;
Sh. 137-133].

Dizilerin c¢ekirdegine iligkin &nemli iki teoremi ispatsiz

olarak ifade etmemiz yerinde olacaktar.

1.4.1. TEOREM (Cekirdek teoremi). EJer A=(ank) negatif ol-
mavan regiler bir matris ise AX dOnlgim dizisinin A' g¢ekirdegi

reel x=(x)) dizisinin & g¢ekirdejinde kapsanir. [3; sh. 1338].

1.4.2. TEOREM. A=(a, ) regiler bir matris olsun. Sinirli
her x=(x)) dizisinin ¢ekirdeginin Ax déniisiim dizisinin gekir-
degini igermesi ig¢in gerek ve yeter kosgul

0O

lim
nre« kK=

e

dir. [3; sh. 149].




BOLUM 2
BANACH LIMITLERI

Bu b&limde Banach limiti kavraminin ilk ¢ikisi, baza Bzel~-
likleri incelenecek ve hemen hemen yakinsaklik kavramina da

yer verilecektir.

2.1. Banach Limitleri.
2.1.1. x=(xn) sinirli bir dizi; p pozitif bir tam sayi ve

N, ,n,,n0 ,...,np tam sayilarin keyfi bir alt clmlesi olmak lzere

3

]_)
. . 1 ,
q(x)=q(xn)= inf lim sup - Eé;xni+k (2.1.1)

}:)
n n e ee gl k >
] ’ 2 ’ I, 5

tanimliyalim. Bu sekilde tanimlanan ¢(x) fonksiyoneli m sinirla
diziler uzayl lzerinde alt lineerdir. [9; Sh. 56].

Buna gdre x,vem ve o300 ig¢in

qlax)=aq(x) , q(xt+ty)<qx)+qly) (2.1.2)

dir.

Hahn-Banach teoremi uyarinca m lzerinde L(x)sq(x) kosuluna
uygun bir L(x) lineer fonksiyoneli mevcuttur. Bu tip lineer
fonksiyonellere x=(xn)'di§TEinin bir BANACH LIMITI adi verilir

ve L(x)=L(xh)=Lim X olarak yazilir.

N>

n

i s 2
gmﬁlD;Dmyﬁﬁ%puk$ﬁmygy“J,D(%pﬁxy“J=myﬁn.J,
... Ozelliyjine sahip dejistirme operatdrind gbstermek lzere, L(x)

in 6zelliklerini belirten bir teorem verelim.




2.1.2. TEOREM. L(x,) fonksiyoneli; (xn),(Yn)em ve a,B:
skalerler olmak {izere agagidaki kosullari gercgekler.
(i) L(axn+6yn):uL(xn)+BL(yn)

(ii) xnaO ise L(xn)ao (n=1,2,...)

(iii) L(Dpx)=L(x) ; yani, L(xn+l)=L(xn)

(iv) L(e)=1 (e=(l,1,...))

[9].
ISPAT.

(i) Bu kosul L(xp,) 'in lineer fonksiyonel olmasinin ifa-

desidir.
(ii) xn;O r(n=l,2,...) ise q(—xn)so olup,
L(xn)=-L(—xn)a—q(—xn)>O => L(x,) >0 g¢ikar.
(iii) (2.1.1) de nl,nz,...,np sayilarini sirasayle 1,2,

...,p olarak alalim. Buna gbre (xj)em oldugundan | %] <K

{(n=1,2,...) olmak izere (xn—xn+l) dizisi ig¢in

D SRR NRE I | PPt
P {= nj;+k njtk+l p Xk+l Tpt+k+1l'TP

elde ederiz. Ag¢ikga gOriildigi gibi q(xn-xn+l)50 ; benzer bir

diigsiince ile de q(xn+l—xn)50 bulunur. Buna gore L(xn~xn+l)s0 ve
L(xn_'xn+l)=_L(Xr1+l"xn)3"q(xn+lnxn)20

olur. Boylece L(xn-xn+l)50 ¢ikar. O halde L lineer oldujundan

L(x )=L(xn) ; yani, L(Dx)=L(x) bulunur.

n+l
(iv) Agikga gle)=1 dir. Ancak L(e)sq(e)=1 ve
L(e)=-L(~-e)3-q(-e)=1

ifadesinden L{e)=1 gikar. B&ylece ispat tamamlanmig alur.




-10-

: B
L 1
2.1.3. ¢'(x)=q'(x,))=—q(-x )= sup lim inf = E X1
n p = "nj+k
nl,nz,...,n k » = i=1
olarak tanimliyalaim.
Her x=(x,)Em ig¢in inf x, <« Lix ) < sup x, olduju agiktair.

L(xn)'in (%) dizisinin ilk terimlerinden, Ornejin k<k, igin

Xy dan bajimsiz disilinirsek, biraz daha hassas olan
Ly (x)=1lim inf x,<L(xp)<lim sup xn=L*(x) :(2.1.3)
ifadesini elde ederiz. g alt lineer fonksiyonel oldujundan
(2.1.2) de y=—-x alirsak: \
0= (x-x) <q(x)+q(-x) == ~q(=-x)¢q(x), yani q'(x)s¢q(x) dir.

Ejer (xn)em ve (yn)ec ise, bu taktirde

D
. . 15

qlx +y )= inf lim sup = E::(x +y )

nn' L n ko> e Poizi mitk Tngtk

17°°2 P p
= init {lim yn+lim sup 1 E::Xn-+k}
NyeNyseesrny, R kK » » Pi=l i
=lim y_  + q(xn) (2.1.4)

Kirw
elde edilir.
q(xn) ve q'(xn) yardimiyle (2.1.3) daha hassas olarak ya-

z1labilir. Gergekten

P P
iif iup % E;;Xni+k > L(é E;ixni+k) - L(Xn)
ve benzer gekilde lim inf igin
L 1 £ 1 3
l;m+12f 5 g;axni+k < L(5 Eé;xni+k) = L(xn)
bulunur. Bu nedenle
q'(xy) ¢ Lixg) < alxy) | (2.1.5)

elde edilir. [7].




11—

(2.1.3) den vakinsak diziler igin bitin L(xn)'limitlerinin

gakigik oldugu agikardair.

TANIM. EdJer L(xn)=s her L limiti ig¢in sadlaniyorsa, (xn)
sinirliy dizisine hemen hemen yakinsak ve s=Lim x, sayisina onun
F-limiti ada verilir.

gimdi bir x=(xj,) dizisinin hemen hemen yakinsaklidini ka-

rakterize edecek iki teoremi ifade ve ispat edecegiz.

2.1.4. TEOREM.,X=(xn) dizisinin hemen hemen yakinsak olma-

s1 i¢in gerek ve yeter kosgul
! = 2.1.6
q' (x )=q(x ) (2.1.0)
olmasadar. [7; Sh. 169].

ISPAT. q'(xn)sL(xn)gq(xn) dén kogulun yeter oldugu hemen
gorilirx.

Tersine belirli bir x=(xn) dizisi ig¢in q'(xn)<q(xn) olsun.
O zaman L yi asajidaki sekilde inga edebiliriz; yec alalim,
buna gére L(y )=lim vy, dir. yec, o reel olmak lUzere y+aX ele-
manlarinin uzayi igine L nin temdidi igin, L(x,) in dederini

sup {—q(~xn—yn)— lim yn}sL(xn)s inf {q(xn+yn)— lim vy}

yecC yec
aralijinda keyfi olarak segebiliriz. Ejer (xn)em ve (yn)ec
ise q(xn+yn)= lim Yo t q(xn) gerejince egitsizlik

q'(xn) < L(Xn) < q(xn)

egitsizligine egdeger olur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

BOylece L, m uzayinin tiimine tegsmil edilebilir.
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simdi (2.1.6) 6zelligini daha basit bir gekle getiren bir

diger teoremi verelim.

2.1.5.TEOREM. Bir (x,) dizisinin s dederine hemen hemen
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul n'e gbre diizgliin ola-

rak,

Xn+Xn+l+ oot

“ |
lim np-l (2.1.7)

pre P

ulma51d1r.[7].

TsPAT. Eger (2.1.7) gercgekleniyorsa, e¢>0 igin p > P ve her
n igin

1
s - € < =(xX +X taeot ) €« s + ¢

p n n+l Xn+p—l
olacak gekilde bir P sayaisi vardir. Bu nedenle aqi(x) ve g'(x)

ifadelerini g&zoniine alirsak;

[41]

- '
S e <q'(x) < qlx ) < s+
¢ikar.e >0 keyfi oldugundan q'(xn)=q(xn)=s elde edilir. O hal-
de Lim X mevcuttur ve s'e esittir.

Tersine Lim x,=s olsun. Bu durumda her ¢>0 ig¢in

kalacak gekilde p ve nl,nz,...,np dogal sayilara vardir. Yeteri

kadar biliyik k lar, o6rnedin k 3 ko igin

P
1
- Z X4k < s + € (2.1.8)
P i=1 1 : .

¢ikar; n, yerine n;+k, ve k yerine k-kg alirsak, (2.1.8) daima
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her dogal k sayisi igin gergeklenir.

Simdi her n dogal sayisi igin

K P p nitkK
2, L),
N a4k - *54n
k=1 P i=1 DiTRR p i=1 j=ng+1 O
n.+kK
i
= Xiin + 0(1)
j=n +1 ]
p/,
K-1
= X. + 0(1)
j=o I

elde edilir. Burada son terim n'e gdre dizgiin sinirlidir. Buna

gbre yeteri kadar biyilik K ve her n igin (2.1.8) den

K-1
,ZX. < 8 + 2¢
i=0 J+n

Pl N

¢ikar. Benzer olarak toplamin s - 2¢ dan bdylik oldugu gdsteri-

lebilir, bOylece ispat tamamlanmig olur.
2.2. Hemen Hemen Yakinsak Dizilere OUrnekler.

2.2.1. Birim ¢emberin siniri {izerinde bir z kompleks sayisi

i¢in z=+1 disinda her yerde L(zn);O gergeklenir.

p
: 1-2z
l(zn+zn+l+...+zn+P‘l) = 2l
p p(l-2z)
ve 2.1.5 den sonu¢ hemen ¢ikar.
1
z|l= 1, z=+1 igin zn eometrik serisi —— ye hemen hemen
¢ 9 1-2 Yy

vakinsaktir (yani bu serinin (sn(z)) kismi toplamlar dizisi ig¢in

h(Sn(Z))=I%; dir.). Burada |z|<l ig¢in regiiler olan ve z=l lze-

rinde tek basit kutup noktasina sahip bir f(z) fonksiyonunun
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Taylor serisi, |z|=l gevresi lzerinde her noktada f(z) limitine

hemen hemen yakinsaktair.

2.2.2. Bir x=(xn) dizisi ig¢in n:zN oldukga X x_ olacak se-

nyp-n
kilde N ve p (periyot) sayilari mevcut ise, bOyle bir diziye Pi-

RIYODIK dizi adi verilir. Periyodik bir (x) dizisi

1
L(Xn)zg(XN+XN+l+°"+XN+p-1)

degerine hemen hemen yakinsaktir. Srneyin (1,0,0,1,0,0,...) di-

zisi 1 deyerine hemen hemen yakinsaktar.
3
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BOLUM 3

BANACH-HAUSDORFF LIMITLERI

Bu bdliimde, Banach-Hausdorff limitlerinin tanami, Ozellikle-
ri ve bu limitlerin varligini karakterize edecek Onemli bir teo-

rem verilecektir.

3.1. Hausdorff Matrisleri
Regililer Hausdorff matrislerinin sinifini K ile gdsterelim.

1
K sinifai,

n\ 1
(k>f WK (1-u)™ ¥ ag) ,  kgn
a = 0 (3.1.1)
0 ’ k>n
olmak dzere (ank) regiiler matrisleri ile tanimli m den m ye li-
neer doniigimlerin konveks Abel yari-grubudur. @(u) lar ise
$(0)=@ (0+)=0, @(1)=1 kosullarini gergekleyen (0,1) aralijinda
sinirli salinimli reel fonksiyonlardlr.[S].

Ejer @(u) fonksiyonu azalan deJilse veya esdeger olarak mat-

3W iia Oal lar nan- agpedt isc

risin, blitln a K elemanlari, negatif degilse, HeK ,K da belirli
veya tam regiiler olarak ifade edilir.

gimdi L*(x)=lim sup X L (x)=1lim inf x, notasyonunu da

n ’ *(

gbzinlne alarak su tanimi verelim.
TANIM. Eger 2.1.2 de verilen (i)-(iv) kosullarina ek olarak
L(Hx) = L(x) ek ) (3.1.2)

kosulunu gergeklerse L(x)'e bir BANACH-HAUSDORFF (B-H) fonksi-
yoneli veya limiti adi verilir.
B-H limitlerinin regiilerlik O0zelligi sOyle ifade edilir:

Ejer sainirli bir x=(xn) dizisi enaz bir regiiler Hausdorff matrisi
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ile a'ya toplanabiliyorsa, bu taktirde her L,B-H fonksiyoneli
igin L(x)=a dir.

Agikar problemimiz B-H limitlerinin varligjidir. Bir He K
matrisini gtzoniine alalim: EJer H tam regiler ise, bu taktirde
] =1 ve

- * *

Le(x) ¢ L, (Hx) < L (Hx) ¢ L™ (%) (3.1.3)
dir. Sinirli salinimli fonksiyonlarain standart ayrisimi bir re-
gliler H wmatrisinin kanonik ayrigiminin verir; yani Hl’HB tam re-
giiler ve a-b=1, bz0 olmak izere

H = aIIl-—sz
dir.

Bu nedenle bundan bdyle sadece tam regliler Hausdorff matris-
lerinin K+CZ K konveks yari-grubunu gézonine almamiz veterli

olmaktadlr.’Béylece (3.1.2) kosulu yerine, ona egdejer olan
L (kix) ='L(x) (HeK,) o (3.1.4)
kosuliu alinabilir.
3.2. B-H Fonksiyonelleri.

Simdi c¢alaigmamizi oldukga kisaltacak olan bazi tanimlari ve-
relim.

X~y <= X-yec, alalim. Buna gbre ~ bagintisi toplama,skalarla
carpma ve H operatdrleri aitlnda bir denklik bagintisidir.

Diger bir gUsterim olarak ta

inf L*(Hx)
He

il

P, (x)

P_(x) = -P,(-x) = suﬁ L, (Hx)
+
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vazalim. Buna glre agagidaki sonucu verebiliriz.

3.2.1. TLOREm; (a) mrde L(x) lineer fonksiyonelinin bir B-H

fonksiydneli olmasi ig¢in gerek ve yeter kogul
P_(x) < L(x) < P (%) (xem) (3.2.1)
dir. |

(b) B-H fonksiyonelleri mevcuttur.

(c) Biitiin B-H fonksiyonellerinin x de gakisik olmaSL,igin
gerek ve yeter kosul

P_(x) = P (%)
dir. [5].

Teoremin ispatini vermeden oOnce P+(x) in gerekli Ozellikle-
rini verip, daha sonra Hahn-Banach genigletme iglemini uyarla-
vacafrz. Hyx = y. Hélaer Ceéaro doniigliminiin rold,

-1

(x +...+x

yn = (n+l) (@] n)!

J(u)=u'va karsilik olmak lizere, asaJjidaki basit Szelliklere bag-

11 olmaktadair.
3.2.2. LEMMA. HgDx ~ Hox  dir.([5].

3.2.3. LEMMA.
(a) P, (x+y) < P _(x) + P_(y)
(0) P (ax)=aP (x), az0
(c) P_(x) s P (x)
(@ |p, x| <= ; x30 ise P, (x)30
(e) Eder xec ise; P,o(x) = lin b
n

P, (x+y) = lim x + Pi(y) ve X~y ise Pi(x) = Pi(y) dir.

n
(£) P, (Hx) = P, (x) (He[(,)
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(g) P, (Dx) = Pi (x)

It
o

{n) Pt(Dx-x)

(1) (el

o
I+
[
w
|
X
I
o

ispAT. (a) Py(x) in tanimi gerejince

L¥(H %) € Py(x) + &, LU(Hyy) < Pyly) + ¢

olacak gekilde K, da Hy,H, elemanlari vardir. Hz=HyH;=hjH ala-
N 104 3=HpHy=H; Hy

lim. Buna gore
Lk Lk ko
z= 111- X) gl £
L (113x) L (uzhix)sh (hlx)\k+(x) +
ve benzer gekilde
DX HLy) <P (y) + o€
Y)Y

elue edilir. BOylece
P, (x+y) s L (Hy(x+y))
< L¥(ligx) + LY (gy)
g Po(x) + r,(y) + 2¢
olup, €>0 keyfi olduyundan
P(x+y) < Dp(x) + Py(y)
zikar. (b) agikdrdair. (a) da y=-x alinirsa
U=P, (x-x) § Pp(x) + Pyp(-x)
den -¥,_(-%) < P, (x) ; yani P_(x) s P (x) woulunur.Bu da
(@) ise v (x) < L* (Hx) < L¥ (x) ve (c) den hewmen ¢ikarv.
(e) Eijer xec ise H regdler oldugundan

1im x

it
it

inf liwm sup x,

Iy (x) = inf L* (Hx) nof

U_(x) = sup Lx(Hx) = sup lim inf x 3 = lim X,

ve (2.1.4) gbz onine alinirsa, Pi(x+y):lim xn+9£(y) bulunur.

piludi de xec ve ¥~y Olsun. Buna gdre x-yeco dir. U aalde

(c)

dir.
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6 = Pi(x—y) = ldm x, + Pt(—y) =>1lim X, = Pi(y) dir.

Ancak xec oldugjundan liin xn=Pi(x) dir. Bbylece Pl(x)=Pi(y) elde
n
edilir. (f) K+ nin yari-grup ozelligi, (3.1.3) ve , (x) in ta-

niminin bir sonucudur. Lemma 3.2.2, (e) ve (f) den

Pi(Dx) = Pt(HODx) = Pi(HoX) =P, (x)
(f) ve lemma 3?2.2 den de
| P, (Dx-x) = P, (H Dx=-H,x) = 0
elde edilir ki bunlar sirasiyla (g) ve (h) dar.

(i) nin ispatini yapmak ig¢in
. X i |

0= > mrek,

H. =
i=0
elemanliarinin

2

n+l
ergodik Ozelliginden yararlanacajiz. [6]. Agikga

HHnH—HnH <

|p, (Hx=-x) | = [P ((H H-H)x)]| < || (o u-Hy) x|
) ,
s— |||
n+l
Jdir. ancak n keyfi oldujundan P (Hx-x) = 0 bulunur.

Simdi teorem 3.2.1 in ispatini verebiliriz.
ispal. (a) Gereklilik. L(x) B-l fonksiyonellerinin (3.2.1)
@sitsizligini sajglamalari (2.1.3) ve (3.1.4) Szelliklerinin bir
sonucudur. Gergekten (2.1.3) den
L (Hx) ¢ L(Hx) < L (Hx) (mek,)
dir. Ancak P+(x) ve P_(x) tanimlari da gdz Ondne alinirsa
f_(x)5L(Hx)<P+(x) elde edilir. dalbuki (3.1.4) den H€K+igin

L(Hx)=L(x) dir. Boylece P_(x)<L(x) <P, (x) bulunur.

Yeterlilik. (3.2.1).k05ulunuﬁ gergeklendigini kabul edeli.




2.1.2 nin (i) kosulunun gergeklendigi agikard1r.~§imdi teorem
2.1.2 nin (ii), {iii) ve (iv) kosullari ile (3.1.4) kogulunun jer-
;ekleﬁdigini gosterelim.

(idi) xn;O (n=1,2,...) olsun. Bu taktirde lemua 3.2,3‘(d)
den P, (x)30 dir, bu nedenle (3.2.1) den L(x)30 ¢ikar.
(iii) Lemma 3.2.3 (h) dan

P_(Dx-x) g L(Dx-x) g P (Dx-x)

S
i

esitsizlili L(Dx+x)=0 egitsizligine doniligir, ancak L lineer oldu-
gjundan L(Dx)=L(x) elde edilir.

(iv) ¢, (e)=1 olup (3.2.1) den hemen L(e)=1 gikar.

Lemwa 3.2.3 (i) den P, (lx-x)=0 ve (3.2.1) goz Inine alinirsa
Lfux-x)=0 elde edilir. L lineer oldujundan o halde Hefy i;in
L(ix)=L(x) dir, bu ise (3.1.4) dir.

0 nhalde P_(x)sh(x)sy+(x) kosulunu gerg¢ekleyen L(x) bir B-i
founksiyonelidir.

(L) R+(x) alt lineer bir fonksiyoneldir, blylece liahn-danach
teoreni (feredgince L(x)<P+(x) olacak sekilde bir L lineer fonk-
siyoneli mevcuttur.Ayrica L(x)<P+(x) kogulu I'_(x)sL(x¥sP (%) ko=
yuluna esdejer olup ; L(x) bu kogulu yani (3.2.1) kogulunu jer-
yekledigyinden bir B-H fonksiyonelidir.

(¢) pP_(x)= P+(x) kosulunun x de bitdn B-H fonksiyonelleri-
nin g¢akigik olmasi igin yeter olduju agiktir.

Gereklilik. ¢, (x) yerine P, (x) alinarak, 2.1.3 deki ispat
sonteni uygulanmak suretiyle ve lemma 3.2.3(e) de giz ondne a-

linarak ayni sekilde yapilar.
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BOLUM 4

BANACH-HAUSDORFF LIMITLERININ

GENELLESTIRILMELERI

Bu bdlumde Banach-Hausdorii limitleri kavrami genellegtiri-
lecektir.
ilk olarak galigmamizda gerekli olan bazi tanim ve teorem-

leri verelim.

4.1. Mutlak Esdejerlik ve ilutlak regilerlik.
4,1.1. TANIM. A ve B regliler matrisler oluak lizere
X'= }:: a, X XM= EZ: by %
1 k / <k
nos nk noo nk~k

alalim. Buna gore
n - « ici Ve,
igin X=X, 0

oluyorsa, (x,) dizilerinin verilen bir sinifi igin A ile B mat-
risleri mutlak egdeferdir denir.
Regiiler A ve B matrislerinin mutlak esdegerlilijine iligkin

gqerek ve yeter kogul agagidaki teoremle veriliv.

4.1.2. TEOREM. Regililer A ve B matrislerinin blitudn sinirli
diziler i¢in mutlak egdeger olmalarinin gerek ve yeter kogulu
n e igin 2, lag b |+ 0 (1.1.1)

k=1 0

dir.[3; sh. 105].

4.1.3. A,B,C ve D regiler matrisler olmak lzere her xem
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igin A ile B ve C ile D mutlak egdeyer iseler, her xen igin aB
ile BA ve CD ile DC mutlak esdeyer olduyu gibi AC ile LD de mut-

lak egdejerdir. [3; Sh. 133].

4.1.4. TANIM. xem hem A hein de B limitlenebilen bir dizi ol-
mak idzere her xem ig¢gin
A=-lim X, = B-1im Xp

ise, A ve B matrislerine m ig¢in(sinirli) tutarlidir denir.

4.1.5. WEOREM. Ejer A ile B her xem ig¢in AB ile BA mutlak
esdeyer olacak gekilde regiiler matrisler iseler, bu taktirde A
ile B enaz mNgyNcy de (yani cyneg deki bitin sinirli diziler i-

¢in) tutarladar. [3; Sh. 132, pr.11].
IsPAT. Her xemncyNcy igin

A, (x) = k}_:l a X= x\>a (e )

[2o]

by (x)= g;; DXk Xn > B (noe )
olsun. a=g oldujunu gdsterecegiz. (x]) ile (%) dizileri yakin-

sak ve A ile B matrisleri regliler olduklarindan

An(i) =X, -8 (n » «)

Bn(X’)= x"> a (n -+ o)
dir. Ancak (xg)am igin
%; ani(Z;tﬁka) .
Z bni<Zaikxk> = ; (Ei:bniaik)xk (4.1.3)

k

Z (Z anibix) Xk (4.1.2)
k : .

dir.
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A ile B regliler matrisler ve (%) )em oldujundan her n igin
yukaridaki ¢ift serilerin her ikiside mutlak yakinsaktir. Do-
layisiyla toplam sirasil de@igtirilebilir ve bdylece (4.1.2) ve

(4.1.3) den

A (X) = (8B) (x)  ve . Bp(x") = (BA) (xg) (4.1.4)

elde edilir. lipotezden dolayi AB ile BA her Xxem igin mutlak
esdeyer oldugundan, (4.1.2) ile (4.1.3) iUn sayg taraflarinin far—
ki noe igin 0'a gider. BOylece n-» igin (AB) (x))=(BA) (x)) olup
, s ) s oL =\ 1 : : :,__,u

(4.1.4) geredince n-»« 1l¢in An(x)—Bn(x ), vani x =x. dir.

nre igin §n+B ve XxXp-a oldujundan g=a dir. O halde A ile 3

nNCc, NCy de tutarlaidair.

4.1.6. TANIM. A bir regliler matris olmak Uzere

Xy =§:‘%mx R E:' *x
. k+1 %n £ an,k+1 ket+1

yazalim, Bjer n-eigin x'-x"-0 ise A matrisine rutlak regiler (mtlak trans—
latif) matris adir verilir.
4.1.7. TEOREM. A=(api) matrisinin mutlak regiiler (veya mut-

lak translatif) bir matris olmasi igin gerek ve yeter kogul

o ici - 5
n- ¢in E;%(ank an,k+l)xk+1 >

dir. [3; Sh. 119].
4.1.8. TEOREM. A=(ank) regiiler matrisinin her xem ig¢in mut-

lak reguler (veya mutlak translatif) yani;

An(Dx—x) -+ 0 (n » =) S (4.1.5)
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olinas1 ig¢in gerek ve yeter kosul

Z |a _—a _ ‘ > 0 (n - )
=y nk “n,k+1
dir. [3; sh. 119].

gimdi Banach-Hausdorff limitlerini iki yolla genellegtirece-

giz.
4.2. I. Genellegtirme.

K+ nin yerine asajidaki Ozelliklere sahip negatif olmayan
regidler matrislerin bir A yari-grubunu alalim:
(«) lHer A,BefA matris ¢ifti, Aé ile BA m igin mutlak esdeger
olacak sekildedir.

() Her n igin zz: a = la .| =1
'3 =1 nk =1 nk

{v) A m ig¢in mutlak regililer olan enaz Lir matris igerir.

i1k olarak A nin bu &zellikleri iizerinde bazi uyarilar ve-
recejiz: Ejer A ile B komilitatif ise, bu taktirde AB ile BA nin
n igin mutlak esdeger olacagi yani; (a) nin gergekleneceqgl a-
giktir, bdylece (o) Abel yari-grubu oldugundan K+ icin de ger-
ceklenir. Ancak tersi doygru deyildir, yani AB ile BA nin m igin
mutlak egdeder olmasi A ile B nin komitatir olmasinil gerektirmesz,
dolayisiyle (u) kogulu komiitatiflikten daha az kasitlayicidir.
Bu A ile B nin 4.1.5 geregince her xem ig¢in tutarli olmasini
gerektirir. (y) y1 gergekleyen matris, yani mutlak regliler olan
watris H_ aritmetik ortalamalarindandir. [3; sh. 120]. Bu matris
A yerine K+ alindiginda A aa kapsanir. K+ va ek olarak bunla-

rin ornekleri; Borel matrisi, Norlund matrisi ve regiler Abel




{
o
[Os]

i

matrisini sayabiliriz. [3].

A nin bir yari-grup oldujunu gbstermek ig¢in negatif olma-
yan reygiiler matrislerin her hangi sayida garpiminin negatif ol-
madigina igaret edelim ve asajidaki teoremi ispatsiz olarak ve-
relim. |

4.2.1. TEOREM. iki regililer matrisin g¢arpimi vardair ve bir

regiiler matristir; carpaim birlegme Szellijine sahiptir.[3ﬁ%L83].

A nin elemanlarinin carpimi (a) Szelligine sahiptir. Cilnkd
A,B,Cefl ise, bu taktirde AB ile EA ve BC ile CB her xem icin
mutlak esdejer olacayindan 4.1.3 den CAB ile CBA ve BCA ile
CBA da her xem ig¢in mutlak esdejer olup, bbylece CAB ile BCA
mutlak egdejerdir. Ayni zamanda A,BEA igin |ja]=1 ve |B||=1 dir.
Buna gore ||aB|=|a] ||Bl=1 ve ||aB| 1'den daha kiiglk olamiyacaji-

na gore HABH=1 elde edilir. O halde A yari-gruptur.

4.2.2. TANIM. EJer bir Banach limiti olmanin yanisira
L(Ax) = L(x) (AeA , xem) (4.2.1)
‘kogulunu gergeklemesi halinde L(x)'e m izerinde bir B~;, fonk-

siyoneli veya limiti adi verilir.

Boylece ejer xem dizisi enaz bir Acfl matrisi ile a'va top-
lanabiliyorsa bu taktirde her L, B-A fonksiyoneli igin L(x)=a
dir.

Simdi

P'(x)= inf L*(ax) ve P! (x)=-P_(-x)= sup L, (Ax)
f AEA Ach _

gbsterimi kullanilarak asagidaki teorem, teorem 3.2.1 tarzain-

da insa edilebilir.




4.2.3. YTEOREHA.
(a)' 1w udzerinde L(x) lineer fonksiyvonelinin bir s-A fonk;
siyoneli olmasi igin gerek ve yeter kosgul
Plx) € L(x) < P+(x) (xeum)
dir. ’
(b)' B-A fonksiyonelleri mevcuttur.
(c)'  Bdtuin B-H fonksiyonellerinin x de gdkl@lkVOLMJSl i-

in Jerek ve yeter kogul

yimdi teoremin ispati igin gerekli olan iki lemma verelim.

4.2.4. LEIMA. (y) Jzelliji uyarainca her xem igin mutlak

o). (o)

(o)
regdler olan bir A e A vardir. Buna gbre her xem igin
N
RS DX e~ i

x dir. [2].

Israt. Her xem igin

(o) . (o) < (o) = (o).
A7 (Dx) B (x) = kéi ankxk+l }él 4K
= E a(o)(x - x )
k=1 nk k+l k

i

(0) = (o) (o) 3
a1 *1 + g;;'(dnk an,k+l)Ak+l

(0) (o)
dir. Her xem ig¢in A (Dx) - A (x) » 0 olmasi igin gerek ve
n
e Tem C o = (o) (o) : . —
/eter kosulun n +(i igin j;l|ank - dn’k+l‘» 0 oldujunu bili-
(o (o)

yoruz. U halde A bDxe~ A7 x dir.
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4.,2.5, LBMIA.

(a)' P (x+y) < P;(x) + P;(y)

(b) ' P;(ax) = aPi(X) a > 0

(c)'  PLx) ¢ Pp(x)

(a)’ P! (x)| « Jx]] + =x3z 0 ise Pl(x) 3 0 dir.

. B P_;(ij)s /"",'; i, + Ly (y)

(e)' (x Yec ise P! (x)=lim x_,Y X~y ise Pl (x)= P! (y)
n * n’ + +

(£)'  P'(Ax) = P! (x) (aeh )

(@)'  ®'(Dx) = P’ (x)
(h)'  »'(Dx-x) = 0
(1) " Pi(ax-x) = 0 (ach )
[2].
is5kAYT. Burada valniz (a)' wve (i)' vyd ispatliyacagjiz.

vijerlerinin ispati 3.2.3 de verilen ispatin tamamen aynidir.

(a)' e>0 istenildiygi kadar kiligik bir sayi olmak dzere,

E;(x) in tanimi gerejince

%, B ) *'v - 7 -
L (Alx) s Pl(x) + e ve L (Azy) N P;(}) + €

olacak gekilde Al,AZEA vardir. A nin (o) Szelliji uyarainca

A1A2 ile A2Al m igin mutlak egdejer olduklarindan

*
L (AlAZX - AzAlx) =0

ve 1l.4.1 gekirdek teoreminden L*(A1A2x) < L*(Aqx) dir. Bu-

A b - A _ e p .
na gore 3 AlAZ vazarak
LA x)=L*(A A x)<L*(A A x-A A x)+L* (A A x)
3 12 12 21 21

=L*(AZAlx)gL*(Alx)sPL(x)+e
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ve benzer sekilde L*(A3y) < Prly) + ¢ elde edilir. Biylece

P} (x+y) L* (Aq (x+y))

/N

L*(A3x) + L*(A3y)

V2

VZaS

1 )
PL(x) + Pl(y) + 2¢
bulunur. Ancak €>0 keyfi oldudundan

Py(xty) ¢ PL(X) + Pl (y)

cikar.

(i)' Her mAeA igin |A| =1 oldugundan, ejer AtA igin
.1 A K . _ . A . ST
A = = AT alirsak, |AL|=1 ve Apen olduju agiktir.
n o & n n >

k=1

n .
A A-n = 1 S T(aktlopk) o Lantlog
n ‘n n {3 n

ve |A] =1 oldujundan

=opeo

. 1
|8 a2l « 2O+ Al =

¢ikar. BOylece (f)' ve (d)' den

| P} (Ax-x) | = |P;((AnA—An)x)|
s | apa-a x|
2
< gllX”

olur, ve n keyfi pozitif bir tam sayi oldujundan

H
(e}

P;(Ax—x)

bulunur.
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Bu bilgilerin i1s1j1 altinda artaik "B-H fonksivoneli" yeri-
ne "B-# fonksivoneli" ni alarak Teorem 3.2.1'in ispataina ben-

zer bir yolla Teorem 4.2.3'lin ispataini tamamlayabiliriz.

4.2.6. SONUy. Byer A vari-grubunun taniminda () kosulu ye-
rine daha Jgenel olan asayidaki (g)' ~kogulu alinirsa '‘feorem

4.2.3 doyrulugunu korur.

()" : B (8) kosulunu gercekleyen ve C her sinirli diziyi
bir sifir dizisine donlgtiren birer matris olsunlar.Buna ygdre
Ller Aefi matrisi  A=B+C formundadir (yani A ile B w igin mut-
lak epdeyerdirler).

Mn= EE: 4nk T E;;Iank‘

k

alaliw. Eyer her n igin pMpygl ise bu taktirde A nin Ky-siniri

|All=1 dir. Ejer enaz bir n igin M _>1 ise, O zauan af>1  olur.
Ank
al-

Bu durumda B nin (8) kosulunu gergeklemesi ig¢in Db, =
M,
amnz  veterdir ve sonuy olarak |Bf=1 c¢ikar. Yine

o0

> (a -b )=i_~1 -+ 0
= nk Tnk n

n+e igin Eg;!ank—bnk

olduyundan A ile B m igin mutlak esdejerdir. Boylece A (3)' ko=
sulunu gergekler.

A ile B her xem igin mutlak egsdejer olduklarindan 4.1.3 ge-
rejince her xem ig¢in AB ile BA da mutlak egdegyerdir. Buna GOre
B, A nin tanimindaki (a) kosulunu»gergekler.

Simdi (B) kosulu yerine (8)' kogulu alindigjyinda lemma 4.2.5

in (i)' kogulunun saglandigini gbsterecegiz.
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Lyer ﬂAa-l ise yukarida verilen ispat aynen uyrgulanir.bijer
. Y TURR . ank .
enaz bir Aef igin ||A]]>1 ise an=T__ alarak, | B|=1 elde edi-

lir ve bOylece yukaridaki ispat yOntemi uygulanarak
[Pt (Bx-x) | < 2|

¢ikar. Ancak n keyfi bir pozitif tam sayi oldugundan P;(Bx—x)=0
bulunur, A ile B mutlak egsdejer ve bOylece Bx-X~ AX-X olduiun-

dan lenma 4.2.5 (e)' den P;(Bx—x)=P;(Ax—x) elde edilir.

Simdi 4.2.6 nin ispatini tamamliyalim.

kjer A D=(dnk) translasyon matrisini igeriyorsa ispat ba-
sitlegir. (lnki AeA ve xem olmak lizere L(DX);L(X) kosulu,
L(Aax)=L(x) kogulunun Hzel bir hali olarak ortaya ¢ikar ve
lemma 4.2.5 in (g)' ile (h)' kosullari artik gerekmez. Ejer
peiy ise A nin (o) 6zelliginden her Acfi matrisi her xem igin
Da ile AD mutlak esdeijer olacak gekildedir. Bu taktirde (u)
kosulu her Aef igin A tzerinde oldukg¢a afir bir kisitlawa ko-

van

%; lan,k—l_an+l,kl + 0 (n >~ «)

kogulunu gere¢ktivir.
soylece 4.2.6 nin ispati tamamlanmig oldu.
D bir alt-yarimatris olmadiJindan, guphesiz K+ D yvi kap-

samaz.
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4.3. 1II. Genellegtirme.

4.3.1. Yukarida 4.2. de verdigimiz genellegtirilmig 1li-

witler L(Dx)=L(x) kosulunu daima gergeklemez.
gimdi m dzerinde genellestirilmis bir limiti
L(x) s L¥(x)  (xem) (4.3.1)

kosulunu gergekleyen bir L(x) lineer fonksiyoneli olarak ta-
nimliyalim; bdylece 2.1.2'nin (i) kosulunu kabul ediyoruz.
(2.1.3) gereyince L*(x)gL(x)sL*(x) den 2.1.2'nin (ii) ve
(iv) kosullarinin da gergeklendigi agiktair. Fakat 2.1.2'nin
(iii) kosulunun gergeklenmesi gerekmez.

gimdi eder L(x)'in tan1m1n1(4.3.v deki gibi ve A nin ta-
nimini yukaridaki gibi alairsak (bdylece (y) 6zelligi gergek-
leniyor); bu taktirde teorem 4.2.3 ve sonu¢ 4.2.6 herhangi
bir degisiklik olmaksizin gergeklenir. Boylece 2.1.2'nin
(iii) kosulu da gergeklenir.

Bu durumda ayni zamanda Banach limitleri olan I. genel-
légtirilmi$ limitlerin bir alt sinifindan olusan, teoremdeki

L(x) fonksiyonelleri glphesiz B-A fonksiyonelleridir.

$imdi A nin (a) ve () veya (g)' dzelliklerini aynen fae
kat (y) Ozelligi yerine asagadaki (y)' Bzellijini alarak yeni

bir A’ vari-grubunu g&zdniine alalim.

(y)':A’ m igin mutlak regliler (mutlak translatif) olan

matris igermez.
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Buna godre A igin lemma 4.2.4 yanligtir; bu nedenle onu
ve bunun sonucu olarak lemma 4.2.5 in (g)'ile (h)' kogullari
atlanabilir. O zaman 2.1.2 nin (iii) kosulunun L(x) ile ger-

ceklenmesi gerekmez.
4.3.2. TANIM. L(x) fonksiyoneli (4.3.1) ve

L(Ax) = L(x) (aef’, xem) (4.3.2)

kosulunu gergeklesin. Bu taktirde L(x) e bir B*-A' fonksiyo-

neli veya limiti denir.

$imdi

PY (x) = inf L¥(Ax) , PL(x)=-P}(-x) = sup L, (Ax)
Bep’ Ach

olarak alalim. Buna gdre gu sonucu elde ederiz.

4.3.3. TEOREM.
(a)" (4.3.1) ile tanimli L(x) lineer fonksiyonelinin

bir B*—A' fonksiyoneli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P (x) ¢ L(x) g P}(x) (xem)
dir.
(k)" B*-A' fonksiyonelleri mevcuttur.
(c)" Bilitlin B*-A'fonksiyonellerinin x de g¢akigik olmasi

igin gerek ve yeter kogul
n — "n
P! (x) = Py (x)

olmasidar. [2] .

ISPAT. Yalniz B*—A' fonksiyonellerinin varligini gOster-
memiz gerekmektedir. EJer herhangi bir regliler A matrisi ig¢in

|a max ..

|= - e
BPy T k=1,2,... DK
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olmak ﬁzere‘pni]gnrkﬁgﬁk tam sayi olarak tanimli ve

(o3

E‘v[_qhk-an'km > 0 n > =) (4.3.3)

ise; bu taktirde
T

E;i ‘ank %, k+l‘ + 0

ve dolayLSlyla

P%: (ank 2, ice1) * O

k=1
olup bdylece a " a, p + 0 dir. A régﬁler bir matris oldu-
Pn .. :
Jundan
an,pn.z ’*0 : (n + o) | (4.3.4)

olur. Boylace (4 3 4), (4. 3 3) den glkag.ancak tersi yanlistir.

undan dolayl hig olmazsa enaz birl i¢in (4.3.3) sajlana-
ca, fakat higbi;i igin’ (4.3.3) saglanmiyacak sekilde A matris-
lerinden élusaﬁﬁgfﬂ~n1nf(a) ve (B)/vaya (g)' Ozelliklerine de
sahip A’ 51n1f;na ihtiyacimiz vardlr.

Bu tip matrialar a&agldaki yontemle elde edilebilir.

A nin matrislerinl alallm ve A nin herbir matrisinin her

ardisik kolqn iﬁtlgri arasxna 0 elemanlarlndan olusan bir

veya daha fazlg ;yerlestirerek “hafifletilmis“ ve satir=-

tekrarla matrislexi olu§turallm. Buxada yerlegtirme her bir

matris 191n aynl_olmakta ve m, A nin orljlnal matrisinin n-inci

ve n+l -inci k0 'nlar1 ‘arasina yerlestiréhen s1fir kolonlari-

nin say151n1 gbstermsk ﬁzere, bu tlp matrisler n-inci satirin
o defa tekrarlanmas; ile elde edllir. Boylece ejer AeA nin

her ardigik kolon glfti arasina yalnlz blr sifir kolonu koyul-




i1 - 12 13

all 0 alZ 0 a13 o . . .

A' = a 0 a 0 a 0 . . .
21 22 23

0 0 o . . .
4 Y 93

watrisine donisgdr.

Buna gire A sinifa uygun bir gekilde bir A’ formunda de-
jigmig oldu. {uUnkd A nin (B) veya (g)' Ozelligi A’ niin nega-
tif olmayan regililer A' matrisleri tarafindan gérgeklenir,ve

A nin (o) Szelliyi

%;:‘%;(anibik— byiag)l >0 (ne)

oldugundan, bu serilerin bazi terimlerinden olusan

313 bl mpuaid | 0 R

serisinin n-e igin daha kuvvetk 0'a gideceyi agiktir. O halde
A nin (a) Ozelligide A’ nin negatif olmayan regililer A' mat-
risleri tarafindan gergeklenir.

Varsayim gerejince (4.3.3) U, yani A nin (y) Gzellijini
ve boylece (4.3.4) U gergekleyenfknln bir matrisi vardir. Bu
matrise A diyelim. Bu A matrisi yukarida belirtildigi gibi
"hafifletilmig" ve satir-tekrarli oldufu zaman (4.3.4) 4 ger-

¢ekliyecek fakat (4.3.3) 1 gerceklemiyecektir. BOylece bog




”

élmayan pir A' sinifinin varligjini gdstermis olduk, bu nedenle
g¥-f' fonksiyonelleri mevcuttur.

A nin matrislerine yerlegtirilen sifar kolonlarinin sayisi
keyfi olduyundan B*-A' fonksiyonellerinin B-A fonksiyonellerin-

den gok daha fazla olduju agiktir.
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BOLUM 5
BANACH VE DIGER LIMITLER

Bu bHlidmde m sinirli diziler uzayi Uzerinde tanimli, fark-
11 ¢ alt lineer fonksiyonelleri ig¢in B-@ limitlerine iligkin
tanim ve teoremler; m dzerinde regdler matris donidgidmleri al-

tinda invariyant kalan B-@ limitleri incelenecektir.
5.1. B~y Fonksiyonelleri.

ki, e=(1,1,...)€eE ve xeE => Dxell olacak sekilde m'nin line-
er bir alt uzayil olsun; her xefE i¢in teorem 2.1.2 nin (ii) [(iii)
ve (iv) kosullarini gergekleyen L:E - R lineer fonksiyonelle-
rin cdmlesini iﬁ ile gbsterelim. Bbylece,ﬁaﬁm i¢in bir Led
fonksiyoneli bir Banach limiti olur.

¢, E lizerinde bir alt lineer fonksivonel olmak lzere I ilze-
rinde her xeE igin L(x)¢@(x) kosulunu gergekleyen bitdn L line-
er fonksiyonellerin ciimlesini {E,@g} ile g&sterelim. L nin line-
er olmasi nedeni ile her xeR igin L(x)<@(x) kosulu -J(-x) <

L(x)<d(x) kogulu ile esgdegerdir.
5.1.1. TANIM. {m,@} nin bir elemanina bir B-¢ LIMITI denir.

5.1.2. TEORIM.
(i) i,;{ﬁ,q}C{E,L*}
ve

(11) 4, =g, q)={my, L")
o]

dir. [4].
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ispaT. 2.1.3 geregince her x=(x )em igin
Lo(x) £ 9'(x) ¢ q(x) €4

ve nel ise g'(x)<L(x)sgg(x) dir. Bu esitsizliklerden dolayi

herhangi E alt uzayi ig¢in
e, _*.
L, clE,qic i, )

elde edilir. Simdi Le{E,L*} alalim. Teorem 2.1.2 nin (ii) ve
(iv) kogullarainin gerceklenecegi agiktair. Ayrlca'LE{E,q} ise
ayni teoremin (iii) koguiunun gerceklenmesi igin m yerine B

alimak yeterlidir. Boylece iE:{E'q} elde edilir. Bu da (i)

nin ispatini tamamlar.

(ii) E=mg olsun. Buna goire (i) m, ig¢in gergeklenir. Ispa-
£1 tamamlamak ic¢in LE{mO,L*}/ln 2.1.2 nin (iii) kosulunu dger-
ceklediyjini gistermeliyiz.

LE{mO,L*} olsun. O zawan Xetm, => DX-XEC,C 1l VC Ll uzc;in—
de L, (x)<L(x)<L* (x) oldujundan, L(Dx-x)=0 gikar. ancak L line-

~er oldujundan ispati tamamlayan L(Dx)=L(x) kogulu elde edilir.
5.2, B—Lz Fonksiyonelleri.

A= (a

nP) (n,k=1,2,...) matrisini alaliu. Ejer reel A mat-

risi 1.3.7 nin (i) kosulunu gergekliyorsa 1.3.6 uyarinca,

LY (Ax), m lzerinde daima tanimlidir.

5.2.1. TANIM. Bir A matrisi regliler ve
lim ) la_ - a_ ., 1170 (5.2.1)
n-—>o k:l !

kogulunu gergekliyorsa A'ya kuvvetli regdler matris adi verilir.
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yimdi regliler matrisler cumlesini T ile,

> la_ | > 1 (5.2.2)
k=1 7

kogulunu gercgekleyen AeT matrislerinin ciimlesini T ile ve
kuvvetli regliler olan AET% matrisler81n1f1nl‘t* ile gb8sterelim.
Buna gdre regiler A matrisleri igin ankao ise (5.2.2) nin ger-

¢ekleneceyi agiktir.
¢aligmamizda L* (Ax) yverine bazen Lz(x) vazacadjiz.
yimdi m dzerinde A€l igin B—LZ’; limitlerini inceliyelim.
5.2.2. TEOREM. E, m nin bir alt uzayi olmak lzere

1) (&L C Lo=teq) (AeT")

(ii) {mO,LX}c: ivs={mo,q} (aeTh

dir.[4].

IspaT. (i) AcT olsun. Lg, E ilizerinde alt lineer oldujun-
dan Hann-Banach teoremi gerefince, her xeE igin L(x) s Lg(x)
olacak gekilde bir lineer L fonksiyoneli mevcuttur. pDolayisiy=-
le {E,Lg} bos deyildir. Reel diziler igin 1.4.2 g¢ekirdek teo-

remi gerejince, her xeE igin
AeTh = Lg(x) < L¥(x) (5.2.3)

dir. Buna gOre AeT' igin {E,LX} c {k,L*} elde edilir.
Siwmdi AeT" olsun; ejer Le{E,L;} ise, bu taktirde LE{E,L*)
olup, blylece teorem 2.1.2 nin (ii) ve (iv) kogullari gergek-

lenir. Herhangi xeE i¢in Dx-xeE oldujundan L(Dx-x)éLg(Dx—x) dir.
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Aancak AT oldugundan, 4.l1.¢ gerejince LX(Dx—x)=O'g1kar, L
lineer oldugundan E iizerinde L (Dx)=L(x), ani 2.1.2 nin (iii)
kosulu gergeklenir. Bu da Leih oldujunu ifade eder.

(ii) E=m, alalim, Herhangi bir aeth matrisi igin 2.1.2)
nin (ii) ve (iv) Gzelliklerinin gergeklendijini yukarida g3s-
terdik. Iswati tamamlamak igin AET# olunca L (Dx)=L(x) oldugu-
nu gostermeliyiz. AeT#rolsun. Xel, = DX=XEC, olduyundan,

LX(Dx—x)=O olup, boylece L nin lineerli§inden L(Dx)=L(x) elde

edilir.
. .
5.2.3. SONUC.  AeT = LZ(X) < q(x) (her xem)e

ispralT. Kabul edelim ki q(xo)<L;(xo) olaéak sekilde enaz
bir x,em bulunsun. Buna gdre Hahn-Banach teoremi gerejince
Le{m,Lz} ve L(XO):L;(XO) olacak sekilde bir L lineer fonksi-
voneli mevcuttur. BOylece g(x,)<L(x,) elde ederiz, bu ise
Lé¢{m,q} olduyunu ifade eder. Halbuki E=m alindijinda bu, te-
orem 5.2.2 ile gelisir. 0 halde q(xo)<Lg(xO) kabulimiiz van-

ligstir, yani L;(x)sq(x) dir.
5.3. invariyant Limitler,.

5.3.1. TANIM. @, m ldzerinde alt lineer bir fonksiyonel ve
'K, k:m » m lineer doniigimlerin bir sinifi olsun. Ejer her
xem ve ner keK igin L(kx)=L(x) ise Le{m,d} elemanina m aze—k
rinae K-invariyant B-¢ limiti denir.

Bu tanima ybre B-g ve Aeq? igin B—LZ D~invariyant; xec ve
AeT igin A-lim xn=lim Xn oldujundan Cauchy limiti T-invariyant-

tir.
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S$imdi uygun bir K sinifa i¢in K-invariyant B-@ limitleri-
ni inceliyeceyiz.

_I..)
U “nin enaz bir ¢ alt cdmlesi ig¢in

W, (k)= inf Ly (x) (5.3.1)
AEQ

+ o, * . o .
olarak tanimliyalim. AeT 1¢in {m,LA} climlesinin bog olmadigi-
+ .
n1 gormistik. Ejer enaz bir s T igin (\{m,LX} cumlesini a-
+ AEQ
lirsak, bu cimle uygun bir ¢ T sinifi ig¢in bog olmayan ve

¢ —-invariyant B-w, limitleri ciimlesine ddniglr. Bunu asayjidaki
teorelerde glreceyiz.
5.3.2. TEOREM. o T olsun. Buna gore
*
{m,wc} = A {m,L }
. A
Aego
dir.[4].
ispaT. 1.4.2 den
: +
‘—L*(—x)s—L*(—Ax)sL*(Ax)sL*(x) (her xem, i T
ve w,(x) in tanimindan da
* *
-1 (=x) =Wy (=) sy (X)L (%)
elde edilir. Bu nedenle w; m iizerinde sonludur.
simdi Le n{m,L;} alalim. Buna gbre her Ao ig¢in L(x)sﬁabd
olup, w,(x) in tanimi gerejince L(x)swy(x) elde ederiz. Bu da
Le{m,wg} yani; r\{m,Lz} C:{m,wo} oldujunu ifade ederx.
tersine Le{m,w;} olsun. Buna gUre her Aeo 1i¢in L(x)swo(x)§

L} (x) dir, dolayisiyla Le r\{m,Lz} dir. O halde
AEC

tm,wy} © A (0,17}
Aeo
dir. Bu da ispati tamamlar.




G, ner A,BeG ve her xem igin AB ile BA mutlak egdeger ve
. . ) . + : " .
AB,BAeG olacak sgekilde T nin bir alt cimlesi olsun.
Bundan sonraki teoreme gecumeden dnce gerekli olan agsaji-

daki lemmalari verelim.
5.3.3. LeiMa. T bir konveks yarl—grugtur.[S; Sh. 181].

5.3.4. LEMMA. Her A,Beo ve her xem ig¢in AB ile Ba mutlak
esdeijer ve AB,BAe0c olacak gekilde o T alt clumlesi bir yari-
gruptur. [4].

ISPAT. 4.1.3 den hemen ¢ikar.

5.3.5. LEMMA. G bir konveks yari-gruptur. [4].

o eyt , - + . ; + . 1%

iSPAT. Bunu ispat etmek igin A,BeT iken ABeT (ve Bas )
ve A,u»0, A+p=l olmak ilzere U=XA+pB€T% oldujunu gistermemiz
gerekuektedir.

C=aB=(c,)) alalim. Buna gire agikga
Y aned by € Lo lomel <2 angl 2 Iyl
r k k r k

ve

Ag:ank-l'p 2;‘ bnk‘< Zk: lunkls)‘ ;'Iank!+L1 Zk: Ibnk‘

dir. (5.2.2) den (lagy|) ve (|by|) regiler olduklarindan yu-
karidaki ifadelerin her ikisinde n-»e ig¢in bagtaki ve sondaki
ifadeler 1’ e gider. BOylece z:Ianl + 1 ve E::iunki »1, vani
ABET% ve UET% dir. Benzer §eki§de BAET# oldugt kolayca goste-
rilebilir. O halde G bir konveks yari-gruptur. |

Simdi Wo=W yazip, asajidaki teoremi verelim.
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5.3.6. TEOREM, {m,w} cimlesi bos dJdegildir ve {m,w} nin e-
lemanlari m de G-invariyant B-w limitleridir. Ayrica, ejer G
kuvvetli regiler bir matris igeriyorsa, bu taktirde B-w limit-

leri ayni zamanda D-invariyanttir ve
{m,w} C {10,9}

dir. [4].
ISPAT. A,BeG ve xem icin L¥(AB-BA)x=0 hipotezinden
L* (AB) x=L* (AB-BA+BA) x<L* (BA) x

ve A ile B nin rolleri degigtirilirse

G2}
w
N
~

L¥ (aB)x = L* (BA)x (
elde edilir.

gimdi €>0 istenildiji kadar kdgudk bir sayi olmak lizere

X X, Em dizileri ic¢in w nin tanimi geregince,
o x
LAl(Al) < w(xl)+€ ' LAZ(X2) < w(x2)+e (5.3.3)

A e3 vardir. w nin tanimi, (5.3.2),(5.2.3)

olacak sekilde Al' >

ve (5.3.3) den

N
£
®
+
x

w(xl+x2)

N
=

"
-
%

l_l
+
=
%
»

A

w(xl) + w(x2) + 2¢

¢cikar, ancak ¢>0 keyfi oldugundan w, m lizerinde alt tonlamsaldair.
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w30 igin w(ax)=aw(x) oldugundan w, m {izerinde ayn) zamanda ho-
mo jen ve dolayisiyla w, m lzerinde alt lineer olur. Buna gdre
Hahn-Banach teoremi gerejince {m,w} bos degildir.

gimdi e>0 ve xem olmak Uzere L;A(x)< w(Ax)+e olacak gekilde

enaz bir BeG vardir. Ancak, BAeG oldujundan

w(x)ngA(x)<ngx)+e (5.3.4)

dir.

Dijer taraftan (5.3.2) ve (5.2.3) den

inf L¥ (CAx)
CeG

w (AX)

i

= inf L* (ACx)
CeG
(5.3.5)

inf L*(Cx)

A

= w(x)
bulunur. £>0 keyfi oldugundan, (5.3.4) ve (5.3.5) den her

xem ve her AeG igin

w(Ax) = wi(x) (5.3.06)
dir.
1 <4k
Simdi AeG olsun. A == E A7 eG olmak lzere
n n &
k=1
A a-a L@l g
n nn

dir. Buna gdre her AeG ig¢in (5.3.6) dan w(Anx)=w(x) ve biyle-

ce

w(AX~-X) w(AnA—An)x -

/n

%hMAM4»x+ w (=A%) }

= i{w(x) + w(-x)}
n
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elue edilir. Ancak n istenildiji kadar bdylitiilebileceginden
w(hx-x) <0 ve benzer gsekilde w(x-Ax)s0 elde edilir. Bu neden-
le Le{m,w} ye karsilik her AeG ig¢in L(Ax-x)=0 ve L lineer ol-
dugjundan L (Ax)=L(x) bulunur. O halde L,m uzerinde G=-invari-
yanttir.

A,eG kuvvetli regliler bir matris olsun. (4.1.8) den

w(Dx-X) < L; (Dx-x) = 0
o

ve bdvlece Le{m,w} ig¢in L(Dx-x)=0 bulunur, yine L nin lineer-
lijinden L(0x)=L(x) elde edilir. O halde L, m {izerinde D-in-
variyanttair.

.k

son olarak 5.2.3 gerejince her xem igin w(x)\<LA
o

vani {m,w} ¢ {w,y} dir. Boylece ispat tamamlanmig oldu.

(%) gq(x)

5.3.7. TEOREH. G nin matrisleri reel sainirli diziler igin

tatarli limitleme metotlari tanimlar. [4].

isPAT. A,BeG olsun. Bu taktirde (5.3.0) dan xem igin
w(Ax)=w(x)=w(Bx) dir. c lzerinde w(x)=1lin xnoldugundan Ca dze~-

rinde w(Ax) =A-lim x, ve bu nedenle xeunc,Ncy igin A-lim x,=

B-lim x dir. Cinkl xanquAﬂcB ise bu taktirde xem, Axec ve

n
Bxec ve bUylece
A-1lim X, = w(Ax) = wi{x) = w(Bx) = B-1lim X

dir. Bu da ispati tamamlar.
5.4, vek Limitler.

Hahn-Banach teoreminin bir sonucu olarak sinirli her x=(xp)

(n=1,2,...) dizisi B—L*, B~q, B-L* ve B-w limitlerine sahiptir.
1 A

Ancak belirli bir ¢ alt lineer fonksiyoneli ve belirli bir di-
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zi igin bir B-@ limiti tek deJildir. Gergekte verilen bir di-
zi ig¢in bu limitlérin sayisi kontinum kardinalitesi kadar ola-
‘bilir.

11k olarak genel lineer uzayda bir teorem verelim.

5.4.1. TEOREM. X bir reel lineer uzay ve E, X in bir alt
uzayx olmak iizere, @ X de alt lineer ve E de lineer bir fonk-
siyonel olsun. {X,8}, @ nin E den X'e lineer geniglemelerinin
cimlesini gBstersin. Buna gdre verilen bir x,eX igin {x,0}
deki biitiin lineer fonksiyonellerin x, da g¢akigsik olmasi igin
gerek ve yeter kosul '

@(x,) = -B(-%) (5.4.1)
dir.[4].

{SPAT. m=X, c=E ve g=¢ alinarak 2.1.4 dekine benzer cla-

rak yapilir.

5.4.2. SONUC. ¢, X=m ig¢in yukaridaki teoremin kosgullarini

gergeklesin ve
m(g)={xem : -@L-x)=@(x)} (5.4.2)

olarak tanimliyalim. Buna gdre B-¢ limitleri m(@) cimlesi u-
zerinde kesin olarak tektir. Gergekten Le{m({@),g} ise
~J(~x) <L (x) <@ (x) ve -@(-x)=@(x) oldugundan L(x) tek olmak zo-
rundadzir.

UYART. ¢ ile y, m dzerinde @ (x)<y(x)<L*(x) olmak lzere ,
c tlizerinde lineer ve m iizerinde alt lineer fonksiyoneller ise-
ler, bu taktirde c lzerinde F(x)=y(x)=1lim x ve m(y) <& m{@) dir.
Gergekten ¢(x)sw(x)sL*(x) kosulu “LF(-x) ¢~y (-x) s=¥ (=X) <

¢(X)<w(x)<L*(x) kosulu ile egdejer oldujundan ve c Uzerinde
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-1.* (-x)=L* (x) bulundujundan sonu¢ hemen ¢ikar. $imdi de xem(y)
olsun. Buna gdre xem ve -y (-x)=yp(x) dir. Ancak m lizerinde
#(x)sy(x) verildiginden, -w(-X)<—¢(—X)<¢(x)<w(x) den -@(-x)=
#(x) gikar; yani xem(g) dir. O halde m(y)c m(@) olur.
Yukarida 5.4.2 de @ nin L*,q,VAeT? olmak lizere L; ve w O-
zel halleri igin m(L*)=c, m(LX)=mﬂcA ve m(q) hemen hemen ya-
kinsak dizilerden olugmustur. A€o igin wc(x)ng(x) den de
mAC, € m(Wg) (AeT) (5.4.3)
dir. QUnki xemncy alirsak, xem ve XecCp dir. Halbuki --Cp nin

tanimi geredince xec, ise Axec olup, buna gdre -O(-Ax) =L1Ax)

A
ve ayrica AET# oldudundan, —L*(—Ax)g—wo(—x)swg(X)SL*(Ax) den
—wc(-x)=w0(x) ¢ikar; yani xem(w;) dir. Eger AET; ise 5.2.3
gereqincé c ¢ m(q) & mncy oldudu
~L* (=x) ¢-q (%) «~L* (=2x) <L* (Ax) <q (x) <L (x)

.ifadesinden hemen ¢ikar. Bu sonug % nin neden (1,0,1,0,...)
dizisinin her iki tek B-g ve B—L; limiti oldugunu ag¢iklamak-
tadir. Ayrica (5.4.3) den U ﬁnncA)c: m(wG) oldugu agiktair.
m(w) C U ﬁﬁncA) oldugunu gggierememekle beraber buna yakin

AeG
olan bir teorem verecegiz.

5.4.3. TEOREM. >0 ve xem(w) igin
wi(x)=e < Li(Ax) g w(X) < LY (ax) < w(x)+e

olacak sekilde enaz bir AeG vafdlr.[4]. ,
ISPAT. w(x)=Ai=-w(-x) olsun. Buna gbre ¢>0 i¢in
L*(Bx) < Aze olacak gekilde enaz bir BeG ve
r—e < L, (Cx) olacakbsekilde enaz bir CeGV

vardir. G nin tanimi geredince BCeG oldugundan, (5.2.3) ve




(5.3.2) den
L, (Cx) < L, (BCx) < w(x) < L¥(BCx) = L*(CBx) < L (Bx)

clde ederiz, burada A=BC alma ile istenen sonug hemen elde

edilir.
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