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ÖZET 

 

Bu tez, dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde, temel tanım ve teoremler verilmiştir 

İkinci bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık yoğunluk ve dağılım fonksiyonları incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin 

sıralı istatistiklerinin beklenen değer, varyans ve kovaryansı elde edilmiştir. 

Son bölümde, sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin momentleriyle ilgili 

bazı sonuçlar verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Sıralı İstatistikler, Bağımsız Tesadüfi Değişkenler, Aynı Dağılımlı 

Olmayan Tesadüfi Değişkenler, Sürekli Tesadüfi Değişkenler, 

Dağılım Fonksiyonu, Olasılık Yoğunluk Fonksiyonu, Beklenen 

Değer, Varyans, Kovaryans. 
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SUMMARY 

 

Moments of Order Statistics of Random Variables 

 

This thesis consists of four chapters. 

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems are given.  

In the second chapter, the probability density and distribution functions of order 

statistics of independent and nonidentically distributed continuous random variables are 

examined. 

In the third chapter, the expected value, variance and covariance of order statistics of 

independent and nonidentically distributed continuous random variables are obtained. 

In the last chapter, the some results related to the moments of order statistics of 

continuous random variables are given. 

 

Key Words: Order statistics, Independent Random Variables, Nonidentically 

Distributed Random Variables, Continuous Random Variables, 

Distribution Function, Probability Density Function, Expected Value, 

Variance, Covariance. 



 VI 

 

SEMBOLLER LĠSTESĠ 

 

F : Dağılım fonksiyonu 

 

f : Olasılık yoğunluk fonksiyonu 

 

sn   : s’nin eleman sayısı 

 



 

1. GĠRĠġ 

 

Sıralı istatistikler, istatistik teorisinde oldukça önemli bir yere sahiptir. Çünkü; sıralı 

istatistiklerin dağılımları, örneklemin alındığı dağılımdan bağımsızdır. 

Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir anakütleden gelen sıralı istatistikler için sağlanan 

bazı bağıntılar ve momentler, Arnold vd. [1], David [2] ve Reiss [3] tarafından elde 

edilmiştir. Arnold vd. [1], bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin bileşik olasılık yoğunluk ve dağılım fonksiyonlarını elde etmişlerdir. Cao 

ve West [4], bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan sürekli bir anakütleden gelen sıralı 

istatistiklerin dağılımları için bağıntılar vermişlerdir. Corley [5], sürekli çok değişkenli 

tesadüfi değişkenlerin farklı anlamlarda sıralı istatistiklerini tanımlamıştır. Vaughan ve 

Venables [6], permanent yardımıyla bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi 

değişkenlerin sıralı istatistiklerinin olasılık yoğunluk fonksiyonlarını ifade etmişlerdir. 

Balakrishnan [7] ve Bapat ve Beg [8], permanent yardımıyla bağımsız fakat aynı dağılımlı 

olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistiklerinin olasılık yoğunluk ve dağılım 

fonksiyonlarını elde etmişlerdir. 

Bu çalışmada; bağımsız fakat aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin 

sıralı istatistiklerinin dağılımları ve momentleri farklı şekillerde ifade edilmiştir. 
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1.1. Temel Tanımlar 

 

Tanım 1.1.1. Bir tesadüfi değişken, herhangi bir aralıktaki bütün reel değerleri 

alabiliyorsa bu tesadüfi değişkene sürekli tesadüfi değişken denir [9]. 

 

Tanım 1.1.2. X, sürekli bir tesadüfi değişken olsun.  

 

i. Rxxf  ,0)(  

ii. 




 .1)( dxxf

 

 

koşullarını sağlayan )(xf ’e X’in olasılık yoğunluk fonksiyonu denir [9]. 

 

Tanım 1.1.3. X, olasılık yoğunluk fonksiyonu f olan sürekli tesadüfi değişken olsun. 

X’in dağılım fonksiyonu, 

 

RxduufxXPxF

x

 


,)()()(  

 

şeklinde tanımlanır [9]. 

 

Tanım 1.1.4. X, olasılık fonksiyonu )(xf  olan bir tesadüfi değişken ve Y’de olasılık 

fonksiyonu )(yf  olan bir tesadüfi değişken olsun. Ayrıca X ve Y’nin bileşik olasılık 

fonksiyonu ),( yxf  olsun. Eğer, 
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)()(),( yfxfyxf   

 

eşitliği sağlanıyorsa X ve Y’ye bağımsız tesadüfi değişkenler denir [9]. 

 

Tanım 1.1.5. nXXX ,...,, 21  tesadüfi değişkenlerinin meydana gelme sırası değil 

büyüklüklerinin sırası göz önüne alınırsa bu tesadüfi değişkenlerin sıralı istatistikleri, 

 

nnnn XXX ::2:1 ...   

 

olarak ifade edilir. 

nrX : , r-inci sıralı istatistik denir. 

Buradan, 

 

),...,,(min 21:1 nn XXXX   

 

ve 

 

),...,,(max 21: nnn XXXX   

 

yazılabilir [3]. 
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Tanım 1.1.6. X, olasılık fonksiyonu f olan sürekli tesadüfi değişken olsun. X’in 

beklenen değeri, 

 






 dxxfxXE )()( ,          . x  

 

olarak ifade edilir [10]. 

 

Tanım 1.1.7. X tesadüfi değişkeninin varyansı, 

 

22 )]([)()( XEXEXVar   

 

olarak ifade edilir [10]. 

 

Tanım 1.1.8. X ve Y tesadüfi değişkenlerinin beklenen değerleri )(XE  ve )(YE  ise X 

ve Y arasındaki kovaryans, 

 

)()()(),( YEXEYXEYXCov   

 

şeklinde ifade edilir [10]. 

 

Teorem 1.1.1. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 

rnr

nr xFxfxF
rnr

n
xf  


 )](1[)()]([

!)(!)1(

!
)( 1

:  

 

şeklinde ifade edilir [1]. 
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Teorem 1.1.2. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik olasılık yoğunluk fonksiyonu, nsr 1  ve 
21 xx   olmak üzere 

 

sn

rsr

nsr

xFxf

xFxFxfxF
snrsr

n
xxf












)](1[)(

)]()([)()]([
!)(!)1(!)1(

!
),(     

22

1

121

1

121:,

 

 

şeklinde ifade edilir [2]. 

 

Teorem 1.1.3. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin dağılım fonksiyonu, 

 

jnj
n

rj

nr xFxF
jnj

n
xF 






 )](1[)]([
!)(!

!
)(:  

 

şeklinde ifade edilir [1]. 

 

Teorem 1.1.4. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik olasılık fonksiyonu, nsr 1  ve 21 xx   olmak üzere 

 

2

121

2

2

1

)](1[

)]()([)]([
!)(!)(!

!
),(     

2

121

2121

21:,

jn

jjj
n

sj

j

rj

nsr

xF

xFxFxF
jnjjj

n
xxF





 






 

 

 

şeklinde ifade edilir [2]. 



 

2. BAĞIMSIZ VE AYNI DAĞILIMLI OLMAYAN SÜREKLĠ TESADÜFĠ 

DEĞĠġKENLERĠN SIRALI ĠSTATĠSTĠKLERĠNĠN DAĞILIMLARI 

 

Bu bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin olasılık ve dağılım fonksiyonları verilecektir. 

 

nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenler olsun. 

iX  ( ni ,...,2,1 ) tesadüfi değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu if  ve dağılım 

fonksiyonu iF  olsun. Bu tesadüfi değişkenlerin büyüklüklerine göre sıralanmasıyla elde 

edilen sıralı istatistikler, nnnn XXX ::2:1 ...  olsun. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin olasılık yoğunluk fonksiyonu, Rx  olmak üzere 

 





























 



3

)(
3

)1(
2

1

)(
1

21
11,

: )](1[)()()(






nn

nn

nr xFxfxFxf


                                                  (2.1) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada; }...,,,{ )1(

1

)2(

1

)1(

11

 r , }{ )1(

22   , }...,,,{ )(

3

)2(

3

)1(

33

rn  ,

   için     ve },...,2,1{
3

1

n





   olmak üzere 
21

,  nn

, 


 
2

1

 üzerinden 

toplamı ifade eder. 
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nrX : ’nin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 




















 







n

r

ii

r

i

P

nr xFxfxF
rnr

xf
r

1

1

1

: )](1[)()(
!)(!)1(

1
)(




                                 (2.2) 

 

şeklinde de ifade edilebilir. Burada 
P

, ( n,...,2,1 )’nin bütün ( niii ,...,, 21 ) 

permütasyonları üzerinden toplamı ifade etmektedir [2]. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik olasılık yoğunluk fonksiyonu, nsr 1 , 21 xx   ve Rxx 21,  olmak üzere 

 






















































5

)(
4

)1(
4

3

)(
3

)(
3

)1(
2

1

)(
1

4321

1

22

1

12

1

1

1

,,,

21:,

)](1[)()]()([

)()(),(











nn

n

nnnn

nsr

xFxfxFxF

xfxFxxf









           (2.3) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada; }...,,,{ )1(

1

)2(

1

)1(

11

 r , }{ )1(

22   , }...,,,{ )1(

3

)2(

3

)1(

33

 rs , 

}{ )1(

44   , }...,,,{ )(

5

)2(

5

)1(

55

sn  ,    için     ve },...,2,1{
5

1

n





   olmak 

üzere 
4321

,,,  nnnn

, 


 
4

1

 üzerinden toplamı ifade eder. 
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nrX :  ve nsX : ’nin bileşik olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

 














































n

s

ii

s

r

ii

i

r

i

P

nsr

xFxfxFxF

xfxF
snrsr

xxf

s

r

1

22

1

1

12

1

1

1

121:,

)](1[)()]()([

)()(
!)(!)1(!)1(

1
),(









           (2.4)

 

 

şeklinde de ifade edilebilir. 

 

Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin dağılım fonksiyonu,  

 









































 



2

)(
2

1

)(
1

1
11

: )](1[)()(






nn

n

n

rj

nr xFxFxF


                                                   (2.5) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada; }...,,,{ )(

1

)2(

1

)1(

11

j  , }...,,,{ )(

2

)2(

2

)1(

22

jn  , 

  21  ve },...,2,1{21 n  olmak üzere 
1

n

, 1  üzerinden toplamı ifade eder. 

 

nrX : ’nin dağılım fonksiyonu, 

 



































 



)](1[)(
!)(!

1
)(

11

: xFxF
jnj

xF i

n

j

i

j

P

n

rj

nr 



                                (2.6) 

 

şeklinde de ifade edilebilir [2]. 
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Bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX : ’nin 

bileşik dağılım fonksiyonu, nsr 1  ve 21 xx   olmak üzere 

 

  
   



























































n

sj

j

rj nn

nnn

nsr xFxFxFxFxxF
2

2

1 21

3

)(
3

2

)(
2

)(
2

1

)(
1

, 1

2

1

12

1

121:, )](1[)]()([)(),(







 (2.7)

  

şeklinde ifade edilir. Burada; }...,,,{
)(

1

)2(

1

)1(

11
1j  , }...,,,{

)(

2

)2(

2

)1(

22
12 jj 

  , 

}...,,,{
)(

3

)2(

3

)1(

33
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 üzerinden toplamı ifade eder. 

 

nrX :  ve nsX : ’nin bileşik dağılım fonksiyonu, 
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şeklinde de ifade edilebilir. 

 

 



 

3. BAĞIMSIZ VE AYNI DAĞILIMLI OLMAYAN SÜREKLĠ TESADÜFĠ 

DEĞĠġKENLERĠN SIRALI ĠSTATĠSTĠKLERĠNĠN MOMENTLERĠ 

 

Bu bölümde, bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenlerin sıralı 

istatistiklerinin beklenen değer, varyans ve kovaryansı ifade edilecektir. 

 

Sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin beklenen değeri, 

 

dxxfxXE nrnr 
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olarak ifade edilir.  

 

(2.1), (3.1)’de kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli bir anakütleden 

gelen nrX : ’nin beklenen değeri, 
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olarak elde edilir. 
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(2.2), (3.1)’de kullanılırsa 
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olarak da elde edilebilir. 

Ayrıca; nrX :  ve nsX : ’nin çarpımının beklenen değeri, nsr 1  ve 
21 xx  olmak 

üzere 
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olarak ifade edilir. 

 

(2.3), (3.4)’de kullanılırsa kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli bir 
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olarak elde edilir. 
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(2.4), (3.4)’de kullanılırsa 
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olarak da elde edilebilir. 

 

Tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin varyansı, 
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olarak ifade edilir. 

 

(3.1), (3.7)’de kullanılırsa sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı istatistiğinin 

varyansı, 
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olarak da ifade edilebilir. 
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(2.1), (3.8)’de kullanılırsa kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli bir 

anakütleden gelen nrX : ’nin varyansı, 
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olarak elde edilir. 

 

(2.2), (3.8)’de kullanılırsa 
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olarak da elde edilebilir. 

 

Sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  arasındaki kovaryans, 

 

)()()(),( :::::: nsnrnsnrnsnr XEXEXXEXXCov                                                      (3.11) 

 

şeklinde ifade edilir. 
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(3.1) ve (3.4), (3.11)’ de kullanılırsa sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  

arasındaki kovaryans, 
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olarak da ifade edilebilir. 

 

(2.1) ve (2.3), (3.12)’de kullanılırsa kullanılırsa bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan 

sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  arasındaki kovaryans, 
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olarak elde edilir. 

 

(2.2) ve (2.4), (3.12)’de kullanılırsa 
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olarak da elde edilebilir. 

 

 



 

4. SONUÇLAR 

 

nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı dağılımlı olmayan sürekli tesadüfi değişkenler olsun. 

iX  ( ni ,...,2,1 ) tesadüfi değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu if  ve dağılım 

fonksiyonu iF  olsun. Burada, ffi   ve FFi   alınırsa nXXX ,...,, 21  bağımsız ve aynı 

dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenler elde edilir. Bu yaklaşımla, aşağıdaki sonuçlar 

verilebilir. 

 

Sonuç 4.1. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin beklenen değeri,  
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                                  (4.1) 

 

olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.2) veya (3.3)’de ffi   ve FFi   alınırsa, (4.1) elde edilir. 

 

Sonuç 4.2. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli tesadüfi değişkenlerin r-inci sıralı 

istatistiğinin varyansı,  
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olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.9) veya (3.10)’da ffi   ve FFi   alınırsa, (4.2) elde edilir. 

 

Sonuç 4.3. Bağımsız ve aynı dağılımlı sürekli bir anakütleden gelen nrX :  ve nsX :  

arasındaki kovaryans,  

 


































 

















2

1

21

1

1

12
22

1

121

1

1
21::

!)(!)1(

)](1[)()]([!

!)(!)1(

)](1[)()]([!

!)(!)1(!)1(

)](1[)()]()([)()]([!
),(

1

dx
rnr

xFxfxFn
xdx

rnr

xFxfxFn
x

dxdx
snrsr

xFxfxFxFxfxFn
xxXXCov

rnrrnr

snrsr

x

nsnr

(4.3) 

 

olarak ifade edilir. 

 

Ġspat. (3.13) veya (3.14)’da ffi   ve FFi   alınırsa, (4.3) elde edilir. 
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