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OZET

Bu tez, dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler verilmistir

Ikinci boliimde, bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin siral

istatistiklerinin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlar1 incelenmistir.

Ugiincii béliimde, bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin

sirali istatistiklerinin beklenen deger, varyans ve kovaryansi elde edilmistir.

Son boliimde, siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin momentleriyle ilgili

bazi sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sirali Istatistikler, Bagimsiz Tesadiifi Degiskenler, Ayn1 Dagilimli
Olmayan Tesadiifi Degiskenler, Siirekli Tesadiifi Degiskenler,
Dagilim Fonksiyonu, Olasilik Yogunluk Fonksiyonu, Beklenen

Deger, Varyans, Kovaryans.



SUMMARY

Moments of Order Statistics of Random Variables

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, the fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter, the probability density and distribution functions of order
statistics of independent and nonidentically distributed continuous random variables are
examined.

In the third chapter, the expected value, variance and covariance of order statistics of

independent and nonidentically distributed continuous random variables are obtained.

In the last chapter, the some results related to the moments of order statistics of

continuous random variables are given.

Key Words: Order statistics, Independent Random Variables, Nonidentically
Distributed Random Variables, Continuous Random Variables,
Distribution Function, Probability Density Function, Expected Value,

Variance, Covariance.
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1. GIRIS

Siral1 istatistikler, istatistik teorisinde olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Ciinkii; sirali

istatistiklerin dagilimlari, 6rneklemin alindig1 dagilimdan bagimsizdir.

Bagimsiz ve ayni1 dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen sirali istatistikler i¢in saglanan
baz1 bagintilar ve momentler, Arnold vd. [1], David [2] ve Reiss [3] tarafindan elde
edilmistir. Arnold vd. [1], bagimsiz ve ayn1 dagilimli siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali
istatistiklerinin bilesik olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlarini elde etmislerdir. Cao
ve West [4], bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen sirali
istatistiklerin dagilimlari i¢in bagntilar vermislerdir. Corley [5], siirekli ¢ok degiskenli
tesadiifi degiskenlerin farkli anlamlarda sirali istatistiklerini tanimlamistir. Vaughan ve
Venables [6], permanent yardimiyla bagimsiz fakat ayn1 dagilimli olmayan siirekli tesadiifi
degiskenlerin sirali istatistiklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlarmi ifade etmislerdir.
Balakrishnan [7] ve Bapat ve Beg [8], permanent yardimiyla bagimsiz fakat ayn1 dagiliml
olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali istatistiklerinin olasilik yogunluk ve dagilim

fonksiyonlarmi elde etmislerdir.

Bu calismada; bagimsiz fakat aymi dagilimli olmayan stirekli tesadiifi degiskenlerin

sirali istatistiklerinin dagilimlar1 ve momentleri farkli sekillerde ifade edilmistir.



1.1. Temel Tanimlar

Tammm 1.1.1. Bir tesadiifi degisken, herhangi bir araliktaki biitiin reel degerleri
alabiliyorsa bu tesadiifi degiskene siirekli tesadiifi degisken denir [9].

Tamm 1.1.2. X, siirekli bir tesadiifi degisken olsun.
i. f(x)>0, xeR

ii. T f(x)dx =1.

kosullarini saglayan f (x)’e X’in olasilik yogunluk fonksiyonu denir [9].

Tanim 1.1.3. X, olasilik yogunluk fonksiyonu f olan siirekli tesadiifi degisken olsun.

X’in dagilim fonksiyonu,
F()=P(X<x)=[f(udy xeR

seklinde tanimlanir [9].

Tamim 1.1.4. X, olasilik fonksiyonu f(x) olan bir tesadiifi degisken ve Y’de olasilik
fonksiyonu f(y) olan bir tesadiifi degisken olsun. Ayrica X ve Y’nin bilesik olasilik

fonksiyonu f(x,y) olsun. Eger,



f(xy)=1(x) f(y)

esitligi saglaniyorsa X ve Y’ye bagimsiz tesadiifi degiskenler denir [9].

Tanmm 1.1.5. X, X,, ..., X, tesadiifi degiskenlerinin meydana gelme siras1 degil

n

biiyiikliiklerinin siras1 géz Oniine alinirsa bu tesadiifi degiskenlerin sirali istatistikleri,

olarak ifade edilir.

X r-inci sirali istatistik denir.

ron?

Buradan,

X =min (X, X,, ..., X,)

ve

Xn:n :max(xl’XZ’ 'xn)

yazilabilir [3].



Tammm 1.1.6. X, olasilik fonksiyonu f olan siirekli tesadiifi degisken olsun. X’in
beklenen degeri,

E(X)szf(x)dx, —00 < X<,

olarak ifade edilir [10].

Tamim 1.1.7. X tesadiifi degiskeninin varyansi,
Var(X) =E(X?)-[E(X)]?
olarak ifade edilir [10].

Tamim 1.1.8. X ve Y tesadiifi degiskenlerinin beklenen degerleri E(X) ve E(Y) ise X

ve Y arasindaki kovaryans,
Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)
seklinde ifade edilir [10].

Teorem 1.1.1. Bagimsiz ve ayn1 dagiliml stirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci siral

istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,

n!

= W[F(X)r1 f () [L-FO)I"

fr:n (X)

seklinde ifade edilir [1].



Teorem 1.1.2. Bagimsiz ve ayni dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, ’nin

bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, 1<r <s<n ve X, < X, olmak iizere

n!
(r=D!'(s-1-r)l(n-s)!

Frosn (X %) = [FOOI™ £00) [F(x) = FOOT™"

() -F ()™

seklinde ifade edilir [2].

Teorem 1.1.3. Bagimsiz ve ayni dagilimh siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali

istatistiginin dagilim fonksiyonu,

F () =Z ﬁ!_j)![F(x)]J - F "

seklinde ifade edilir [1].

Teorem 1.1.4. Bagimsiz ve ayni dagilimli siirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, ’nin

bilesik olasilik fonksiyonu, 1<r<s<n ve x, <X, olmak iizere

Fr,s:n (Xla Xz) = é g Jll(J2 _ Jr:)ll (n _ jz)![F(Xl)]jl [F(Xz) - F(Xl)]jz—h

L-F ()"

seklinde ifade edilir [2].



2. BAGIMSIZ VE AYNI DAGILIMLI OLMAYAN SUREKLi TESADUFi
DEGISKENLERIN SIRALI iSTATiSTIKLERININ DAGILIMLARI

Bu boliimde, bagimsiz ve aynt dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin siral

istatistiklerinin olasilik ve dagilim fonksiyonlar1 verilecektir.

X, X, ..., X, bagimsiz ve ayni1 dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenler olsun.
X, (i=1,2,..,n) tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f, ve dagilim
fonksiyonu F, olsun. Bu tesadiifi degiskenlerin biiyiikliiklerine gére siralanmasiyla elde

edilen siral istatistikler, X, <X, <..<X,,, olsun.

1n— 2:n —

Bagimsiz ve aym dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali

istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu, x € R olmak iizere

fa()= Y (ﬁ Foo (x)J (9 (ﬁ[l— Flo (x)]} (2.1)

né‘l ! n§2

seklinde ifade edilir. Burada; g, ={§1(1)1§1(2), ey gl(rfl)}, S ={§§l)}a S3 ={§3(1),g§2), . gé”‘r)},

3 2
v#98 igin ¢, Ngg=¢ Ve U ¢, ={1,2,...,n} olmak iizere Z : U ¢, tuzerinden

=1 ng.n, =1

toplami ifade eder.



X.., ‘nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 r-1 n
frn (X) = CENCED] > (H F, (X)j f; (x) [ []-F, (X)]] (2.2)

P (=1 l=r+1

seklinde de ifade edilebilir. Burada Z , (3,2,...,n)ynin bitin (i, 1,,...,1,)

P

permiitasyonlari tizerinden toplami ifade etmektedir [2].

Bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, ’nin

bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu, 1<r<s<n, x, <X, Ve X, X, € R olmak {izere

fr,s:n (X1 ' Xz) = Z [ﬁ qu (Xl)J f,g) (Xl)

nqv nrz ’ nrg ’ nr4

(=1

. (ﬁ[[Frér) (Xz) - Fréf) (Xl)]j fn(‘l) (Xz) (ﬁ [1— Frft” (X2 )]]

(2.3)

seklinde ifade edilir. Burada; 7, ={r®,z?, ..., 2" "}, 7, ={P}, 7, ={, 77, ..., P},

5
7, ={r"}, o, ={r0, 7P, ., 7Y, v£ 9 igin T, N1, =¢ ve U 7,={1,2,...,n} olmak
=1

4
uzere Z , U 7, uzerinden toplam1 ifade eder.

Ny Neyi Mgy Ny £=1



X,., ve X, nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

fr,s:n (X1’ XZ) = 1 Z (ﬁ Fi, (X1)J fir (X1)

(r=D!'(s=1-n'(n-s)'< 1

(ﬁ[ﬁ (x)~F, (xo]j f (x»[f[[l— 3 (xz)]j

(=r+1 (=s+1

(2.4)

seklinde de ifade edilebilir.

Bagimsiz ve aym dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali

istatistiginin dagilim fonksiyonu,

(=Y. {Z (H o (x)] (f[[l— o (x)]]} 25)

Ny

seklinde ifade edilir. Burada; & ={",¢?,...c"}, & ={P, P, .. 0y,

& NE,=¢ ve U, ={1,2,...,n} olmak iizere Z , ¢, lizerinden toplamu ifade eder.

N

X, 'nin dagilim fonksiyonu,

Fon (0= Z{ i (H Eﬂ)j[f[ [1—Fi,<x)]]} (26)

=1 l=j+1

seklinde de ifade edilebilir [2].



Bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, ’nin

bilesik dagilim fonksiyonu, 1<r <s<n ve x, < X, olmak iizere

J2=s q=r| n,.n,

Fosn (%1 %,) = Zn: JZ[ > [HF ”(Xl)J [H[F 0 ()= F 0 (% )]J [H[l F o (X )]ﬂ(2 7)

seklinde ifade edilir. Burada; =00, 72, ,7/1”1)}, =0, 72, ,}/é’z WY

. 3
{;/3(,1),7/3(,2),...,7/3(”_‘2)}, v#9 igin y,Ny,=¢ ve U 7, ={1,2,..,n} olmak iizere

=1

2
: U 7, Uzerinden toplami ifade eder.
Mo My (=1

X, ve X, nin bilesik dagilim fonksiyonu,

i1

Foon (1) = iz{. — Z[Q Fb(xl)j

s jp=r W= it n= )%

[ I1[F (%) -F, (xl)]]( 1 0-F (xz)]]}

(=j+1 (=j,+1

(2.8)

seklinde de ifade edilebilir.



3. BAGIMSIZ VE AYNI DAGILIMLI OLMAYAN SUREKLi TESADUFi
DEGISKENLERIN SIRALI iSTATiSTIKLERININ MOMENTLERI

Bu boliimde, bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenlerin sirali

istatistiklerinin beklenen deger, varyans ve kovaryansi ifade edilecektir.

Siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali istatistiginin beklenen degeri,
E(X )= [ % f,(x) dx (3.1)

olarak ifade edilir.

(2.1), (3.1)’de kullanilirsa bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan siirekli bir anakiitleden

gelen X,., 'nin beklenen degeri,

E(X,) = Jx{ > (f{ Foo (x)j () (ﬁ[l— Fuo (x)]ﬂ dx (3.2)

—© a0 ey

olarak elde edilir.



(2.2), (3.1)’de kullanilirsa

o0 1 r-1 n
E(X.n) = I{mz [ 1 F, (X)j f; (X)(H[l— F, (X)]H dx (3.3)

P (= /=r+1

—00

olarak da elde edilebilir.

Ayrica; X, ve X, ’nin ¢arpiminin beklenen degeri, 1<r<s<n ve x <Xx,0lmak

uzere

E(Xr:n Xs:n) = J. J.Xl X2 fr,s:n (Xl’ XZ) dXZ dxl (34)

-0 X,

olarak ifade edilir.

(2.3), (3.4)’de kullanilirsa kullanilirsa bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan stirekli bir

anakiitleden gelen X,., ve X, ’nin ¢carpiminin beklenen degeri,

0

E(Xr:n Xs:n) = I ]gxl X, l: Z {ﬁ Frl(’) (Xl)] frgl) (Xl)

-0 ¥ 90 Ny Ny

-[f[[F,éo (x)-Fy, (xi)]j f0 () [f[[l— Fo (xz)]} } d, dx,
. - (35)

olarak elde edilir.

11



(2.4), (3.4)’de kullanilirsa

r—

© © 1 1
E(Xr:n Xs:n): _[ J.X1X2 |:(r—l)!(s—1—r)!(n—5)!g ( ! I:i,: (Xl)] fir (Xl)

—0 X /=

’ [ ﬁ[Fi, (Xz) - Fi[ (Xl)]J fis (Xz) ( ﬁ[]-_ Fiﬁ (XZ)]J }dXZ dX1

i=r+1 i=s+1 (3.6)
olarak da elde edilebilir.

Tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali istatistiginin varyansi,

Var(X,,) =E(X2)-[E(X,,)]° 3.7)

olarak ifade edilir.

(3.1), (3.7)’de kullanilirsa siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali istatistiginin

varyansi,

Var(X,,) = [ f,,(0 dx—ﬁx e dx} (3.9)

olarak da ifade edilebilir.

12



(2.1), (3.8)’de kullanilirsa kullanilirsa bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan stirekli bir

anakiitleden gelen X,., ’nin varyansi,

Var(X,,) = jx{ > (H Fl (x)J (%) (ﬁ[l— Flo (X)]H dx

—®© ST

[J.){ (ﬁ Fglm (X)J fgél) (x) (ﬁ [1- Fgéo (X)]J} dX]

(3.9
olarak elde edilir.
(2.2), (3.8)’de kullanilirsa
. 1
Var(xm)=jw X [—(r_l)!(n_r)!; [HF (x)jf (X)(Hl[l F (x)]ﬂ
Ve ((r)uo(fleralls)
olarak da elde edilebilir.
Siirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, arasindaki kovaryans,
COV(XFZH 1 Xs:n) = E(Xr:n Xs:n) - E(Xr:n) E(XS:I’]) (311)
seklinde ifade edilir.

13



(3.1) ve (3.4), (3.11) de kullanilirsa siirekli bir anakiitleden gelen X,, ve X

s:n

arasindaki kovaryans,

o0 00

COV(Xr:n’ Xs:n) = J. J‘X1X2 fr,s:n (Xl' Xz)dXZ dxl _{]2 Xi fr,:n (Xi)dxl:||:T X2 fs,:n (XZ)dX2:| (312)

olarak da ifade edilebilir.

(2.1) ve (2.3), (3.12)’de kullanilirsa kullanilirsa bagimsiz ve ayni dagilimli olmayan

stirekli bir anakiitleden gelen X, ve X, arasindaki kovaryans,

COV(Xr:n ! Xs:n) = J. I X:I. X2 { Z Llﬁ[ Frl(f) (Xl)J frél) (X:I.)
n,,n \ (=1

-(f[[':,g” (%) =F (Xi)]J Fo (%) (H [L-F, (xz)]] ] dx, dx,

n§1 ! n>'2

- I X z (lﬂ[ Fgl(f) (Xi)\] fgén (Xi)[l_][l_ F§§«> (Xl)]JdX{l

- j X Y. [H Fo (xz)J f, (xz)(lj[l—ag) (xz)]dezl

n:"l ! n§2

(3.13)

olarak elde edilir.

(2.2) ve (2.4), (3.12)’de kullanilirsa

14



r-1

i 1
CoulX,p. Xsa)= | j %X Lr ETTEEE ) (Hﬁ(xo]fi,(xl)

(=1

-(ﬁ[ﬁ (%)-F, (xl)]J fis(xz)[f{[l— F (Xz)]ndxz o,

l=r+1 (=s+1

ﬁ mz (HF (Xl)Jf (xl)(H[l F (xl)]del}

I=r+1

ﬁ b ( Fié(xz)J fir(xz)(ﬁtl—Fi[<x2>]jdxz} (3.1

P (=1 l=r+1

olarak da elde edilebilir.
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4. SONUCLAR

X, X, .., X, bagimsiz ve ayn1 dagilimli olmayan siirekli tesadiifi degiskenler olsun.
X, (i=1,2,..,n) tesadiifi degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f, ve dagilim
fonksiyonu F, olsun. Burada, f,=f ve F =F alimirsa X, X,,..., X, bagimsiz ve ayni

dagilimli siirekli tesadiifi degiskenler elde edilir. Bu yaklasimla, asagidaki sonuglar

verilebilir.

Sonu¢ 4.1. Bagimsiz ve ayni dagilimli siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali

istatistiginin beklenen degeri,

o0

n!
E(X“”):[O{ (r—D)1(n—r)!

[FOOT™ f(x)[1- I:(X)]”‘r} dx (4.1)

olarak ifade edilir.

Ispat. (3.2) veya (3.3)’de f, = f ve F, =F alinirsa, (4.1) elde edilir.

Sonu¢ 4.2. Bagimsiz ve ayni dagilimli siirekli tesadiifi degiskenlerin r-inci sirali

istatistiginin varyansi,



Var(X,,) = JX{ [FOOI™ ()L~ F (0™ r}

(r —1)'( -n!

(x| — " R I FT
{j [( o0 TR F ool ] } .

olarak ifade edilir.

Ispat. (3.9) veya (3.10)’da f, = f ve F =F alinirsa, (4.2) elde edilir.

Sonu¢ 4.3. Bagimsiz ve ayni dagilimlhi siirekli bir anakiitleden gelen X,,, ve X

sin

arasindaki kovaryans,

Cov(X. . X )=TTX1X NIF OO FO0) [F06) ~ FOOT™ £ 06) [L- PO gy o
’ (r-1!(s-1-r)!(n-s)!

-0 X;

| MECT 0B PO dxl}h L G ] Sl S
e (r=1)!(n-r)! :, (r=1!(n-r)! 43)

olarak ifade edilir.

Ispat. (3.13) veya (3.14)’da f, = f ve F =F almirsa, (4.3) elde edilir.
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