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OZET

MINKOWSKIi UZAYINDA BEZIiER EGRILERININ
KARAKTERIZASYONU

Bu calisma dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim; ¢aligmanin girig kismi olup, bu boliimde Bezier egrileri ve PH
egrileri iizerinde yapilan calismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler incelendi.

Ikinci boliimde; Bezier egrileri, Minkowski uzay1, PH ve MPH egrileri ile ilgili
temel tanimlar verildi.

Uciincii boliimde; R? uzayinda ve diizlemde Bezier egrileri ve 6zellikleri incelendi.
Ayrica, bu egrilerin baz1 6rnekleri elde edilerek ¢izimleri verildi.

Dordiincii boliimde ise PH ve MPH egrileriyle ilgili baz1 ¢zellikler ve teoremler

incelendi..

Anahtar Kelimeler: Kontrol noktalari, Bernstein taban polinomlari, Bezier

egrileri, PH ve MPH egrileri.
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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF BEZIER CURVES IN MINKOWSKI
SPACE

This thesis consists of four chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction. Then, studies in literatur
about Bezier curves and PH curves are examined.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of Bezier, PH and
MPH curves are given.

In the third chapter; in R3 space and in plane Bezier curves and their properties
are examined. Then, some examples and their graphics are given.

In the fourth chapter; some properties and theorems of PH and MPH curves are

investigated.

Keywords: Control points, Bernstein polynomial, Bezier curves, PH and MPH

curves.
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1. BOLUM
GIRIS

Bilgisayar destekli tasarimlarm (CAD) temelini parametrik egriler ve para-
metrik yiizeyler olugturmaktadir. Bezier egrileri ve yiizeyleri, Coons yamalar1 (patch),
B- spline metodlari, PH ve MPH egrileri bilgisayar destekli geometrik tasarimda
(CAGD) onemli bir yere sahiptir. Bilgisayar destekli geometrik tasarim (kisaca
CAGD)’1n baglangici konik kesitlerinin ortaya konulmasi ve Roma dénemlerine kadar
uzanmaktadir. Bu alandaki bilimsel aragtirmalar ilk olarak R. Liming tarafindan
yapilmistir. Ancak, Liming’in sundugu bu yeni teknikler ucak tasariminda kullanish
olmasina ragmen diger alanlarda kullanigh olmamigtir, [2].

Bezier egrileri ve yiizeyleri ilk defa 1958-1960 yillarinda otomotiv sektoriinde,
Citroen ve Renault firmalarinda miihendis olarak caligan Paul De Casteljau ve Pierre
Bezier tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak gelistirilmistir. De Casteljau, Bezier
egrilerini P. Bezier’den az bir zaman 6nce geligtirmis, ancak yaptigi ¢aligmalar: her-
hangi bir yerde yayinlamamigtir. Boylece, polinom egri ve yiizeylerin Bernstein
formunda ifadesiyle tamamen gelisen Bezier egri ve yiizeyleri teorisi, P. Bezier’in
ismiyle anilmaya baglamigtir, [2].

PH egrileri ise ilk olarak 1990 yilinda Farouki ve Sakkalis tarafindan geligtiril-
mistir. PH egrileri bircok geometrik ve cebirsel 6zellige sahiptir. Bu nedenle PH
egrileri bir¢ok aragtirmacinin dikkatini ¢gekmis ve bunun sonucunda bu egrilerle il-
gili yiizlerce ¢aligma yapilmigtir, [11]. 2008 yilinda CAGD gazetesinde PH egri-
leriyle ilgili "Pythagorean-Hodograph Curves and Related Topics" baghgi altinda
bir makale yaymlanmistir. Aym yil Farouki, Pythagorean 6zelligiyle egrilerin sekil-
lerinin olusturulmas: arasindaki baglantiy1 kurarak PH egrileriyle ilgili yeni aragtir-
malarin baglamasina zemin hazirlamistir. Son yillarda, PH egrilerinin offsettingdeki
uygulamalari, CNC makineciligi, devinim (hareket) planlamasi vb. alanlarda aktif

bir ¢aligma sahasina sahip olmustur, [8].



2. BOLUM
2.1. Temel Tanim ve Teoremler
Bu boéliimde calismamiza yon verecek olan tanim ve teoremler verilmistir.
Tanim 2.1.1.
I C R bir agik aralik ve (/, o) koordinat komsgulugu verilsin.
a:l —E"

olmak iizere t € I i¢in a(t) = (ay(t), aa(t), ..., an(t)) seklinde tammh a(t) ye E" de
bir egri denir. Burada [ arahigina a egrisinin parametre aralige, t € I ya o egrisinin

parametresi denir, [3].
Tanim 2.1.2.
E™ de bir M egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu durumda
a:l —E"

t €I vea(t) = (aq(t), az(t),...,an(t)) olmak iizere o/(t) = (&)(t),...,al,(t)) ile

tanimh vektore M egrisinin hiz vektori denir, [3].
Tanim 2.1.3.
E™ de bir M egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilsin.
o'l 1 — R
t = la’@)ll

seklinde tanimh ||o/|| fonksiyonuna M egrisinin (7, o) koordinat komguluguna gore
skaler hiz fonksiyonu, ||o/(t)|| € R reel sayisina da M egrisinin (7, «) koordinat

komsuluguna gore skaler hizi denir, [3].



Tanim 2.1.4.
E"™ de bir M egrisi (I, «) koordinat komsgulugu ile verilsin. Vs € [ igin
lo’(s)]| =1

oluyorsa M egrisine (I, ) koordinat komsuluguna gore birim hizle egri denir. Bu

durumda « egrisinin s € I parametresine de yay parametresi denir, [3].
Tanim 2.1.5.
Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkh olan egriye regiiler egri denir, [3].
Tanim 2.1.6.

E? de bir M egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay parametresi

i¢in a(s) noktasindaki Frenet 3-ayakliss {T(s),N(s),B(s)} ile gosterilirse

T = d(s),
"
N = a//(S) ’
[ ()l
B = TxN

olarak tamimbhdir, [3].



Tanim 2.1.7.

E? de bir M egrisi (I, o) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay parametresi
icin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {T(s), N(s), B(s)} olmak iizere «v egrisinin

sirasiyla, egrilik ve burulmas:

olarak tamimbhdir, [3].
Tanim 2.1.8.

E3de bir M egrisi (I, ) koordinat komsgulugu ile verilsin. s € I yay parametre-
si i¢in a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T(s),N(s),B(s)} olmak iizere Serret-

Frenet formiiller:

T = kN,
N = —kT+ 7B,
B = —7N
dir. Bu ifade matris formunda
T 0 0 |T
N|l=|-« 0 7| |N
B’ 0 —7 0] |B

olarak yazilir, [3].



Tanim 2.1.9.

K bir cisim olsun. ag, a1, as, ..., a, ..., Gy, ... € K elemanlarimin, sonlu sayidakile-
ri disinda kalanlar sifir (K daki birinci iglemin etkisiz elemani) olmak iizere bu ele-

manlarin sirali ve sayilabilir her bir
P = (ag,a1,a2, ..., Qg ..., Gy, ...)
sistemine K cismi iizerinde bir polinom denir, [4]
Tanim 2.1.10.

3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin genel seklini belirleyen ve siirekli parametrik

polinom fonksiyon pargalarinda kullanilan noktalara kontrol noktalar: denir, [14].
Tanim 2.1.11.

3-boyutlu Oklid uzayinda secilen kontrol noktalar yardimiyla cizilen egriye Bezier

egrisi denir, [1].
Tanim 2.1.12.

V' bir reel vektor uzayi olsun. Va,b € R ve VX,Y, Z € V icin

():VxV =R

doniisiimii agsagidaki ozelliklere sahip ise bu doniigiime V vektor uzay tizerinde bir

simetrik bilineer form denir, [12]:

(X,Y) = (Y, X)



(aX +bY,2) = a(X,Z)+b(Y,2),

(X,aY +0Z) = a(X,)Y)+b(X,Z).

Tanim 2.1.13.
(,), V reel vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

i) Eger Vv € V,v # 0 i¢in (v, v) > 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna pozitif

tanimls,

ii) Eger Vv € Vv # 0 i¢in (v,v) < 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna

negatif tanimils,

iii) Eger Yv € V ig¢in (v,v) > 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna pozitif

yaritaniml,

iv) Eger Vv € V i¢in (v,v) < 0 oluyorsa (,) simetrik bilineer formuna negatif

yaritaniml,

v) Eger Vw € V i¢in (v, w) = 0 iken v = 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna

nondejeneredir denir, [12].
Tanim 2.1.14.

V bir reel vektor uzay: ve (,) : V x V — R bir simetrik bilineer form olsun.

():WxW-—->R

negatif tanimh olacak gekilde en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna (, ) simetrik

bilineer formunun indeksi denir, [12].



Tanim 2.1.15.

R" vektor uzayi iizerinde Oklid i¢ carpimu yerine indeksi 1 olan
() : R*"xR"—>R

n—1
i=1

Lorentz i¢ carpimi tanimlanirsa, R™ uzayma Lorentz vektor uzaye denir ve R™! ile

gosterilir.

Ozel olarak n = 3 icin bu uzay Minkowski 3-uzay: olarak adlandirihir ve genellikle

E3! ile gosterilir, [7].
Tanim 2.1.16.
Z, R™! de bir vektor olmak tizere, & vektoriine,
i) (,Z) > 0 veya & = 0 ise spacelike,
i) (¥, 2) < 0 ise timelike,
iii) @ # 0 olmak tizere (¥, ) = 0 ise lightlike veya null vektor denir.
Timelike ve null vektorlere causal vektorler denir, [7].
Ayrica, ¥ vektoriiniin tipi, onun causal karakteri olarak adlandirilir.
Tanim 2.1.17.

¢ bir egri ve s yay parametresi olmak iizere bu egrinin timelike, spacelike ve

lightlike olmas1 durumlarim1 gozoniine alalim:



i. Egrinin timelike olmas1 hali
¢ nin bir timelike egri oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, 77(s) # 0, T'(s) ile

lineer bagimsiz bir spacelike vektordiir. s noktasinda c egrisinin egriligi,

k(s) = [IT"(s)ll

dir. N(s) asli normal vektorii de,

dir. Ayrica

dir.

B(s) =T(s) x N(s)

seklindeki B(s) vektoriine binormal vektor denir. B(s) vektorii, bir spacelike birim
vektoriidiir. Her s igin ¢ nin Frenet iig ayakhs: diye adlandirilan {7, N, B}, E*! in

bir ortonormal bazidir.

¢ nin s deki burulmasi,

7(s) = (N'(s), B(s))

seklinde tanimlanir. Bu durum icin Frenet denklemleri matris formunda,

T 0 k 0 T
N|l=|k 0 7| [N (2.1.1)
B’ 0 —7 0| |B



seklinde ifade edilir.
ii. Egrinin spacelike olmasi hali

¢ bir spacelike egri olsun. 7”(s) nin causal karakterine bagl olarak ii¢ olasilik

vardir:
a. T'(s) vektorii spacelike olsun:

Yine

dir. Bu durum icin Frenet denklemleri,

T 0 ~ 0] |T
B’ 0 = 0] |B

seklindedir. ¢ nin burulmasi,

T =—(N'(s), B(s))

dir.



b. T'(s) vektorii timelike olsun:

¢ nin egriligi

k() = /= (T"(s), T'(s))

ve asli normal vektorii de

dar.

B(s) =T(s) x N(s)

binormal vektorii, bir spacelike vektordiir. Bu durumda Frenet denklemleri,

T 0 O |T
N|=|k 0 7| [N (2.1.3)
B’ 0O r 0| B

dir. ¢ nin burulmasi,

7= (N'(s), B(s))
dir.

c. Her s igin T"(s) vektorii lightlike (77(s) # 0 ve T'(s) ile orantili degil)

olsun:

T(s) ile lineer bagimsiz olan asli normal vektor,

N(s)=T'(s)
seklinde tanimlanir. B birim lightlike vektor olsun, oyle ki

10



(N(s), B(s)) = 1

dir ve B(s), T'(s) ye ortogonaldir. B(s) vektorii, ¢ nin s deki binormal vektoriidiir.

Frenet denklemleri,

T 0 1 0||T
N|=|0 7 0] |N (2.1.4)
B’ -1 0 —7| |B

dir. 7 fonksiyonuna ¢ nin burulmas: denir, [6].
Onerme 2.1.18.

c(t) € R*! bir spacelike egri olsun. O halde ¢(¢) nin bir kirllma noktasima sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢t € I icin ||/ (t) x ¢’(t)||* = 0 olmasidur, [9].
ispat.

Kisalik i¢in, egrinin ¢ parametresinden bagimsiz oldugunu kabul edecegiz. T' ve
K, ¢ nin sirasiyla birim tanjant vektorii ve egriligi olsun. Oklidyen durumda Frenet

formiilleri,

e x I* = &2 [1¢]1° 1T < ') (2.1.5)

dir. Ilk olarak, ¢ bir kirilma noktasina sahip olsun. O zaman 7" bir lightlike vek-
tordiir. (7,7) = 1 oldugundan, (T,7") = 0 elde edilir. (7,7") = 0 ifadesinin
|T x T'||* = 0 ifadesine esit oldugu kolaylikla gosterilebilir. (7,7’ vektorleri bir

lightlike diizlemde tanimhdir.) Sonug olarak (2.1.5) esitligi || x ¢’||> = 0 yi saglar.

fkinci olarak, || x ¢’||> = 0 olsun. (2.1.5) ten ||T x T’||> = 0 veya k = 0

olmalidir. Yine, (T, 7") = 0 dan T" vektoriiniin light-like oldugu sonucu ¢ikarilabilir.

11



c(t) spacelike egrisinin egriligi ve torsiyonu,

VI () x (1), ¢(t) x (1))l

(t) = P

(2.1.6)

ve

.m0
0= 0 x 0.0 x 7O

dir. ¢(t) spacelike egrisinin kirilma noktasina sahip olmadan egrilik ve torsiyonu

(2.1.7)

Frenet formiillerinden elde edilebilir, [9].

Tanim 2.1.19.
Eger bir L : R*! — R?! lineer doniisiimii Minkowski i¢ carpimini, yani Vu,v €

R2! icin

<u7 U) = <Lua LU>

esitligini sagliyorsa bu doniistime Lorentz doniisiimii denir. Biitiin Lorentz doniigiim-

lerinin grubu £ = O(2,1) ile gosterilir ve Lorentz Grup olarak adlandirilir.

K = (ki j)ij=123 bir Lorentz doéniisim olsun. O zaman ki, ks ve k3 kolon vek-
torleri (k;, k;) = Gij, 1,7 € {1,2,3} il saglar. Yani onlar R*! in bir ortonormal
bazi seklindedir. (ks, k3) = Gz3 = —1 den k2; > 1 elde edilir. Eger k33 > 1 ise
K doniigiimii orthochronous (zamanin yéniinig koruyan déniigim) dir denir. Her
K Lorentz doniigiimiiniin determinant1 +1’e egit ve det(K) = 1 seklinde &zel bir

gosterime sahiptir, [9].

12



Yardimci Teorem 2.1.20.

Bir A orthochronous Lorentz doniigiimii

cosf —sinf 0 cosh¢g 0 sinho
R(0) = | sinf cosf® 0|, L(p) = 0 1 0
0 0 1 sinh¢ 0 cosh¢
olmak tizere
R(0:)L(6) R(62)

seklinde ifade edilebilir. Burada R(f) spatial koordinatlarin rotasyonu (dénmesi),
L(¢) de ¢ hiperbolik agisi olmak iizere boost (6teleme) olarak adlandirilan bir hiper-
bolik rotasyondur, [11].

Tanim 2.1.21.

Bir egrinin sabit bir dogrultu ile her noktasindaki tegetinin yaptig1 a1 sabit ise

bu egriye bir helis (egilim ¢izgisi) denir, [9].
Tanim 2.1.22.

Sabit iki noktaya uzakliklar: farkinin mutlak degeri sabit olan noktalarin geometrik

yerine hiperbol denir, [13].
Tanim 2.1.23.

v(t) = (x(t),y(t)) polinomal bir egri olmak {izere bu egrinin 7'(¢) hodographi
Pythagorean sartim1 saghyorsa, yani z(t) + y2(t) = o2(t) esitligini saglayan poli-
nomal bir o(¢) fonksiyonu mevecut ise () = (z(t),y(t)) polinomal egrisine PH

(Pythagorean Hodograph) denir, [11].

13



Tanim 2.1.24.

PH egrisinin Minkowski uzayina genisletilmis sekline MPH(Minkowski Pythagorean
Hodograph) denir, [11].

14



3. BOLUM
R? Uzayinda ve Diizlemde Bezier Egrileri ve Ozellikleri

Bezier egrileri, 6zel matematiksel gosterimlere sahip egrilerdir. Bu egriler bil-
gisayar destekli tasarimda (CAD) ve bilgisayar grafiklerinde kullanildigindan mate-
matiksel uygulamalarda onemli bir yere sahiptirler. n. dereceden bir Bezier egrisi;
kontrol noktalar1 olarak adlandirilan, n 41 tane nokta ile belirlenen ve n. derece-
den Bernstein taban fonksiyonlari ile lineer sekilde ifade edilen polinom egrilerdir.
Bezier egrileri, diizlemde ve R® uzaymda olmak {izere ayr1 ayr incelendiginden bu

caligmada da ayr1 olarak verilmistir, [5].
3.1. Diizlemde Bezier Egrileri
3.1.1. Lineer Bezier Egrileri

Derecesi 1 olan ve iki kontrol noktasi bulunan polinom egriler lineer Bezier
egrilert olarak adlandirilir. Bir lineer Bezier egrisi bu iki noktay:1 birlegtiren bir
dogru pargasidir. Bu egrilerin vektorel denklemi; kontrol noktalar1 by = (po, qo) ve

b1 = (p1,q1) olmak {izere

B(t) = (1 — t)by + thy, te0,1] (3.1.1)

seklindedir. Burada egrimiz, by noktasini b; noktasina birlestiren dogru parcasidir
ve baglama noktas1 B(0) = by , bitig noktasi ise B(1) = by noktasidir. Yani, kontrol
noktalar1 by = (po,qo) ve by = (p1,¢1) olan bir lineer Bezier egrisinin parametrik

denklemi



z(t) = (1—1t)po+ tp1, (3.1.2)

y(t) = (1—1t)go + ta, t€10,1]
seklindedir, [5].
Ornek 3.1.1.

Kontrol noktalar1 by = (4,6) ve by = (1, 3) olan lineer Bezier egrisinin parametrik
denklemi

B(t) = (1 —t)by +tby = (1 —t)(4,6) + t(1,3)

dir. Buradan

o(t) = 4(1—t)+t=4— 3t

y(t) = 6(1—1t)+3t=6—3t

elde edilir, [10].

Y
be(pay
ql - — T T
b[_T(P.,qg | ql- qU
Qs — ~ - _‘
B, |
| |
| .
Q P Pl %

Sekil 3.3.1. Kontrol noktalar1 by = (po, o)

ve by = (p1,¢1) olan bir lineer Bezier egrisi
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3.1.2. Kuadratik Bezier Egrileri

Derecesi 2 ve ii¢ tane kontrol noktasi olan polinom egrilere kuadratik Bezier
egrisi denir. Kontrol noktalar1 by = (po, qo) , b1 = (p1,q1) ve by = (pa, g2) olan bir
kuadratik Bezier egrisi, baglangic noktasi B(0) = by ve bitis noktas1 da B(1) = by

olan ikinci dereceden bir egri parcasidir. Bu egrilerin vektorel anlamda denklemi

B(t) = (1 — )by 4+ 2(1 — t)tby + t*by, t € [0,1] (3.1.3)

seklindedir. Parametrik denklemi ise

olmak tizere

z(t) = (1—1)%py+2(1 —t)tp, + t*ps

y(t) = (1—1)>%q +2(1 — t)tq + t2qe, t€10,1] (3.1.4)
dir, [5].
Ornek 3.1.2.
Kontrol noktalar1 by = (1,2),b; = (4, —1) ve by = (8,6) olan kuadratik Bezier

egrisinin vektorel ve parametrik denklemleri:

B(t) = (1 —t)*(1,2) +2(1 — t)t(4,—1) +t*(8,6),  t€[0,1]

olmak tizere

2(t) = (1=t +8(1—t)t+8t2=t>+6t+1
y(t) = 2(1—1) —2(1 — t)t + 6t> = 102 — 6t + 2

B(t) = (#*+6t+1,10* —6t+2), t€]0,1]

17



seklindedir, [5].

» chaeni

b=[2.6|

bi-[12]
Al

i
b1=(4.1)
- ehsmni

Sekil 3.1.2. Kontrol noktalar1 by = (1,2),b; = (4, —1)

ve by = (8,6) olan kuadratik Bezier egrisi
Kontrol noktalari, Bezier egrisinin yoniinii, seklini, baslangi¢c ve bitim noktasini
belirlediginden kontrol noktalarimin siras1 ¢ok énemlidir.
Ornek 3.1.3.

Yukaridaki ornekte b; ile by noktalarinin yerlerini degigtirelim ve bu degisimin
egriyi nasil degistirdigini gozlemleyelim. Kontrol noktalar1 by = (1,2),b; = (8,6) ve

by = (4, —1) olan kuadratik Bezier egrisinin parametrik ifadesi;

B(t) = (—112 + 14t + 1, — 112+ 8¢t +2), te[0,1]

bi¢imindedir. Bu egrinin grafigi ise Sekil 3.1.3 te verildigi gibidir, [5].
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. b1=(86)

b2=(4.-1]

Sekil 3.1.3.Kontrol noktalar1 by = (1,2),b; = (8,6)

ve by = (4, —1) olan kuadratik Bezier egrisi

3.1.3. Kiibik Bezier Egrileri

Uctincii dereceden, dort tane kontrol noktasi olan polinom egrilere kiibik Bezier
egrileri denir. Kontrol noktalar1 by = (po, q0),b1 = (p1,q1),b2 = (p2,q2) ve by =
(p3,q3) olan bir kiibik Bezier egrisi, by noktasindan baglayan, b3 noktasimnda biten

ticiincii derece polinom egridir. Bu egrinin vektorel denklemi

B(t) = (1 — t)3by 4+ 3(1 — t)*tby + 3(1 — t)t?by + t3bs, t€0,1] (3.1.5)

seklindedir. Parametrik denklemi ise

olmak tizere

z(t) = (1—1)po+3(1 —t)%tp; + 3(1 — t)t%py + tps, (3.1.6)

y(t) = (1—1t)°q+3(1 —t)tq +3(1 — )t + g3,  t€[0,1]

19



Ornek 3.1.4.

Kontrol noktalar1 by = (—3,2),b, = (4,4),by = (6, —1) ve b3 = (6,1) olan kiibik

Bezier egrisinin parametrik ifadesi:

x(t) = —=3(1—1)> +12(1 —t)* +18(1 — t)t* + 6t°
yt) = 20—t +120 =)t =31 —t)2 + 13 t € 0,1]

bigimindedir (Sekil 3.1.4), [5].

- ekgmni
4

bl-i4.4)
3.5

3
2.5
2"

fhll=[32]

1.5 wE=g1]

1 o
05 \JI
o

-0.5
b2HEA)

R |
-3 -2 -1 o 1 2 3 1 5 B 7
- ehezni

Sekil 3.1.4. Kontrol noktalar1 by = (—3,2),b; = (4,4),
by = (6,—1) ve by = (6,1) olan kiibik Bezier egrisi
3.1.4. Genel Bezier Egrileri
Tanim 3.1.5.

Kontrol noktalar1 by, by, bs, ..., b, olarak verilen ve basglangic noktasi by, bitim
noktasi b, olan n. dereceden bir polinom egriye genel Bezier egrisi denir. Genel

Bezier egrisinin, vektorel denklemi,

B(t) = Xn:biB;‘(t), te0,1] (3.1.7)

20



seklindedir. Burada B(t) fonksiyonlar

! o
(L, 0<i<n
Bit) ={ i(n—i) (3.1.8)

0, diger durumlarda

bi¢iminde verilen Bernstein taban fonksiyonlart (ya da Bernstein taban polinom-

lar)dar.
[5].

il(n —1)!

ifadeleri de Binom katsayilaridir ve <
i

n) ya da C7' ile gosterilir,

Teorem 3.1.6.

Bernstein taban polinomlar1 agagidaki ozellikleri saglar:

i)

iBf‘(zﬁ) =1, te€l0,1] (Toplamin birim olmas) (3.1.9)

i=0
if)

BrM(t) >0, teo,1] (Pozitiflik) (3.1.10)
iii)

B .(t)=B'(1—1t), i=01,..n (Simetri) (3.1.11)
iv)

B'(t) = (1 —t)B *(t) +tBl"'(t) (Indirgeme) (3.1.12)
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n

1=1"=(1—t+1t)" = ()1—t’”t2 § BI'(t
]
0

dir.

ii) t € [0,1] oldugundan 0 <t <1=0<1—-t<1=t>0vel—t>0dr. O
halde pozitif bir saymnn tiim reel kuvvetleri de pozitif oldugundan B}*(t) > 0 elde
edilir.

iii) £ € [0,1] igin

n! . n!
By _(t) = m(l — )" = An — )t
dir. k € [0, 1] olmak tizere 1 — t = k denirse,

[(1—1)'(1 = (1—1)""]

= (1= R = BI(K) = BI(1L—1)

elde edilir.
iv)

(1= 6B (t) + B (1)

ifadesinin degerini yazarsak

(1= 8B () + tB M () = (1— t)z’!(fzn—;llz!i)!(l g
(n—1)! p\n—iyi—1
+t(2_1) (n_z)'(l Ot
ﬁ _ f\n—igi (n —1)!  p\n—igi
Z'!(71—1—2')!(1 ) t+(z—1)(n—z)'<1 DA

22



olup, buradan

-1 n—1 (n—1)! n—igi
(1—=t)B *(t)+tB'{ (t) = 1) —1= i)!<1 — )"t

(n—1)! o
+(i —Dl(n—1i)(n—1 —¢)1<1 — )"t

[(n—d)(n— 1) +i(n—1)!] .
~ i =) —1)(n— 1) (1—0)""t
[ -Dm—itd) T
B _i(i_1>!<n—i)(n—1_i>!_ (1_t) t

n!

An — )t (1—t)""'t' = B(t)

bulunur, [5].
3.1.5. Kontrol Poligonu

Tanim 3.1.7.

Kontrol noktalar: by, by, bs, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir Bezier egrisinin
kontrol noktalarini sira korumak kaydiyla birlestiren dogru parcalarinin olusturdugu

geometrik gekle Bezier egrisinin kontrol poligonu adi verilir, [5].
Ornek 3.1.8.

Kontrol noktalar: by = (2,0),b; = (1,1),b2 = (3,4),b3 = (4,3),bs = (3,0), olan

Bezier egrisinin kontrol poligonu Sekil 3.1.5 te gosterilmistir, [5].
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Sekil 3.1.5. Kontrol noktalar1 by = (2,0), by = (1,1), by = (3,4),

bs = (4, 3) ve by = (3,0) olan Bezier egrisinin kontrol poligonu

3.1.6. Konveks Hull

Konveks hull, 6zellikle bilgisayar destekli tasarimlarda ¢ok énemli bir yer tutar.
X = {xg,x1,...x,} gibi n +1 noktadan olugsan noktalar sistemi igin, verilen konveks

hull su sekilde tanimlanmaktadir, [5].
Tanim 3.1.9.

X = {xg,x1,...x, } sisteminin konveks hulu

C’H(X):{agajo—l—alxl—i— ........ —i—anxn:Zai:l,aiZO,i:O,l, ..... n
i=0
(3.1.13)
olarak tanimlanir. Yani diizlemde xg, x1, ...z, noktalari igeren en kiiciik konveks

kiimeye X = {xg, 21, ...z, } sisteminin konveks hulu (Convex Hull ) denir. Bu tanim

R3 uzayinda da benzer sekilde verilir. Fakat diizlemde ifade edilen konveks hullda bir
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alandan bahsedilirken, R3 uzayinda ise uzayin bir bolgesinden bahsetmek gerekir,

[5].
Ornek 3.1.10.

Diizlemde X = {(2,0), (2,2),(3,1),(3,3),(3,4), (4,0), (4, 3) } noktalarindan olugan

kiimenin konveks hulu:

CH(X) = {ao(Q,O) +a1(2,2) + ... +ag(4,3): ) ai=1,0; > 0,i=0,1, ... ,6}

olmak iizere, (z,y) € R?

x =2(ap+ a1) + 3(as + az + a4) + 4(as + ag),
= a9 + 2&1 + 3(@3 -+ a6) + 4(14

bigiminde verilir. Bunu daha iyi kavramak icin Sekil 3.1.6 incelenebilir, [5].

124
[

= Ba 7
o]
arn

1 S " S
2 13 1a 25 a3 3 3a A 15 ER:] 4
(0 ]

Sekil 3.1.6. X = {(2,0),(2,2),(3,1),(3,3),(3,4), (4,0), (4,3)}

noktalarimin konveks hulu
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3.1.7. Bezier Egrilerinin Ozellikleri
Teorem 3.1.11.

Kontrol noktalari by, by, b, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir B = B(t) Bezier
egrisi agsagidaki ozellikleri saglar:
i)
B(0) = by, B(1) = by, (Son nokta interpolasyon 6zelligi) (3.1.14)

dir.

dB
B'(0) = ’ li=o=n(by — bo), (Son nokta teget vzelligi)  (3.1.15)
, B
B(1) = — l=1=nlbn = bay)
dir.
iii) Vt € [0, 1] icin,
B(t) € CH({bo, by, .., bu}) (3.1.16)

dir. Yani Bezier egrisinin tamami, kontrol noktalarinin konveks alani i¢inde kapsan-
maktadir.

iv) F, bir afin doniigiim olsun. O halde

F(B(t) = F(Q_biB{(£) = 3 _F(b:)B} (1) (3.1.17)

dir. Yani kontrol noktalar1 b;, ¢ = 0,1, ...,n olan Bezier egrisinin bir afin doniigiim
altindaki goriintiisii, kontrol noktalar1 F'(b;),7 = 0,1, ..., n, olan Bezier egrisidir.

v) Bir d dogrusu ile B(t) diizlemsel Bezier egrisinin arakesit noktalarinin sayisi
m, B(t) Bezier egrisinin kontrol poligonunun arakesit noktalarinin sayisi s ise m < s

dir. (Varyasyon Azaltma Ozelligi ), [5].
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ispat .

i) (3.1.7) de verilen genel Bezier egrisinde ¢t = 0 igin ¢ # 0 iken B(t) = 0 dur.
i = 0 durumunda ise, Bj(t) = (1 — )" dir. Boylece,

B(0) = by B (0) = by(1 — 0)" = by

elde edilir. Benzer gekilde, ¢ = 1 igin i # n iken B!(t) = 0 dir. i = n durumunda
ise B(t) = t" oldugundan

B(1) = b,B"(1) = b,1" = b,

bulunur.

!/

B'(t) =

| = [zn;b (7;) (1— t)"—it"]

= Zb (7)== = o i gy

S B
=0

olup buradan

B'(t) = bol—n(1—t)"+bn[(l—n)(1—)"2t+1—1)""
+bs (Z) [(2=n)1 =" +2(1—t)" ] + ... +

b=t (0= 11— O + byt
dir. Boylece
B'(0) = —nbg + byn = n(by — by) ve B'(1) = —b,_1n + byn =n(b, — b,_1)
elde edilir.
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iii) Vt € [0, 1] igin B}'(t) > 0 ve ZBZ-”(t) = 1 oldugundan konveks hull tanimin-
i=0

dan

B(t) € CH{bg, by, ..., by}

dir.
iv)Afin bir F doniisiimii, F(r) = gr + ¢, g € GL(2, R), ¢ € R?, bi¢iminde ifade
edilebilir. O halde Vt € [0, 1] igin,

FB(D) = FQ_bBI(1) = g3 bBI(E) + ¢

dir. ¢ = c¢.1 olarak alimirsa ve (3.1.9) da 1 yerine ZBZL (t) yazilirsa
i=0

F(B(1)) = gy _biB{(t) +c.y B (t)
i=0 i=0
elde edilir. Ifade ayn1 toplam altinda yazildiginda,

n n

F(B(t)) =Y (gbi + ¢)B}(t) = Y _F(b))B}'(t)

i=0 1=0

elde edilir, [5].
3.2. R? Uzayinda Bezier Egrileri
3.2.1. R? Uzayinda Genel Bezier Egrisi

R3 uzayinda tamimlanan Bezier egrileri, diizlemdeki Bezier egrileri gibi tanim-

lanir. Ancak burada kontrol noktalar1 diizlemin degil R3 uzaymin elemanlaridir,

5).
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Tanim 3.2.1.

R3 uzayinda genel Bezier egrisi, kontrol noktalari by, by, b, ..., b, olarak verilen ve
baslangic noktasi by, bitim noktas1 b,, olan n. dereceden bir polinom egridir. Genel

Bezier egrisinin vektorel denklemi

B(t) = ibiBf(t), te0,1] (3.2.1)

seklindedir. Burada B*(t) fonksiyonlar1 diizlemsel Bezier egrilerindeki gibi

! o
(L, 0<i<n
Bit) ={ i(n—i) (3.2.2)

0, diger durumlarda
seklinde verilen Bernstein taban fonksiyonlari (ya da Bernstein taban polinomlar:)

dur, [5].
3.2.2. Kontrol Poligonu

R? uzayimndaki kontrol poligonu da diizlemde tanimlanan Bezier egrilerinin kont-
rol poligonu tanimina benzer gekilde tanimlanabilir. Ancak, burada da kontrol nok-

talar1 R? {in elemanlandir, [5].
Tanim 3.2.2.

Kontrol noktalar: by, by, bs, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir Bezier egrisinin
kontrol noktalarini sira korumak kaydiyla birlestiren dogru parcalarinin olusturdugu

geometrik sekle Bezier egrisinin kontrol poligonu adi verilir, [5].

Diizlemdeki Bezier egrilerinin ¢zellikleri ile ilgili verilen teorem, benzer sekilde
uzaydaki Bezier egrileri icin de verilebilir. Ancak uzaydaki Bezier egrileri icin,
varyasyon azaltma ozelliginde, “Bir Bezier egrisi ile bir dogrunun arakesit nokta-
lar1” ifadesi yerine, “Bir Bezier egrisi ile bir diizlemin arakesit noktalar1” ifadesi

alinmahdir, [5].
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3.3. Bezier Egrilerinde Tiirev Kavrami

Bezier egrilerinin tiirevleri, Bernstein polinomlarinin tiirevlerinden elde edilmek-

tedir.

Teorem 3.3.1.

n

7

Ogtgligian(t)—(

ve ikinci tiirevleri,

By (t)' = n(B5(t) — B (1))

n t—nt _,

By ()" =mn(n — 1)(By*(t) — 2B () + Bi5'(1))

7

ya da

By (1) =

7

i(i— 1) — 2i(n — Dt +n(n — D2\
( 21 1) ) Bi)

bi¢imindedir, [5].
ispat .

i) 0 <t<1igin
n

Bl't) = (,)(1 — )"

]

oldugundan t —ye gore tiirev alinirsa

30

> (1 — ¢)""* Bernstein taban fonksiyonlarimin birinci

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)



:‘) [—(n—a) (1 —)" " it (1 =)™ ]

sy =

- (?)iﬂ‘%l——ﬂ"‘i—-<?>(n——ﬂ(1——ﬂ”_“dﬁ (3.3.5)

Bty = Bt - Brn)

2

olur. Buradan

- 20 (5725)

elde edilir. (3.3.5) ifadesi bagka bir gekilde ifade edilirse,
n—i=Mn-1)—(i—1)

oldugundan

B t) = ! mg%mm—@(

(Gt
i A !

1 _ t)n—l—iti

n(n —1)!

ST

_ t)nflf(ifl)tifl

n(n —1)!

_m—@m<

n—i)(1—t)" i
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yazilabilir. Buradan

v |

—nH(n )1 = i

= nB(t) —nB (1)

= n(BrHt) — BrY(1))

elde edilir.

i) (3.3.1) esitliginin her iki tarafimin t- ye gore tiirevi alinirsa,

BI)" = (BN - BN

)

= n{(n = D[BIZ(t) — BI()] — (n = D[BI2(t) — By ()]}
olur. Buradan

By ()" = n(n—1)[BI5(t) — BI(t) — B () — B ()]

= n(n—1)[BI5 () — 2B/ (t) — By (1))

bulunur. Tkinci tiirev olarak, (3.3.2) esitliginin tiirevi alinirsa,
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By =[]

_ lti%}gyw+i:ﬁiwﬂm’

(1 —t t(1—1t)
o oent(l=t) — (1=2t)(i —nt) _, (i —nt)® _,
= 21— 1) PO+ a0
olur. Buradan
agy [ D (=2t | G—nt?]
Bt)" = [ 21— 1) +t2(1—t)2] Bi(t)

i(i—1) — 2i(n — Dt +n(n— )2\
- ( I )B””

elde edilir, [5].

Yukarida verilen teoremden asagidaki teorem ifade edilebilir.
Teorem 3.3.2.

Kontrol noktalar1 b;,i = 0,1,...,n olan ve B(t) = ZbiBﬁ (t) seklinde verilen bir
=0

Bezier egrisinin tiirevi, kontrol noktalar: bz(»l) =n(biy1 —b;),i =0,1,....n — 1, olan

(n — 1). dereceden bir Bezier egrisidir. Yani

n—1
B'(t) =Y o Br (1), b = n(bips — b;) (3.3.6)
=0
dir, [5].
ispat.

B(t) =) b;B}(t) seklinde verilen Bezier egrisinin tiirevi (3.3.1) ifadesinden,
=0
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= b:B}(t) an B Mt) — BMY(t)) = an B (t) — an B Y(
1=0
olarak elde edilir. ¢+ = 0 i¢in
Bi5N(t) = B (t) = 0

ve 1 = n durumunda
B Ht) =By (t) =0

oldugundan

—anB —anB” Y

yazilabilir. Tekrar diizenleme yapilirsa,

B'(t) = anMB" Y —an B Y

n—1 n—1
= > b — b)) BN (E) = Y bV BI()
1=0 1=0

elde edilir, [5].
Sonug 3.3.3.

Kontrol noktalar1 b;,7 = 0,1, ...,n olan ve B(t Zb B!"(t) seklinde verilen bir

Bezier egrisinin ikinci tiirevi, kontrol noktalar
B = n(n — 1)(bira — 2biyr + b;),i = 0,1, ...,n — 2

olan (n — 2). dereceden bir Bezier egrisidir. Yani,
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n—2

B'(t) =Y "b7Br2(t), 0P =n(n—1)(bira — b1 + by) (3.3.7)
=0
dir, [10].
ispat.

B'(t) kontrol noktalari bgl) = n(bjy1 — b;) seklinde olan (n — 1). dereceden bir

Bezier egrisi oldugundan bir kere daha tiirev alirsak, kontrol noktalar: (3.3.6) dan,
b = OO = (=)0 = b") = (1= Dln(bis — biga) = (bia = b))

B = n(n —1)[(biya — 2bir1 + b))
seklinde olan (n — 2). dereceden bir Bezier egrisi olur. Yani,
n—2
B'(t) =Y 0B A(t), b = n(n = 1)(biz = 2bis1 +b)
i=0

olur, [5].

Sonug 3.3.4.

r. tiirev fonksiyonu, kontrol noktalar1 ¢ = 0,1, ...,n — r olmak iizere

B =n(n—1)..(n—r+ 1)23(-1)7‘]’ (Z) bivs

=0
olan (n — r). dereceden bir Bezier egrisidir.Yani,
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dir, [10].
ispat .

Ispat1 tiimevarimla yapabiliriz. r = 1 icin ;

1
(1
0 =030 (Yo = -+ )

=0
elde edilir ki bu (3.3.6) ifadesinden dogrudur. r igin yukaridaki ifade dogru olsun.

Yani

olsun. r + 1 igin

b(r+1)

= afn= Dt =r+ 00 = )3l (Yo = 17 (s

J=0

= nn—1)..(n—r+1)(n— fr)zr:[(—l)’“—j C) biviej + (=1) 7 <T> bitj]

Jj=0 J
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4. BOLUM
4.1. PH ve MPH Egrileri ve Baz1 Karakterizasyonlar:

Polinomal bir egri v(t) = (x(t), y(t)) olmak tizere v'(t) = (2/(t), v’ (t)) hodographu,
o(t) polinomal bir fonksiyon olmak iizere Pythagorean sartim yani, 2/2(¢) + 3*(¢) =

o2(t) sartin1 saghyorsa bu egriye Pythagorean hodograph (PH) egrisi denir.

PH egrilerinin en onemli ¢zelliklerinden biri rasyonel gosterimlerinin olmasidir.

v(t) bir PH egrisi ise birim normal vektorii

—y'(t)
@2 (t)+y'2(t)
@' (1)
x'2(t)+y'2(t)

n(t) =

seklinde rasyonel gosterime sahiptir. Bu nedenle 7(t) rasyonel bir ifadeye sahip-
tir. Aslinda, bu 6zellik (¢) nin hiz vektoriiniin bir polinom fonksiyon olmasimdan

kaynaklanir.

Pythagorean sarti sayesinde PH egrilerini olugturmak kolaydir. Polinomal bir
v(t) = (x(t),y(t)) egrisinin bir PH egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart /() =
(2'(t),y'(t)) hodographimin ve o(t) hizimin u(t), v(t) ve w(t) polinomlar: yardimiyla
agagidaki sekilde ifade edilebilmesidir.

?(t) = wt){u(t) —v*(t)}

y(t) = wt){2u(t)o(t)}

o(t) = wt){u’(t) +v*(t)}

2'(t) ve y/(t) nin rolleri degigtirilebilir. Ciinkii yukaridaki ifade dénme ve yansima

altinda invaryanttir.



Kiibik Bezier egrilerinde, bir egrinin PH egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ly,
Ly, Ly kontrol egrilerinin L? = LyLy sartim saglamasi ve 0; ve 5 kontrol poligon

acilarinin esit olmasidir.

R2! Minkowski uzay1 3-boyutlu reel vektor uzay: oldugundan PH egrisinin R>! e
genigletilmigi PH uzay egrisiyle birgok ortak ozellige sahiptir. Polinomal bir ~(t) =
(z(t),y(t), 2(t)) egrisinin /(t) hodographi, o(t) bir polinom olmak iizere x'*(t) +
y2(t) + 2(t) = o?(t) Pythagorean sartim saglarsa (t) egrisi bir PH uzay egrisi
olur. Polinomal bir v(t) = (x(t), y(t), 2(t)) uzay egrisinin Pythagorean hodographa

sahip olmasi yani, bazi polinomal o(t) ler igin

2?(t) + () + 2%(t) = 0% (t)

ve

ebob(x'(t),y'(t),2'(t)) =1

sartlarinin saglanmast igin u(t), v(t), w(t), p(t) polinomlari, 4'(¢) hodographi ve o(t)

hizinin

o(t) = () +v*(t) +w(t) + p*(1))

?(t) = wi(t) —vi(t) —wi(t) + o)

y(t) = 2u)o(t) + 2p(t)w(t)

Z(t) = 2u®)w(t) —2p(t)v(t)

seklinde ifade edildigini gostermigtir, [11].
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Tanim 4.1.1
R*! de polinomal bir v(t) = (x(t),y(t),r(t)) egrisi, o(t) bir polinom olmak iizere

2?(t) + 32 () — (1) = o* (1)

sartim sagliyorsa bu egriye Minkowski Pythagorean Hodograph (MPH) egrisi denir,
[11]

Teorem 4.1.2

R*! uzayinda z2(t) + y2(t) — 7"2(t) = o?(t) sartim saglayan polinomal bir
v(t) = (x(t),y(t),r(t)) egrisinin bir MPH egrisi olmas: igin gerek ve yeter sart
u(t), p(t),v(t), w(t) polinomlarmin ve 4'(¢) hodographimin

o(t) = (1) + (1) — wl(t) — pP(0),
2(t) = W(t) = 0(0) + (1) — P,
Y = 2utpo(t) — 2p(t)u(t),

() = 2ut)w(t) — 2p(t)v(t)
sartlarim saglamasidir, [11].
ispat.

Minkowski Pythagorean gsartindan

1 1 1 1
glo+al)glo—a) =5/ +r)50 =)
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yazilabilir. Bu esitlikten
1 ) 1 /
§(a+x) = AB, §(a—x):C’D (4.1.1)

1
§(y’+7"’) = AC, ~(y —7r")=DBD

olur. Eger u, p, v, w polinomlar

_A+B B-A _C+D C-D
-2 _

u

olarak ifade edilirse o zaman

AB = u*—p? CD =v* —u?, (4.1.2)

AC = (u—p)(v+w), BD = (u+ p)(v —w)
olur. (4.1.2) deki esitlikler (4.1.1) de yerlerine yazilirsa ispat tamamlanr, [11].
Sonug 4.1.3.

Bir v(t) MPH egrisinin hodographi Teorem 4.1.2 deki gibi tanimlansin ve T'(t) =
(X(t),Y(t), R(t)) de hodographi

X'(t) = fO{u’(t) —v*(t) +w(t) — (1)}

Yi(t) = fO){2u(t)u(t) - 22(t)w(t)}

R(t) = fO)f2u(t)w(t) —22(t)o(t)}
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ile verilen bagka bir MPH egrisi olsun. Burada f(¢) bir polinomdur. Yukaridaki
denklemlerde f(t)u(t) = U(t), f(t)v(t) = V(t), f(H)w(t) = W(t), f(t)z(t) = Z(t)

yazilirsa,

X'(t) = U(t) = V2(t) + W(t) — Z3(t)

Y'(t) = UV () - 2Z(H)W(#)

R'(t) = 2U@t)W(t) —2Z(t)V(t)

olur. Burada

Ut) = e+ f)+20- D}, 2(t) = S {u(l~ )+ 20+ 1)}

Vi) = S+ )+ - D), W(t) = oL~ )+ w(l+ )
dir, [11].

Teorem 4.1.4.

Bir spatial spacelike MPH egrisinin torsiyonunun egriligine oran1 sabittir. Yani,

spatial spacelike MPH egrisi R*! de helistir, [9].
ispat.

y(t) = (x(t),y(t),r(t))T € R%! bir spatial spacelike MPH kiibigi olsun. O zaman

dort tane lineer polinom vardir:

u(t) = wug(l—1t)+ ut, v(t) =vo(1 —t) + vt (4.1.3)
w(t) = we(l —t)+ wit, p(t) = po(1 —1t) + pyt
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oyleki,

() = uP(t) — () — wi(t) + p(t), (4.1.4)
y'(t) = —2(ut)o(t) +w(t)p(t)),
r'(t) = 2(u(t)p(t) +v()w(?t)),
o(t) = w?(t) +0*(t) —w(t) - p(t)
dir. ~y(t) bir spacelike egri oldugundan, uy = 0, wy = 0 ve p2 —v3 = 1 iken,

7/(0) = (1,0,0)T seklinde kabul edebiliriz (genelligi bozmadan). ~(t) egrisi Bezier

formunda ifade edilir. Bu egrinin skaler iiclii carpimi hesaplanirsa agagida verilen

[V(0),7(1),7(1) =7(0)] = (ur — wy)(ws + wi)(vipg — prvo) = 0 (4.1.5)
esitliginin saglandigr durumda, ~y(¢) nin diizlemsel bir egri oldugu elde edilir.

Onerme 2.1.18 e gore,

(Ul - wl)(ul -+ wl)a(t) =0 (416)
ise v(t) nin bir kirilma noktas1 vardir.

Eger ~(t) bir lightlike tegete sahip ise (veya ~y(t) diizlemsel bir egriyse) (4.1.5)
ve (4.1.6) den 7(¢) nin bir kirillma noktasima sahip oldugu goriilebilir.

(2.1.6) ve (2.1.7) formiillerinden ~y(t) egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla

/{:2\/ |U’%_w%| T:2(Ulp0_plvo) (417)
o?(t) o?(t) h

olarak elde edilir. Sonug olarak, r(t) nin 7(¢) ya oram ¢ ye bagh degildir, [9].
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Ornek 4.1.5.

(t) = (z(t),y(t),r(t)) € R>! bir MPH kiibigi olsun. Dért tane lineer polinom
da

olsun. Buradan

3 1
P(t) = S+ t+3

4 2
/ 3 2
! 3 2
() = -5t -4t 3
elde edilir. Bu esitliklerden
1 1
t) = -+ t2 43¢
x(t) 1 + 1 +
1 3
) = ——3+t2+3t
y(t) SU 5t +
15 2
rt) = —5t" -2t 43t

elde edilir. Buradan v(t) = (z(t), y(t),r(t)) MPH egrisi elde edilir.

Egri v(0) = (0,0, 2) olarak segilirse yukaridaki ifadelerden hodograph sarti saglanir
ve dolayisiyla bu egri bir MPH egrisi olur, [11].
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