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ÖZET

M·INKOWSK·I UZAYINDA BEZ·IER E¼GR·ILER·IN·IN

KARAKTER·IZASYONU

Bu çal¬̧sma dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm; çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, bu bölümde Bezier e¼grileri ve PH

e¼grileri üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar hakk¬nda literatürdeki bilgiler incelendi.

·Ikinci bölümde; Bezier e¼grileri, Minkowski uzay¬, PH ve MPH e¼grileri ile ilgili

temel tan¬mlar verildi.

Üçüncü bölümde; R3 uzay¬nda ve düzlemde Bezier e¼grileri ve özellikleri incelendi.

Ayr¬ca, bu e¼grilerin baz¬örnekleri elde edilerek çizimleri verildi.

Dördüncü bölümde ise PH ve MPH e¼grileriyle ilgili baz¬özellikler ve teoremler

incelendi..

Anahtar Kelimeler: Kontrol noktalar¬, Bernstein taban polinomlar¬, Bezier

e¼grileri, PH ve MPH e¼grileri.
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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF BEZ·IER CURVES IN MINKOWSKI

SPACE

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction. Then, studies in literatur

about Bezier curves and PH curves are examined.

In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems of Bezier, PH and

MPH curves are given.

In the third chapter; in R3 space and in plane Bezier curves and their properties

are examined. Then, some examples and their graphics are given.

In the fourth chapter; some properties and theorems of PH and MPH curves are

investigated.

Keywords: Control points, Bernstein polynomial, Bezier curves, PH and MPH

curves.
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S·IMGELER L·ISTES·I

R3 : 3-boyutlu Reel Uzay

En : n-boyutlu Öklid Uzay

E3;1 : 3-boyutlu Minkowski Uzay

Rn;1 : n-boyutlu Lorentz Uzay

V : Vektör Uzay¬

L : Lorentz dönüşümü

F : A�n dönüşüm

<;> : Simetrik bilineer form veya Lorentz iç çarp¬m¬

kk : Norm

T : Birim te¼get vektör

N : Birim normal vektör

B : Birim binormal vektör

� : E¼grilik

� : Burulma

b0; b1;...,bn : Kontrol noktalar¬

B(t) : Bezier e¼grisi

Bni (t) : Bernstein taban polinomlar¬

CH : Konveks hull

VI



1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Bilgisayar destekli tasar¬mlar¬n (CAD) temelini parametrik e¼griler ve para-

metrik yüzeyler oluşturmaktad¬r. Bezier e¼grileri ve yüzeyleri, Coons yamalar¬(patch),

B- spline metodlar¬, PH ve MPH e¼grileri bilgisayar destekli geometrik tasar¬mda

(CAGD) önemli bir yere sahiptir. Bilgisayar destekli geometrik tasar¬m (k¬saca

CAGD)�¬n başlang¬c¬konik kesitlerinin ortaya konulmas¬ve Roma dönemlerine kadar

uzanmaktad¬r. Bu alandaki bilimsel araşt¬rmalar ilk olarak R. Liming taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r. Ancak, Liming�in sundu¼gu bu yeni teknikler uçak tasar¬m¬nda kullan¬̧sl¬

olmas¬na ra¼gmen di¼ger alanlarda kullan¬̧sl¬olmam¬̧st¬r, [2].

Bezier e¼grileri ve yüzeyleri ilk defa 1958-1960 y¬llar¬nda otomotiv sektöründe,

Citroen ve Renault �rmalar¬nda mühendis olarak çal¬̧san Paul De Casteljau ve Pierre

Bezier taraf¬ndan birbirlerinden ba¼g¬ms¬z olarak geli̧stirilmi̧stir. De Casteljau, Bezier

e¼grilerini P. Bezier�den az bir zaman önce geli̧stirmi̧s, ancak yapt¬¼g¬çal¬̧smalar¬her-

hangi bir yerde yay¬nlamam¬̧st¬r. Böylece, polinom e¼gri ve yüzeylerin Bernstein

formunda ifadesiyle tamamen geli̧sen Bezier e¼gri ve yüzeyleri teorisi, P. Bezier�in

ismiyle an¬lmaya başlam¬̧st¬r, [2].

PH e¼grileri ise ilk olarak 1990 y¬l¬nda Farouki ve Sakkalis taraf¬ndan geli̧stiril-

mi̧stir. PH e¼grileri birçok geometrik ve cebirsel özelli¼ge sahiptir. Bu nedenle PH

e¼grileri birçok araşt¬rmac¬n¬n dikkatini çekmi̧s ve bunun sonucunda bu e¼grilerle il-

gili yüzlerce çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r, [11]. 2008 y¬l¬nda CAGD gazetesinde PH e¼gri-

leriyle ilgili "Pythagorean-Hodograph Curves and Related Topics" başl¬¼g¬alt¬nda

bir makale yay¬nlanm¬̧st¬r. Ayn¬y¬l Farouki, Pythagorean özelli¼giyle e¼grilerin şekil-

lerinin oluşturulmas¬aras¬ndaki ba¼glant¬y¬kurarak PH e¼grileriyle ilgili yeni araşt¬r-

malar¬n başlamas¬na zemin haz¬rlam¬̧st¬r. Son y¬llarda, PH e¼grilerinin o¤settingdeki

uygulamalar¬, CNC makinecili¼gi, devinim (hareket) planlamas¬vb. alanlarda aktif

bir çal¬̧sma sahas¬na sahip olmuştur, [8].



2. BÖLÜM

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu bölümde çal¬̧smam¬za yön verecek olan tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.1.

I � R bir aç¬k aral¬k ve (I; �) koordinat komşulu¼gu verilsin.

� : I ! En

olmak üzere t 2 I için �(t) = (�1(t); �2(t); :::; �n(t)) şeklinde tan¬ml¬�(t) ye En de

bir e¼gri denir. Burada I aral¬¼g¬na � e¼grisinin parametre aral¬¼g¬, t 2 I ya � e¼grisinin

parametresi denir, [3].

Tan¬m 2.1.2.

En de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. Bu durumda

� : I ! En

t 2 I ve �(t) = (�1(t); �2(t); :::; �n(t)) olmak üzere �0(t) = (�01(t); :::; �
0
n(t)) ile

tan¬ml¬vektöre M e¼grisinin h¬z vektörü denir, [3].

Tan¬m 2.1.3.

En de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

k�0k : I

t

!

!

R

k�0(t)k

şeklinde tan¬ml¬k�0k fonksiyonuna M e¼grisinin (I; �) koordinat komşulu¼guna göre

skaler h¬z fonksiyonu, k�0(t)k 2 R reel say¬s¬na da M e¼grisinin (I; �) koordinat

komşulu¼guna göre skaler h¬z¬denir, [3].



Tan¬m 2.1.4.

En de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. 8s 2 I için

k�0(s)k = 1

oluyorsa M e¼grisine (I; �) koordinat komşulu¼guna göre birim h¬zl¬ e¼gri denir. Bu

durumda � e¼grisinin s 2 I parametresine de yay parametresi denir, [3].

Tan¬m 2.1.5.

Her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬olan e¼griye regüler e¼gri denir, [3].

Tan¬m 2.1.6.

E3 de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I yay parametresi

için �(s) noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬fT(s);N(s);B(s)g ile gösterilirse

T = �0(s);

N =
�00(s)

k�00(s)k ;

B = T�N

olarak tan¬ml¬d¬r, [3].
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Tan¬m 2.1.7.

E3 de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I yay parametresi

için �(s) noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬fT(s);N(s);B(s)g olmak üzere � e¼grisinin

s¬ras¬yla, e¼grilik ve burulmas¬

� = k�00(s)k ;

� =
det(�0(s); �00(s); �000(s))

k�0(s)� �00(s)k2

olarak tan¬ml¬d¬r, [3].

Tan¬m 2.1.8.

E3de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. s 2 I yay parametre-

si için �(s) noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬fT(s);N(s);B(s)g olmak üzere Serret-

Frenet formülleri

T0 = �N;

N0 = ��T+ �B;

B0 = ��N

dir. Bu ifade matris formunda

26664
T0

N0

B0

37775 =
26664
0 � 0

�� 0 �

0 �� 0

37775
26664
T

N

B

37775
olarak yaz¬l¬r, [3].
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Tan¬m 2.1.9.

K bir cisim olsun. a0; a1; a2; :::; ak;:::; an; ::: 2 K elemanlar¬n¬n, sonlu say¬dakile-

ri d¬̧s¬nda kalanlar s¬f¬r (K daki birinci i̧slemin etkisiz eleman¬) olmak üzere bu ele-

manlar¬n s¬ral¬ve say¬labilir her bir

P = (a0; a1; a2; :::; ak;:::; an; :::)

sistemine K cismi üzerinde bir polinom denir, [4]

Tan¬m 2.1.10.

3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir e¼grinin genel şeklini belirleyen ve sürekli parametrik

polinom fonksiyon parçalar¬nda kullan¬lan noktalara kontrol noktalar¬denir, [14].

Tan¬m 2.1.11.

3-boyutlu Öklid uzay¬nda seçilen kontrol noktalar¬yard¬m¬yla çizilen e¼griyeBezier

e¼grisi denir, [1].

Tan¬m 2.1.12.

V bir reel vektör uzay¬olsun. 8a; b 2 R ve 8X; Y; Z 2 V için

h; i : V � V ! R

dönüşümü aşa¼g¬daki özelliklere sahip ise bu dönüşüme V vektör uzay¬üzerinde bir

simetrik bilineer form denir, [12]:

1.

hX; Y i = hY;Xi

5



2.

haX + bY; Zi = a hX;Zi+ b hY; Zi ;

hX; aY + bZi = a hX; Y i+ b hX;Zi :

Tan¬m 2.1.13.

h; i, V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik bilineer form olsun.

i) E¼ger 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi > 0 oluyorsa h; i simetrik bilineer formuna pozitif

tan¬ml¬,

ii) E¼ger 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi < 0 oluyorsa h; i simetrik bilineer formuna

negatif tan¬ml¬,

iii) E¼ger 8v 2 V için hv; vi � 0 oluyorsa h; i simetrik bilineer formuna pozitif

yar¬tan¬ml¬,

iv) E¼ger 8v 2 V için hv; vi � 0 oluyorsa h; i simetrik bilineer formuna negatif

yar¬tan¬ml¬,

v) E¼ger 8w 2 V için hv; wi = 0 iken v = 0 oluyorsa h; i simetrik bilineer formuna

nondejeneredir denir, [12].

Tan¬m 2.1.14.

V bir reel vektör uzay¬ve h; i : V � V ! R bir simetrik bilineer form olsun.

h; i : W �W ! R

negatif tan¬ml¬olacak şekilde en büyük boyutlu W altuzay¬n¬n boyutuna h; i simetrik

bilineer formunun indeksi denir, [12].
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Tan¬m 2.1.15.

Rn vektör uzay¬üzerinde Öklid iç çarp¬m¬yerine indeksi 1 olan

h; i : Rn � Rn ! R

(x; y) ! hx; yi =
n�1X
i=1

xiyi � xnyn

Lorentz iç çarp¬m¬tan¬mlan¬rsa, Rn uzay¬na Lorentz vektör uzay¬ denir ve Rn;1 ile

gösterilir.

Özel olarak n = 3 için bu uzayMinkowski 3-uzay¬olarak adland¬r¬l¬r ve genellikle

E3;1 ile gösterilir, [7].

Tan¬m 2.1.16.

~x; Rn;1 de bir vektör olmak üzere, ~x vektörüne,

i) h~x; ~xi > 0 veya ~x = 0 ise spacelike,

ii) h~x; ~xi < 0 ise timelike,

iii) ~x 6= 0 olmak üzere h~x; ~xi = 0 ise lightlike veya null vektör denir.

Timelike ve null vektörlere causal vektörler denir, [7].

Ayr¬ca, ~x vektörünün tipi, onun causal karakter i olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.1.17.

c bir e¼gri ve s yay parametresi olmak üzere bu e¼grinin timelike, spacelike ve

lightlike olmas¬durumlar¬n¬gözönüne alal¬m:

7



i. E¼grinin timelike olmas¬hali

c nin bir timelike e¼gri oldu¼gunu kabul edelim. Bu takdirde, T 0(s) 6= 0; T (s) ile

lineer ba¼g¬ms¬z bir spacelike vektördür. s noktas¬nda c e¼grisinin e¼grili¼gi,

�(s) = kT 0(s)k

dir. N(s) asli normal vektörü de,

N(s) =
T 0(s)

�(s)
=

c00(s)

kc00(s)k
dir. Ayr¬ca

�(s) = hT 0(s); N(s)i

dir.

B(s) = T (s)�N(s)

şeklindeki B(s) vektörüne binormal vektör denir. B(s) vektörü, bir spacelike birim

vektörüdür. Her s için c nin Frenet üç ayakl¬s¬diye adland¬r¬lan fT;N;Bg ; E3;1 in

bir ortonormal baz¬d¬r.

c nin s deki burulmas¬,

�(s) = hN 0(s); B(s)i

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu durum için Frenet denklemleri matris formunda,

26664
T0

N0

B0

37775 =
26664
0 � 0

� 0 �

0 �� 0

37775
26664
T

N

B

37775 (2.1.1)
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şeklinde ifade edilir.

ii. E¼grinin spacelike olmas¬hali

c bir spacelike e¼gri olsun. T 0(s) nin causal karakterine ba¼gl¬olarak üç olas¬l¬k

vard¬r:

a. T 0(s) vektörü spacelike olsun:

Yine

�(s) = kT 0(s)k

N(s) =
T 0(s)

�(s)

B(s) = T (s)�N(s)

dir. Bu durum için Frenet denklemleri,

26664
T0

N0

B0

37775 =
26664
0 � 0

�� 0 �

0 � 0

37775
26664
T

N

B

37775 (2.1.2)

şeklindedir. c nin burulmas¬,

� = �hN 0(s); B(s)i

dir.
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b. T 0(s) vektörü timelike olsun:

c nin e¼grili¼gi

�(s) =
p
�hT 0(s); T 0(s)i

ve asli normal vektörü de

N(s) =
T 0(s)

�(s)

d¬r.

B(s) = T (s)�N(s)

binormal vektörü, bir spacelike vektördür. Bu durumda Frenet denklemleri,

26664
T0

N0

B0

37775 =
26664
0 � 0

� 0 �

0 � 0

37775
26664
T

N

B

37775 (2.1.3)

d¬r. c nin burulmas¬,

� = hN 0(s); B(s)i

dir.

c. Her s için T 0(s) vektörü lightlike (T 0(s) 6= 0 ve T (s) ile orant¬l¬de¼gil)

olsun:

T (s) ile lineer ba¼g¬ms¬z olan asli normal vektör,

N(s) = T 0(s)

şeklinde tan¬mlan¬r. B birim lightlike vektör olsun, öyle ki

10



hN(s); B(s)i = 1

dir ve B(s); T (s) ye ortogonaldir. B(s) vektörü, c nin s deki binormal vektörüdür.

Frenet denklemleri,

26664
T0

N0

B0

37775 =
26664
0 1 0

0 � 0

�1 0 ��

37775
26664
T

N

B

37775 (2.1.4)

dir. � fonksiyonuna c nin burulmas¬denir, [6].

Önerme 2.1.18.

c(t) 2 R2;1 bir spacelike e¼gri olsun. O halde c(t) nin bir k¬r¬lma noktas¬na sahip

olmas¬için gerek ve yeter şart t 2 I için kc0(t)� c00(t)k2 = 0 olmas¬d¬r, [9].

·Ispat.

K¬sal¬k için, e¼grinin t parametresinden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu kabul edece¼giz. T ve

�, c nin s¬ras¬yla birim tanjant vektörü ve e¼grili¼gi olsun. Öklidyen durumda Frenet

formülleri,

kc0 � c00k2 = �2 kc0k6 kT � T 0k2 (2.1.5)

dir. ·Ilk olarak, c bir k¬r¬lma noktas¬na sahip olsun. O zaman T 0 bir lightlike vek-

tördür. hT; T i = 1 oldu¼gundan, hT; T 0i = 0 elde edilir. hT; T 0i = 0 ifadesinin

kT � T 0k2 = 0 ifadesine eşit oldu¼gu kolayl¬kla gösterilebilir. (T; T 0 vektörleri bir

lightlike düzlemde tan¬ml¬d¬r.) Sonuç olarak (2.1.5) eşitli¼gi kc0 � c00k2 = 0 yi sa¼glar.

·Ikinci olarak, kc0 � c00k2 = 0 olsun. (2.1.5) ten kT � T 0k2 = 0 veya � = 0

olmal¬d¬r. Yine, hT; T 0i = 0 dan T 0 vektörünün light-like oldu¼gu sonucu ç¬kar¬labilir.
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c(t) spacelike e¼grisinin e¼grili¼gi ve torsiyonu,

�(t) =

p
jhc0(t)� c00(t); c0(t)� c00(t)ij

kc0(t)k3
(2.1.6)

ve

�(t) =
[c0(t); c00(t); c000(t)]

jhc0(t)� c00(t); c0(t)� c00(t)ij (2.1.7)

dir. c(t) spacelike e¼grisinin k¬r¬lma noktas¬na sahip olmadan e¼grilik ve torsiyonu

Frenet formüllerinden elde edilebilir, [9].

Tan¬m 2.1.19.

E¼ger bir L : R2;1 ! R2;1 lineer dönüşümü Minkowski iç çarp¬m¬n¬, yani 8u; v 2

R2;1 için

hu; vi = hLu; Lvi

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme Lorentz dönüşümü denir. Bütün Lorentz dönüşüm-

lerinin grubu L = O(2; 1) ile gösterilir ve Lorentz Grup olarak adland¬r¬l¬r.

K = (ki;j)i;j=1;2;3 bir Lorentz dönüşüm olsun. O zaman k1; k2 ve k3 kolon vek-

törleri hki; kji = Gij; i; j 2 f1; 2; 3g ü sa¼glar. Yani onlar R2;1 in bir ortonormal

baz¬ şeklindedir. hk3; k3i = G33 = �1 den k233 � 1 elde edilir. E¼ger k33 � 1 ise

K dönüşümü orthochronous (zaman¬n yönünü koruyan dönüşüm) dir denir. Her

K Lorentz dönüşümünün determinant¬�1�e eşit ve det(K) = 1 şeklinde özel bir

gösterime sahiptir, [9].
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Yard¬mc¬Teorem 2.1.20.

Bir A orthochronous Lorentz dönüşümü

R(�) =

0BBB@
cos � � sin � 0

sin � cos � 0

0 0 1

1CCCA ; L(�) =

0BBB@
cosh� 0 sinh�

0 1 0

sinh� 0 cosh�

1CCCA
olmak üzere

R(�1)L(�)R(�2)

şeklinde ifade edilebilir. Burada R(�) spatial koordinatlar¬n rotasyonu (dönmesi),

L(�) de � hiperbolik aç¬s¬olmak üzere boost (öteleme) olarak adland¬r¬lan bir hiper-

bolik rotasyondur, [11].

Tan¬m 2.1.21.

Bir e¼grinin sabit bir do¼grultu ile her noktas¬ndaki te¼getinin yapt¬¼g¬aç¬sabit ise

bu e¼griye bir helis (e¼gilim çizgisi) denir, [9].

Tan¬m 2.1.22.

Sabit iki noktaya uzakl¬klar¬fark¬n¬nmutlak de¼geri sabit olan noktalar¬n geometrik

yerine hiperbol denir, [13].

Tan¬m 2.1.23.


(t) = (x(t); y(t)) polinomal bir e¼gri olmak üzere bu e¼grinin 
0(t) hodograph¬

Pythagorean şart¬n¬sa¼gl¬yorsa, yani x02(t) + y02(t) = �2(t) eşitli¼gini sa¼glayan poli-

nomal bir �(t) fonksiyonu mevcut ise 
(t) = (x(t); y(t)) polinomal e¼grisine PH

(Pythagorean Hodograph) denir, [11].
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Tan¬m 2.1.24.

PH e¼grisininMinkowski uzay¬na geni̧sletilmi̧s şeklineMPH(Minkowski Pythagorean

Hodograph) denir, [11].
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3. BÖLÜM

R3 Uzay¬nda ve Düzlemde Bezier E¼grileri ve Özellikleri

Bezier e¼grileri, özel matematiksel gösterimlere sahip e¼grilerdir. Bu e¼griler bil-

gisayar destekli tasar¬mda (CAD) ve bilgisayar gra�klerinde kullan¬ld¬¼g¬ndan mate-

matiksel uygulamalarda önemli bir yere sahiptirler. n. dereceden bir Bezier e¼grisi;

kontrol noktalar¬olarak adland¬r¬lan, n +1 tane nokta ile belirlenen ve n. derece-

den Bernstein taban fonksiyonlar¬ile lineer şekilde ifade edilen polinom e¼grilerdir.

Bezier e¼grileri, düzlemde ve R3 uzay¬nda olmak üzere ayr¬ayr¬incelendi¼ginden bu

çal¬̧smada da ayr¬olarak verilmi̧stir, [5].

3.1. Düzlemde Bezier E¼grileri

3.1.1. Lineer Bezier E¼grileri

Derecesi 1 olan ve iki kontrol noktas¬ bulunan polinom e¼griler lineer Bezier

e¼grileri olarak adland¬r¬l¬r. Bir lineer Bezier e¼grisi bu iki noktay¬ birleştiren bir

do¼gru parças¬d¬r. Bu e¼grilerin vektörel denklemi; kontrol noktalar¬b0 = (p0; q0) ve

b1 = (p1; q1) olmak üzere

B(t) = (1� t)b0 + tb1; t 2 [0; 1] (3.1.1)

şeklindedir. Burada e¼grimiz, b0 noktas¬n¬b1 noktas¬na birleştiren do¼gru parças¬d¬r

ve başlama noktas¬B(0) = b0 , biti̧s noktas¬ise B(1) = b1 noktas¬d¬r. Yani, kontrol

noktalar¬ b0 = (p0; q0) ve b1 = (p1; q1) olan bir lineer Bezier e¼grisinin parametrik

denklemi

B(t) = (x(t); y(t));



x(t) = (1� t)p0 + tp1; (3.1.2)

y(t) = (1� t)q0 + tq1; t 2 [0; 1]

şeklindedir, [5].

Örnek 3.1.1.

Kontrol noktalar¬b0 = (4; 6) ve b1 = (1; 3) olan lineer Bezier e¼grisinin parametrik

denklemi

B(t) = (1� t)b0 + tb1 = (1� t)(4; 6) + t(1; 3)

dir. Buradan

x(t) = 4(1� t) + t = 4� 3t

y(t) = 6(1� t) + 3t = 6� 3t

elde edilir, [10].

Şekil 3.3.1. Kontrol noktalar¬b0 = (p0; q0)

ve b1 = (p1; q1) olan bir lineer Bezier e¼grisi
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3.1.2. Kuadratik Bezier E¼grileri

Derecesi 2 ve üç tane kontrol noktas¬ olan polinom e¼grilere kuadratik Bezier

e¼grisi denir. Kontrol noktalar¬b0 = (p0; q0) , b1 = (p1; q1) ve b2 = (p2; q2) olan bir

kuadratik Bezier e¼grisi, başlang¬ç noktas¬B(0) = b0 ve biti̧s noktas¬da B(1) = b2

olan ikinci dereceden bir e¼gri parças¬d¬r. Bu e¼grilerin vektörel anlamda denklemi

B(t) = (1� t)2b0 + 2(1� t)tb1 + t2b2; t 2 [0; 1] (3.1.3)

şeklindedir. Parametrik denklemi ise

B(t) = (x(t); y(t))

olmak üzere

x(t) = (1� t)2p0 + 2(1� t)tp1 + t2p2

y(t) = (1� t)2q0 + 2(1� t)tq1 + t2q2; t 2 [0; 1] (3.1.4)

dir, [5].

Örnek 3.1.2.

Kontrol noktalar¬b0 = (1; 2); b1 = (4;�1) ve b2 = (8; 6) olan kuadratik Bezier

e¼grisinin vektörel ve parametrik denklemleri:

B(t) = (1� t)2(1; 2) + 2(1� t)t(4;�1) + t2(8; 6); t 2 [0; 1]

olmak üzere

x(t) = (1� t)2 + 8(1� t)t+ 8t2 = t2 + 6t+ 1

y(t) = 2(1� t)2 � 2(1� t)t+ 6t2 = 10t2 � 6t+ 2

B(t) = (t2 + 6t+ 1; 10t2 � 6t+ 2); t 2 [0; 1]
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şeklindedir, [5].

Şekil 3.1.2. Kontrol noktalar¬b0 = (1; 2); b1 = (4;�1)

ve b2 = (8; 6) olan kuadratik Bezier e¼grisi

Kontrol noktalar¬, Bezier e¼grisinin yönünü, şeklini, başlang¬ç ve bitim noktas¬n¬

belirledi¼ginden kontrol noktalar¬n¬n s¬ras¬çok önemlidir.

Örnek 3.1.3.

Yukar¬daki örnekte b1 ile b2 noktalar¬n¬n yerlerini de¼gi̧stirelim ve bu de¼gi̧simin

e¼griyi nas¬l de¼gi̧stirdi¼gini gözlemleyelim. Kontrol noktalar¬b0 = (1; 2); b1 = (8; 6) ve

b2 = (4;�1) olan kuadratik Bezier e¼grisinin parametrik ifadesi;

B(t) = (�11t2 + 14t+ 1;�11t2 + 8t+ 2); t 2 [0; 1]

biçimindedir. Bu e¼grinin gra�¼gi ise Şekil 3.1.3 te verildi¼gi gibidir, [5].
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Şekil 3.1.3.Kontrol noktalar¬b0 = (1; 2); b1 = (8; 6)

ve b2 = (4;�1) olan kuadratik Bezier e¼grisi

3.1.3. Kübik Bezier E¼grileri

Üçüncü dereceden, dört tane kontrol noktas¬olan polinom e¼grilere kübik Bezier

e¼grileri denir. Kontrol noktalar¬ b0 = (p0; q0); b1 = (p1; q1); b2 = (p2; q2) ve b3 =

(p3; q3) olan bir kübik Bezier e¼grisi, b0 noktas¬ndan başlayan, b3 noktas¬nda biten

üçüncü derece polinom e¼gridir. Bu e¼grinin vektörel denklemi

B(t) = (1� t)3b0 + 3(1� t)2tb1 + 3(1� t)t2b2 + t3b3; t 2 [0; 1] (3.1.5)

şeklindedir. Parametrik denklemi ise

B(t) = (x(t); y(t));

olmak üzere

x(t) = (1� t)3p0 + 3(1� t)2tp1 + 3(1� t)t2p2 + t3p3; (3.1.6)

y(t) = (1� t)3q0 + 3(1� t)2tq1 + 3(1� t)t2q2 + t3q3; t 2 [0; 1]

dir, [5].
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Örnek 3.1.4.

Kontrol noktalar¬b0 = (�3; 2); b1 = (4; 4); b2 = (6;�1) ve b3 = (6; 1) olan kübik

Bezier e¼grisinin parametrik ifadesi:

x(t) = �3(1� t)3 + 12(1� t)2t+ 18(1� t)t2 + 6t3

y(t) = 2(1� t)3 + 12(1� t)2t� 3(1� t)t2 + t3 t 2 [0; 1]

biçimindedir (Şekil 3.1.4), [5].

Şekil 3.1.4. Kontrol noktalar¬b0 = (�3; 2); b1 = (4; 4);

b2 = (6;�1) ve b3 = (6; 1) olan kübik Bezier e¼grisi

3.1.4. Genel Bezier E¼grileri

Tan¬m 3.1.5.

Kontrol noktalar¬ b0; b1; b2; :::; bn olarak verilen ve başlang¬ç noktas¬ b0, bitim

noktas¬ bn olan n. dereceden bir polinom e¼griye genel Bezier e¼grisi denir. Genel

Bezier e¼grisinin, vektörel denklemi,

B(t) =

nX
i=0

biB
n
i (t); t 2 [0; 1] (3.1.7)
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şeklindedir. Burada Bni (t) fonksiyonlar¬

Bni (t) =

8><>:
n!

i! (n� i)!(1� t)
n�iti; 0 � i � n

0; di¼ger durumlarda
(3.1.8)

biçiminde verilen Bernstein taban fonksiyonlar¬ (ya da Bernstein taban polinom-

lar¬)d¬r.
n!

i!(n� i)! ifadeleri de Binom katsay¬lar¬d¬r ve
�
n

i

�
ya da Cni ile gösterilir,

[5].

Teorem 3.1.6.

Bernstein taban polinomlar¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i)

nX
i=0

Bni (t) = 1; t 2 [0; 1] (Toplam¬n birim olmas¬) (3.1.9)

ii)

Bni (t) � 0; t 2 [0; 1] (Poziti�ik) (3.1.10)

iii)

Bnn�i(t) = B
n
i (1� t); i = 0; 1; :::; n (Simetri) (3.1.11)

iv)

Bni (t) = (1� t)Bn�1i (t) + tBn�1i�1 (t) (·Indirgeme) (3.1.12)

, [5].
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·Ispat.

i)

1 = 1n = (1� t+ t)n =
nX
i=0

�
n

i

�
(1� t)n�iti =

nX
i=0

Bni (t)

dir.

ii) t 2 [0; 1] oldu¼gundan 0 � t � 1) 0 � 1� t � 1) t � 0 ve 1� t � 0 d¬r. O

halde pozitif bir say¬n¬n tüm reel kuvvetleri de pozitif oldu¼gundan Bni (t) � 0 elde

edilir.

iii) t 2 [0; 1] için

Bnn�i(t) =
n!

i!(n� i)!(1� t)
itn�i =

n!

i!(n� i)! [(1� t)
i(1� (1� t))n�i]

dir. k 2 [0; 1] olmak üzere 1� t = k denirse,

Bnn�i(t) =
n!

i!(n� i)! [(k)
i(1� k)n�i] = Bni (k) = Bni (1� t)

elde edilir.

iv)

(1� t)Bn�1i (t) + tBn�1i�1 (t)

ifadesinin de¼gerini yazarsak

(1� t)Bn�1i (t) + tBn�1i�1 (t) = (1� t) (n� 1)!
i!(n� 1� i)!(1� t)

n�1�iti

+t
(n� 1)!

(i� 1)!(n� i)!(1� t)
n�iti�1

=
(n� 1)!

i!(n� 1� i)!(1� t)
n�iti +

(n� 1)!
(i� 1)!(n� i)!(1� t)

n�iti
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olup, buradan

(1� t)Bn�1i (t) + tBn�1i�1 (t) =
(n� 1)!

i(i� 1)!(n� 1� i)!(1� t)
n�iti

+
(n� 1)!

(i� 1)!(n� i)(n� 1� i)!(1� t)
n�iti

=

�
(n� i)(n� 1)! + i(n� 1)!
i(n� i)(i� 1)!(n� 1� i)!

�
(1� t)n�iti

=

�
(n� 1)!(n� i+ i)

i(i� 1)!(n� i)(n� 1� i)!

�
(1� t)n�iti

=

�
n!

i!(n� i)!

�
(1� t)n�iti = Bni (t)

bulunur, [5].

3.1.5. Kontrol Poligonu

Tan¬m 3.1.7.

Kontrol noktalar¬b0; b1; b2; :::; bn olarak verilen n. dereceden bir Bezier e¼grisinin

kontrol noktalar¬n¬s¬ra korumak kayd¬yla birleştiren do¼gru parçalar¬n¬n oluşturdu¼gu

geometrik şekle Bezier e¼grisinin kontrol poligonu ad¬verilir, [5].

Örnek 3.1.8.

Kontrol noktalar¬b0 = (2; 0); b1 = (1; 1); b2 = (3; 4); b3 = (4; 3); b4 = (3; 0); olan

Bezier e¼grisinin kontrol poligonu Şekil 3.1.5 te gösterilmi̧stir, [5].
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Şekil 3.1.5. Kontrol noktalar¬b0 = (2; 0); b1 = (1; 1); b2 = (3; 4);

b3 = (4; 3) ve b4 = (3; 0) olan Bezier e¼grisinin kontrol poligonu

3.1.6. Konveks Hull

Konveks hull, özellikle bilgisayar destekli tasar¬mlarda çok önemli bir yer tutar.

X = fx0; x1; :::xng gibi n +1 noktadan oluşan noktalar sistemi için, verilen konveks

hull şu şekilde tan¬mlanmaktad¬r, [5].

Tan¬m 3.1.9.

X = fx0; x1; :::xng sisteminin konveks hulu

CH(X) =

(
a0x0 + a1x1 + ::::::::+ anxn :

nX
i=0

ai = 1; ai � 0; i = 0; 1; :::::; n
)
(3.1.13)

olarak tan¬mlan¬r. Yani düzlemde x0; x1; :::xn noktalar¬n¬içeren en küçük konveks

kümeye X = fx0; x1; :::xng sisteminin konveks hulu (Convex Hull ) denir. Bu tan¬m

R3 uzay¬nda da benzer şekilde verilir. Fakat düzlemde ifade edilen konveks hullda bir
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alandan bahsedilirken, R3 uzay¬nda ise uzay¬n bir bölgesinden bahsetmek gerekir,

[5].

Örnek 3.1.10.

DüzlemdeX = f(2; 0); (2; 2); (3; 1); (3; 3); (3; 4); (4; 0); (4; 3)g noktalar¬ndan oluşan

kümenin konveks hulu:

CH(X) =

(
a0(2; 0) + a1(2; 2) + ::::::::+ a6(4; 3) :

6X
i=0

ai = 1; ai � 0; i = 0; 1; :::::; 6
)

olmak üzere, (x; y) 2 R2

=

8<: x = 2(a0 + a1) + 3(a2 + a3 + a4) + 4(a5 + a6);

y = a2 + 2a1 + 3(a3 + a6) + 4a4

9=;
biçiminde verilir. Bunu daha iyi kavramak için Şekil 3.1.6 incelenebilir, [5].

Şekil 3.1.6. X = f(2; 0); (2; 2); (3; 1); (3; 3); (3; 4); (4; 0); (4; 3)g

noktalar¬n¬n konveks hulu
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3.1.7. Bezier E¼grilerinin Özellikleri

Teorem 3.1.11.

Kontrol noktalar¬b0; b1; b2; :::; bn olarak verilen n. dereceden bir B = B(t) Bezier

e¼grisi aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i)

B(0) = b0; B(1) = bn; (Son nokta interpolasyon özelli¼gi) (3.1.14)

dir.

ii)

B0(0) =
dB

dt
jt=0= n(b1 � b0); (Son nokta te¼get özelli¼gi) (3.1.15)

B0(1) =
dB

dt
jt=1= n(bn � bn�1)

dir.

iii) 8t 2 [0; 1] için,

B(t) 2 CH(fb0; b1; :::; bng) (3.1.16)

dir. Yani Bezier e¼grisinin tamam¬, kontrol noktalar¬n¬n konveks alan¬içinde kapsan-

maktad¬r.

iv) F , bir a�n dönüşüm olsun. O halde

F (B(t)) = F (

nX
i=0

biB
n
i (t)) =

nX
i=0

F (bi)B
n
i (t) (3.1.17)

dir. Yani kontrol noktalar¬bi, i = 0; 1; :::; n olan Bezier e¼grisinin bir a�n dönüşüm

alt¬ndaki görüntüsü, kontrol noktalar¬F (bi); i = 0; 1; :::; n; olan Bezier e¼grisidir.

v) Bir d do¼grusu ile B(t) düzlemsel Bezier e¼grisinin arakesit noktalar¬n¬n say¬s¬

m, B(t) Bezier e¼grisinin kontrol poligonunun arakesit noktalar¬n¬n say¬s¬s ise m � s

dir. (Varyasyon Azaltma Özelli¼gi ), [5].
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·Ispat.

i) (3.1.7) de verilen genel Bezier e¼grisinde t = 0 için i 6= 0 iken Bni (t) = 0 d¬r.

i = 0 durumunda ise, Bn0 (t) = (1� t)n dir. Böylece,

B(0) = b0B
n
0 (0) = b0(1� 0)n = b0

elde edilir. Benzer şekilde, t = 1 için i 6= n iken Bni (t) = 0 d¬r. i = n durumunda

ise Bnn(t) = t
n oldu¼gundan

B(1) = bnB
n
n(1) = bn1

n = bn

bulunur.

ii)

B0(t) =

"
nX
i=0

biB
n
i (t)

#0
=

"
nX
i=0

bi

�
n

i

�
(1� t)n�iti

#0

=
nX
i=0

bi

�
n

i

�
[�(n� i)(1� t)n�i�1ti + i(1� t)n�iti�1]

olup buradan

B0(t) = b0[�n(1� t)n�1] + b1n[(1� n)(1� t)n�2t+ (1� t)n�1]

+b2

�
n

2

�
[(2� n)(1� t)n�3t2 + 2(1� t)n�2t] + :::+

+bn�1n[�tn�1 + (n� 1)(1� t)tn�2] + bnntn�1

d¬r. Böylece

B0(0) = �nb0 + b1n = n(b1 � b0) ve B0(1) = �bn�1n+ bnn = n(bn � bn�1)

elde edilir.
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iii) 8t 2 [0; 1] için Bni (t) � 0 ve
nX
i=0

Bni (t) = 1 oldu¼gundan konveks hull tan¬m¬n-

dan

B(t) 2 CHfb0; b1; :::; bng

dir.

iv)A�n bir F dönüşümü, F (x) = gx + c, g 2 GL(2; R), c 2 R2; biçiminde ifade

edilebilir. O halde 8t 2 [0; 1] için,

F (B(t)) = F (
nX
i=0

biB
n
i (t)) = g

nX
i=0

biB
n
i (t) + c

dir. c = c:1 olarak al¬n¬rsa ve (3.1.9) da 1 yerine
nX
i=0

Bni (t) yaz¬l¬rsa

F (B(t)) = g
nX
i=0

biB
n
i (t) + c:

nX
i=0

Bni (t)

elde edilir. ·Ifade ayn¬toplam alt¬nda yaz¬ld¬¼g¬nda,

F (B(t)) =
nX
i=0

(gbi + c)B
n
i (t) =

nX
i=0

F (bi)B
n
i (t)

elde edilir, [5].

3.2. R3 Uzay¬nda Bezier E¼grileri

3.2.1. R3 Uzay¬nda Genel Bezier E¼grisi

R3 uzay¬nda tan¬mlanan Bezier e¼grileri, düzlemdeki Bezier e¼grileri gibi tan¬m-

lan¬r. Ancak burada kontrol noktalar¬ düzlemin de¼gil R3 uzay¬n¬n elemanlar¬d¬r,

[5].
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Tan¬m 3.2.1.

R3 uzay¬nda genel Bezier e¼grisi, kontrol noktalar¬b0; b1; b2; :::; bn olarak verilen ve

başlang¬ç noktas¬b0; bitim noktas¬bn olan n. dereceden bir polinom e¼gridir. Genel

Bezier e¼grisinin vektörel denklemi

B(t) =

nX
i=0

biB
n
i (t); t 2 [0; 1] (3.2.1)

şeklindedir. Burada Bni (t) fonksiyonlar¬düzlemsel Bezier e¼grilerindeki gibi

Bni (t) =

8><>:
n!

i! (n� i)!(1� t)
n�iti; 0 � i � n

0; di¼ger durumlarda
(3.2.2)

şeklinde verilen Bernstein taban fonksiyonlar¬(ya da Bernstein taban polinomlar¬)

d¬r, [5].

3.2.2. Kontrol Poligonu

R3 uzay¬ndaki kontrol poligonu da düzlemde tan¬mlanan Bezier e¼grilerinin kont-

rol poligonu tan¬m¬na benzer şekilde tan¬mlanabilir. Ancak, burada da kontrol nok-

talar¬R3 ün elemanlar¬d¬r, [5].

Tan¬m 3.2.2.

Kontrol noktalar¬b0; b1; b2; :::; bn olarak verilen n. dereceden bir Bezier e¼grisinin

kontrol noktalar¬n¬s¬ra korumak kayd¬yla birleştiren do¼gru parçalar¬n¬n oluşturdu¼gu

geometrik şekle Bezier e¼grisinin kontrol poligonu ad¬verilir, [5].

Düzlemdeki Bezier e¼grilerinin özellikleri ile ilgili verilen teorem, benzer şekilde

uzaydaki Bezier e¼grileri için de verilebilir. Ancak uzaydaki Bezier e¼grileri için,

varyasyon azaltma özelli¼ginde, �Bir Bezier e¼grisi ile bir do¼grunun arakesit nokta-

lar¬� ifadesi yerine, �Bir Bezier e¼grisi ile bir düzlemin arakesit noktalar¬� ifadesi

al¬nmal¬d¬r, [5].

29



3.3. Bezier E¼grilerinde Türev Kavram¬

Bezier e¼grilerinin türevleri, Bernstein polinomlar¬n¬n türevlerinden elde edilmek-

tedir.

Teorem 3.3.1.

0 � t � 1 için Bni (t) =
�
n

i

�
(1� t)n�iti Bernstein taban fonksiyonlar¬n¬n birinci

ve ikinci türevleri,

i)

Bni (t)
0 = n(Bn�1i�1 (t)�Bn�1i (t)) (3.3.1)

ya da

Bni (t)
0 =

i� nt
t(1� t)B

n
i (t) (3.3.2)

ii)

Bni (t)
00 = n(n� 1)(Bn�2i (t)� 2Bn�2i�1 (t) +B

n�2
i�2 (t)) (3.3.3)

ya da

Bni (t)
00 =

�
i(i� 1)� 2i(n� 1)t+ n(n� 1)t2

t2(1� t)2

�
Bni (t) (3.3.4)

biçimindedir, [5].

·Ispat.

i) 0 � t � 1 için

Bni (t) =

�
n

i

�
(1� t)n�iti

oldu¼gundan t �ye göre türev al¬n¬rsa
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Bni (t)
0 =

�
n

i

�
[�(n� i)(1� t)n�i�1ti + iti�1(1� t)n�i]

=

�
n

i

�
iti�1(1� t)n�i �

�
n

i

�
(n� i)(1� t)n�i�1ti (3.3.5)

=

�
n

i

�
(1� t)n�iti i

t
�
�
n

i

�
(1� t)n�iti (n� i)

(1� t)

olur. Buradan

Bni (t)
0 = Bni (t)

i

t
�Bni (t)

(n� i)
(1� t)

= Bni (t)

�
i

t
� n� i
1� t

�

= Bni (t)

�
i� nt
t(1� t)

�
elde edilir. (3.3.5) ifadesi başka bir şekilde ifade edilirse,

n� i = (n� 1)� (i� 1)

oldu¼gundan

Bni (t)
0 =

n!

(n� i)!i! (1� t)
n�1�(i�1)ti�1i� n!

(n� i)!i! (n� i)(1� t)
n�1�iti

=
n(n� 1)!

(n� 1� (i� 1))!(i� 1)!(1� t)
n�1�(i�1)ti�1

�n(n� 1)!
(n� i)!i! (n� i)(1� t)

n�1�iti
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yaz¬labilir. Buradan

Bni (t)
0 = n

(n� 1)!
(n� 1� (i� 1))!(i� 1)!(1� t)

n�1�(i�1)ti�1

�n (n� 1)!
(n� i)!i! (n� i)(1� t)

n�1�iti

= nBn�1i�1 (t)� nBn�1i (t)

= n(Bn�1i�1 (t)�Bn�1i (t))

elde edilir.

ii) (3.3.1) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n t- ye göre türevi al¬n¬rsa,

Bni (t)
00 = n(Bn�1i�1 (t)

0 �Bn�1i (t)0)

= nf(n� 1)[Bn�2i�2 (t)�Bn�2i�1 (t)]� (n� 1)[Bn�2i�1 (t)�Bn�2i (t)]g

olur. Buradan

Bni (t)
00 = n(n� 1)[Bn�2i�2 (t)�Bn�2i�1 (t)�Bn�2i�1 (t)�Bn�2i (t)]

= n(n� 1)[Bn�2i�2 (t)� 2Bn�2i�1 (t)�Bn�2i (t)]

bulunur. ·Ikinci türev olarak, (3.3.2) eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa,

32



Bni (t)
00 =

�
i� nt
t(1� t)B

n
i (t)

�0

=

�
i� nt
t(1� t)

�0
Bni (t) +

i� nt
t(1� t) [B

n
i (t)]

0

=
�nt(1� t)� (1� 2t)(i� nt)

t2(1� t)2 Bni (t) +
(i� nt)2
t2(1� t)2B

n
i (t)

olur. Buradan

Bni (t)
00 =

�
�nt(1� t)� (1� 2t)(i� nt)

t2(1� t)2 +
(i� nt)2
t2(1� t)2

�
Bni (t)

=

�
i(i� 1)� 2i(n� 1)t+ n(n� 1)t2

t2(1� t)2

�
Bni (t)

elde edilir, [5].

Yukar¬da verilen teoremden aşa¼g¬daki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.3.2.

Kontrol noktalar¬bi; i = 0; 1; :::; n olan ve B(t) =
nX
i=0

biB
n
i (t) şeklinde verilen bir

Bezier e¼grisinin türevi, kontrol noktalar¬b(1)i = n(bi+1 � bi); i = 0; 1; :::; n � 1; olan

(n� 1): dereceden bir Bezier e¼grisidir. Yani

B0(t) =
n�1X
i=0

b
(1)
i B

n�1
i (t); b

(1)
i = n(bi+1 � bi) (3.3.6)

dir, [5].

·Ispat.

B(t) =

nX
i=0

biB
n
i (t) şeklinde verilen Bezier e¼grisinin türevi (3.3.1) ifadesinden,
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B0(t) =

nX
i=0

biB
n
i (t)

0 =
nX
i=0

bin(B
n�1
i�1 (t)�Bn�1i (t)) = n

nX
i=0

biB
n�1
i�1 (t)� n

nX
i=0

biB
n�1
i (t)

olarak elde edilir. i = 0 için

Bn�1i�1 (t) = B
n�1
�1 (t) = 0

ve i = n durumunda

Bn�1i (t) = Bn�1n (t) = 0

oldu¼gundan

B0(t) = n
nX
i=1

biB
n�1
i�1 (t)� n

n�1X
i=0

biB
n�1
i (t)

yaz¬labilir. Tekrar düzenleme yap¬l¬rsa,

B0(t) = n
n�1X
i=0

bi+1B
n�1
i (t)� n

n�1X
i=0

biB
n�1
i (t)

=
n�1X
i=0

n(bi+1 � bi)Bn�1i (t) =
n�1X
i=0

b
(1)
i B

n�1
i (t)

elde edilir, [5].

Sonuç 3.3.3.

Kontrol noktalar¬bi; i = 0; 1; :::; n olan ve B(t) =
nX
i=0

biB
n
i (t) şeklinde verilen bir

Bezier e¼grisinin ikinci türevi, kontrol noktalar¬

b
(2)
i = n(n� 1)(bi+2 � 2bi+1 + bi); i = 0; 1; :::; n� 2

olan (n� 2): dereceden bir Bezier e¼grisidir. Yani,
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B00(t) =

n�2X
i=0

b
(2)
i B

n�2
i (t); b

(2)
i = n(n� 1)(bi+2 � 2bi+1 + bi) (3.3.7)

dir, [10].

·Ispat.

B0(t) kontrol noktalar¬b(1)i = n(bi+1 � bi) şeklinde olan (n � 1): dereceden bir

Bezier e¼grisi oldu¼gundan bir kere daha türev al¬rsak, kontrol noktalar¬(3.3.6) dan,

b
(2)
i = (b

(1)
i )

(1) = (n� 1)(b(1)i+1 � b
(1)
i ) = (n� 1)[n(bi+2 � bi+1)� (bi+1 � bi)]

b
(2)
i = n(n� 1)[(bi+2 � 2bi+1 + bi)]

şeklinde olan (n� 2): dereceden bir Bezier e¼grisi olur. Yani,

B00(t) =
n�2X
i=0

b
(2)
i B

n�2
i (t); b

(2)
i = n(n� 1)(bi+2 � 2bi+1 + bi)

olur, [5].

Sonuç 3.3.4.

Kontrol noktalar¬bi; i = 0; 1; :::; n; olan n. dereceden bir B(t) Bezier e¼grisi için

r: türev fonksiyonu, kontrol noktalar¬i = 0; 1; :::; n� r olmak üzere

b
(r)
i = n(n� 1):::(n� r + 1)

rX
j=0

(�1)r�j
�
r

j

�
bi+j

olan (n� r): dereceden bir Bezier e¼grisidir.Yani,

B(r)(t) =

n�rX
i=0

b
(r)
i B

n�r
i (t); b

(r)
i = n(n� 1):::(n� r + 1)

rX
j=0

(�1)r�j
�
r

j

�
bi+j

(3.3.8)
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dir, [10].

·Ispat.

·Ispat¬tümevar¬mla yapabiliriz. r = 1 için ;

b
(1)
i = n

1X
j=0

(�1)1�j
�
1

j

�
bi+j = n(�bi + bi+1)

elde edilir ki bu (3.3.6) ifadesinden do¼grudur. r için yukar¬daki ifade do¼gru olsun.

Yani

b
(r)
i = n(n� 1):::(n� r + 1)

rX
j=0

(�1)r�j
�
r

j

�
bi+j

olsun. r + 1 için

b
(r+1)
i = (b

(r)
i )

(1) = (n� r)(b(r)i+1 � b
(r)
i )

b
(r+1)
i = (n� r)

266664
 
n(n� 1):::(n� r + 1)

rX
j=0

(�1)r�j
�
r

j

�
bi+1+j

!

�
 
n(n� 1):::(n� r + 1)

rX
j=0

(�1)r�j
�
r

j

�
bi+j

!
377775

= n(n� 1):::(n� r + 1)(n� r)
rX
j=0

[(�1)r�j
�
r

j

�
bi+1+j � (�1)r�j

�
r

j

�
bi+j]

= n(n� 1):::(n� r + 1)(n� r)
rX
j=0

[(�1)r�j
�
r

j

�
bi+1+j + (�1)r�j+1

�
r

j

�
bi+j]

36



olup, buradan

b
(r+1)
i = n(n� 1):::(n� r + 1)(n� r)[((�1)r

�
r

0

�
bi+1 + (�1)r+1

�
r

0

�
bi) + :::

+((�1)r�1
�
r

1

�
bi+2 + (�1)r

�
r

1

�
bi+1) + :::+ ((�1)0

�
r

r

�
bi+1+r + (�1)1

�
r

r

�
bi+r)]

= n(n� 1):::(n� r + 1)(n� r)[(�1)r+1
�
r

0

�
bi + (�1)r

��
r

0

�
+

�
r

1

��
bi+1 + :::

+(�1)1
��

r

r � 1

�
+

�
r

r

��
bi+r + (�1)0

�
r

r

�
bi+1+r]

elde edilir. Böylece

b
(r+1)
i = n(n� 1):::(n� r + 1)(n� r)[(�1)r+1

�
r + 1

0

�
bi + (�1)r

�
r + 1

1

�
bi+1 + :::

+(�1)1
�
r + 1

r

�
bi+r + (�1)0

�
r + 1

r + 1

�
bi+1+r]

= n(n� 1):::(n� r + 1)(n� r)
r+1X
j=0

(�1)r+1�j
�
r + 1

j

�
bi+j

olur ve ispat tamamlan¬r, [5].
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4. BÖLÜM

4.1. PH ve MPH E¼grileri ve Baz¬Karakterizasyonlar¬

Polinomal bir e¼gri 
(t) = (x(t); y(t)) olmak üzere 
0(t) = (x0(t); y0(t)) hodograph¬,

�(t) polinomal bir fonksiyon olmak üzere Pythagorean şart¬n¬yani, x02(t) + y02(t) =

�2(t) şart¬n¬sa¼gl¬yorsa bu e¼griye Pythagorean hodograph (PH) e¼grisi denir.

PH e¼grilerinin en önemli özelliklerinden biri rasyonel gösterimlerinin olmas¬d¬r.


(t) bir PH e¼grisi ise birim normal vektörü

n(t) =

264 �y0(t)p
x02(t)+y02(t)

x0(t)p
x02(t)+y02(t)

375
şeklinde rasyonel gösterime sahiptir. Bu nedenle 
(t) rasyonel bir ifadeye sahip-

tir. Asl¬nda, bu özellik 
(t) nin h¬z vektörünün bir polinom fonksiyon olmas¬ndan

kaynaklan¬r.

Pythagorean şart¬ sayesinde PH e¼grilerini oluşturmak kolayd¬r. Polinomal bir


(t) = (x(t); y(t)) e¼grisinin bir PH e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter şart 
0(t) =

(x0(t); y0(t)) hodograph¬n¬n ve �(t) h¬z¬n¬n u(t); v(t) ve w(t) polinomlar¬yard¬m¬yla

aşa¼g¬daki şekilde ifade edilebilmesidir.

x0(t) = w(t)fu2(t)� v2(t)g

y0(t) = w(t)f2u(t)v(t)g

�(t) = w(t)fu2(t) + v2(t)g

x0(t) ve y0(t) nin rolleri de¼gi̧stirilebilir. Çünkü yukar¬daki ifade dönme ve yans¬ma

alt¬nda invaryantt¬r.



Kübik Bezier e¼grilerinde, bir e¼grinin PH e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart L0;

L1; L2 kontrol e¼grilerinin L21 = L0L2 şart¬n¬sa¼glamas¬ve �1 ve �2 kontrol poligon

aç¬lar¬n¬n eşit olmas¬d¬r.

R2;1 Minkowski uzay¬3-boyutlu reel vektör uzay¬oldu¼gundan PH e¼grisinin R2;1 e

geni̧sletilmi̧si PH uzay e¼grisiyle birçok ortak özelli¼ge sahiptir. Polinomal bir 
(t) =

(x(t); y(t); z(t)) e¼grisinin 
0(t) hodograph¬, �(t) bir polinom olmak üzere x02(t) +

y02(t) + z02(t) = �2(t) Pythagorean şart¬n¬ sa¼glarsa 
(t) e¼grisi bir PH uzay e¼grisi

olur. Polinomal bir 
(t) = (x(t); y(t); z(t)) uzay e¼grisinin Pythagorean hodographa

sahip olmas¬yani, baz¬polinomal �(t) ler için

x02(t) + y02(t) + z02(t) = �2(t)

ve

ebob(x0(t); y0(t); z0(t)) = 1

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬için u(t); v(t), w(t); �(t) polinomlar¬, 
0(t) hodograph¬ve �(t)

h¬z¬n¬n

�(t) = �(u2(t) + v2(t) + w2(t) + �2(t))

x0(t) = u2(t)� v2(t)� w2(t) + �2(t)

y0(t) = 2u(t)v(t) + 2�(t)w(t)

z0(t) = 2u(t)w(t)� 2�(t)v(t)

şeklinde ifade edildi¼gini göstermi̧stir, [11].
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Tan¬m 4.1.1

R2;1 de polinomal bir 
(t) = (x(t); y(t); r(t)) e¼grisi, �(t) bir polinom olmak üzere

x02(t) + y02(t)� r02(t) = �2(t)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa bu e¼griye Minkowski Pythagorean Hodograph (MPH) e¼grisi denir,

[11]

Teorem 4.1.2

R2;1 uzay¬nda x02(t) + y02(t) � r02(t) = �2(t) şart¬n¬ sa¼glayan polinomal bir


(t) = (x(t); y(t); r(t)) e¼grisinin bir MPH e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter şart

u(t); �(t); v(t); w(t) polinomlar¬n¬n ve 
0(t) hodograph¬n¬n

�(t) = u2(t) + v2(t)� w2(t)� �2(t);

x0(t) = u2(t)� v2(t) + w2(t)� �2(t);

y0(t) = 2u(t)v(t)� 2�(t)w(t);

r0(t) = 2u(t)w(t)� 2�(t)v(t)

şartlar¬n¬sa¼glamas¬d¬r, [11].

·Ispat.

Minkowski Pythagorean şart¬ndan

1

2
(� + x0)

1

2
(� � x0) = 1

2
(y0 + r0)

1

2
(y0 � r0)
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yaz¬labilir. Bu eşitlikten

1

2
(� + x0) = AB;

1

2
(� � x0) = CD (4.1.1)

1

2
(y0 + r0) = AC;

1

2
(y0 � r0) = BD

olur. E¼ger u; �; v; w polinomlar¬

u =
A+B

2
; � =

B � A
2

; v =
C +D

2
; w =

C �D
2

olarak ifade edilirse o zaman

AB = u2 � �2; CD = v2 � w2; (4.1.2)

AC = (u� �)(v + w); BD = (u+ �)(v � w)

olur. (4.1.2) deki eşitlikler (4.1.1) de yerlerine yaz¬l¬rsa ispat tamamlan¬r, [11].

Sonuç 4.1.3.

Bir 
(t) MPH e¼grisinin hodograph¬Teorem 4.1.2 deki gibi tan¬mlans¬n ve �(t) =

(X(t); Y (t); R(t)) de hodograph¬

X 0(t) = f(t)fu2(t)� v2(t) + w2(t)� z2(t)g

Y 0(t) = f(t)f2u(t)v(t)� 2z(t)w(t)g

R0(t) = f(t)f2u(t)w(t)� 2z(t)v(t)g
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ile verilen başka bir MPH e¼grisi olsun. Burada f(t) bir polinomdur. Yukar¬daki

denklemlerde f(t)u(t) = U(t); f(t)v(t) = V (t); f(t)w(t) = W (t); f(t)z(t) = Z(t)

yaz¬l¬rsa,

X 0(t) = U2(t)� V 2(t) +W 2(t)� Z2(t)

Y 0(t) = 2U(t)V (t)� 2Z(t)W (t)

R0(t) = 2U(t)W (t)� 2Z(t)V (t)

olur. Burada

U(t) =
1

2
fu(1 + f) + z(1� f)g; Z(t) =

1

2
fu(1� f) + z(1 + f)g

V (t) =
1

2
fv(1 + f) + w(1� f)g; W (t) =

1

2
fv(1� f) + w(1 + f)g

dir, [11].

Teorem 4.1.4.

Bir spatial spacelike MPH e¼grisinin torsiyonunun e¼grili¼gine oran¬sabittir. Yani,

spatial spacelike MPH e¼grisi R2;1 de helistir, [9].

·Ispat.


(t) = (x(t); y(t); r(t))T 2 R2;1 bir spatial spacelike MPH kübi¼gi olsun. O zaman

dört tane lineer polinom vard¬r:

u(t) = u0(1� t) + u1t, v(t) = v0(1� t) + v1t (4.1.3)

w(t) = w0(1� t) + w1t, �(t) = �0(1� t) + �1t
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öyleki,

x0(t) = u2(t)� v2(t)� w2(t) + �2(t); (4.1.4)

y0(t) = �2(u(t)v(t) + w(t)�(t));

r0(t) = 2(u(t)�(t) + v(t)w(t));

�(t) = u2(t) + v2(t)� w2(t)� �2(t)

dir. 
(t) bir spacelike e¼gri oldu¼gundan, u0 = 0; w0 = 0 ve �20 � v20 = 1 iken,


0(0) = (1; 0; 0)T şeklinde kabul edebiliriz (genelli¼gi bozmadan). 
(t) e¼grisi Bezier

formunda ifade edilir. Bu e¼grinin skaler üçlü çarp¬m¬hesaplan¬rsa aşa¼g¬da verilen

[
0(0); 
0(1); 
(1)� 
(0)] = (u1 � w1)(u1 + w1)(v1�0 � �1v0) = 0 (4.1.5)

eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬durumda, 
(t) nin düzlemsel bir e¼gri oldu¼gu elde edilir.

Önerme 2.1.18 e göre,

(u1 � w1)(u1 + w1)�(t) = 0 (4.1.6)

ise 
(t) nin bir k¬r¬lma noktas¬vard¬r.

E¼ger 
(t) bir lightlike te¼gete sahip ise (veya 
(t) düzlemsel bir e¼griyse) (4.1.5)

ve (4.1.6) den 
(t) nin bir k¬r¬lma noktas¬na sahip oldu¼gu görülebilir.

(2.1.6) ve (2.1.7) formüllerinden 
(t) e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonu s¬ras¬yla

� =
2
p
ju21 � w21j
�2(t)

� =
2(v1�0 � �1v0)

�2(t)
(4.1.7)

olarak elde edilir. Sonuç olarak, �(t) nin �(t) ya oran¬t ye ba¼gl¬de¼gildir, [9].
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Örnek 4.1.5.


(t) = (x(t); y(t); r(t)) 2 R2;1 bir MPH kübi¼gi olsun. Dört tane lineer polinom

da

u(t) =
1

2
t+ 2 �(t) = �1

2
t� 1

v(t) = �1
2
t+

1

2
w(t) = �t+ 1

2

olsun. Buradan

x0(t) =
3

4
t2 +

1

2
t+ 3

y0(t) = �3
2
t2 + 3t+ 3

r0(t) = �3
2
t2 � 4t+ 3

elde edilir. Bu eşitliklerden

x(t) =
1

4
t3 +

1

4
t2 + 3t

y(t) = �1
2
t3 +

3

2
t2 + 3t

r(t) = �1
2
t3 � 2t2 + 3t

elde edilir. Buradan 
(t) = (x(t); y(t); r(t)) MPH e¼grisi elde edilir.

E¼gri 
(0) = (0; 0; 2) olarak seçilirse yukar¬daki ifadelerden hodograph şart¬sa¼glan¬r

ve dolay¬s¬yla bu e¼gri bir MPH e¼grisi olur, [11].
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