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OZET

Bu c¢alismada akigskanlarin animasyonu incelenmistir. Bunun igin
akiskanlarin 6zellikleri aragtirllmistir. Calismada dncelikle animasyon ve akiskanlar ile
ilgili bilgilere yer verilmistir. Animasyon i¢in akigkanlarin hareketinde karsimiza ¢ikan
problemler incelenmistir. Hareket denklemleri incelenip animasyonda kullanimiyla
ilgilenilmigtir. Hareket denklemlerinin ¢oziimii i¢in Navier-Stokes denklemlerinden
faydalanilmistir. Bu adimlardan sonra karsimiza ¢ikan diferansiyel denklemin ¢6ziimii
icin Sonlu Farklar yaklasimi kullanilmistir. Uygulama olarak bilgisayar ortaminda
nesne tabanli programlama dillerinden olan Visual Basic dili kullanilarak animasyon
gerceklestirilmistir. Hareket denklemi Sonlu farklar metoduyla ¢oziildiikten sonra

belirtilen dilde uygulamaya konularak dalga animasyonu gerceklestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Animasyon, Akiskanlar, Akiskan Hareket Denklemleri, Navier-

Stokes Denklemleri, Sonlu Farklar Yaklasimi



SUMMARY

Animation of Liquid Fluid

In this study the animation of fluids has been examined. For this reason, the
properties of fluids were investigated. This study primarily includes informations about
animations and fluids. For animation, the problems encountered in fluid movements were
examined. Equations of movement were investigated and their usage in animations were
evaluated. Navier-Stokes equations were used for the solution of the equations of motion.
For the solution of diferantial equation, which is encountered after all these steps, finite
difference approach was preferred. As an aplication, object-oriented programming
language Visual Basic was used in computer environment and animation was realized. As

application, real time animation has been implemented.

Key Words: Animation, Fluid, Fluid Equations of Motion, Navier-Stokes Equations,
Finite Difference Approach
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1. GIRiS

Animasyon ile ilgili ge¢gmis yillardan beri siiren aragtirma ve inceleme gilinlimiizde
de hala devam etmektedir. Ustelik bu arastirmalar bilgisayar teknolojisinin hizl1 bir sekilde
ilerlemesiyle birlikte cesitlenmis ve degisik boyutlar kazanmistir. Bu farkli boyutlardan
birkag¢1 3 boyutlu animasyon ve gergek zamanli animasyondur. Gergek zamanli animasyon
daha c¢ok gercek¢i doga olaylarinin animasyonunda kullanilmaktadir. Giiniimiizde
animasyonlar miihendislik, multimedya, mimarlik, egitim, sinema ve televizyon gibi
bircok alanda kendine genis yer bulmustur. Bu alanlarin her birinde de arastirma ve

gelistirme caligmalar1 devam etmektedir [1].

Animasyon nesnelerin (resim, grafik vb.) belirlenen kurgu etrafinda kendi
konumundan istenilen herhangi bir yere hareket ettirilmesidir. Animasyonda nesne bir
yerden baska bir yere hareket ettirilirken iki konum arasinda ¢esitli islemler olmaktadir. Bu
islemler nesnelerin yapisiyla ilgili islemler ve nesnenin iki konumu arasini dolduran ara
kare gibi islemlerdir [2].

Animasyon hiicre animasyonu, kagit animasyonu ve bilgisayarli animasyon gibi
alanlarda varligini siirdiirmektedir. Bu alanlarda kendi kurallariyla degisik animasyonlar
yapilmaktadir.

Bu c¢alismada konumuz diger animasyon tiirlerinden ziyade bilgisayarh
animasyonla ilgilenmektir. Bilgisayarli animasyonda nesnelerin ¢izimi ve diger islemlerin
yapilmasiyla sunus asamasinda derinlik verme islemi(render) yapilmaktadir. Render ile
nesneler lizerindeki biitlin hesaplamalar yapilarak sunus asamasina gelinir. Nesnelerin
kaplama ve 151k gibi 6zellikleri arasinda etkilesim olur. Oyle ki baz1 animasyonlarda render
stiresi saatlerle ifade edilebilmektedir. Tabi bu siirenin uzamasinda kullanilan sistemin
ozelliklerinin katkis1 vardir.

Animasyon yapilirken kullanilan degisik teknikler vardir. Bu tekniklere de bu
calismada yer verilmistir. Bunlar; kat1 yapilarin animasyonu, taneciklerin animasyonu fizik
kurallariyla animasyon vb.dir.

Calismamizda 3 boyutlu bilgisayarli animasyon uygulama kisminda kullanilacaktir.
Boyle bir animasyon yapimindaki adimlar sunlardir: Model olusturma, ylizey nitelikleri

verme, sahne olusturma ve hareket verme olarak sdylenebilir.



Bu ¢aligmadaki amacimiz bir sivi akigskanin 3 boyutlu animasyonunu yapmaktir. Bu
amacimiz dogrultusunda kullanacagimiz akiskanin o6zellikleri tiizerinde durulmustur.
Uygulamada dalga animasyonu yapilacagindan sivi akiskanlar hakkinda bilgiler
verilmistir.

Akigkanlarla ilgili arastirma siireci giiniimiizde hala siirmektedir. Akigkanlar sivi ve
gaz olarak ikiye ayrilir. Bu akigkanlardan gazlar sikistirilabilir iken sivi akiskanlar
sikistirilamazdir.

Bu calismada sivi akiskanlarin yapisiyla ilgili bazi 6nemli 6zellikleri {lizerinde
durulmustur. Bu Ozellikler ideal akiskan, viskozite, yogunluk ve debidir. Gazlar
sikigtirtlabilir akigkanlar iken sivilar sikistirillamaz akigkanlardir. Aliskanlarin en 6nemli
ozelligi disaridan bir kuvvetin etkisiyle deforme olmaya karsi direng gosterememesidir.
Iste bu 6zelligiyle katilardan ayrilirlar [3].

Akigkan animasyonu yaparken akiskanin hareket denklemlerine ihtiyag
duyulacaktir. Iste burada karsimiza Navier —Stokes denklemleri ¢ikmaktadir. Navier-
Stokes denklemleri akiskanlarin davramiglarini inceler ve bir dizi kismi diferansiyel
denklemlerden meydana gelmektedir.

Eger diferansiyel denklem en az iki degiskenli fonksiyonun tiirevini
bulunduruyorsa kismi diferansiyel denklem denir. Denklemin mertebesi ise bir diferansiyel
denklemde en yiiksek derecedeki tlirevdir. Diferansiyel denklemde denklemin mertebesini
belirleyen terimin derecesi, denklemin derecesidir. Ornegin asagidaki kismi diferansiyel

denklem ikinci mertebeden bir denklemdir;

o’'u 0'u 0Ou
Tt 2t T
ox~ oy~ Oz

0 (L.

Fizik  problemlerinin hemen hemen tamami  matematiksel modele
donistiirtildiigiinde karsimiza Kismi Diferansiyel Denklemler(K.D.D.) ¢ikmaktadir. Buna
karsilik giiniimiizde KDD lerin analitik ¢6ziim yontemleri tatmin edici olmaktan uzak
kalmaktadir. Ozellikle baslangic ve smir sartlar1 &nemli oldugundan zorluklarla
karsilagilmaktadir [4].

K.D.D.leri genellikle baslangi¢ deger problemi goéz Oniine alinip c¢oziimleri
baslangi¢ sartina gore degerlendirilir. Baz1 fizik olaylarinda ise sinir degeri sartlariyla da

karsilasilabilir.



KDD ler, tanim geregi, ¢ok degiskenli fonksiyonlar icermektedir. Dolayisiyla
herhangi bir problemin, analitik ya da sayisal, kesin ¢oziimiinii bilsek de buna ait sayisal
degerleri tablolamak ve kullanima hazir tutmak son derece zor olmaktadir.

Akigskanin hareket denklemini veren Navier-Stokes denklemlerinin ¢6ziimiiniin
bulunmasi gerekmektedir. Fakat giinlimiizde bu denklemler hala tam olarak ¢o6ziilebilmis
degildir. Arastirmacilar tarafindan yakin ¢oziimlerle uygulamada kolayliklar saglanilmasi
amaglanmaktadir. Bu denklemler uygulama alana gore degisik formlara basitlestirilerek
kullanilabilmektedir.

Bu asamada sayisal ¢oziimleme yontemleri kritiktir. Bu yontemler sayesinde
analitik ¢oziimleri ¢ok =zor olan matematik problemleri belli hata oranlartyla
coziilebilmektedir. Bu yontemler Sonlu elemanlar, Sonlu hacimler ve Sonlu Farklar
yontemleridir. Bu yontemlerle diferansiyel denklemlerin ayriklastirilmasi yapilmaktadir.

Bu ¢alisgmamizda bu metodlardan Sonlu Farklar yontemi kullanilacaktir. Bu yontem
ile diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in ¢6zliim bolgesi dortgenlere ayrilarak her bir parga
tizerinde diiglim noktalar1 belirlenir. Ardindan her diigiim noktasi i¢in hesaplamalar yapilir.
Boylece karmasik olan diferansiyel denklemler fark denklemlerinden olusan matematik
denklemlerine indirgenir. Diigiimleri bulundugu yere gore ileri, geri veya merkezi fark
formiilleri kullanilir.

Bu matematiksel denklemlerin diizenlenmesinden sonraki agsama biitiin bunlar1
bilgisayar ortaminda uygulamaktir. Bunun ic¢in nesne tabanli programlama dilleri tercih
edilmektedir. Burada biz Visual Basic dilini kullanacagiz. Denklemler kullanilarak
animasyon ¢izimi yapildiktan sonraki asama bu animasyonu 3 boyutlu hale getirmek
olacaktir. Bunun i¢in doniislim matrisi kullanilmalidir. Bu islem yapildiktan sonra 3
boyutlu animasyonumuz hareketine baslayabilecektir.

Navier-Stokes gibi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii konusunda hala caligmalar
stirdiiriilmektedir. Bu denklemleri ¢6zmek i¢in gesitli yaklagimlara bagvurulmaktadir. Bu

calismada da boyle bir yonteme basvurulmustur.

1.1.Tezin Amaci

Bu tezin amaci belirlenen bir sivi akigkanin animasyonunu gerceklestirmektir.
Bunun i¢in akigkan animasyonundaki temel kavramlardan biri olan hareket denklemleri
tizerinde durulmasi amaglanmistir. Ayrica bu ¢alismada animasyonun yapiminda

diferansiyel denklemlerden yararlanilmasi hedeflenmistir.



Bu amag dogrultusunda yapilan ¢alismada literatiirde siklikla rastlanan diferansiyel
denklem kullanilarak ¢odziimiin bulunmasi amaglanmigtir. Bu dogrultuda Sonlu farklar
yontemiyle denklemin basitlestirilmesinin saglanmast ve ardindan bulunan fark

denklemleriyle uygulamanin yapilmasina ¢alisilmistir.

1.2. Tezin Plam

Boliim 1°de bu calismanin konusu olan akiskan ve animasyon kavramlarina girig
yapilmistir. Ayrica bu boliimde ¢alismanin merkezinde yer alacak olan kismi diferansiyel
denklemlerin akigkan hareketindeki rolii vurgulanmustir.

Boliim 2°de ¢alismanin ana unsurlarindan olan animasyonun temelleri ve teknikleri
tizerinde durularak animasyon yapimindaki asamalar belirtilmistir.

Bolim 3’de animasyonu yapilacak olan akiskanlarin Ozellikleri incelenmistir.
Akigkanlarla ilgili yapilan ¢alismalardan 6rnekler sunulmustur. Ayrica boliimiin sonunda
akiskan hareketini yoneten denklemler verilmistir.

Bolim 4’de akiskan hareketini saglamak amaciyla kullanilan Navier-Stokes
denklemleri tizerinde durulmustur. Navier-Stokes denklemlerinin ¢6ziimii i¢in basvurulan
yontemler incelenmistir.

Boliim 5°de ise Navier-Stokes denklemlerinin ¢éziimiinde kullanilan yontemlerden
olan Sonlu Farklar metodu iizerinde durulmustur. Ardindan Taylor serisi ile denklemlerin
acilmasiyla diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine yer verilmistir.

Calismayla ilgili sonuglar Boliim 6’da verilmistir.



2. ANIMASYON

Animasyon nesnelerin belirlenen dogrultuda hareket ettirilmesidir. Nesnelerin
hareketi ile her bir sahne ayr1 bir durum gibi diisliniiliir. Animasyonun tarihsel gelisimine
bakildiginda ilk zamanlarda animasyon ¢izilen resimlerin pes pese getirilmesiyle yapilirdi.
Bu durumda resimler hizlica gegirilir veya bir ¢cemberin i¢inde hareket verilir. Teknolojinin
gelismesiyle beraber ise glinlimiizde artik animasyonda ger¢ek zamanlilik kavrami

kargimiza ¢ikmaktadir [5].

Animasyon, bir¢cok resim ve grafige belirlenen senaryolar icerisinde hareket
verilmesi olarak da tanimlanabilir. Hareket verme islemi bir ka¢ degisik yol ile
gerceklestirilebilir. En yaygin hareketlendirme yontemi kurgulanan senaryolar arasinda

gecisler saglanarak gerceklestirir [6].

Hareketlendirme islemi, ¢ogu animasyon programinda sahnelerin belirlenen siraya
gore getirilmesiyle olusturulur. Ornegin yiiriiyen bir insana ait her hareket bir sahne
icerisinde yer almakta ve animasyon farz edelim toplam on adet sahneden olusuyorsa bu

sahnelerin ard arda getirilmesi ile ylirliyen insan animasyonu olusturulmaktadir.

Yillardir resimler {izerinde hep hareketlilik olay1 gergeklestirilmistir. Bu islemin
mantigini en ¢ok ¢izgi film ile ugrasan senarist ve yapimcilar kullanmigtir. Gergekte
izledigimiz filmlerde bu yap1 kullanilmaktadir. Bu alanlarda birbiri ardina eklenmis ¢ok

sayida resim ve ses montajlari1 karsimiza ¢ikmaktadir.

Diger hareketlendirme isleminde ise animasyonda kullanilacak olan metin, resim ve
grafik gibi nesnelerin ekranin bir yerinden bagka bir yerine gotiiriilmesi igin
hareketlendirme yapilir. Bu animasyonlardaki hareketlerde kullanilan nesneler sekil
degisikligine ugramazlar. Bu nesneler sadece yer degistirirler. Bu islem, 6zel efektlerle

gerceklestirilebilir.

Animasyon yapma isi bir grup calismasidir diyebiliriz. Ciinkii animasyon yapmak
icin ¢ok sayida asama ve is boliimii vardir. Bir animasyon yaparken sirasiyla su islemler
yapilir: Ilk sirada yapilacak olan is animasyonun hikayesi ve kurgusunu hazirlamak ve

buna gore bir senaryo yazmaktir. Senaryo yazildiktan sonra storyboard hazirlanir.



Storyboard’ta, yapilacak olan animasyonun akisi anlatilir, kamera agilart segilir
sahne diizeni ve gegisler kurgulanir. Daha sonra karakterler tasarlanir ve karakterlerin tiim
duygusal ifadelerinin jest ve mimiklerinin bulundugu bir sayfa hazirlanir. Bundan sonra

sira animatorlerdedir. Cok sayida ¢esitli animatorler vardir bunlar [7]:

e Key Animatér (Ana kare animatorleri): Bu animatorler hareketin nasil olacagini
kafalarinda once tasarlayip sonrada hareketin ana hatlarini(yani karelerini)gizerler
ve daha sonra ara animatorlere bu cizimler verilir. Sekil 2.1 ana kareleri

gostermektedir [8].

Mid|Frame

Key 2

Key 1

“tweens”

Sekil 2.1. Topun hareket animasyonu[9].

e Between Animator (Ara kare animatorleri): Gorevleri Sekil 2.2°deki gibi ana
karelerin aralarmmi doldurarak animasyon akisini saglamaktir. Ara kareleri ¢izer
sonra test etmek i¢in line-test ad1 verilen asamaya gecerler. Eger harekette herhangi
bir sorun olmamigsa bu c¢izimler clean-up animatdrlere gider. Fakat hata varsa
hatal1 olan kare c¢ikartilir ve tekrardan ¢izilir bu bazen Oyle bir kare olabilir ki

animasyonu en bastan yapmak gerekebilir [10].



Sekil 2.2. Yilan animasyonu [11].

e Clean-up Animator: Animasyondaki hareket bittikten sonra senaryoya uygun olarak
cizilen karelerin iistiinden tek ¢izgiyle gecilerek tekrar line-test agsamasina gidilerek
burada da herhangi bir hata olmadig: tespit edildigi miiddetce renklendirilmeye
gider.

Clean-up isleminden sonra animasyon kaydedilir.Sonraki asama renklendirme
asamasidir. Renklendirici animatorler kareleri renklendirir ve tekrar line-test alinir. Bu
asama esnasinda ise arka plan yapilir. Arka planlar storyboarddaki kamera acilarina gore
hazirlanir. Eger olmussa onay alir ona gore renklendirilir. En sonunda arka plan ile
animasyon birlesir. Bundan sonraki asamada seslendirmedir. Karakterleri seslendirecek
kisiler secilir stiidyoya alinir seslendirilme baglar ve kayit alimir. Sonra bilgisayar

programlari ile montaj edilir.Montaj bittikten sonrada animasyon hazirdir.

Bilgisayar animasyonlar1 teknolojinin her gecen giin hizli bir sekilde ilerlemesiyle
birlikte bircok sektérde cokca kullanilmaya baslandi. Animasyonlarin yogun olarak

kullanildig: alanlar sunlardir [8]:

e Bilimsel canlandirma: Bilgisayarlar ortaminda hazirlanan grafik ve canlandirmalar,
bilimin pek c¢ok dalinda yararlanilan unsurlardandir. Tip, jeoloji, astronomi,
denizbilimi vb. bir¢cok bilim dali bilgisayar animasyonlari sayesinde daha fazla
coziimler bulabilmekte ve daha anlasilabilir hale gelebilmektedir.

e Eglence: Burada giiniimiizde oynadigimiz bilgisayar oyunlarina baktigimizda bu
oyunlarin reklami i¢in yapilmis animasyonlar1 gérmek miimkiindiir. Ayrica oyunlarin

icinde ¢ok sayida animasyon gormemiz mimkiindiir. Bunlarin disinda sinema



sektoriinde artik animasyon filmlerinin ¢ogaldigin1 ve dikkat ¢ekici, hasilati yiiksek
filmlerin yapildigini bilmekteyiz.

e Egitim: Egitimde dikkat c¢ekicilik ve istekli olus cok onemli kavramlardir. Bu
sebeple egitimin daha zevkli ve daha ¢ekici hale getirilmesi i¢in birgok aragtirma
yapilmaktadir. Burada da bilgisayar animasyonlar1 6nemli bir konumdadir. Bilgisayar
animasyonlar1 sayesinde Ogrencilerin hem kavrama yetenekleri hem de bu sayede
konuya ilgileri daha kolay arttirilmaktadir.

e Mimarlik: Bilgisayar animasyonlarindan faydalanilan ve son yillarda iilkemizde de
oldukga popiiler hale gelen bir diger kulanim alan1 da mimarliktir. Bu alanda yapilacak
olan i¢ dekorasyonlari, ¢evre diizenlemeleri gibi ¢alismalar bilgisayar ortaminda
canlandirilabilir ve yap1 i¢inde dolasma imkan1 saglanmis olur.

e Multimedya: Bu alan bilgisayar animasyonlarinin yogun olarak kullanildigi
alanlardan birisidir. Animasyonlar Ozellikle sunum yapiminda yogun bir sekilde
faydalanilmaktadir. Gliniimiizde ise sunum vazgegilmez bir konumda bulunmaktadir.
Bu sayede, uygulamalar ¢ok daha canli ve etkileyici olabilmektedir.

e Miihendislik: Grafik islerinin mimari ve miihendislik sistemleri i¢in ¢izim ve
planlarin  bilgisayar ortaminda iretilmesi mihendisler i¢in ¢ok Onemlidir.
Animasyonlar sayesinde tasarlanan ve gelistirilen her tiirlii ara¢ ya da parga
canlandirilabilmekte ve ¢aligsmalarda biiylik kolaylik saglamaktadir. Otomotiv ve ugak
sanayinde ¢ok yogun bir sekilde animasyonlardan faydalanilmaktadir.Tasarlanan her
tirli hareketli parca animasyonlar sayesinde incelenebilmektedir. Bunlar ig¢in ¢ok
sayida yazilim gelistirilmistir.

e Reklam Sektorii: Reklam sektoriinde 6nemli olan izleyicilerin dikkatini ¢ekerek
reklam1 yapilan nesnenin akilda kaliciligini arttirmaktir. Bunun i¢in animasyon ¢ok
yarali bir ara¢ haline gelmistir. Reklami yapilacak olan nesneler animasyonlarla
hareket ettirilmekte ve konusturulmaktadir. Ornegin dans eden dis fircalar1 veya
denizde ylizen baliklar gibi.

e Sinema: Bu sektorde bilgisayar animasyonlari yapimi oldukca pahali ve zor olan
bir¢ok film sahnesinde 6nemli isler basarmaktadir. Cok sayida film bu sayede yiiksek
maliyetlerden kurtulmaktadir. Yiiziiklerin Efendisi, Avatar, Transformers ve Jurrassic
Park gibi filmlerdeki 6zel sahnelerde bilgisayar efektleri kullanilmistir.

e Televizyon: Bilgisayar animasyonundan yararlanilan diger bir alan ise

televizyonlardir.  Televizyonlardakijeneriklerin ~ yapimi  ve sanal stiidyolarin
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gerceklestirilmesi gibi birgok uygulama animasyon sayesinde olduk¢a zengin bir
igerik kazanmaktadir.

e Uzay Caligmalari: Uzay c¢alismalarinda animasyonlar ¢ok oOnemli rol
oynamaktadir.Uzay araclarinin inceledigi yerler ve yaptigi ¢alismalar animasyonlar
sayesinde yeryiizline sunulmaktadir.

e Video: Animasyonlar1 kullanarak yapimcilar hikaye ve masallar1 veya senaryolarin
biitiin iceriklerini canlandirarak Onemli c¢alismalar yapabilmektedir. Bu sayede
olusturulan bir¢cok video filmi de mevcuttur. Buz Devri, Kirmizi Baslikli Kiz,
WaltDisney gibi videolar1 6rnek olarak verebiliriz.

Animasyonlar web sayfalarinda internet ortamina yerlestirilebilir. Animasyon ard
arda gosterilen statik goriintiilerden olusur. Kareler daha hizli ilerledik¢e animasyonun
akimi da artar. Ama web oldukca yavas bir yer olabilmekte ve hizli calismasi gereken
animasyonlarda sikintilar yasanabilmektedir. Bunu asmak i¢in 06zel yoOntemler

kullanilabilir.
2.1.Animasyon Tiirleri

Yiizeysel animasyonda resimler veya figilirlerin hazirlanmasi ¢esitli tekniklerle
yapilabilmektedir. Bu nesneler renk ve ¢izgi ile dikey bir kamera altinda hareket ettirilerek
plastik yap1 ve derinlik gibi O6zellikler verilmektedir.Bu tiir animasyonlar1 bilgisayar

ortaminda uygulamak icin geleneksel teknikler kullanilmaktadir.

Bu tiir animasyonlar jenerik yapiminda da kullanilmaktadir. Bunlarin arasinda en
yaygin olanlari; Cizme-Cekme Animasyonu, Hiicre Animasyonu, Kagit Animasyonu,
Kesme-Cikarma Animasyonu, Golge Animasyon, Karma Animasyon, Kamerasiz/Alicisiz

Animasyon ve Iki Boyutlu Bilgisayar animasyonudur [12].
2.1.1. Cizme-Cekme Animasyonu

Cizme-Cekme Animasyonu tekniginde, jenerikteki tiim animasyon bir tek resimden
elde edilmektedir. Goriintiiniin olusum asamalarim1 elde edebilmek i¢in ¢izim anindaki

cekimlerden yararlanilmaktadir.



Sekil 2.3. Cizme-¢ekme animasyonu [13].

Cizme-Cekme animasyonu jenerik tasarimlarinda ¢ogunlukla yazinin akmakta olan
goriintliyle birlikte ayni anda yazilmakta oldugu yada goriintiiniin olugmakta oldugu

izlenimi saglamak i¢in kullanilabilmektedir.
2.1.2. Hiicre Animasyonu(Cell Animation)

Hiicre animasyon yiizeysel animasyon tiirleri i¢inde en ¢ok kullanilan ve gorsellik
bakimindan en iyi sonuclar1 karsimiza ¢ikaran tekniklerin basinda gelmektedir. Yapilacak
olan jenerik i¢in kullanilacak olan miizik ve akis semasini belirlemek gerekmektedir.

Bunun i¢in 6nceden planlama ¢aligmasi yapilmalidir.

Sekil 2.4, Hiicre animasyonu [14].
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Planlama geregi olarak tamamlanmis olan 6n c¢aligsmalarla birlikte, bu teknik igin
0zel olarak yapilmis olan 151kli cam veya plastik masalarda, hareketler birer birer, standart
boylarda (12-inch/15inch boyunda) hazirlanmis saydam ve diiz kagitlarin iizerine
cizilmektedir. Cell animasyonlardaki arka plan tasarimlar1 da, hazirlanan hareketler kadar

Oonemli bir iglemdir.
2.1.3. Kagit Animasyonu

Kagit animasyonu ile hiicre animasyonu arasinda benzerlikler vardir. Bu
benzerlikler ¢izim ve ¢ekim tekniklerinde kendini goOstermektedir. Fakat kullanilan
malzeme agisindan farklilik gdstermektedir. Bu animasyonda ¢izimler saydam kagit ve

asetat yerine beyaz veya renkli kagida yapilmaktadir.

Sekil 2.5. Kagit animasyonu [15].

2.1.4. Kesme-Cikarma Animasyonu

Bu teknikte figiirler kagit, kumas, veya metal gibi malzemelere ¢izilir ardindan
kesilip ¢ikartilarak kamera altinda hareket ettirilir. Bu animasyonda bir saniyelik hareket

icin 12 ayn figiiriin hazirlanmasi gerekmektedir.

’9_'_'/.\1;&

Sekil 2.6. Kesme-¢ikarma animasyonu [16].
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2.1.5. Golge Animasyonu

Bu animasyon tiirii teknik olarak Karagéz oyununa benzeyen bir gdolge oyunudur.
Burada figiirler siyah kartona veya metal plakalara ¢izilir ardindan figiirler kesilir ve buzlu
cam lizerine yerlestirilir. Biitliin bu islemler yapildiktan sonra kesme-¢ikarma animasyonu
tekniginde oldugu gibi filme alinir. Cekim sirasinda 151k buzlu cam altindaki béliimden
verilir. Isik figiirlerin arkasindan geldigi i¢in kamera Oniindeki figiirler siyah goriiniir. Bu
sayede figiirleri olusturan nesneleri birbirine baglayan tellerin filmde gizlenebilmesi

saglanmaktadir.

Sekil 2.7. Golge animasyonu [17].

2.1.6. Karma Animasyon

Bu animasyon teknigi ile kesme-¢ikarma animasyon teknigi arasinda bazi
benzerlikler vardir. Bu benzerlikler hazirlik ve teknik asamasinda kendini gosterir. Fakat
malzeme ac¢isindan ise birbirinden ayrilmaktadir. Figiirlerin ¢izilip ¢ikarilma islemi kesme
cikarma tekniginde kagit ve metaller kullanilarak gergeklestirilirken karma teknikte bu

islem dergi, fotograf veya gazetelerden kesilip birlestirilerek yapilmaktadir. Burada
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figtirler, degisik malzemelerden ve bircok parcadan olustugu icin kompozisyon Ogeleri

arasindaki iligkiye dikkat ederek tasarim yapilmalidir.

Sekil 2.8. Karma animasyonu [18].
2.1.7. Bilgisayarlh Animasyon

Bilgisayarli animasyon, bilgisayar aracilifiyla elektronik resimlerin yazilimlar
yardimiyla hareketlendirilmesiyle olusur. Diger tekniklerden farki animasyonda
kullanilacak olan figiirler kagit, cam vb. yerlerin lizerine degil de bilgisayar ortaminda

modellenerek ¢izilir.

Sekil 2.9. Bilgisayarli animasyon [19].

13



Bilgisayarli animasyon iki ve ii¢ boyutlu animasyonlar1 icermektedir. Iki boyutlu
bilgisayar animasyonu x ve y koordinatlarinda olusturulan karelerin tek tek ¢izilmesiyle ve
basit efektlerle gerceklestirilebilir. Ug boyutlu animasyon ise daha farkli asamalari
gerektirir. Bu fark bir resim boyamak ve bir heykel yapmak arasindaki fark gibi olabilir.
Bunun nedeni ise derinlik efekti olusturan x,y ve z koordinat sisteminde g¢izimlerin

yapilmasidir [20].
2.2.Derinlik Kazandirma(Rendering)

Animasyon yaparken karsimiza sik¢a ¢ikan kavramlardan bir digeri de renderdir.
Render kelimesi 3D alaninda en ¢ok kullanilan terimlerden birisidir. Tiirkge karsiligt
sunmak, derlemek manasina gelir. Render, sahnede c¢izdigimiz nesnelerin biitiin
hesaplamalarinin yapilarak en son sunus asamasina gelmesidir. Render, modellemesini
yaptigimiz 3 boyutlu objelerdeki 1s1k ve kaplama gibi 6zelliklerin etkilesmesi sonucu iki
boyutlu ¢ikt1 vermesi olayidir. Sahnede ¢izim yaparken nesnelere 151k, kaplama ve efketler
uygulansa da gergcek gOriintli yansitilamaz. Ciinkii ¢izim olay1r sirasinda hem bu
hesaplamalarin yapilmasi hem c¢izimin yapilmasi normal bilgisayarlarin giiciiniin iistiinde
bir islemdir. Baz1 sahnelerin render siiresi o kadar ¢ok zaman alir ki bazen bu siire saatleri
bulabilir ve saatler siiren bir sahnenin ger¢ek zamanli olarak hem ¢izilmesi hem
hesaplanmas1 olduk¢a maliyet gerektirir. Render isleminin bu kadar uzun siirmesinin
sebebi bilgisayar islemcisine ¢ok fazla yiik bindirmesinden kaynaklanmaktadir. Bunun i¢in
yiiksek performansli bilgisayarlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bilgisayar sisteminde kullanilan
islemcinin hiz1 ve sayisi render siiresini etkiler. Bunun i¢in bazi yardimci yazilimlarla
birlikte birden fazla sistemin ortak calismasi yoluna gidilerek bu siirenin kisaltilmasi

saglanabilmektedir [21].

Render sahnedeki nesnelerin, 1siklarin, yansimalarin ve efektlerin birbirinden
etkilenmesiyle meydana gelen 1s1k kiimelerinin ortamdaki yayilimlarinin hesaplanmasidir.
Render motoru 6nce sahnedeki nesneleri ve 151k kaynaklarini varsa efektleri tespit eder ve
ortama vermek igin hesaplamaya baslar. Ornek olarak sag taraftan gelen bir 151k
kaynaginin 151811 nereye gonderecegini, nerelerde golge olusturacagini ve bu 1s181n hangi
nesneler iizerinde parlaklik olusturacagini hesaplayarak ¢izimi sunus konumuna

hazirlar[22].
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Render i¢in bagka bir tanimlamada bilgisayarda c¢izilmis olan modeli veya
modelleri bilgisayar tarafindan islemektir denilebilir. Gorilintiiniin ham halinin, bilgisayar
tarafindan islenmesidir. Render islemini gergeklestirmek i¢in g¢esitli bilgisayar
yazilimlarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Renderdeki en biiyiik etken isiktir. Cilinkii 151k
olmadan nesneler goriinmez. Isik kaynaklarini nasil yerlestirdigimiz ve bu kaynaklara
hangi degerleri verdigimiz énemlidir. Bilinen render motorlarindaki bir¢ok ayar birbirine
benzemektedir. Render motorlarinin bazilarinin ayarlar1 az olup sadeyken bazilarininki ise
fazla olup karisikliklara sebep olabilmektedirler. Her render motoru kendine 6zgii kullanim
alanlar1 ve Ozelliklere sahiptir. Bu yiizden render motorlar1 arasinda birbirinden
tistiinliikten s6z etmek uygun olmayabilir. Render motorlart segilirken kullanim kolayligt
ve ama¢ goz Onilinde tutulmalidir. Bazilar1 mimari alanda uygunken bazilar1 da
animasyonlarda daha yararlidir. Calismamizi herhangi bir render motoruyla ¢alistirdigimiz
zaman ayni etkileri ve sonuglar1 alabiliriz. Fark sadece render hizi ve ayarlamada kendini

gostermektedir [23].

Sekil 2.10. Derinlik kazandirilmamis ve derinlik kazandirilmis resim [24].

Render islemi, bilgisayar ortaminda tasarim yapilan biitiin sektorlerde
gerceklestirilir. Bu sektorlerden mimarlik, bilgisayar oyunlari, simulatorler, sinema ve
televizyon gibi alanlarda agirlikla kullanilir. Rendering isleminde kullanilan matematik
dallart ise sunlardir; dogrusal cebir, kalkiiliis, sayisal yontemler, sayisal sinyal isleme,

Monte Carlo benzetimi.

Render islemini yapan yazilimlar render motorlaridir. Modellemede kullanilan
yazilimlarin kendi default render motorlart bulunmasina ragmen gereksinim durumunda

farkli render motorlar1 da kullanabilmekteyiz. Giiniimiizde en ¢ok kullanilanlardan bazilari,
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Mental ray, V-ray, Maxwell, Final, Brazil vb.dir. Burada render motorlarinin 6zelliklerine

daha ayrintili bakabilmek amaciyla Vray ve Mental Ray motorlari ele alinacaktir [25].
2.2.1. Derinlik Kazandirma Motoru V-Ray

3D StudioMax, AutodeskVIZ , Autodesk Maya, Rhinoceros, MaxonCinema 4D,
Sketchup gibi bir¢ok 3 boyutlu tasarim yazilimlarinda olusturulan bir modelin gergek¢i bir
bicimde render edilmesine imkan saglayan bir render motorudur. Gorsellik vermede {ist
diizey gercekeilik saglar. Bu render motoru kullaniciya gesitli 1siklandirma secenekleri
sunar. Ozellikle mimari alandaki gorsellestirmede kullanimi oldukca yaygindir. Sekil

2.11°de V ray ile render olmus bir model goriilmektedir.

| - “'_F|'"'”fm; , I

Sekil 2.11. V-ray motoru ile render edilmis 3 boyutlu bir model [26].

V-Ray, 3 boyutlu sahnelerin fiziksel olarak dogru bir sekilde aydinlatilmasi i¢in
Dolayli Aydinlatma yontemlerini kullanir. Bu yontemler sunlardir; Isiklanim Haritalama,
Isik Onbellegi, Foton Haritalama ve Dogrudan Hesaplama yontemleridir. Bu dort teknik
birincil ve ikincil 151k sigramalarinin hesaplanmasinda cesitli kombinasyonlar ile

kullanilabilir.
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V-Ray render motoru resim drnekleme islemi i¢indnceki siirimlerinde QMC (Quasi
Monte Carlo) yontemi kullaniliyorken giiniimiizde ise QMC (Quasi Monte Carlo) yontemi
yerine Schlick ornekleme yonteminin degistirilmis bir hali olan DMC (Deterministik
Monte Carlo) ornekleme yoOntemini kullanmaktadir. V-Ray, c¢esitli kirik giderme
yontemlerini genis ayar araliklar ile kullanima sunar. Dolayli Aydinlatma hesaplanmasi
sirasinda birincil ve ikincil 151k sigramalar i¢in Isik Onbellegi yontemini kullanarak

llerlemeli Yol Izleme yapabilir [27].

V-Ray render motoru ¢ok etkili golgeleme secenekleri sunmaktadir. Burada kolay
ayarlanabilir malzeme 6zellikleri etkili olmaktadir. Etkin ve tutarli 1s1iklandirma ¢6ziimleri
icin alan 1siklar1 sunmaktadir. Ayrica IES fotometrik 1siklara da destek verir. Goriintii
tabanli 1giklandirma yapabilme Ozelligine sahiptir. Bunun i¢in yordamsal giines ve
gokyliizii benzetimleri ve biitiinlesik HDR destegine sahiptir.Yiizey alt1 151k dagilimi gibi
yontemlere destek vermektedir. Burada V-Ray deki bulanik yansimalar ve gecirimler 6nem

kazanmaktadir.
2.2.2. Derinlik Kazandirma Motoru Mental Ray

Mental Ray motorundaki promaterial 6zelligi materyal ve kaplama konusunda
kolayliklar saglamaktadir.Yine ayni Ozellik sayesinde kullanici gereksiz ayarlardan
kurtulmaktadir. Ornegin malzeme tiirii olarak tahta secildiginde sadece tahta ile ilgili olan

ayarlar gelmekte diger malzemelere ait ayarlar goriinmemektedir.

Sekil 2.12. Mental-ray motoru ile render edilmis 3 boyutlu bir model [28].
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Mental-ray render motoru ile mimari ve animasyon alanlarinda yararli etkiler
alinmaktayken V-ray motoru daha ¢ok i¢ mimari modellemelerinde kullanilmaktadir.
Animasyonda render hiz1 yavaslatmaktadir. Bunun sonucunda render yavas ise kalite daha
mu1 artar diye sorulabilir. Bunun cevabi evet olsa da cogu zaman kaliteden fazla performans

daha 6nde gelebilmektedir.
2.3. Animasyonun Tarihgesi

Animasyonun tarihine baktigimizda bunu eski caglarda magaralarda ¢izilen
resimlere ve daha sonralar1 yapilan heykellere kadar gotirmek miimkiindiir. Fakat
animasyonun temeli olan hareketlendirmeden bahsetmek i¢in 20.yiizyila bakmak faydali

olacaktir. Asagidaki resim 1900 lii yillardaki Walt Disney’1 hatirlatmaktadir.

Sekil 2.13. 1928°deki Walt Disney animasyonu [29].

Resimlerin sinema iizerindeki ilk animasyonu 1908 yilinda Emile Cohl tarafindan
gerceklestirildi. Cohl beyaz kibrit ¢oplerinden yapilan figiirleri siyah bir arka fon {izerinde

hareket ettirmistir.

1960 I1 yillarda video ve bilgisayarin gelisimi, iletisim ortamlarin1 oldukca
gelistirdi. Videonun goriintliyli hemen kayit edebilme 6zelligi ve kayit edilmis goriintiileri
hemen izlenebilir hale getirmesi, sanatcilarin animasyon i¢in ¢izdikleri hareketleri kagit

tizerindeyken cekip gorebilmelerini sagladi [30].
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Gegmis yillarda animasyonlarin yapilist kagitlara resimlerin ¢izilmesi ve kagitlarin
hizlica gegirilmesi veya bir ¢emberin igine konup dondiiriilmesi ile olurdu. Giiniimiizde ise
bilgisayar teknolojisi hem vektdr hem de piksel tabanli animasyonlar yapilmasini miimkiin
kilmaktadir. 2 boyutlu animasyon tekniginde saniyede 24 kare c¢izilerek animasyon
gerceklestirilir. Animelerde saniyede 12 kare Limited animasyon tekniginde ise daha az
kare cizilerek yapilmaktadir. Bir animasyon filmi yapilmadan once karakter tasarimlari
arkasindan senaryonun storyboard calismasi ve en son layout ¢alismasi yapilmaktadir.
Profesyonel bir sekilde yapilmasi planlanan bir animasyon filmine bu agamalar ge¢ilmeden
baslanamaz. Son zamanlarda yapilan uygulamalar gostermistir ki animasyon tekniklerine
sinir konulamamaktadir. Genel anlamda siniflama yapilirsa 3D, 2D, stop motion, kesme

cikarma en yaygin teknikler olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Ik 3D filmleri, direkt programlamayla iiretilmistir. ilk olarak etkilesimli animasyon
sistemleri (BBOP, TWIXT), anahtar-pozisyonu temel aldi. Buradaki Alias, Wavefront,
Explore, Softlmage gibi araglar ticari iiretimde standart oldu. Anahtar pozisyon karmasik
hareketler i¢in temeldir. Bu kameralar, aktorler ve 1siklar1 kullaniyor olan koreografileri
tanimlamaya izin veren ara ylizleri temel alan komutlardir.Fiziksel tabanli sistemler

genellikle menii tabanli ve grafik etkilesimi olmadan daha sonra ortaya ¢ikti.

Gegmiste canlandirilmis filmler elle ¢izilmekte, sonra da videokasete kare kare
fotograflanmaktadir. Bu teknik, siirece yardimeci olmasi i¢in kullanilan dijital teknoloji ile
birlikte halen kullanilmaktadir. Geleneksel canlandirma siireglerinde kullanilan bir takim
teknik ve araglar glinlimiizde hala gegerlidir ve ¢oguda gerekli olan zamani azaltmak ve
emek siirecini kolaylastirmak icin dijital teknoloji ile birlesmistir. Geleneksel canlandirma
tekniklerinden bazilari; thaumatrope, flipbook, ¢izgi ve hiicre animasyon, hareket

durdurma-canlandirma, rotskoplama olarak siralanir.
2.4. Animasyon Teknikleri
Bilgisayar animasyonunun ana teknikleri sunlardir:

e Hareket yakalama animasyonu
e Anahtar goriintii animasyonu
e Parametrik interpolasyon

e Prosediirel veya algoritmik animasyon
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Hareket yakalama animasyonunda Olciiler ve kayit hareketi, acil veya ertelenen
analiz ve tekrarlama i¢in bir aktor tarafindan yapilir. Hareket olgiileriyle dijital karakterin
hareketleri denk olmalidir. Direkt izlenebilir, sentetik bir aktoriin kolunu kontrol ederken
mesela insan kolunu. Dolayli da izlenebilir, bilgisayar karakterinin basini ve goziinii
kontrol ediyor olan fare hareketleri gibi. Sahnede odaklanan ve gercek aktoriin viicuduna
baglanan isaretci diye adlandirilan yansitict kiiciik resimler temelde yer alir. Isaretgiler
sayesinde animasyon diinyasindan uygun olanlar1 hesaplayabiliriz. Isaretleyiciler,
eklemlere baglanir ve onlarin konumu, farkli agilardan kaydedilir. Sentetik bir aktore
uygulanan yiirliyor olan insanin hareketi miikemmel sonuglari verir, ¢iinkii veri, dosdogru

gercek diinyadan gelir.

Anahtar goriintii animasyonunda, animator anahtar karenin Onemli ozelligidir.
Bilgisayar aralarinda otomatik olarak interpolasyon iiretir. Kati animasyonlar ig¢in
interpolasyona ihtiya¢ duyulan geometrik iki 6zellik vardir, bunlar pozisyon ve yondiir.
Lineer interpolasyonda bir problem vardir, bu uygulanmayan bozunmadir. Parametrik
interpolasyon ile animasyonda, varliklar (nesne, kamera, 151k) zaman i¢inde tanimlanmis
degerleri ile parametreler tarafindan karakterizedir. Bilgisayar, interpolasyon ile
parametrelerin ara degerlerini hesaplar ve interpolasyonlu degerleri ile sahneyi yeniden

hesaplar. Sekil 2.14’de anahtar kareler ayrintili olarak goriilmektedir.

Sekil 2.14. Cizgi animasyonu [31].

Birka¢ animasyon teknigi vardir ki istenen animasyonu yapmak i¢in her teknik

kategorisi bir programlama teknigi tanimlar.
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e Kati yapilarin animasyonu

e Taneciklerin animasyonu

e Fizik kurallartyla animasyon

e Eklemli nesnelerin animasyonu(2 ve 4 ayaklilar)

e Davranislara gore nesnelerin animasyonu

2.4.1. Kat1 Yapilarin Animasyonu

Kat1 yapilarin animasyonu bilgisayar animasyonlar1 iginden en basit ve akici
olandir. Asagidaki Ornekte yumurta nesnelerinin akigin1 gormekteyiz. Bu gecisler Sekil

2.15’de fark edilmektedir.

Sekil 2.15. Kat1 yapt animasyonu [32].

2.4.2. Taneciklerin Animasyonu

Tanecik animasyonu senaryo yazmayi ve sonraki ¢evirileri temel alir. Taneciklerin
yazimi agagidaki Ozelliklerden her birini kontrol eder. Sekil 2.16’da tanecik yapist

goriilmektedir.
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e Tanecigin orijinal pozisyonu

e Tanecigin orijinal hizi(tanecik akintiya girdigi zaman her tanecik i¢in bir hiz tayin
edilir)

e Tanecigin orijinal hareket yonii(tanecikler 6zel bir agidan tanecik akimina enjekte
edilir)

e Taneciklerin fiziksel goriiniimii(tanecikler kesin kurallarin uygulanmasiyla deforme
olabilir)

e Tanecigin yasamasi i¢in gerekli zaman veya goriiniir oldugu zaman miktari(tanecik,

yasamasi i¢in gerekli olan zaman esigini gectiginde yok edilir)

Sekil 2.16. Tanecik animasyonu [33].

2.4.3. U¢ Boyutlu Bilgisayarh Animasyonun Olusum Asamalari

Uc Boyutlu bir animasyon olusturmak i¢in ilk yapilacak islem model olusturmaktir.
Degisik teknik uygulamalarla ii¢ boyutlu olarak olusturulan objeler bir kere cizilir ve
degisik acilardan gorebilmek icin objeyi dondiirmek veya bakis agisini istenilen bolgeye

yoneltmek gerekir. Animasyon olusum agamalar1 sunlardir:

> Model Olusturma-> Ug boyutlu modelleme bir grafik nesnesini ii¢ boyutlu uzaysal

mekanda x,y ve z koordinatlarinda tanimlama islemidir. Model bir biitiin halinde
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olusturulabildigi gibi parcalarin ayr1 ayri iretilip birlestirilmesiyle, istenilen model
olusturulabilir.

» Yiizey Nitelikleri Verme—> Bu islem yiizeyin rengini, golgesini ve dokusunu
istenilen oranda yansitmay1 ya da seffaflik vermeyi icerir. Obje cam, metal ya da
diger yumusak nesneler, goriiniimiinii bu boliimde secilecek ve objeye uygulanacak

olan renk, doku ve golge cesitleriyle kazanacaktir.

Modele verilecek golgeleme niteligi olduk¢a onemlidir. Ciinkii bu islem, objenin
perspektif 6zelligi hakkinda ipuclar1 verir. Objenin parlakligi, 15181n nesneye carptigi ve

nesnenin izlenildigi agilarin fonksiyonudur.

> Sahne Olusturma-> Ug boyutlu olarak iiretilmis olan modellerin animasyonunun ilk
karesini olusturacak goriintiideki yerlerini alacak sekilde bilgisayar yaziliminin
uzaysal mekani i¢inde yerlestirilmeleridir. Bu isleme kamera ve 151k kaynaklarinin

yerlestirilmeleri de dahildir.

Uc¢ boyutlu modeller, animasyon boyunca gerceklestirecekleri hareket ve
degisimler dogrultusunda birbirleriyle iligkilendirilerek yerlestirilirler.Yerlestirme islemi,
ileri asamalarda uygulanacak hareketlendirme islemine uygun bir sistemde olmalidir. Bu
asamada daha onceden hazirlanacak bir storyboardun veya planlamanin gerekliligi ortaya

cikacaktir.

» Hareket Verme—> Olusturulmus ve ylizey nitelikleri belirlenmis {i¢ boyutlu
modellerin  olusturulmus sahne igerisinde hareketlendirilmesi  bilgisayarl

animasyonun en 6nemli asamasidir.

Animasyonu olusturacak goriintiilerin bilgisayar tarafindan hazirlanabilmesi i¢in,
diizenlenmis olan sahnedeki hareketlerin belirlenmesi gerekir. Belirlenecek olan bu
hareketler bilgisayara verilecek komutlar cergevesinde ii¢ boyutlu olarak hazirlanmis
modelleri iki boyutlu resimlere doniistiiriir. Bu resimlerin siralanmis bir sekilde belli bir

hizda gdsterimiyle ii¢ boyutlu bilgisayarli animasyon olusturma siireci tamamlanmis olur.

Animasyonlarda hareket verme islemi, objelere hareket verme, kameralara hareket

verme, 1siklara ve ylizey niteliklerine hareket verme olarak dort baslik altinda toplanabilir.
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U=ui +vj +wk (2.1)

Denklem 2.1°de akigkanin hiz bilesenlerini gérmekteyiz. Bir akis ortaminda
akiskan taneciklerinin hizin1 veren hiz profilini veya hiz alanin1 ve taneciklerin ivmesi igin
bir bagint1 iiretelim. Sekil 2.17°de de ise bir akim ortamindaki kartezyen koordinat yapisini

gormekteyiz.

+| Y Axis

X Axis

+ .
T L Axs

Sekil 2.17. Ug boyutlu animasyonda Kartezyen koordinat yapis1 [34].

Coziim i¢in gerekli koordinat sistemi gridden(x:y:z) olarak segilirse, akigkan
taneciklerinin hiz1 x,y ve z ye gore degisecektir. Hiz bir vektorel biiyiikliik olup her 3 eksen
lizerinde de izdiisimii meydana gelebilir. Sekilde goriilecegi lizere secilen orijin
noktasindan uzaklastikga farkli hiz degerlerine ulasilacaktir. Akis kanalinin boyutlar
dolayistyla akis kesiti degistigi i¢in kiitlenin korunumu ilkesine gore hizda degismelidir.
Ayni zamanda her noktadaki hiz degeri zamanla da degisebilir. Bu durumda hiz x,y,z ve ¢
nin fonksiyonu olacaktir. V' hizinin x,y ve z lizerindeki izdiisiimleri u,v ve w olarak

gosterilirse hiz i¢in su islemler yapilabilir:

V=di+vj+wk , V=V(x,y,2,t) ise

24



dV=a—de+a—de+a—de+a—th (2.2)
ox oy oz ot
yazilabilir. Denklem 2.2°de bulunan diferansiyel ifade dfye bdliinerek ivme bagintisi

bulunabilir;

dV:a_Vﬂ+a_Vd_y+a_V%+a_Vise (23)
Ox dt Oy dt oz dt ot

_o +8—Vv+a—Vw+a—Volur. (2.4)

a=—u
ox oy oz ot

Son ifadedeki ilk {i¢ terim konuma bagli konvektif ivme, son terim ise zamana bagl

ivme olarak bilinir. Dolayisiyla hiz sabit olsa da akigkanlar i¢in ivme sifir olmayabilir [30].
2.5. Ger¢ek Zamanh Animasyon

Gergek zamanli iiretim ve li¢ boyutlu karmagik sahnelerin animasyonlar1 hala zor
bir is olarak kabul edilmektedir ama oyunlar ve sanal gergeklik uygulamalarindaki
simiilatérler igin vazgecilemez bir gereklilik haline gelmistir. Ozellikle, gercekci dogal
olaylarin modellemesinde ¢ok sayida ¢okgen kullanilir bu yiizden render yapilirken ¢ok

biiylik rakamlar karsimiza ¢ikmaktadir [35].

Gergekei sahnelerin ger¢ek zamanli animasyonlar1 hala zordur. Bu zorluk gergek
zamanli animasyon i¢in gerekli performans ve gercekci render igin gerekli ayrintilar

arasindaki denge yiiziinden kaynaklanmaktadir.

Bazi modelleme teknikleri gercek¢i render elde etmek igin Onerilmektedir.
Modellemenin temelinde Bezier egrileri ve yiizeyleri bulunmaktadir. Bu yontemler,
nesneler izleyiciye cok yakin olsa bile herhangi bir durumdaki goriintiiniin render
edilmesinde uygulanmaktadir. Reeves de modelleme icin gercek¢i sahnelere
uygulanabilecek farkli bir yontem Onermektedir. Onun yontemi parcacik sistemlerine
dayanmaktadir. Ne yazik ki, her iki yontemin de hesaplamasi ¢ok pahalidir, bu yiizden

gercek zamanli animasyon i¢in uygun degildir [36].

Coklu gosterimler, karmasik sahnelerin gercek zamanli animasyonlarinda oldukga
onemli bir rol oynamaktadir. Bu fikre gore insan goziiniin ve ¢ikis cihazinin siniri

yiiziinden render yapilirken belli bir mesafenin digindaki nesneler i¢in daha az ¢okgen
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kullanilirken ayrintili goriintiileri binlerce g¢okgen ile ireterek izleyiciye yakin nesneler
olusturulur. Ornegin, Perbet ve Cani riizgarli kosullarda ¢im alanlarin gergek zamanli
animasyonu i¢in ayrint1 li¢ diizeyde kullanilir. Benzer teknikler Di Giacomo tarafindan
kullanilmaktadir. Di Giacomo ve Markosian tarafindan bir ormanin renderi yapilmistir.
Cimenli manzara olusturmak icin elle ¢izilmig gibi agaclar veya tiiyli hayvanlar
kullanmiglardir. Goriintii tabanli ve nokta tabanli teknikler verimli render i¢in kullanilirlar.

Bununla birlikte orta mesafedeki renderlar gercek¢i olmamaktadir [36].

Sahne animasyonu sirasinda gercek zamanli performans elde etmek i¢in sistem 6n
hesaplamalar yapilir. Nesnelerin ilk ve son pozisyonlarini hesaplamak i¢in 6n bilgiler

kullanilir.

Bilgisayar animasyonu gercek¢i senaryolar yazabilir. Bununla birlikte nesne
yiginlarinin etkisiyle siirtinme, momentum ve kuvvetler daima senaryoda goriniir. Fizigin

yasalar1 hareket boyunca nesnelerle beraberdir.

Gergek zamanli animasyon(real time animation) denildiginde karsimiza real time
kavrami ¢ikmaktadir. Real time kelime manasi olarak gercek zaman demektir. Bu kavram
video sistemlerinde kullanildigi zaman belli bir siireye sahip olan videonun yine ayni

stirede oynatilmasi ve islenmesi olarak tanimlama getirilebilir.

Buradan su sonuca ulasilmaktadir ki, realtime sistemleri videolar1 biinyesindeki
efekt ve animasyonlarla birlikte hi¢ beklemeden oynatan sistemlerdir. Ornek olarak bes
kanal DV videoyu efektleriyle beraber hi¢ beklemeden oynatabilen Shadow DV Yellow
sistemi verilebilir. Gergek bir realtime sistemi ayn1 Shadow DV Yellow’da oldugu gibi,
oynatma islemini hem bilgisayar ekraninda, hem de ayni anda video c¢ikisinda
yapabilmelidir. Yoksa sadece bilgisayar ekraninda oynatmanin higbir anlami

olmayacaktir[37].

Bir 3 boyutlu animasyon {i¢ unsurdan meydana gelir. Bunlar: Nesneler, kameralar
ve 1siklardir. Nesneler i¢in su 6zellikler dikkat ¢ekicidir; pozisyon, uyumlandirma, boyut,

formu, renk ve saydamliktir.

Bilgisayar sistemi, ekrandaki gercek hizlari bize gostermek icin yeterli hizlarda
hesaplamalar yapmaktadir. Ornek olarak; video oyunlar1 ve ugus simiilatorleri

gosterilebilir.
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2.6.Sayisal Analiz

Sayisal analiz (niimerik analiz — sayisal ¢oziimleme) matematik problemlerinin
bilgisayaryardimi ile ¢Oziimlenmesi teknigidir. Bu teknik sayesinde analitik olarak
¢oziimleri ¢ok zor veya imkansiz derecesinde olan matematik problemleri ¢oziiliir. Fakat

bu ¢oziimler belli hata araliklarinda olmaktadir [38].

Giliniimilizde en ¢ok kullanilan metodlardan biri olan sonlu elemanlar metodunun
teorisi 1930 lu yilarda olmasina ragmen yontem el ile yapilmaya uygun olmadig: icin o
zamanlarda yeterince kullanilamamistir. Bilgisayar teknolojisinin gelismesi sonucu sayisal
analiz metotlarinin bilgisayar ortaminda yapilmaya baglanmasiyla birlikte kullanim alani
bulmustur. Bu da bize sayisal ¢6ziim i¢in bilgisayar teknolojisinin olduk¢a dnemli bir yere

sahip oldugunu gostermektedir [38].

Sayisal hesaplamanin kararliligi bir¢ok faktdre baglidir. Kararlilik kosullarinin
matematiksel analizi uzundur. Parametrelerin yakinsakliginin sec¢imini daha sonra
gosterecegiz. Her parametre bir simiilasyonsirasinda bile ayarlanabilir. Ornegin Reynolds
sayisinin degisimiyle ve akiskanin farkli davranislariyla akigkanin farkli tiirleri simule
edilebilir. Bununla birlikte daha diisiik Reynolds sayis1 sayisal yakinsamaya neden olurken
daha yiliksek Reynold sayist hesaplamada farkli sonucglar dogurur iraksamaya sebep olur.
Baz1 ozel tiirbiilansh olaylar1 yapabilmek i¢in Reynolds sayist arttirilabilir fakat sayisal
hesaplama iraksanmadan dnce Reynold sayisi azaltilir. Bu yolla sabit bir parametre igin
davraniglar1 basarmak i¢in basit sayisal metotlar kullanilabilir. Bu akiskan hesaplamada
tam bir ¢6ziim olmamasina ragmen akiskan animasyonlar1 bazi olaylar icin yeterlidir. Eger

ot ve Reynold sayisi daha kiigiikk dx,dy ve & degeri daha biiyiik segilirse sayisal

hesaplamalar kararlilik egiliminde olur. 0f daha kiigiik secilirse simiilasyon daha yavas

olur. Re sayisinin daha kiiciik olmasi akiskani daha durgun hale getirir.dx,dy ve ¢

degerlerinin daha genis tutulmasi simiilasyonda daha biiyiik hatalara sebep olur.

Bir akigkanin hareketinde sayisal yaklasim kavrami onemlidir. Sayisal yaklasim
matematiksel bir modelden baslar ve sayisal ¢oziimleme ile son bulan adimlardan meydana
gelmektedir. Birinci adim yaklasim diizeyidir. Bu adim akis sistemini tanimlayan temel
degiskenleri ve sistemin davranisini etkileyen diger degiskenleri icerir. Ornegin koordinat
sistemi degiskenleri ve zaman degiskeni vb. Ikinci adim ayriklagtirma adimidir.

Ayriklastirma, bolge ayriklastirmast ve denklem ayriklastirmasi diye ikiye ayrilir. Bolge
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ayriklastirmasinda ortam diiglim noktalarindan meydana gelen bir ag gibi diisiiniiliir. Bu
diigiim noktalarindaki degiskenlerin sayisal degerleri hesaplanir. Bu hesaplamadan sonra
sira denklem ayriklastirmasina gelir. Bu kisimda integral veya diferansiyel formda olan
denklemler diiglim noktalarindaki bilinmeyenleri iceren basit cebirsel denklemlere
donistirtiliir.  Biitlin  sayisal yontemlerin temelinde diferansiyel denklemlerin basit

denklemlere doniigiimii yer almaktadir.

Akis probleminin matematiksel denklemlerinin ayriklastirilmasi yontemine sayisal
yontemler denilmektedir. Bugiin en ¢ok kullanilan sayisal yontemler sonlu farklar yontemi,
sonlu elemanlar yontemi ve sonlu hacimler yontemidir. Sonlu farklar yonteminde tiirev
ifadeleri Taylor serisi agilimina bagli olarak yazilir. Bu bilinen en basit yontemdir. Bu
yontemde kullanilan ag yapisi diizenli olmalidir. Sonlu elemanlar yontemi 1940 I yillarda
iskelet yapilar alaninda gelistirilen bir sayisal yontemdir. Bu yontemde yap1 degisik
geometrilerdeki alt elemanlara boliiniir, incelenir ve sonra tekrar birlestirilir. Bu yontemde
diizgiin bir ag yapisinda olmast gerekmeyen bolge ayriklagtirilir. Diiglim noktalari
civarinda bilinmeyen fonksiyon degerleri i¢in Taylor serisi agilimi yapilir. Diferansiyel
denklemlerdeki tlirevler yerine sonlu farklar yaklasimi yazilir.Sonlu hacimler yonteminde
fiziksel bir bolge igerisinde korunum denklemleri integralleri alinarak ortalama deger
teoremi yardimiyla ayrik denklemler elde edilir. Bir baska goriise gore ise sonlu hacimler

yontemi, sonlu farklar yonteminin rastgele se¢ilmis bir ag yapisina uygulanmasidir.

Sayisal yaklasimda problemin zamana bagli olup olmamasi 6nemlidir. Eger zamana
bagimli ise ilk deger probleminin zamana gore ayriklastirilmasi gerekmektedir. Bu
durumda ¢6ziim zaman duyarli olmalidir. Fiziksel olarak zamandan bagimsiz(daimi)
problemler icin diferansiyel denklemler ya bolge ayriklastirmasina tabi tutulmali ya da
denklemler zaman bagimli hale getirilerek hem bdlge hem de zaman ayriklastirmasi

islemleri yapilir.

Zaman bagimli problemlerde zaman ayriklastirmasi sonucu ortaya ¢ikan zaman
adimlarinin degerleri problemin sayisal duyarhigini etkiler. Gilinlimiizde yaygin olarak
kullanilan zaman bagimli adi diferansiyel denklemlerin ¢6ziim algoritmalari; Runge-Kutta
yontemi, lineer c¢ok adimli ydntemler ve hesaplayici-diizeltici yontemler olarak
siralanabilir. Yukarida bahsedilen islemleri bir akis diyagrami ile Sekil 2.9’daki gibi

gosterebiliriz.
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3. AKISKANLAR

Maddeler dogada genel olarak kati, sivi ve gaz halinde bulunurlar. Bazi cisimler ise
kat1 ile s1v1 arasinda bir formda bulunurlar ve bu hal yapiskanlik yani viskozluk’tur. Kati
cisimler mekanigi kati maddelerin 6zelliklerini ve bu maddelerin davraniglarini incelerken
stvi ve gaz halindeki maddelerin davraniglarini akigkanlar mekanigi incelemektedir.
Giinliik hayatta s1v1 ya da gaz adi altinda bildigimiz biitiin maddeler akigkandir diyebiliriz.
Akiskan maddelerin fiziksel 6zelliklerinden bazilar1 sunlardir: Basing, sicaklik, yogunluk

vs.dir.

Biiyilk bir kuvvete ihtiyag¢ duymadan kiiciik kuvvetlerin etkisiyle bi¢im
degisikligine ugrayan akici cisimlere akigkan denir. Katilik ile akigskanlik birbirinin tersidir.
Sivilar ve gazlar akigkan maddelerdir. Akiskanlar kayma gerilimlerinin etkisiyle devaml
olarak formunu degistiren maddelerdir. Akigskanlar akabilir ve i¢inde bulunduklar1 kabin
seklini alirlar. Akigkan maddelerin akiskanliklari birbirinden farklilik gostermektedir.
Ornegin sivilar iginde suyun akiskanligi ¢ok yiiksektir. Oyle ki normal formu gaz olan bazi
akiskanlar1 disarida tuttugumuzda suyun akiskanlik degerinin sivilar i¢inde en yliksek

degerde oldugu bilinmektedir.

Akiskanlarla ilgili c¢alismalarda en ¢ok kullanilan ifadelerden biri de uniform
akimdir. Uniform akimda akim bolgesindeki biitiin noktalar ayn1 hiz vektoriine sahiptir.

Yani bir diizenlilik mevcuttur.
3.1.ideal Akiskan

Sonsuz kiiglik bir zorlama etkisinde dahi hi¢ diren¢ gostermeden akis eylemine
gecen akigkanlara ideal akiskan denir ve viskoziteleri sifirdir. Stv1 igerisindeki herhangi bir
molekiile her yonden ¢ekme kuvvetleri etki etmektedir ve bu kuvvetlerin vektorel toplami
stfirdir.  Ancak yiizeydeki bir molekiil yapistirict kuvvetin etkisindedir. Yiizeydeki

molekiillerin enerjisi alt tabakadaki molekiillere gére ¢ok daha fazladir [39].

Sivilar daima yiizeylerini kiigiiltme egilimindedirler bu yiizden damlaciklar kiiresel
bir sekil alirlar. Yiizey gerilimi herhangi bir sivinin yilizeyinin bir lastik gibi gerilmesi

egiliminin ifadesidir. Ideal akigkanlar vyiizey gerilimine hi¢ diren¢ gostermeyen



akiskanlardir ve bu akigkanlarin molekiilleri arasinda kayma gerilmesi yoktur. Fakat
gercekte boOyle bir akigkan yoktur. Sadece matematiksel problemlerin ¢oziimiinii

kolaylastirmasi1 bakimindan ideal akiskanlar {izerinden islemler yapilmaktadir.

Ideal bir akiskan i¢in bir boru i¢indeki siireklilik denklemi asagidadir:
u,dA, =u,dA, (3.1)
Burada u hiz, d4 ise kesit alanidir. Denklemin her iki tarafinin integrali alinirsa;

[ wdd, = | u,dd, olur. (3.2)
4 4,
Ideal akiskanda siirtinme s6z konusu olmadig igin kesit icerisindeki akista hiz degismez,

her noktada aynidir.
u, =V, =sabit u, =V, =sabit

VIAI = V2A2 olur. (33)
3.2.Viskozite(Kivamlihk)

Herhangi bir akigskana disaridan kuvvet uygulandiginda kuvvet uygulanan
akiskanlar bigim degistirir. Bu akiskan maddelerin, kuvvetlere karsi gosterdigi direng
viskozitedir. Akiskan madde kendisine etki eden kuvvetlere kars1 direng gosterip ne kadar
zor sekil degistirebiliyorsa bu madde o kadar viskozdur ve ne kadar kolay sekil
degistirebiliyorsa o kadar az viskozdur. Su gibi sivilar ile gazlar az viskoz iken, yag gibi
akiskanlarin viskoz degerleri daha fazladir. Gergekten de aynmi kaplara su ve yag

konuldugunda suyun daha ¢abuk bosaldig1 goriiliir [40].

Viskozite bir akigkanin akmaya kars1 gosterdigi i¢ direng olarak da tanimlanabilir.
Buradan da viskozitenin akiskanligin tersi oldugu sonucuna varilabilir. Gergekte her
akiskan maddenin az ya da ¢ok viskozitesi vardir. Sadece ideal akigkanlarin viskozitesi

stfirdir [41].

Bir akigskan hareket ettiginde akigkanin tabakalari farkli hizlarda hareket eder.

Omegin akiskanm {ist tarafinda bir kuvvet akiskani harekete zorluyorsa kuvvetin temas
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ettigi ylizeyin hizi en yiiksek olan yiizeydir. Hiz alt tabakalara inildik¢e azalir. Akiskanin
viskozitesi ise akiskana uygulanan kuvvet sonucu diren¢ gosteren tabakalar arasinda
meydana gelen yiizey geriliminden meydana gelir. Akiskanlarin akimin etkileyen en temel

iki 6zellik viskozite ve yogunluktur.

Newton’a gore laminer ve paralel bir akista tabakalar arasindaki yiizey gerilimi(T)
bu tabakalara dik yondeki hiz gradyeni ile orantilidir. Bu denklem 3.4’deki gibi

gosterilebilir.
T=u— 3.4)

Buradaki p sabiti, viskozite sabiti, viskozite veya dinamik viskozite olarak bilinir.
Su ve gazlarin ¢ogu Newton yasasina uyarlar ve Newtonyen akiskanlar olarak
adlandirilirlar. Newtonyen olmayan akiskanlarda ise, yiizey gerilimi ile hiz gradyeni

arasindaki basit lineer iliski cok daha karmasik bir hal alir [42].

Pek cok durumda, viskoz kuvvetlerin atalet kuvvetlerine olan orani ile ilgilenilir.
Atalet kuvvetlerinin akiskanin yogunlugu (p) ile karakterize edildigi bilindiginden bu oran
kinematik viskozite olarak adlandirilir yani kinematik viskozite akigkanin viskozitesinin

yogunluguna olan oranidir ve gdsterimi denklem 3.5’deki gibidir:
y=H (3.5)
Jo
Gazlarn viskozitesi sicaklik arttikga artar. Sivilarin viskozitesi ise sicaklik arttikca
azalir. Akigkanlarin viskozitesi ¢ok yliksek basinglar hari¢ basingtan etkilenmez.

3.3.Akiskanlarla flgili ilk Calismalar

Akigkanlarla ilgili bilinen ilk caligmalar Archimedes (MO 285-212) tarafindan
yapilmistir. Archimedes suyun kaldirma kuvvetinden hareketle, akiskanlar i¢in bir takim
hesaplama yoOntemleri gelistirmistir. Ancak, akigkanlarla ilgili esas gelismeler

Ronesans’tan sonra olmustur.

Akigskanlar mekaniginde en Onemli gelismeyi Leonardo da Vinci (1452-1519)
yapmistir. Vinci, tek boyutlu-siirekli akis icin siireklilik denklemini c¢ikararak dalga
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hareketleri, jet akislari, hidrolik si¢ramalar, eddy olusumu ve siirikklenme kuvvetleri

hakkinda bilgiler vermistir.

Newton’un (1642-1727) yergekimi kanununu bulmasindan sonra yer¢ekimi ivmesi
de hesaplara katilmistir. Siirtiinmesiz akislarda en 6nemli gelismeleri Daniel Bernoulli
(1700-1782), Leonard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) ve Pier
Simon Laplace (1749-1827) yapmislardir. Euler simdi Bernoulli denklemi olarak bilinen
bagmtilan ilk gelistirendir. Acik kanal akiglari, boru akislari, dalgalar, tiirbinler ve gemi
stiriiklenme katsayilar1 {izerinde Antonie de Chezy (1718-1789), Henri Pitot (1695-1771),
Wilhelm Eduard Weber (1804-1891), James Bicheno Frangis (1815-1892), Jean Louis
Marie Poiseouille (1799-1869) yaptiklar1 deneysel calismalarla akiskanlar mekaniginin

gelistirilmesinde 6nemli katkilarda bulunmuslardir [3].

William Froude (1810-1879) ve oglu Robert (1846-1924) modelleme kanunlarini
geligtirmesinden sonra, lordrayleigh (1842-1919) boyut analizi teknigini ve Osborne
Reynolds (1842-1912) klasik boru deneyini (1883) gelistirerek akiskanlar mekaniginde ¢cok
onemli olan boyutsuz sayilar1 bulmuslardir. Henrinavier (1785-1836) ve George Stokes
(1819-1903) Newtonian akiglara siirtiinme terimlerini de ilave ederek, biitiin akiglar1 analiz
etmede basariyla uygulanan ve gilinlimiizde Navier-Stokes denklemleri olarak bilinen

momentum denklemlerini bulmuslardir.

Ludwig Prandtl (1875-1953) yiizeye yakin yerlerde sinir tabakanin (1904) etkili
oldugunu onun disinda ise siirtinme kuvvetlerinin olmadigi durumlarda Bernoulli
denkleminin uygulanabilecegini gostermistir. Ayni sekilde ¢cok genis teorik ve deneysel
calismalar Thedorevon Karman (1881-1963) ve Geofrey Taylor (1886-1975)’un yaninda
pek ¢ok arastirmaci tarafindan da yapilmig ve yapilmaktadir [43].

3.4.Akiskan Hareketinin Analizi

Hareket bir cismin sabit bir noktaya gore yerinin zamana gore

degisimidir.Newton un hareket kanunlar1 sunlar1 sdyler:

1. Hareket kanunu yani eylemsizlik kanununda bir cisme uygulanan bir kuvvet

yoksa o cisim durur veya sabit hizla dogrusal hareket ediyorsa bu hareketine devam eder.

32



2. Hareket kanununda ise bir cismin momentumunun degisimi o cisme etki eden

kuvvetle orantili ve ayn1 yondedir.

3. Hareket kanunu ise etkiye karsi tepkidir, yani bir cisme disaridan bir kuvvet

uygulandiginda o kuvvete karsi cisimden zit yonde ayni oranda tepki kuvveti olusur.

Newton’un bu hareket kanunlar1 sonraki donemlerde Euler, Stokes ve Navier gibi

bilim adamlar1 tarafindan gelistirilmistir.

Navier-Stokes denklemleri akiskanlarla ilgili hesaplamalarda son derece basarilidir

ve akiskanlarla ilgili problemlerin ¢oziimiinde bagvurulan temel denklemdir.

Akis maddenin molekiillerini bir arada tutan etkilesim kuvvetleriyle akiskani
akmaya zorlayan dis kuvvetler arasindaki dengeyle ilgilidir. Akiskan1 olusturan molekiiller
kiigiik ise molekiiller arasinda etkilesim kuvveti olsa bile etki eden dis kuvvete karst kalict

bir direng gostermez.

Akiskanlarin  hareketleri incelenirken bazi ydntemlere bagvurulabilir. Bu
yontemlerden birisi sonlu bir bolge veya denetim hacmi icin toplam etkilerin(kiitle, enerji,
kuvvet) bulunmasina caligmak. Digeri ise akis alaninin sonsuz kiigiik bir bolgesini
inceleyerek akis yapisini nokta nokta bulmaktir. Yani akisin noktasal olarak ayrintili
analizi gerekiyorsa c¢ok kiiclik(sonsuz kiiciik) bir bolgesi iizerinde analiz yapilir bu
diferansiyel yaklasimdir. Akis ile ilgili noktasal analiz gerekmiyorsa akisin toplam
davranig1 lizerinde durulur. Bu integral yaklagimidir. Sonlu sistem ve kontrol hacmi

tizerinde yapilan integrasyon ile analitik sonuca daha kolay ulasilabilir.

Burada akiskan hareketini analiz etmek icin kiiclik 6lcek ya da diferansiyel
analizini ele alacagiz. Dort temel korunum yasasini sonsuz kii¢iik bir denetim hacmine ya
da degisik olarak sonsuz kiigiik bir akiskan sistemine uyguladigimizda her iki durumda da
sonuclar akiskan hareketinin diferansiyel denklemlerini verir. Analiz yapilirken uygun sinir

kosullar gelistirilmelidir.

Hareketin diferansiyel denklemleri ¢ok karmagiktir ve matematiksel oOzellikleri
hakkinda ¢ok az sey bilinmektedir. Ayrica bunlart en genel haliyle ¢c6zmek ¢ok zordur.
Biitiin bunlara ragmen yine de bir seyler yapilabilir. Diferansiyel denklemler akiskanin

hareketini diizenleyen temel parametreleri bize verir. Ayrica akiskanimizla ilgili bazi 6n

33



kabullerin yapilmasi isimizi oldukca kolaylastirir. Bu kabuller daimi akis, sikistirilamaz
akis ve siirtinmesiz akistir. Tabi ki akigkanimizin ideal akiskan olmasi bir¢ok karmasik

problemlerden bizi kurtarir.

Akigkanimizin hiz vektér alaninin bilinmesi akis probleminin ¢oziilmesinde
onemlidir. Yer ve zamanda degisen hiz alaninin Kartezyen vektor gosterilisi denklem

3.6’da gosterilmistir:
V(r,t) = fu(x,y,z,t) + ]’v(x,y,z,t) + lgw(x,y,z,t) (3.6)

Koordinatlarimiz uzayda sabittir ve sonsuz kiicilk olarak aldigimiz akiskan
sistemimiz ve Newtonun ikinci yasasi olan F=ma denklemini yazmamiz i¢in akisin @ ivime
alanin1 hesaplamaya ihtiyacimiz vardir. Bunun i¢in de hiz vektoriiniin zamana gore tiirevi

hesaplanir.

Hareket eden akiskanin 6zelliklerinin incelenebilmesi igin iki yol vardir. Ornegin
atmosferdeki riizgar hizinin degisimlerinin Olglilmesi amaciyla meteoroloji istasyonu
dlgiim cihaziyla(anemometre) veya bir hava balonu yardimiyla dlgiilebilir. ilk durumdaki
Olciimde cihaz sabit bir yerde durur ve o nokta boyunca gecen biitiin parcaciklarin hizini
dlger. ikinci durumda ise belirttigimiz aygit akiskan ile beraber hareket ederek 6l¢iimiinii

gerceklestirir.

Bu durumda sicaklik, yogunluk gibi parametreler degisimlerdeki Ol¢timii
etkileyecektir. Bir alanin bosluktaki sabit bir pozisyona gore tlirevi uzaysal(spatial) veya
Eulerian tiirev olarak adlandirilirken akimdaki hareketli bir parcacigin izlenmesi tiirevi

gercek tiirev Langrangyan veya maddi tiirev olarak adlandirilir.

Hareketini incelemek istedigimiz akiskan i¢in bir kontrol ylizeyi ve kontrol hacmi
belirlemeliyiz. Akigkanimizi c¢evresinden ayiran ve bizim belirledigimiz sinira kontrol

yiizeyi ve kontrol ylizeyi i¢inde kalan hacme de kontrol hacmi denir.

Belirledigimiz kontrol hacmi 06zellikle akiskanlar mekanigi agisindan ¢ok
onemlidir. Akiskan hareketini inceleyen biitiin ¢alismalarda ilk 6nce kontrol hacmi
olusturulmasina ihtiya¢ duyulur ve ancak bundan sonra problemin c¢odziimiine gegilir.

Kontrol hacminin dogru se¢ilmesi problem ¢dziimiinde isimizi oldukca kolaylastiracaktir.
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Fakat yanlis segilen kontrol hacmi problemimizin ¢oziimiinii karmasik hale getirecektir. Bu

bakimdan kontrol hacmi se¢imi kritik bir hal almistr.

Kontrol hacmini belirlerken tamamen keyfi olarak ihtiyacimiza gore secebiliriz.
Sectigimiz kontrol hacminin smirlarint belirleyen kontrol yiizeyi; kati bir nesnenin
smnirinda, kismen baska bir akigkanin degme yiizeyi, kismen de bir akiskan iginde
belirledigimiz bir ylizey olabilir. Kontrol hacminin biiyiikliigli i¢in herhangi bir sinirlama
yoktur. Belirleyecegimiz kontrol hacmi sonsuz biiyiik, sonsuz kiiciikk veya sonlu
biiyiikliikte alinabilir. Ayrica kontrol yiizeyi incelenen akiskani g¢evresinden tamamen

ayirmalidir.

Biitiin maddeler ve akigkanlar molekiillerden meydana gelir. Akiskan molekiilleri
serbesttir ve gelisi giizel hareket halindedir. Tek tek molekiillerle ugragsmak yerine bunlarin
cok yiiksek sayilarda birlikte bulundugu gruplari ele almak daha verimli olur. Bu amagla
zerre kavrami kullanilir. Zerre, sonsuz kiiglikliikteki kontrol hacmine verilen addir. Bir
zerre ne kadar kiigiik secilirse secilsin akiskan 6zelliklerini kaybetmemelidir. Yani zerre
icindeki herhangi bir noktada hiz, basing gibi 6zellikler tanimli olabilmelidir. iste bunu
garanti altina alabilmek icin bu noktada bazi kabuller yapilir. Ornegin bir akiskanin
herhangi bir noktasinda akiskanin sicaklik, yogunluk, basing gibi fiziksel 6zellikleri ve hiz,
kuvvet gibi dinamik ozellikleri tanimhidir ve 6zel akiskanlar hari¢ bu noktadan noktaya

stirekli degisim gosterir.

Hareket halinde bulunan bir akiskan kiitlesi diisiinelim. Bu kiitle i¢inde sectigimiz
noktasal bir zerrenin koordinatlari, zerre hareket halinde olduguna gore, zamana bagl
olarak: x(?), y(t), z(t) seklinde ifade edilebilir. Dogal olarak zerrenin yer vektorii denklem
3.7’deki gibi olur:

F(6) = x(0)i + y(0)] + 2(H)k (3.7)
biciminde yazilabilecektir. Bu yer vektoriiniin etki noktasi daima o noktasidir. Buna
karsilik zerrenin hareketini takip eden u¢ noktast bir C(x,y,z,¢) egrisi ¢izer. YoOriinge ise
hareket halindeki zerrenin ¢izdigi egridir. Baska bir deyisle zerrenin u¢ noktasinin
geometrik yeri yani C(x,y,z¢t) egrisine yoriinge denir. Akiskan i¢indeki zerrenin hizi

sOyledir:
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g_dr _(dx\. (dy)- (dz)»
V= t_(dtle{dtj]Jr(dtjk G-9

veya

Bi¢iminde ifade edilebilir. V= (u,v,w)vektori, V =(x,y,z,t) bigimindedir. Yani
akiskan hiz1 akim bolgesinin her noktasinda farkli olabilecegi gibi belli bir noktasinda da
zamanla degisebilir. Herhangi bir akigkanin hiz vektorleri Sekil 3.1 de gosterilmektedir.
Akiskan egrisi

o VO

e V(0) (t

u(t)

x x(t)
. y(t)

Sekil 3.1. Akiskan egrisi

Boylece yoriingenin diferansiyel denklemi,

dx d dz

_(xayazat):_y(xayazat):_(xayazat) (3.10)
u v w

olarak elde edilebilir. Baglangicta kismi diferansiyel denklem i¢in baslangi¢c degerleri su
sekildedir.
t=t,da; x=x,, Y=Y z=2z,

biciminde verilebilir. Dolayisi ile ¢6ziim, yani yoriinge egrileri:

x:x(xoayoazoat)a y:y(xoa.yoazoat)a Z:Z(-Xananoat) (311)
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Seklinde ilk sartlara ve zamana bagli olarak elde edilebilir.
3.5. Yogunluk

Yogunluk maddenin birim hacmindeki kiitlesidir. Bir maddenin yogunlugu

maddeyi olusturan molekiillerin kiitlesine ve molekiiller arasindaki mesafeye baglidir.

_ kiitle
hacim

m
— 3.12
v (3.12)
Siwvilarin  yogunlugu molekiillerin agirligmma degil, yapilarima ve molekiiller

arasindaki Waals kuvvetlerinin, 6zellikle de hidrojen baglarinin varligina baglhidir.
3.6. Reynolds Transport Teoremi

Bu teoremin amaci akiskan sisteminin analizini belirlenen kontrol hacmi analizine
dontistiirmektir. Teoreme gore akiskanimizdan bir kontrol hacmi alinir ve bu kontrol
hacmindeki fiziksel parametrelerin zamana gore degisimini verir. Bu parametreler
momentum, kiitle, enerji gibi belirtilebilir. Bu parametrelere B dersek denklem asagidaki

gibi olur [44].

fl—f:%[.[ijﬂpdV]+gﬂpUdVA (3.13)

Burada g = Z— seklinde B parametresinin kiitleye gore degisimini ifade eder.
m

Buradaki U kontrol hacminin hizi, dV hacim elemani, d4 da yiizey elemanidir.

.. B
Eger B parametresini momentum olarak alirsak bu durumda teorem % = ZF
t

olur. Buradaki F belirledigimiz kontrol hacmindeki kuvvetlerin vektdrel toplamidir. Non-
uniform (diizglin olmayan) akislarda, hesaplama yaparken diizeltme katsayisinin da dikkate
alinmasi gereklidir. Sikistirilamaz bir akista lineer momentum i¢in diizeltme katsayisi
1 U
a=— [ dddir (3.14)

0 0
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Yiizeyden uzak kisimlarda, serbest akis alaninda atalet kuvvetleri baskindir. Bu
nedenle akis, hiz ya da kuvvetler arasindaki orana gore siiflandirilir. Atalet kuvvetlerinin
viskoz kuvvetlere oranina Reynolds sayisi denir ve Re ile gosterilir. Reynolds sayisi,

diizgiin akis ve tiirbiilansl akis gibi degisik akis rejimlerini nitelemek i¢in kullanilir.

Akiskanlar mekaniginde Reynolds sayisi, bir akigskanin, atalet kuvvetlerinin (vyp)
nin viskozite kuvvetlerine (1/L) olan oranidir ve sonug olarak bu deger bu iki tip kuvvetin
belli bir akis sart1 altinda birbirine olan gdreceli 6nemini verir. Bundan o6tiirii, Reynolds

sayisi, diizgiin akis ve tiirblilansh akis gibi degisik akis rejimlerini nitelemek i¢in kullanilir.

pv L v L  AtaletKuvvetleri

(3.15)

¢ P vy  ViskoziteKuvvetleri

v,- akiskanin hizi

L — karakteristik uzunluk

p — akigkanin dinamik viskozitesi

v — akigkanin kinematik viskozitesi: v=p/ p
p- akiskanin yogunlugu

Laminar akis ifadesi bir akim 6zelligini gosterir. Diizgiin akim olarak tanimlanir.
Bu akim Reynolds sayisi ile belirlenir. Diisiikk Reynolds sayilari i¢in smnir tabaka
laminardir. Tiirbiilans akis ise akiskanin dogrusal olmayan bir sekilde akmasidir. Tersi
laminar akistir. Yiiksek Reynolds sayilari igin sinir tabaka laminardir. Reynolds sayist bir

akiskanin karakterini (laminar veya turbulansl) gosterir [45].

Akiskan sistemi kapali bir yiizey ile tanimlanan alandir ve bu sistemin sekli
zamanla degisebilir. Kontrol hacmi ise uzayda tanimlanan sabit bir bolgedir ve kontrol

hacmi hareket etmez, sekli zamana gore degismez, sabittir.

Sistem S,kontrol hacmi CV olsun. “X” akiskanin herhangi bir 6zelliginin sistem (S)
igerisindeki toplam miktarin1 simgelesin (kiitle, enerji, momentum). Herhangi bir t aninda,

sistem (S) ve kontrol hacmi (CV) sinirlar1 tamamenaynidir.
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(xs ); = (xCV )z (3.16)

t+ Dt aninda S, CV boyunca yer degistirir, ve bu sirada sekil de degistirebilir.
Kiigiik bir miktar yeni akiskan AV, CV’ye girerken, kiigiik bir miktar da AV CV’yi

A in d A out
terk eder. CV’ye giren ve ¢ikan bu akigkan igerisinde, belli miktarda X ( oy and St )

tasinmaktadir.

(xs )t+At = (xCV )t+At + Axg;/t - Axich (3.17)

Denklem (3.17) ’den (3.16) cikarilip;

(xs )t+At - (xs )z = (xCV )H—At - (xCV ); + Axgth - Axich
Axg = Axey + Axgl;/t - AleV

dt ’ye boliiniir ve limit alinirsa (At—0),

out in
dx _ dx, N dxgy  dxgy

dt dt dt dt

(3.18)

Denklemi elde edilir.

Akis alani

Sekil 3.2. Akim tiiplindeki akis olay1
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Sekil 3.2°ye bakildiginda siireklilik denkliginden kiitlenin korunumu geregi
m = pU, A4, = p,U, A, ifadesi yazilabilir.

Akim ¢izgilerinden olusan bir akim tiipii ele alinirsa. Akigkan streamtube icerisine
U; hizinda ve A; kesit alanindan girip, U, hizinda A; kesit alanindan ¢iktig1 varsayilsin.

Reynolds Transport Teorisi’ne gore asagidaki denklem yazilabilir [46];

out in
dx _ dx ., N dxcy  dxgy

3.19
dt dt dt dt (3-19)
x: kiitle (m) i¢in esitlik denklem 3.20’dedir:
dmg _ dme, N dmfy  dmg, (3.20)

dt dt dt dt

3.7. Siireklilik Denklemi

Kiitlenin korunumu prensibi; Fransiz kimyacisi, A.L. Lavaisier tarafindan klasik
olarak; “madde ne yoktan var edilebilir ne de yok edilebilir” seklinde ifade edilmistir.
Bunun bir akim borusu icerisinde akmakta olan kararli bir akisa uygulanmasina siireklilik
denklemi denir. Bu tanim; bir akim tiipli icerisinde kesitten kesite akisin siirekliligi

anlamina gelir[47].

Stireklilik denklemi bir akigkanin kiitle ve hacminin zamana ve konuma gore
degisimini inceler. Akiskandan alinan bir kontrol hacminin genel siireklilik denklemi

sOyledir:

—+—+
dt

Aax dy de (3-21)

Buradaki u,v,w ifadeleri x,y ve z yonlii hiz bilesenleridir. Bir boru i¢indeki akis ele

alinirsa, bir kesitten birim zamanda gecen kiitle miktari, boruya yeni akis eklenmedigi ya

da disariya akis verilmedigi siirece sabittir.
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3.8. Akiskan Hareketini Yoneten Genel Denklemler

Akiskanlarin hareketleri incelenirken bir boyutlu akimlarin uygulamalarda ok
onemli bir yeri vardir. Basitligi nedeniyle uygulamalarda ilk yaklasimlarda akimlar bir
boyutlu kabul edilerek incelenir. Bir boyutlu akimin incelenmesi tamamlandiktan sonra bu
yeterli olmazsa iki ve {i¢ boyutlu halleri ele alinir. Bu yapilirken bir boyutlu olan inceleme

sonuclarindan yararlanmak gerekir. Burada akim ¢izgisi 6nemli bir yer tutmaktadir.

Akistaki yogunluk degisimleri ihmal edilebiliyorsa akis sikistirilamaz, ihmal
edilemiyorsa sikistirilabilir akiskan olarak adlandirilir. Genellikle sivilar sikistirilamaz
gazlar ise sikistirilabilir akigkanlar olarak tanimlanirlar. Fakat her ikisi iginde bazi

istisnalar vardir. Temel kriter Mach sayisidir.
Vv :
Mach = Ma = C <0.31se (3.22)

akis sikistirilamaz olarak kabul edilir(V:akigskan hizi, C:yerel ses hiz1).

Akim ¢izgisi, bir akim bolgesi i¢inde bulunan ve ilizerindeki her noktada, hareketli
akiskanin o noktadaki, hiz vektoriinii teget kabul eden egridir. Buradan su sonuglara
varilabilir: Akim ¢izgisinin bir tarafindaki akiskan diger tarafa gegemez. Akim ¢izgileri
birbiri ile kesismezler. Akim ¢izgileri akim bolgesi i¢inde baglamazlar ve sonlanmazlar
yani sonsuzdan sonsuza uzanir. Viskozitesiz akiskanlarda nesnenin sinir1 ile akim ¢izgisi

aynt anlami tasir. Sekil 3.3’de uzayda sabit konumlu ve sonlu kontrol hacmi Ornegi

Kontrol yiizeyi

verilmistir:

Kontrol hacmi

Sekil 3.3. Sabit konumlu sonlu kontrol hacmi [48].
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3.8.1.Debi

Debi, bir akiskanin aktigi yerin herhangi bir kesitinden birim zamanda gegen
akiskan hacmidir. Boyutu hacim / zaman, genellikle kullamilan metrik birimi m*/sndir.

Yaygin gostergesi Q harfidir. Sekil 3.4’de bir prizmadaki akiskanin debisini

gostermektedir.
>
v
) =
\ il 5.
e
v
Sekil 3.4. Prizmadaki akiskanin debisi [48].
A, Yiizey Alani
V, Akiskanin birim zamanda aldig yol
n, Yiizey normali
h, Prizmanin yiiksekligi

hacimsel debi = Birim zamanda A yiizeyinden gecen akiskan hacmi = prizmanmn hacmi =

Taban alani x Yiikseklik

0= A1) (3.23)

Kiitlesel debi = Hacimsel debi x yogunluk

m=p.0=p.AV.n) (3.24)
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3.8.2.Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Miihendislikte uygulamalarda karsimiza fiziksel problemler ¢ikmaktadir. Fiziksel
problemler genellikle birer kismi diferansiyel denklemle ifade edilir. Kismi diferansiyel
denklemlerini griddeki koordinat sisteminde genel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

0’u o’u  0’u ou  Ou

+b + +d—+e—+fu+g=0 3.25
a8x2 oxoy oy’ ox eay futsg (3-23)

Yukaridaki denklemde a,b,c,d,e, f ve g katsayilar1 birer sabit olabilecegi gibi
bagimsiz degiskenler olan x ve y nin de fonksiyonu olabilirler. Eger boyle olursa bu tiir
diferansiyel denklemlere Lineer Diferansiyel Denklemler denmektedir. Katsayilar bagimli
degisken veya onun tlirevlerinin fonksiyonu olursa Nonlineer Diferansiyel Denklemler

olarak adlandirilir. Yukaridaki genel denklemde eger;

1. b*> —4ac < Oise bu tiir denklemlere parabolik
2. b* —4ac = Oise bu tiir denklemlere eliptik

3. b’ —4ac > Oise bu tiir denklemlere hiperbolik kismi diferansiyel denklemler denir.

Ornegin asagidaki denklem elektrik miihendisliginde elektrik ve manyetik alanim

ve makine miihendisliginde sicaklik dagilimini karakterize etmektedir.

0'u 0%u B

aa)c_2+@,_2_0 (326)

Benzer sekilde asagidaki hiperbolik diferansiyel denklem miihendislik dallarinda
dalga denklemi olarak uygulamaya konmaktadir.
2 2
PR (3.27)
ox~ Oy
Asagida3.28’deki diferansiyel denklem ise parabolik denklem olup difizyon
denklemi olarak bilinmektedir. Bu denklem 1s1 iletimi gibi difizyon problemlerini
karakterize etmektedir.
o’u  Ou B
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Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in ii¢ yontem kullanilmaktadir.

Bunlar, sonlu elemanlar, sonlu farklar ve sonlu hacimler yontemleridir.

3.8.3. Genel Denklemlerin integral Formlar:
Siireklilik denkleminin integral formu;

Kiitlenin korunumu prensibi : Kiitle yok edilemez / yoktan var edilemez

vkontrol hacminin S ylizeyinden vkontrol hacmindeki kiitle

miktarinin birim zamandaki degisimi
birim zamanda gikan net kiitle miktari

= 0
= Ljp.V.ndS = —ajyp.du

=~ o
J;jp.V.ndS = —Ejijp.dv (3.29)
Sonug olarak stireklilik denkleminin integral formu[48]:

%” j p.dv + 'U pVandS=0 (3.30)
Vv

Momentum denkleminin integral formu ise asagidadir;
Hareketin korunumu prensibi: Dis kuvvetler toplami atalet kuvvetine esittir [48].

Sabit kiitle i¢in,

—

- - dv — d -
SF-mi=ntl = S F =t n) e
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Dis kuvvetler toplam1 = Momentumun birim zamandaki degisimi
Dis Kuvvetler
Biinyesel Kuvvetler Gravitasyonel kuvvetler

Elektromanyetik kuvvetler
[[[£.pdv

Not: f birim kiitleye etkiyen biinyesel kuvvettir.
Yiizeysel kuvvetler Basing kuvvetleri;
- j I p.ndsS
S

Tegetsel kuvvetler;

F visc
Momentumun birim zamandaki degisimi asagidaki gibi gosterilebilir;

Tablo 3.1. Kontrol yiizeyindeki momentum degisimleri

Kontrol yiizeyinden ¢ikan
ve giren kiitlelerin tasidiklari

momentumlar arasindaki fark I I (pV.ndS)V
S

Kontrol yiizeyindeki kiitle
iktarinin degisiminden g (pdv).V
" ot

kaynaklanan momentum degisimi

45



Sonug olarak momentum denkleminin integral formu sdyle olur [48]:

HI pv V*U pV nds)V —HP”dHFerfpdv (3.32)

3.8.4.Genel Denklemlerin Diferansiyel Formlar:

Stireklilik  denkleminin diferansiyel formu asagidaki islemler sonucunda

bulunabilir;

Stireklilik denkleminin integral formu:
0
Empdszjpy.ndszo (3.33)

Yiizey integrali hacim integraline doniistiiriilerek,

j j (p.V).ndS = j j j V(p)dv (3.34)
N v
Integraller birlestirilerek,

I” [ +V(p. V)}dv =0 seklinde denklem elde edilir [48]. (3.35)

Kontrol hacmi sonsuz kiigiik yapildiginda integrand sifira esitlenerek siireklilik

denkleminin diferansiyel formu,

% +V(p.V)=0 Daimi akim i¢in %—’f =0, V(pJV)=0dur.

ot

Materyal tlirev tanimini kullanarak

@+VVp 0 Daimi, sikistirilmaz ak1m =0 , V¥ =0 olur.

Dt Dt
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Momentum denkleminin diferansiyel formu asagidaki islemler sonucu elde

edilmektedir;

Momentum denkleminin integral formu:
mpdv V+”ands —Hpnds+F+mfpdv (3.36)

Basingla ilgili yiizey integrali hacim integraline doniistiiriilerek asagidaki denklem

elde edilir [48]:
% [[[Coav)y + [[ (o nds)v =~[[[V pdv+F +[[[ f.pdv (3.37)

Bu vektorel esitlik 6rnegin bir (x,y,z) kartezyen koordinat sisteminde

Hiz vektorii V=ul+vj+wk
Tegetsel kuvvet vektorii F vise= Fyviscl + F y_mcf+ Fz_mj
Biinyesel kuvvet vektorii f =f 0+ fy] + £,k

Olmak {lizere ii¢ bilesene ayrilarak drnegin x bileseni agagidaki gibidir.
m pv)u + ”(pﬁds)u =-[I1% Ly F+ [ st (3.38)
Aki terimi hacim integraline doniistiiriilerek ve integraller birlestirilerek

m[c’i(w) +v(pyu)}dv = j”[——+ o p.fx}dv (3.39)

Kontrol hacmi sonsuz kii¢lik yapilarak Momentum denkleminin diferansiyel formu

veya Navier-Stokes denklemleri asagidaki gibi olur [49]:

o(pu)
ot

+V(pVu) = —‘2—’; +f +pf (3.40)
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Benzer sekilde y bilesenti,

a(pv) = op
S V(pV v =—L4f  +p. 3.41
al‘ (p v) ay y*VlSC pf‘y ( )

Benzer islemlerle z bilesenti,

%W(pim - —Z—”+fm i pf. (3.42)
zZ

Daimi akim 2 =0
t

Biinyesel kuvvet ihmal edilirse f =0

Viskoz etkiler thmal edilirse f vise= 0

Euler denklemi ise asagidaki gibi olur [49]:

Vo )= —2—;’ (3.43)
v(p.ﬁ.v)=_g_/y’ (3.44)
v(pﬁ.w)= —‘Z—’Z’ (3.45)

Veya Navier-Stokes denklemlerinde,

x bileseninde,

Ap) o 7 )__%
o +V(p.V.u)— P~ +f e TP (3.46)
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Soldaki terimler agilirsa agsagidaki denklem elde edilir,

ou @ o =\  Op
—+u—+pVNVu+uV\pV|=——+f . +p.
poTU P ) o ST PS,

Diizenlenirse asagidaki denklem elde edilir,

op - ou = op
—+ VoV |+ pl —+VVu |=———+ . TP
u{ o (p )} p{ v u} o TS t P

Ilk terim siireklilik denklemi geregi sifir olup,

p[a_“ VVu} = —8—p+ Sovise TP
ot Ox e

Materyal tiirev kavrami kullanilarak p% = _2_,0 + 1o T P-S,
t X )

. . . Dy op
Aymni sekilde y bileseni, —=——4f __ +p.
yni s y biles Y o Syise ¥ P-S,

Ayni sekilde z bileseni Dw _ _8_,0

— = + 1+ p.
P = Sosise TP

Denklemleri elde edilir.
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4. NAVIER-STOKES DENKLEMLERI

Ismini Claude-Louis Navier ve George Gabriel Stokes’ten almigtir. Bu denklemler
stvilar ve gazlar gibi akigkanlarin hareketlerini tanimlamay1 saglayan denklemlere sahiptir.
Navier-Stokes denklemleri, sikistirilamaz sivilarin akislarini agiklayan temel diferansiyel
denklemlerdir. ~ Akigkan hareketleri Navier-Stokes ve siireklilik  denklemiyle

tanimlanabilir[49].

Navier-Stokes denklemleri akiskanlar dinamiginin en ¢ok bilinen temel
denklemlerindendir. Teorik calismalarda bu denklemlerin basitlestirilmis sekillerinin
analitik ¢ozlimleri yapilmakta ve uygun sonuglar elde edilmektedir. Fakat teorik ¢aligmalar
cok kisith durumlar i¢in yapilabildiginden giiniimiizde biiyiik 6l¢iide terk edilmis ve

sayisal calismalara agirlik verilmistir [50].

Navier-Stokes denklemleri bir akigskanin bilinyesinde bulunan birim kiitledeki
momentum degisimlerinin, basing degisimleri ve viskoz kuvvetlerinin toplamina esit
oldugunu belirtir. Bu denklemler uygulamaya konmadan 6nce bazi 6n kabullerin yapilmasi
gerekmektedir. Aksi takdirde bu denklemlerin analitik ¢6ziimlerinde oldukg¢a zorluklar
yasanir. Oncelikle akiskanin siirekli oldugu kabul edilir. Yani akigkanin tamammin ayni
ozellikte oldugu icinde farkli formlar bulunmadigi kabul edilir. Bir baska kabulde tiim

alanlarin basing, hiz, yogunluk, sicaklik vs. diferansiyel oldugudur [51].

Matematikgilerin ve fizikcilerin ¢ok fazla ihtiya¢ duyduklari denklemler olan
Navier-Stokes denklemleri 19.yy’da yazilmistir. Ancak giliniimiizde hala c¢ok azi
anlagilabilmistir. Bu denklemler ilk olarak 1800’lerde formiile edilmistir ve bir kati
maddenin etrafindaki suda, bir ucagin kanadi {izerindeki havada veya kalpten pompalanan
kanda oldugu gibi akiskan ve gazlarin hareketini ifade eder. Navier-Stokes denklemleri,
fen ve mihendislik alanindaki denklem tiirlerine benzer. Fakat bu durumda, goriiniis
aldatict olabilir. Simdiye kadar, bu denklemlerin ¢oziildiigii genel bir formiiliin nasil
bulunacagina dair bir ipucu bulunamamistir. Fakat denklemlerin kendileri, bu problemlerin
anlagilmasini saglar. Bu denklemlerin ¢6ziildiigli genel bir formiiliin olmayisi; gemi
mithendislerinin daha iyi gemiler tasarlamasina, ugak miihendislerinin daha iyi ucaklar

yapmasina veya tibbi cihaz yapan miihendislerin yapay organlar gelistirmesine engel



olmamaktadir.

Navier-Stokes denklemlerinin diizlem levha etrafindaki akim problemi gibi ¢ok
basit problemlerde bile yetersiz olabilme ihtimali vardir. Durum bdyleyken incelemesini
yaptigimiz akiskanin kenarinda ya da icinde karmasik bicimde kati cisimlerin olmasi
durumunda bu denklemler yetersiz olabilmekte ve buldugumuz ¢oziimler anlamsiz hale
gelebilmektedir. Bu durumda kayma gerilme hesaplarin1 yaptigimiz ya da akiskan ile kati
cisim arasindaki siirtinme kuvvetinin hesab1 i¢in bu denklemlere farkli yollardan
yaklasabiliriz. Ornegin prandtl kenar tabaka teorisi kullanilabilecek yontemlerden biri

olabilir [52].
4.1. Navier-Stokes Denklemlerinin Kullanim Alanlar

Bu denklemler kullanisli denklemlerdendir. Akiskanlarin davranisi, Navier—Stokes
denklemlerini igeren, bir grup kismi diferansiyel denklemler ile tanimlanir. Ozellikle
akademik ve ekonomik bir¢ok olaym fizigini agiklamaktadir. Hava akimlar1 ve okyanus
akintilarinin, boru igindeki su akisinin, galaksideki yildiz hareketlerinin, kanat etrafindaki

hava akimlarinin modellenmesinde ve hesaplarinda sikc¢a kullanilirlar [49].

Bu denklemler ve bunlarin tiirevleri elektrigin ¢alismasindan ugaklarin yapimina
hava tahminlerinden gemilerin insasina kadar pek c¢ok alanda kullanilan ve isleri

kolaylastiran denklemlerdendir.

Akiskanlarin hareketi ile ilgili olarak pratikte karsimiza ¢ikan durum genellikle
tirblilansdir. Tirbiilans akigkan hareketinde, akim1 meydana getiren biiyiikliiklerin zaman
ve konuma gore degisimlerin diizenli olmamasi nedeniyle, tiirbiilanslhi akigkanlarin
coziimlenmesinde istatistiksel ortalama biiyiikliikler g6z 6niinde bulundurulur. Gilintimiizde
yapilan CFD calismalarinda; tiirblilansh akisi karakterize eden zaman ortalamali Navier-

Stokes denklemleri kullanilmaktadir [53].

Ozellikle tiirbiilansli akislarin ¢dziimlenmesi gerektigi durumlarda bu denklemlere
sik¢a bagvurulur. Ciinkii bu tiir problemlerin sayisal olarak ¢oziilmesindeki en biiyiik sorun
yiiksek bilgisayar kapasitesi gerektirmesidir. Fakat tlirbiilans ¢ok kiiglik 6lgek ve zaman
araliginda meydana gelmektedir. Iste bu yilizden zamana bagli Navier-Stokes

denklemlerinin ¢oziimiinden yararlanilir.

Ayrica bu denklemler sig su denklemlerini ortaya ¢ikarmada, hesaplamali
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akiskanlar dinamigini ilgilendiren caligmalarda, Makine miihendisliginde, Bilgisayar
miithendisliginde, Tesisat mithendisliginde, Gemi miihendisliginde ve maliyet ve zamandan
saglanan kazanimlarindan dolay1 akiskanlarin modellenmesi esnasinda ortaya ¢ikan

problemleri ¢ozmede kullanilmaktadir.
4.2.Navier-Stokes Denklemlerinin Tiiretilmesi

Miihendislikte analitik ¢ozlimleri bulunamayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii
sayisal metotlarla yapilir. Denklemler,3 temel korunum kanunu olan momentum, enetji ve
kiitle korunumunun temel prensiplerinden elde edilir. Bu yiizden, bazi durumlarda kontrol
hacmi dedigimiz, rastgele sec¢ilmis sonlu bir hacim belirlemek gereklidir, bu hacim
tizerinde bu prensipler kolayca uygulanabilir. Bu sonlu hacim Q ile gosterilir ve akim
yiizeyi smirlandirilir. Kontrol hacmi, sabit kalabilir veya akiskan ile hareket edebilir.
Temel kabuller bunlardir, bununla beraber, farkli uygulamalarda 6zel kabullerde

yapilabilir.
Navier-Stokes denklemleri, asagidaki korunum kanunlarindan tiiretilir:

Kiitle

v

v Enerji
v" Momentum
v

Acisal momentum

Bir cismin kiitlesiyle hizinin ¢arpimina o cismin momentumu denir. Hiz vektorel bir
biiyiikliik oldugundan momentum da vektoreldir. Fakat ©onemli olan momentum
korunumudur. Ayrica, akigkan i¢in bir durum denklemi bagintist kabulii yapilmasi
gereklidir. En genel bicimde, bir korunum kanunu sunu ifade eder, bir kontrol hacmi
tizerinde tanimlanmis hacim 6zelligi (bulk property) degisiminin orant L hacim siirlari
boyunca hareket eden akigkanin disar1 tasidigi kayip ve art1 kontrol hacminin i¢ tarafindaki

kazanglar ve kayiplara esit kabul edilir. Bu, asagidaki integral denklemi ile ifade edilir.

% j LdQ =— i} Lv.ndoQ + i 0dQ (4.1)

Q

Bu denklemde v akiskanin hiz1 ve Q akiskan i¢indeki kazanglar ve kayiplar olarak

ifade edilir. Eger kontrol hacmi bosluk icinde sabitlenmis ise bu integral denkleminden

52



asagidaki sekilde bir ifade yazilabilir.
4 j LdQ=— j V.(Lv)oQ + j 0dQ) (4.2)
dt Q Q Q

Kontrol hacmini sonsuz kiigiik yaparak momentum denkleminin diferansiyel

formunu veya Navier-Stokes denklemleri asagida goriilebilir [54]:

x bileseni M + V(pfu)= _op S T PS (4.3)
ot ox
. oev) o 7. _op
y bileseni A VaA@ A V(va)z Lt frie + P, (4.4)
ot o g
z bileseni 8(8,0;4/) + V(pﬁw)= - Z_,D + fosiee T PS (4.5)
z

Akiskanlarin genel navier-stokes denklemi asagidaki gibidir [54]:

0’u

(A+ 26V (Vt) = pv(Vxu) = p = (4.6)
r
Sikistirilamaz akigkanlarin denklemi agagida verilmistir,

—+uVu =—E+vvzu, (4.7)
ot o,

Buradaki v kinematik viskozite, u akigkanin hizi, p viskozite sabiti, p basing ve p

akiskanin yogunlugudur. Momentumun korunumu ig¢in Navier-Stokes denklemlerinin

genel bi¢imi asagidaki denklemde verilmistir:

p%w. Pt p.f (4.8)

Buradaki p akiskanin yogunlugu, ¥ hiz vektorii ve f kitle kuvvet vektoriidiir.
tensorii ise akigkan parcacigi lizerindeki yiizey kuvvetleridir.

Navier-Stokes denklemleri en genel manada 2 bdoliim igermektedir. Bunlar
momentum denklemi ve sikistirilmazlik sarti denklemi(kiitle korunumu denklemi).

Momentum denklemi Newtonun ikinci yasasindan (F=m.a) tiiretilir. Bu karmagsik bir
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denklemdir. Bu denklem 4 adimla agiklanabilir.

e Suyun yatay hareketi
e Dagilma, dokiilme
e Projeksiyon

e Kuvvet

Sikistirilmazlik sart1 veya kabulii V. = 0dur.

Momentum denklemi asagidaki gibi yazilabilir.
, 1
u, =—uNyu+wWu-—VP+ f
P (4.9)

Notation agildiginda,

Kiitlenin korunumundan asagidaki denklem elde edilir.

op  pu)  9(py) O(pw) _ (4.10)
ot oy oy 0z

Navier-Stokes denkleminin bdliimlerinden olan momentum korunumu asagidaki

denklemlerle matematiksel olarak ifade edilebilir.

ou ou® ouv ouw  OP 0'u 0*u 0u

—+ + + =——+g +V( + + )

o ox oy Oz ox ox® oy’ oz’ (4.11)
ov owu v ovw oP ov o*v o’v

—+ + + =——+g, tviS+_5+—)

o ox oy Oz oy ox~ oy° oz (4.12)
ow owu owv ow' 0P *w 0w 0w

—+ + + =—+g. tvF+—F+——)

o0 ox oy 0z Oz ox~ Oy 0z (4.13)
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Yukaridaki denklemlerde u,v,w x,y,z yoniindeki hizlardir.
2 Boyutlu diisiiniiliirse asagidaki denklemler elde edilir.

ou Ov
+ =

—+—=0

ox  Qy (4.14)
Pla "o Ton|” o BT T o7 415)
Pl o Tl o BT e T et 416
Euler denklemi asagida verilmistir, siirtiinmesiz akis ( x =0) kabul edilir.

bV _ —a—P+pg (4.17)

p?t ox

Navier-Stokes denklemi agsamali olarak denklemlerle agsagidaki gibi yazilabilir:

Akiskandaki damlanin hiz1

Du i
Di

Newtonun yasasi geregi (F=ma)

D
m—u = Folur.

Dt

Yukaridaki denkleme yer ¢cekimi kuvveti de eklenirse,

m 2%~ mg + K denklemi elde edilir.

Dt

Yukaridaki denkleme basing da eklenirse,
D

m—2 = mg —vVP + K olur.
Dt

Yukaridaki denkleme akiskanin viskozitesi de eklenirse,
Du . .
mE =mg —vVP +vuVgVu denklemi elde edilir.

Yukaridaki denklemde her iki taraf m ye boliiniirse,
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D o Y 9p 4 1iVeVu denklemi elde edilir.
Dt m m

Yukaridaki denklemde p = n geregi yogunluk yerlestirilirse,
v

Du  19p—giHvgvs (4.18)
Dt p P

olarak Navier-Stokes genel denklemi elde edilmis olur.

M Ju(a > 0)drr,
dt

Navier-Stokes denklemleri ¢aligmalarda ihtiyaca gore bazi durumlarda degisik
formlara basitlestirilerek, sadelestirilerek kullanilir. Ornegin Newtonyen akiskanlar,
Brigham akiskanlari, Powe-law akiskani, Sikistirilamaz akiskanlar vs. gibi akiskanlarin her

birinde Navier Stokes’in farkli bir bigimi kullanilir.

4.3.Navier-Stokes Denklemlerinin Sayisal Coziimii

Navier-Stokes denkleminin genel formu, p(? +v.Vv) = -VP+ Vv + pg
t

Atmosfer basinci

Sekil 4.1. Akista Navier-Stokes denklemi



Sekil 4.1°de akigkanin hizi x,y,z koordinat sisteminde V,,V, ve V,dir. Sekil 4.1°1

goz Oniine alirsak akiskan z yoniinde gitmektedir. Bu yilizden V.,V hizlan sifir olarak

V. 0
kabul edilir. V' = |V, =0
VZ z

xyz xyz

Kiitle korunumu geregi, siireklilik denklemi asagidadir.

X va aVz _
% Eg\ %\ gx)ﬁ-p(a;\-i- a})\Jraz)—o (4.19)

Diizgiin akimlar, siirekli ak1$9 5 — 0 dir.
t

Siirekli sikistirilamaz akiskanlar—> p igerir.

Buradan kiitlenin korunumu i¢in agagidaki denklem elde edilir:

v, _ 0
0z

Sikistirllamaz akiskanlar i¢cin Kartezyen koordinat sisteminde 3 bilesen asagida

gosterilmistir:

p(§>\+v X\>\+v \Q}\ +v é\é\) = ——x+y(\& é}x é\}\ )+ g, (4.20)

\sz avy avy v, __op \2 Yzz \@\
o( 6>\+ 8x + & +v, éX\) +,u( 8}\ 8}\ }\ )+pgy (4.21)

v Y v ov 8P oy 82\/ 5\2
RKZ + %Z + %Z + =)= + 4.22
p( P Y, P vy 5 v, Oz ) 82 /’l( Ox 2 8 P a\ ) Pg. ( )
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Yukaridaki denklemler iizerinde gerekli islemler yapildiginda asagidaki sonuglara

ulagilir:

x bileseni: 0 = _oP + 08,
ox

y bileseni:  0=-—+pg,

zbileseni: O0=—-—+ u(——+—>)+ pg.
Y

g.sinf

Sekil 4.2. Akiskanin hiz bilesenleri

Yer ¢ekiminin bilesenlerine bakildiginda asagidaki ifade yazilabilir,

gsinf | g,
= 0 g,
gecosp | g.

Bu sonuca gore denklemler tekrar diizenlenirse,
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Navier-Stokes x bileseni : 0= —Z—P + pgsin S
X

op = pgsin (4.23)
Ox
. . . OP
Navier-Stokes y bileseni : 0 = > (4.24)
v
2 2
Navier-Stokes z bileseni : 0 = —%§+ ,u(aa sz + %) + pgcos (4.25)
X

P atmosfer basincina bakildiginda z yoniindeki degerinin sifir oldugu goriiliir. Ayni
sekilde akim yoniine bakildiginda y bileseninin sifir oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak z

bileseni asagidaki gibi olacaktir.

P# f(2)

2
o°v,

V. # f(y)wide) 0= u 3

2
X

+ pg cos S olur.

Kiitle korunumu geregi, aa"z 0 Akimin yonii geregi, v, ~0
z

0’v. _ pgcosf .

ox® Y7,
0%v. ov,
Z=aq, =ax+c,
Ox Oox
2
V. :%+clx+cz (4.26)

olarak bulunur.

Sinir sartlarina bakildiginda karsimiza hiz ve akimin bulundugu yerin genisligi

¢ikacaktir. Burada hiz V. =0 ve denklemdeki x=H olursa denklem asagidaki gibi olacaktir.

z

2

H
0= a2 +e,H+oc, (4.27)
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Navier-Stokes denklemleri sadece 6zel durumlarda cebirsel olarak ¢ozilebilir.
Sayisal ¢oziim yaklagik olarak bulunur. Bilgisayar ile ¢oziilebilen cebirsel denklem sistemi
diferansiyel denklemlerin yaklasik olarak ayriklastirilmasi metodunu kullanir. Bu metodlar

sunlardir:

¢ Sonlu Hacimler Metodu(Finite Volume Method)
¢ Sonlu Farklar Metodu(FiniteDifferenceMethod)

¢ Sonlu Elemanlar Metodu(Finite Element Method)

Sayisal metodlarda kullanilan grid yapilari; yapisal grid, yapisal olmayan grid ve
blok-yapisal olarak ii¢ boliime ayrilabilir. Bu gridler asagida Sekil 4.3, Sekil 4.4 ve Sekil
4.5°de gosterilmektedir. Yapisal ag sisteminde biitiin diigiimlerin etrafinda ayni sayida

elemanlar bulunurken yapisal olmayan ag sisteminde her tirlii geometrilere

rastlanabilmektedir ve diizensiz veri yapisina sahiptir.

Sekil 4.3. Yapisal ag

Sekil 4.4. Yapisal olmayan ag

Sekil 4.5. Hibrit ag

4.3.1.Sonlu Hacimler Metodu

Hesaplama alani1 belirli sayida sonlu hacimlere boliiniir. Sistemdeki her sonlu hacim
pargasina korunum denklemleri uygulanir. Hesaplanacak bagimli degisken sonlu hacmin
merkezindeki kontrol noktasindaki deger ile ifade edilir. Sonlu hacim yiizeyindeki akilar
interpolasyon ile bulunur. Elde edilen tiim cebirsel denklemler uygun metotlar ile

¢Oziimlenir.
Sonlu hacimler metodunda yaklagim ii¢ seviyede gergeklesir.

e Yiizey, hacim ve zaman i¢in yaklasik integraller hesaplanir.
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e Interpolasyon

e Tiirev alma
Integral hesaplamada en ¢ok asagidaki kurallara bakilir [55].

e Orta nokta kurali
e Trapezoid kurali

e Simpson kurali

Yin

. .NW .N .NE .
y.i [ A nw I ne

° Ay o «—jw 'P e e 'E ° Kontrol ~ Hacmi
A v sw s se Se cv

' }
] QSW OS .SE .
X, X X X1

Sekil 4.6. Sonlu Hacimler Metodu [56].

Sonlu hacimler metodundaki ilk adim ¢6ziim bolgesinin kontrol hacimlerine
bolinmesidir. Sekil 4.6’ya bakildiginda géz 6niine alinan bir kontrol noktasi P ile, bunun
solundaki (batisindaki) ve sagindaki (dogusundaki) kontrol noktalar1 sirasiyla W ve E
olarak, P yi gevreleyen kontrol hacminin sol (bati)) sinirt w ve sag sinir1 da e ile
adlandirilmaktadir. Noktalar ve smirlar arasindaki mesafeler ayrica sekil {izerinde

belirtilmistir.

Sonlu hacimler metodunun en 6nemli adimi ikinci adimdir. Bu adimda problemi
yoneten denklem veya denklemler P kontrol noktasinda ayriklastirilmis bir denklem elde
etmek icin kontrol hacmi iizerinde integre edilir. Bu hesaplamalar yapildiktan sonra

asagidaki denklem elde edilir.
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[m?] —[FA?] +SAV =0 (4.28)

x Je x Jw

Burada AV hiicrenin hacmini, S kaynak biiyiikliigiiniin bu hacim igerisindeki

ortalama degerini (birim hacim basina ortalama deger), 4 ise hiicre smirinin alanini

belirtmektedir.

Sonlu hacimler metodunun iigiincii ve son adiminda denklemler biitiin kontrol
noktalarinda kurulur. C6ziim sinirindaki kontrol hacimleri i¢in denklem sinir kosullarini da
kapsayacak sekilde diizenlenmelidir. Sonug olarak ortaya ¢ikan denklem takimi ¢oziilerek

@ biiyiikligiiniin kontrol noktalarindaki degerleri elde edilir [57].

4.3.2.Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu elemanlar metodu, karmasik olan miihendislik problemlerinde kullanilan
sayisal metotdur. Ik kullanimi 1950 1i yillarda insaat miihendisliginde olan bu method
bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle beraber etkin olarak kullanilmaya baslandi. Son 40

yilda gelisen sayisal hesaplama yontemleri igcinde 6nemli bir yer tutmaktadir [58].

Sonlu elemanlar metodu yapisal mekanik problemleri i¢in gelistirilmis olmasina
ragmen dayandigi esaslarin genelligi dolayisiyla yontem akiskanlar mekanigi, zemin
mekanigi, u¢ak miihendisligi, niikleer miithendislik, elektromanyetik alanlar, termal analiz
ve daha sayabilecegimiz pek ¢ok miihendislik ve fizik problemlerinin ¢éziimiinde arag

olarak kullanilmaktadir.

Sonlu elemanlar metodunda sistem parcalara ayrilarak ¢oziimler bulunur. Bu
metotda diizensiz ve karmasik geometriye sahip sistemler incelenebilir. Ayrica degisik ve
karmagik malzeme 6zellikleri olan yap1 ve sistemlerde uygulanabilmektedir. Bu metodla

fiziksel sistemler matematiksel olarak ifade edilir.

Sonlu elemanlar metodundaki mantik karmasik problemleri basite indirgeyerek
¢Oziimii bulmaktir. Bu matodda esas problem basite indirgendigi i¢in kesin ¢oziimden
uzaklasilir ve yaklasik ¢ozlimler bulunur. Fakat ¢6ziim iizerinde ugrasilarak kesin ¢éziime

cok yakin ¢oziimler bulunabilmektedir [59].

62



Sonlu elemanlar metodu 1950’lerde kullanilmaya baglansa da mantig1 birkag ytizyil
oncesine dayanmaktadir. Bir dairenin g¢evresini hesaplamak i¢in matematik¢iler cokgene
indirgeyerek ¢oziim bulma yoluna gitmislerdir. Sekil 4.7°deki gibi bu yontemle dairenin
cevresi dairenin disindaki cokgenle igindeki ¢okgen arasindaki yaklasik deger olarak

bulunmaktadir. Kesin sonuca daha da yaklagmak i¢in ¢okgenin kenar sayisi arttirilabilir.

Sekil 4.7. Dairenin ¢evresinin sonlu

elemanlar yaklagimi ile bulunmasi

Sonlu elemanlar metodunda kati sivi ve gaz gibi gercek cisimler sonlu eleman adi
verilen alt boliimlere ayrilarak birbirine baglanirlar. Bu elemanlar birbirlerine digiim

noktasi ad1 verilen noktalarda baglanirlar.

Sonlu elemanlar metodunda ilk basamak sistemi sonlu elemanlara ayirmaktir.
Sonraki islem her elemanin 6zelliklerinin formiile edilmesidir. Ardindan yapinin ve ¢éziim
bolgesinin modelinin olusturulabilmesi i¢in elemanlar birlestirilmelidir. Her bir eleman
icin bulunmus olan denklemler birlestirilerek genel denklem elde edilir. Bilinmeyen
diiglim noktasinin 6zellikleri bulunur. Genel denge denklemleri, problemin sinir sartlan
uygulanarak diizeltilir ve daha sonra diiglim noktalarinin Ozellikleri ve degerleri

¢Ozulir[59].
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5. SONLU FARKLAR YONTEMIi

Matematikteki bir¢ok problem siirekli ve degisken olabilmektedir. Bundan dolay1
problemler i¢in fonksiyonlar formiiller seklinde verilebilir ve degiskenlere degerler
verilerek fonksiyonun ¢oziimleri bulunabilir. Fakat bazi durumlarda fonksiyonlar birtakim
noktalarda belirlenmis olabilir. Bu durumda sonlu farklar matematigi kullanilarak her bir

noktada fonksiyonun ¢6zlimii i¢in iyi bir tahmin yapilabilir.

Sonlu farklar yontemi birgok kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde
kullanilmaktadir. Bir kismi diferansiyel denklem sonlu farklar yaklasimiyla ¢oziiliirken
problemin ¢6ziim bolgesi genellikle Sekil 5.1°deki gibi dikdortgensel sekiller igeren
bolmelere ayrilir. Ardindan diigiim noktalar1 belirlenir. Problemin yaklasik ¢6ziimii igin
her bir diigiim noktas: {izerinde hesaplamalar yapilir. Sonra diferansiyel denklemlerdeki
tirev ve sinir sartlar1 yerine Taylor serisi kullanilarak uygun sonlu farklar yaklagimi
yazilir. Boylelikle cogunlukla karmasik olan diferansiyel denklem ¢6ziim problemleri, fark
denklemlerinden olusan matematiksel denklem ¢o6ziimiine indirgenmis olur. Bu

matematiksel problemler ise direk veya dolayli metodlar yardimiyla kolayca ¢oziilebilir

[60].

mn+1

Y mth, ik )

nk

m-1, u m, n m+1.n

i, -1
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Sekil 5.1. Diigiim noktalariin gdsterimi



Sayisal yontemler en iyiye ulagsma cabasinda birgok matematiksel, istatistiksel ve
siiflandirma yollu yontem igerir. Sayisal yontemler i¢in sonlu elemanlar, sonlu farklar ve
siir elemanlar gibi siniflandirmalar yapilmaktadir. Sonlu farklar metodunda her bir diigiim
noktasi i¢in diferansiyel denklemler yazilmakta daha sonra tiirevler fark denklemleri ile yer

degistirmektedir.

Akiskanlarin hareketini bulmak i¢in uygulanan Navier-Stokes denklemlerinin
bilgisayar programi araciligiyla ¢oziilebilmesi i¢in diferansiyel hesaplamalarda sonlu fark
yontemi uygulanir. Sinir sartlarindaki diigiim noktalar i¢in ileri ve geri fark formiilleri,
diger diigiim noktalar1 i¢in ise merkezi fark formiilii uygulanir. Buna gore bir f fonksiyonu

icin uygulanacak fark denklemleri asagidaki gibidir.

Ileri Fark : S Sz h (5.1
ox Ax

Geri Fark : Gf Sim S (5.2)
ox  Ax

Merkezi Fark : S _Sin=S (5.3)
Ox 2Ax

5.1. Sonlu Farklar Yonteminin Tercih Edildigi Durumlar

Sonlu farklar yontemi, cesitli diferansiyel denklemlerin kapali ¢oziimleri elde
edilemedigi zaman problem ¢ozlimiinii miimkiin kilmak hatta basitlestirmek i¢in kullanilan
sayisal ve yaklasik yontemlerdendir. Sonlu farklar metodu yardimiyla akiskanlar ile ilgili

problemlerin ¢ézlimiinde kullanilan bir¢ok diferansiyel denklem kolaylikla ¢ozlilmiistiir.

Bilindigi gibi, fonksiyonlarin analitik olarak verildigi durumlarda, istenilen
noktalardaki fonksiyon degerlerini hesaplamak, fonksiyonun belirli noktalarinda istenilen
dereceden tiirevlerini bulmak ya da fonksiyonun belirli araliklardaki integrallerini
hesaplamak kolaylikla yapilabilmektedir. Ancak fonksiyonlarin bazi ayrik noktalardaki
degerleri belli iken bu tiir hesaplamalar sonlu farklar aritmetigi kullanilarak yaklasik olarak
yapilabilmektedir. Hatta, analitik ¢oziimlerin belli oldugu durumlarda bile sonlu farklar
metodu tercih edilebilmektedir. Ciinkii sonlu farklar metodu problemlerin ¢d&ziimiinii

basitlestirmekte ve kullanim kolaylig1 saglamaktadir [61].
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5.2. Sonlu Farklar Yontemiyle Tiirev Hesabi

Sonlu farklar metodu problem alani icindeki diigiim noktalar1 {iizerinde

hesaplamalar yaparak uygulanir. Bir takim ayrik noktalarda degeri bilinen y = f(x)

fonksiyonunun, bir noktasindaki tiirevini, bilinen bu degerleri kullanarak, yaklasik olarak

hesaplamak miimkiin hale gelmektedir. Bunun gibiz = f(Y, y) tiiriindeki ¢cok degiskenli

fonksiyonlar i¢in yaklasik kismi tiirev formiilleri de verilebilir. Bunun i¢in genellikle bu
fonksiyonun s6z konusu nokta civarindaki Taylor serisi agilimindan yararlanilir. Tirev
tanim1 gdz oniine alinarak Ileri Fark Yaklasimi, Geri Fark Yaklasimi ve Merkezi Fark

Yaklagimi tizerinde durulabilir [62].

Diigiim noktalarinin se¢iminde sik¢a kullanilan ve Onerilen metot her dogrultuda
yani her bir koordinat yoniinde (tek boyutlu problemler i¢in bir yonde) esit aralikli se¢ilen
grid dagilimidir [63].

5.2.1. Taylor Serisi

Adimi Ingiliz matematik¢i Brook Taylor’dan almistir. Matematikte, bir
fonksiyonun, o fonksiyonun terimlerinin tek bir noktadaki tiirev degerlerinden hesaplanan
sonsuz toplami seklinde yazilmasi seklindeki gosterimidir, agilimidir. Taylor serileri,

fonksiyonlarin verilen bir noktadaki sayisal degerlerini bulmak icin kullanilabilirler [64].

Her dereceden tiirevli, gercel ya da karmasik bir f(x) fonksiyonunun a gercel ya da
karmagik bir sayr olmak ilizere (@ — r,a + r) araligindaki Taylor serisi su sekilde

tanimlanmaistir:

' " (n)
f(a)+ / (a)(x—a)+%(x—a)2 +...+%(x—a)" +.... (5.4)

Yukarida verilen Taylor serisi f(x) fonksiyonun x = anoktasi civarinda acilimidir. f(x)

fonksiyonun x = Onoktas1 civarindaki agilim ise Maclaurian Serisi olarak adlandirilir.
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Taylor serisi daha diizenli bir gosterim olan Sigma gosterimiyle ise su sekilde

yazilir:

0 (n)
:Zf (a) (x—a)" (5.5)

Sonlu fark formiilasyonlari ¢cogu zaman Taylor seri acilimina dayanilarak yapilir.

Bunun yaninda polinomlar yardimiyla da ayriklastirma yapilabilir [65].

Bir f'(x) fonksiyonunun (x+Ax) noktasindaki degeri Taylor serisi agilimu ile;

of (&) 0¥ (A0 0¥

fer A0 = @+ (A T+ D S (5.6)
_ S (Ax) 0" f
_f(x)—‘_,,Z_I:TW (5.7)
Seklinde yazilabilir. Bu denklemden birinci tiirev ¢ekilirse,
F _fx+A)-f(x) (A S (M) O f 5.9
ox Ax 20 axr 3 o T '
veya

2 2 A3
O(Ax):—(Ax) 0 f_(Ax) 0 f— ........ (5.9)

2! ox® 31 ox’ olur.

Hata terimi olarak alinirsa kisaca su sekilde yazilir,
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I SCA @
ox Ax

(5.10)

Bu ifade f biiyiikliigliniin x ‘e gore birinci tiirevi i¢in yapilmis birinci dereceden bir

yaklagimdir. Indissel formda,

g fH—l f + O(AX)
Ax

o (5.11)

i

seklinde gosterilir ve tiirev i¢in birinci mertebeden ileri fark formiilii olarak adlandirilir.

Adim uzunlugu azaltildikca bu yaklasik formiil gergek tiireve o kadar yaklasacaktir.

Taylor agilimi,

af (A0’ 8% (A)’ &Y

S(x=Ax)=f(x)- (AX) S a3 g (5.12)

seklinde yazilarak benzeri islemlerle

of| Ji—Ji_

a—i ~L =l o(Ax) (5.13)
i

Seklinde birinci mertebeden geri fark formiilli, veya denklem (5.6) ve denklem

(5.12) Taylor agilimlari birbirinden ¢ikartilarak

3 A3f
f(x+Ax)—f(x—Ax)=2(Ax)%+2(A3x') %+ ........ (5.14)
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benzeri islemler sonucu

I
Oox|.

1

f' 1 _f'—l 2
==+ 0O(Ax
5 (Ax) (5.15)

Seklinde merkezi fark formiilii elde edilebilir. Bu formiiliin ikinci mertebeden oldugu
dikkati ¢cekmektedir. Birinci tiirev i¢in yazilan formiilii hangi ag noktalarinin kullanildigi

asagidaki sekil 5.2°de gosterilmektedir.

ﬂk
Y
4 f(x)
JICRT —
S (x) Flx+ Ax)

> X >
X X+ Ax x—Ax * .

. b)Geri Fark

allleri Fark

fa-ary T peran

—

N

x—Ax X X+ Ax

c¢)Merkezi Fark

Sekil 5.2. ileri, geri ve merkezi fark yaklasimlar
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5.2.2. fleri Fark Yaklasim

N
f(xj+h):ﬁ+1:f;+hf,- +7f, +Zf; + e
Taylor seri agilimindan,

Junti Ly Ly

Ji = h 2 6

Yazilabilir. Birinci terimden sonraki terimler kesilerek,
fi' fz+1h f + 0( h)

fleri Fark Yaklasimi elde edilir.

5.2.3. Geri Fark Yaklasim

A ST S
R A e S
Taylor seri agilimindan,

f fz 1 _lhﬁ“ _thfi‘” +

Ji= h 2 6

yazilabilir. Birinci mertebeden sonraki terimler kesilerek,

£, == om)

elde edilir.

5.2.4. Merkezi Fark Yaklasimi
N ST A
f(xi+h):.fi+1:fi+hf;+7ﬁ +Zfl +.o
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(5.19)
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(5.21)
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3

S LR
f,=h)y=f_=f —h, +7fi +? I S (5.19)

Taylor seri agilimlar1 g6z Oniine alinarak, taraf tarafa ¢ikarma yapilirsa,

1 1 3 m
foa — fiy =2hf; +§+h Ji Fe (5.22)
sonucu elde edilir. Buradan da agagidaki denklem,

C f=f 1
=2 J hcf +
J: 2h 6 J

veya

fi':@_FO(}ﬂ) (5.23)
2h

denklemi elde edilir.

5.2.5. Sonlu Farklar Yaklasim ile Diferansiyel Denklem Coziimii

Birbirini takip eden iki ayrik nokta arasindaki farka “fark arali§1” denir

h=x,, —x,ve hile Sekil 5.3deki gibi gosterilir.

y=1{(x)
Y 4
f(xy+2h)=y, -
Ay,
f(x,+h)=y,
__ Ay,
f(x,)=v,
h h
>
X X % =

Sekil 5.3. Sonlu farklar yaklagiminda fark araligi gsterimi
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Diferansiyel hesaplamalarda sonlu fark yontemi uygulanacagi zaman, sistemin sinir
sartlarindaki diigiim noktalarinda ileri ve geri fark formiilleri uygulanirken diger diigtimler

icin merkezi fark formiilleri uygulanir [64].

Bir f(x) fonksiyonu i¢in adim uzunluguna % dersek x noktasi i¢in 1. Derece ileri fark

sOyledir:
Af (x) = f(x+h) = f(x) (5.24)
Buradaki A ileri fark operatoriidiir.
Ayni sekilde geri fark soyledir:
Vi) =f(x)-f(x=h) (5.25)
Buradaki V geri fark operatoriidiir.

Merkezi fark operatdrii ise su sekilde formiiliize edilebilir:

§ ()= f(x+ g) fx —g) (5.26)

Buradaki 6 merkezi fark operatoriidiir.

u ortalama operatorii olarak kabul edilirse formiilii su sekilde olur,
1 h h
M”(X)=§ f(X+E)+f(x—§) (5.27)

E kaydirma operatorii olarak alinirsa formiil,
Ef (x) = f(x+h)
seklinde olur.

Bu E operatorii f(x) fonksiyonunu kendisinden sonraki ilk degere yiikseltir.
Ef (x) = f(x+h) = f(x) +Af (x)

Ef (x) = f(x)(1+A)

5.28
E=1+A (5.25)
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olarak bulunur.

Bir f{x) fonksiyonuna 2 defa kaydirma operatdrii uygulanirsa
E*f(x) = E(Ef (x+ h)) = Ef (x +2h)

=Ef(x+2h) olur.

Bu formiilii genellestirilirse,

E" f(x)= f(x+nh) (5.29)

Ikinci ve daha yiiksek dereceden ileri, geri ve merkezi farklar ile aralarindaki

iligkiler ve esit araliklarla verilen ayrik noktalar;
X, =Xx,+h

X, =x,+2h

X, =X, +nholur.

n

f(x) fonksiyonunun bu noktalardaki degerleri asagidaki gibi belirtilebilir.

S(xo) =1,
S(x) =/,
fx)=1,

Herhangi bir x; noktasindaki;
1.dereceden ileri fark ise soyledir:
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A, = fin = 1 i=0,1,2,3....,n (5.30)

2. dereceden ileri fark ise,

N fi =AM = A = 1)

= Af,,, — Af, olacaktur.

A = Jioo = Jin

A, = fin =/,

oldugundan,

N f, =M — B,

~(fa = fra)=(fs = f1)
Nfi=fin=2 i+, (5.31)

olarak bulunur.

Ayni sekilde x, noktasindaki 3. dereceden ileri fark agagida gosterilmektedir,
N/ =af,)
~A(f =210+ f)
=Nin = A2f Y
N, :fi+3 o .fi+2 - Z(fi+2 - .fi+1) + .fi+1 o f:
Nfi=fis = 3fin ¥3fi0 — f (5.32)

olur.
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Ikinci dereceden geri fark asagida gosterilmistir,
Vi =V =V = ) =V = iy
:fi'fi—l —(fiu = /i)

Vst =2+ S

Ayni sekilde 2. dereceden merkezi fark agagida gosterilmistir,

5 f, =3(5)

==/

=éf1_éf1

2
O f, =fur2fi+ [
olarak bulunur.

n. dereceden ileri fark ise asagidaki gibi ¢ikartilir.
N =N AT,
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Asagidaki formiil yoluyla da istenilen derecede katsay1 hesaplanabilir.

A f =20 GO o (5.36)
ke K
Burada (i)_ k)]

lleri fark operatorii, geri fark operatdrii ve merkezi fark operatdrii arasindaki iliski
asagidaki gibi yazilabilir. Ayrica tablolar1 Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3 ve Tablo 5.4’de

goriilebilir.

A= =V Nfi=6"f =V Nfi=6" ,=V'[ (537
2 2 2

fleri fark tablosu:

Tablo 5.1. leri fark tablosu

x| f(x) Af (x;) A f(x,) A f(x,) A'f(x))
Xo So
X, f1 Afo
X, £ A A Sy
. 12 o, N, o
3 A'f,
. /. o, £, o !
Veya
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Tablo 5.2. ileri fark tablosu degisik gosterimi

X; S (x;) Af (x;) N f(x) N f(x,) A f(x,)
X S (x0) Af(xy)
Yo +h | fxg+h) | Ao+ k) | AS(x0) A f(x,)
Xo 42 | flxg+2h) | MG, +h) | Af(xg+h) | Af(x+h) ATy
Xo+3h | f(x,+3h) | Af(x, +3h) | Af(x,+2h)
Xo+4h | f(x, +4h)
Geri fark tablosu
Tablo 5.3. Geri fark tablosu
X; S (x) Vf(x) V2f(x,) Vi f(x) Vif(x)
Xo Jo
X, 1 Vi
Xy S Vv V2f2
. 7 vf, V2f3 V3f3
3 v* 4
Xy f4 Vf4 V2f4 v f4 4
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Merkezi fark tablosu

Tablo 5.4. Merkezi fark tablosu

X; S (x;) JF(x,) 5*f(x,) 5 f(x,) 5*f(x,)
X fo I,

i / ¥,

X, 1 2 o

. P 5fg 5 f, 9 3f§

', 7, 5fg 5 f, 5. 5 f,

Sonlu farklarla ilgili bir 6rnek asagida gosterilmistir:
Ornegin k=4 degerini vererek ileri fark formiilii asagidaki gibi uygulanabilir,

k=4

N f = (D S

i=0

P 4 4!
=0isin, (-1"= 1 (o)= G g ! s
N 4 4!
i=1 icin, (=1)'=-1, (1)= m= 4 -4 1,
P 4 4!
1=2 1¢1n, (—1)2: 1, (2): m: 6 ,6 f2
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e 4 4!

=3 1¢1n, (—1)3: -1, (3): m: 4 ’-4]r1
. 4 4!

1=4 i¢in, (—1)4: 1, (4)2 —4'(4_4)'2 1 s 1o

AN f, =f, —4f, +6f, —4f + f,olarak bulunur.

F(x)= x’+5x fonksiyonu i¢in A=/ ve [-4, 1] araligindaki ileri fark tablosunu

hazirlayalim.

Tablo 5.5. x’+5x fonksiyonu igin ileri fark tablosu

X; S(x) Af (x;) N f(x) N f(x,) A f(x)
-4 -84
42
-3 -42 -18
24
-2 -18 -12 6
12
-1 -6 -6 6 0
6
0 0 0 6 0
6
1 6

Kaydirilmis grid yapisinda 6x4’liikk bir 1zgara yapisi i¢in basing ve hizlara ait
diigiim noktalart Sekil 5.4°de oldugu gibidir. Tiim gosterimlerde basinglart igeren diigiim
noktalar1 biliylik kiireler ile, # ve v hizlarma ait diigim noktalar1 ise kiigiik kiirelerle

gosterilmistir [66].
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Sekil 5.4. Griddeki diigiim noktalari [66].

Yukarida Sekil 5.4°deki grid yapisint g¢alismamizdaki okyanus olarak
diisiindiigiimiizde acik kanal akislarinda oldugu gibi bir tarafi agik bir sistemin aksine her

tarafi kapali olan bir sistem karsimiza ¢ikmaktadir.

Yukaridaki sekilde biiytlik yesil kiireler sinir diigiimlerini gosterirken biiyiik mavi
diigiimler esas hareketin oldugu yilizeydeki diiglimleri gostermektedir.

Kaydirilmis grid yapisinda hiz vektorii yatay hiz vektorii u ve dikey hiz vektorii v
olarak yer alir. Asagidaki Sekil 5.5°de goriildiigii lizere u hiz vektoriine ait degerlerinin
hesaplandig1 noktalar mavi ile v hiz vektoriine ait v degerlerinin hesaplandig1 noktalar sar1
ile gosterilmistir. Yine sekilde u ve v noktalarinin formiilasyonunda kullanilan temel hiz

degerleri goriilmektedir.
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Sekil 5.5. Griddeki diigiim noktalar1 ve hiz bilesenleri [66].

Farkli uzunluktaki grid araliklar i¢in fark denklemleri ¢ikarilmalidir. Diferansiyel
denklemlerin ayriklastirilmasi icin grid yapisi kullanilabilir. Asagidaki sekilde kabataslak
bir grid yapis1 goriilmektedir. Degiskenler farkli yerlere yerlestirilir. i ve j noktalari, grid

iizerindeki P basing degerleridir.i+ 0.5,/ noktas1 griddeki hizin x bilesenidir. 7, j +0.5

noktast griddeki hizin y bilesenidir.

® O ® O o O L O ]
Poo Uos,0 Vo, j-0.5

4 Voos ¢ & 4 <

¢ O @ O L O ¢ O ]

Ui os,; Pij Uivos,;

@ O & e o
Vo, j+0.5

[ ] Q (] Q [ ] Q [ ] 0! (]

<& @ <@ < &

[ O L O L O L O L]

Sekil 5.6. Bilesenlerin grideki gosterimi
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Denklemleri kullanabilmek i¢in Tablo 5.6’daki gibi ayriklastirma islemleri yapilmalidir:

Tablo 5.6. Diferansiyel ayriklastirmasi

Diferansiyel | oy ou ou’ op p
Kisim ot Ox? ox ox oy

™ oyt U — 2% U Wi —utio Pivy —Pij | P~ Pij
Ayriklagtirma At (Ax)2 2Ax Ax Ay

Yukaridaki denklem ayriklastirmalar1 yapildiktan sonra bulunan denklemler

uygulama i¢in programda kullanilabilir.
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6. UYYGULAMA

Buraya kadar incelenen sonlu farklar metodunu calismada uygulayabilmek ig¢in
kullanilacak olan diferansiyel denklem Sekil 6.1°deki gibi elemanlarina ayristirilmalidir.
Ayristirma isleminde denklemdeki tiirevler yerine ikinci mertebeden tiirevler i¢in merkezi

farklar, birinci mertebeden tiirevler i¢in ileri yon farklar alinmalidir.

At
j+2
Jj+1
J
j-1 (xi’tj)
A A
k At
y JV
Ax
R X
0 h i—-1 i i+1 -

Sekil 6.1. Sonlu farklar metodunun diizlemdeki elemanlari

Yukaridaki sekle bakarak agagidaki denklem diizenlemeleri yapilabilir.

0’u Cu(x+ Ax,t) = 2u(x,t) + u(x — Ax,t)
ox’ (sz)

(6.1)

ou _u(x,t+At) —u(x,t)
ot At

(6.2)

Olmak tizere (xl, Ny )nokta51 icin agagidaki denklemler elde edilir.



2 —
o‘u _ Ui, 2ui,j +ui—1,j

6.3

ox’ h® (63)
ou Ui —U;;

Y i BN 6.4
o k (©H
Yukaridaki ifadeler denklemde yerine konup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

gk

h* olmak uzere,
U o =Pty +A=2.Lu, ; + fu,, (6.5)

cebrik denklemi elde edilir.

. 1 h?
Cozliimiin daha kararli olmast i¢in  f < 5 olmak zorundadir. Bu sartla k& < by

a

olacagindan /4 segilince & belirlenmis olur. Denklem 6.5, t=0 aninda x ekseni {lizerindeki
noktalara uygulanirsa bu noktalarin degerleri sinir sartlarindan zaten belli oldugu i¢in
t=At=k olan yatay dogru iizerindeki noktalarin degerleri belirlenmis olur. Boylece x ekseni
tizerindeki noktalar1 baslangi¢ degeri olarak alirsak her A=At artirnminda yeni noktalarin

degerleri hesaplanmis olur. Kisaca (i-1,j), (i,j) ve (i+1,j) noktalarindaki degerler biliniyorsa

(i,j+1) noktasindaki deger hesaplanabilir.

(i, j+1)
® ® o o ®

Sekil 6.2. Diigiimlerin dizilimi

Yukaridaki Sekil 6.2°e bakildiginda smirdaki degerler zaten biliniyor. O halde
denkleme gore 3 noktanin degeri biliniyorsa iistteki noktanin degeri de bulunabilir. Bu

sekilde smir boyunca gidilerek bir iistteki noktalar bulunur. Ustteki noktalar1 kullanarak bu
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sefer daha da iiste dogru ¢ikilir. Bu sayede sistemimizdeki noktalarin degeri bulunur. Bu
noktalar uygulamamizdaki dalgalarin her bir par¢asinin hareket dugimii gibi

diisiiniilmelidir. Bu diigiimler programda asagidaki gibi goriinecektir.

Sekil 6.3. Uygulamadaki diigiim noktalar1 ve grid yapisi

Yukaridaki resim programin ilk halini yansitmaktadir. Bu resim bir ag yapisini bize
hatirlatmaktadir.  Yukaridaki resimde dortgenlerin koseleri diigiim noktalarini
gostermektedir. Yukarida bahsetti§imiz gibi programimizda en alttan baslanarak istteki
noktalarin yeni degerleri bulunacaktir. Bunun igin belirlemis oldugumuz kismi diferansiyel
denklem kullanilmistir. Bu formiiliin uygulanmasiyla birlikte her bir diigiim noktasinin x,y
ve z degerleri ayr1 ayr listelenmistir. Hareketin uygulanmasi i¢in matematiksel formiil

programda uygulandiginda ise asagidaki goriintii elde edilmistir.

85



Sekil 6.4. Uygulamadaki formiiliin uygulanmasi

Yukaridaki resimde formiiliin uygulanmasiyla birlikte artik diigiim noktalarinin
hareketi goriilmektedir. Hareket belirlenen sinirlar gercevesinde olmaktadir. Bu gerceve
verdigimiz degerlere bagli olarak degisebilmektedir. Bu sayede calisma alani
genisletilebilir veya daraltilabilir. Bu goriintli elde edildikten sonra bu goriintii 3 boyutlu

hale getirilmelidir.

Bulunan x,y ve z degerleri 3 siitunlu bir matris gibi diisliniilerek verilerek korunur.
Bu islemden sonra sistemimizdeki dalgalarm 3 boyutlu gériinmesi saglanmalidir. Ug
boyutlu goériiniim i¢in elimizdeki matris doniisiim matrisiyle carpilmalidir. Donilisiim
matrisi asagida verilmistir. Ayrica doniisiim matrisinde kullanilacak olan ag¢1 degerleri

Tablo 6.1°de gosterilmektedir [67].

Tablo 6.1. Doniisiim matrisi ve ac1 degerleri

cosg sing.sind —sing.cosl ’ ?
0 cos @ sin @ 35.264 45°
sing —cos@.sin@ cosg.cosd 20.70 220
30° 30°
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Ik matris seklindeki veriler yukaridaki déniisiim matrisiyle carpildiktan sonra
karsimiza yeni bir 3 siitunlu matris ¢ikmaktadir. Bu yeni matris ¢izdirilerek 3 boyutlu bir
goriintii elde edilir. 3 boyutlu dalga animasyonu yukaridaki basamaklar uygulanarak elde
edilir. Doniislim matrisi uygulandiktan sonra elde edilen goriintii ise asagidaki resimde
gosterilmektedir. Sekil 6.5 ile Sekil 6.14 arasinda uygulama calistirildiginda diigiim

noktalarinin konumlarini degistirdigi ve hareketlendigi goriilmektedir.

Sekil6.5. Doniisiim matrisinin etkisi

Sekil 6.6. Doniisiim matrisinin etkisi
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etkisi

Sekil 6.7. Doniisiim matrisinin

etkisi

Sekil 6.8. Doniisiim matrisinin

etkisi

Sekil 6.9. Doniisiim matrisinin
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etkisi

Sekil 6.10. Doniisiim matrisinin

etkisi

Sekil 6.11. Doniisiim matrisinin

etkisi

Sekil 6.12. Doniisiim matrisinin
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Sekil 6.14. Doniisiim matrisinin etkisi

Yukaridaki  sekillere  bakildiginda  belirlenen  diferansiyel denklemlerin
basitlestirilerek bilgisayar programinda uygulanmasiyla diiglimlerin hareket ettigini ve

dalga animasyonunun gerceklestirildigi goriilmektedir.
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7. SONUC

Bu c¢alismada animasyon ile ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Bu kapsamda
animasyon tiirleri, animasyon teknikleri ve derinlik kazandirma(rendering) basliklari
tizerinde durulmustur. Render isleminin 6zellikle 3 boyutlu animasyonlarda kritik oldugu

belirtilmistir.

Animasyon ile ilgili kavramlara yer verildikten sonra animasyonda kullanilacak
olan akigkanla ilgili 6nemli yerler lizerinde duruldu. Akiskanlarin viskozite ve yogunluk
gibi Ozelliklerinin uygulamalarda 6nemli oldugu vurgulandi. Ayrica akigkanlarla ilgili
problemlerde momentum kavraminin da 6neme sahip oldugu belirtildi. Akiskanlarin
hareketleri incelenmis ve karsimiza hareket denklemleri ¢ikmistir. Bu denklemleri
diferansiyel denklemler oldugu belirtilmistir. Bu denklemlerin ¢dziimiinde bazi 6n sartlarin
ve On bilgilerin oldugu ve bununla ilgili olarak baslangi¢ ve sinir kosullarinin kritik bir

durum olusturdugu iizerinde durulmustur.

Kismi diferansiyel denklemlerin yiizyillardir fizik ve matematikgiler tarafindan
kullanildig1 bilinmektedir. Son yillarda diger bilim dallarinda bilgisayara olan ihtiyacin
ortaya ¢ikmasiyla bu denklemler bilgisayar miihendislerinin ve programcilarinda ilgi alani
icine girmistir. Bu denklemler sayesinde diger bilim alanlariyla bilgisayar miihendislikleri

arasindaki etkilesim artmigtir.

Akigkanlarin  hareket problemleri igin Navier-Stokes denklemlerinin bir¢ok
uygulamada kullanildig1 ve icerdigi diferansiyel denklemler sayesinde istenen sonuca
oldukca fazla yaklasilabilecegi sonucuna varilmigtir. Buna karsin Navier-Stokes
denklemlerinin olduk¢a karmasik ve ¢oziimlerinin hala tam olarak bulunamadig: bilgisine
de yer verilmistir. Bu denklemlerin Ozellikle fizik ve miihendislik alaninda cokca

kullanildig: tespiti yapilmistir.

Akiskan probleminde problem alani dortgenlere boliintip diiglimlerin belirlenmesi
gerekir. Diglimlerdeki diferansiyel denklemler Taylor serisi kullanilarak ve Sonlu Farklar
yaklagimu ile gevrilerek basitlestirilir. Bu islemlerin ardindan diigimlerdeki fonksiyonlarin
¢oziilmesi islemlerinin yapilmasi ¢6ziimii kolaylastirict oldugu belirtilmistir. Bunun i¢in de
Sonlu Farklar yontemi kullanilmistir. Bu yontem kullanildiktan sonra karmagsik

denklemlerle ugrasmak yerine fark denklemleri bulunmustur.



Diigiimlerdeki degerlerin binmesiyle artik bilgisayar ortaminda animasyon
uygulanabilecektir. Burada nesne tabanli programlarin isleri kolaylastirict oldugu
anlagilmistir. Visual Basic kullanilarak ¢izim islemi gerceklestirilmis ve 3 boyutlu dalga

animasyonu gerceklestirilmistir.
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