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OZET

Bu calismada degisken parametreli binom dagiliminin arastirilmas: ve uygulama
alanlarinin gelistirilmesi amaclanmaktadir. Calismada ilk olarak yaklasim teorisinin
onemli materyallerinden olan Bernstein polinomlar1 ve karekteristikleriyle ilgili bilgiler
verilmistir. Daha sonra degisken parametreli binom dagiliminin olasiklarinin bulunmasina
iliskin yontemler gosterilmistir.

Calismada elde edilen degisken parametreli binom dagiliminin binom dagilimina
yaklasimi1 Bernstein tipli lineer pozitif operatorler agisindan 6nemli bir sonuctur. Ayrica
Bernstein polinomlarinin istatistiksel Ozellikleri lineer olmayan regresyon modellerinde
daha etkin sonuglar vermistir. Veri sayist sabit kalmak kosuluyla Bernstein polinomunda

iteratif siirecin kullanilmasi1 hata payin1 daha hizli diisiirmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Binom dagilimi, Degisken olasilikli Bernoulli denemeleri, Bernstein

polinomu, Veri analizi.
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SUMMARY

DIFFERENT PARAMETERS BINOMIAL DISTRIBUTION AND ITS
PROPERTIES

In this study, binomial distribution of the different parameters is aimed to
investigate the development and application areas. Initially, in the study is given
information about Bernstein polynomials and properties. Then, methods are given about
obtained probabilities of different parameters binomial distribution.

In study, different parameter binomial distribution approaches binomial
distribution. At the same time this approach is an important result for Bernstein-type
linear operators. In addition, the statistical results of Bernstein polynomials have resulted
in more efficient non-linear regression models. On condition the number of data remains
constant, in Bernstein polynomial, using an iterative process lowered faster than margin of

€Iror.

Key Words : Binomial distribution, Different parameter Bernoulli trials, Bernstein

polynomial, Data analysis.
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1.GIRIS

Olasilik ve istatistiksel analizlerde kullamilan dagilimlar arasinda en Onemli
dagilimlardan biride binom dagilimidir. Binom dagiliminin kullanim alan1 oldukg¢a
genistir. Bilimsel alanlarda klasik ornekler atomlarin niikleer par¢calanmasi veya verilen bir
DNA zincirinde ortaya ¢ikan mutasyon sayisi vb. bu orneklerle ve diger bir¢ok ornek icin,
ortaya c¢ikan olaylarda binom dagilimi kullanilabilir.

Binom dagilimi ve binom tipli dagilimlar aileleri bir¢ok istatistiksel modellerde,
uyumluluk tablolarinda, parametrik olmayan testlerde, yasam analizlerinde, oyun
teorilerinde vb. bircok alanda 6nemli kullanimlara sahiptir.

Binom dagilimu ile ilgili yapilan ¢aligmalara bakildiginda, Aitken ve Gonin (1935),
dort katli popiilasyondan iadeli ¢rnekleme yontemini goz Oniine alarak iki degiskenli
binom olasilik fonksiyonlarini1 elde etmislerdir. Krishnomoorth (1951), cok degiskenli
binom dagilimi {izerine ¢alismis ve Aitken ve Gonin’in iki degiskenli binom dagiliminin
serilerini genisletmistir. Hamdan (1972, 1975), Hamdan ve Jensen (1976), Papageorgiou
ve David (1994) calismalarinda ii¢ ve cok degiskenli binom dagilimlarina iliskin kosullu
dagilimlara deginmistir. Son yillarda, Chandrasekar ve Balakrishnan (2002), ii¢ degiskenli
binom dagilimin1 g6z Oniine almiglar ve bu dagilimin regresyon esitsizliklerini elde
etmislerdir.

Ayni zamanda Hamdan (1975) iki degiskenli binom dagiliminin trinomial dagilim
ile olan iliskisini incelemistir. Mishra (1996) calismasinda genellestirilmis binom
dagilimlarina yer vermistir. Marshall ve Olkin (1985) ise iki degiskenli Bernolli
dagilimindan yola c¢ikarak iki degiskenli binom dagilimina iliskin bilgilere deginmistir.
Ayrica iki degiskenli binom dagilimina iliskin ¢esitli makaleler Biswas ve Hwang(2002),
Kocherlakota (1989), Ong (1992) tarafindan da ortaya konmustur. Le (1984) simetrik iki
degiskenli binom dagilimini tibbi arastirmalarda kiimelenmis orneklemlerin analizinde
kullanmistir. Hamdan ve Al-Bayyati (1969) iki degiskenli binom dagiliminin iki degiskenli
Poisson dagilimina yaklagimina deginmistir. Holgate (1964), Papageorgiou ve Kemp
(1988) ise calismalarinda iki degiskenli Poisson dagilimina ve bu dagilima iliskin

tahminlere yer vermistir.[18]



Degisken parametreli binom dagiliminin kesikli olasilik dagilimlari ailesi icerisinde
Oonemli bir yeri bulunmaktadir. Degisken parametreli binom dagilimina sahip bir tesadiifi
degiskenin temel karakterizasyonlarinin hesaplanmasi onemli matematiksel yontemlere
dayanmaktadir. Bu 6zelliginden dolay1 gerek matematiksel analizde gerekse istatistiksel

analizde genis bir uygulama sahas1 bulmustur.



2. MATERYAL VE METOT

2.1. Kesikli Dagilimlar

Olasilik teorisinde 0rneklem uzayinin yapisina bagl olarak genelde iki tip olasilik
fonksiyonu vardir. Bazi deneylerle ya sonlu ya da sayilabilir sonsuz sayida sonuglari iceren
orneklem uzaylar1 olusturulur. Herhangi bir olasilik fonksiyonu boyle bir 6rneklem uzay1
tizerinde tanimlanmigsa ona kesikli olasilik fonksiyonu veya olasilik fonksiyonu denir.
Sonuglarin sayilamayacak sonsuz sayida olugmasindan dogan Orneklem uzaylarinda
tanimlanmis fonksiyonlara da siirekli olasilik fonksiyonu veya olasilik yogunluk
fonksiyonu denir. [3] Alacagi degeri belli bir tesadiifi deneyin sonucuna bagli olan
degiskenlere de tesadiifi degisken denir.

Kesikli dagilimlar, kesikli tesadiifi degisken ya da degiskenlerin olusturdugu 6zel

olasilik dagilimlaridir.Baz1 onemli kesikli dagilimlar asagida verilmistir.

2.1.1.Bernolli Dagilim

Bernoulli dagilimi bir tesadiifi deney yapildiginda yalnizca iyi-kotii, olumlu-
olumsuz, basarili-basarisiz gibi sadece iki sonug iceriyorsa bu deneye Bernoulli deneyi
denir. Bu deneyin basarili sonuglanma olasiligr p ise, Bernoulli dagiliminin olasilik
fonksiyonu soyledir.[3]

P(x)=p*(1-p)'™, x=0]1

2.1.2.Binom Dagilim ve Ozellikleri

Bernoulli dagiliminda deney bir kez yapiliyor ve olumlu veya basarili sonucla
ilgileniliyordu. Eger deney bir defa degil, n defa art arda birbirinden bagimsiz olmak {izere
tekrarlandiginda yine olumlu veya basarili sonucla ilgileniliyorsa, Bernoulli dagiliminin

genel hali ortaya cikar ve dagilima Binom dagilimi denir. [3]



Binom dagilimindan faydalanmak isteniliyorsa asagidaki kosullarin saglanmasi

gerekir.

e Tesadiifi deney ayn1 kosullar altinda n defa tekrarlanmalidir.
¢ Her denemenin ancak iki sonucu olmalidir.
e Her bir sonucun gerceklesme olasiligl ayn1 p sayisina esit olmalidir.

¢ Her deney birbirinden bagimsiz olmalidir.

Bir binom dagilimi n tane bagimsiz ve aymi denmeleri igerir. Her bir deneyin
basarili veya basarisizlik gibi iki muhtemel sonucu vardir. Her bir denemede basarili olma
olasiligr p ise X tesadiifi degiskeni basari sayist olmak iizere bu n tane denemeden k.

denemenin olma olasilig1 asagidaki esitlik ile gosterilir,
P(X=k/ np)= (Z) p*(1—-p)™ %,  k=01,..,n

X tesadiifi degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu ise asagidaki sekilde

gosterilir,

k
P(X<k/ np)= z (Tll) pi(1-p)* ¢,  k=01,..,n

i=0

Binom dagilimi ilk zamanlarda popiilasyondaki bireylerin oranlarini belirlemek
veya tahmin etmek amaciyla kullanilmistir. Binom dagilimini n deneme, p basarili olma
olasiligi olmak iizere b(n,p) ile gosterebiliriz. Bu dagilim p < 0.5 ise saga carpik,
p > 0.5 ise sola carpik, p = 0.5 oldugu zaman simetrik bir dagilimdir. n’'nin biiyiik

degerleri i¢in ise binom dagilimi np ortalamali simetrik dagilima yaklagir.
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Sekil 2.1.:n ve p degerlerine gore binom dagilimi

Binom dagiliminin baz1 6nemli karakteristiklerini verelim.
Ortalama : np
Varyans : np(1-p)

Standart Sapmasi: ¢ = /np(1 — p)

Moment Cikaran fonksiyonu:(pet + (1 — p))"

Binom dagiliminin en 6nemli 6zelliklerinden biriside normal dagilima yaklagimidir.
Bu ozellik ilk olarak 1733’de Abraham de Moivre tarafindan ispatlanmistir. Binom
tesadiifi degiskenini olusturan Bernoulli denemelerinin sayist oldukca biiyiik degerler
aldiginda olasiliklarin  hesaplanabilmesi  zorlasacagindan bu  yaklasim olasilik
hesaplamalarinda biiyiik kolaylik saglamistir.

Binomun normale yaklasimi1 merkezi limit teoreminin bir sonucudur. Merkezi limit
teoremi, u ortalamali ¢ standart sapmaya sahip bir popiilasyondan secilmis n birimlik bir

orneklemin yeterince biiyiik Orneklem capt i¢in normal dagilima yaklasacagim
z
Vn

istenen seviyede olabilmesi i¢in 6rnek capinin artirilmasi yeterli olmaktadir. Bu durumda

belirtmektedir. Bu durumda ortalama pz = p standart sapma oz = —= olur. Yaklasimin

ornek hacmi ne olmalidir?[4] . Bu sorunun cevabi, x'nin 6rnekleme dagiliminin sekline
baglidir. Genel olarak arastirmacilar n> 30 i¢in normal dagilima yaklasimi kabul
etmislerdir. Bu yiizden 6rneklem hacmi en az 30 oldugu zaman x’ nin drnekleme dagilimi

icin normal dagilimi kullanabiliriz.



Normal PDF
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Sekil 2.2.:Binom dagiliminin Normal Dagilima Yaklasimi

Ornek capi olarak kullanilan n yeterince biiyiikse b(n,p) binom dagilimi yerine
N(np,np(1-p)) ile tammlanan normal dagilim ¢ok iyi bir yaklasik olarak kullanilabilir.

Binom dagilimiin Poisson dagilimina yaklasimint inceleyelim. b(n;k,p)
olasiligin ifadesinde n! sayist bulunmaktadir ve bu sayr n’nin artmasi ile hizla artar.
Ornegin 10! = 3.62 x 10°%, 50! = 3.04 x 10°, 100! = 9.33 x 10'%7. Bu sebebten
dolay1 b(n; k, p) nin n’nin biiyiik degerleri icin hesabini1 yapmak yorucu ve zaman alici bir

istir, buna gore sozii edilen olasilik yaklasik olarak Poisson teoremiyle hesaplanabilir.

Teorem.2.1.(Poisson) n - c© ve np - A >0 kosullar1 altinda asagidaki yaklagim

dogrudur,

Mg

b(k;n,p) - k=0,1.. (2.1)

k!

ispat. C(n, k) = n® /k! oldugunu biliyoruz. Bu esitligi kullanarak b(k; n, p) olasiligt

k ., (k)
bl p) = TP (1~ )t -y

biciminde gosterelim. Yukarida verilen kosullar altinda p — 0 olacag: aciktir. Bu takdirde

(1.1) formiilii asagidaki yaklasik formiillerden elde edilir:



. . 2 n(o ) <1 1) . k-1 .
— - — = 1. ——]... - ) > 1.
=) ¢ nk n ( n )

(1.1) formiiline binom dagilimina Poisson yaklasimi veya Poisson formiilii denir. Bu

formiiliin sag tarafinda bulunan ifadeyi (k; 1) ile gosterelim:

Ae=2
n(k; 1) = o k=0,1.. (2.2)
Budiziw(k;A) >0(k=0,1...) ve
ZE(k;)L) = T e tet =1
k=0 k=0

kosullarin1 saglar, buna gore bir tesadiifi degiskenin olasilik fonksiyonudur.

(2.1.2) esitligiyle verilen olasiliklarin tiimiine A parametreli Poisson dagilimi veya Poisson
olasilik fonksiyonu denir. Bir X tesadiifi degiskeninin rang1t R, = {0,1, ..} ve P(X = k) =
e % /k! ise, bu tesadiifi degiskene A parametreli Poisson dagilimina sahiptir denir ve

X~Pois(4) ile gosterilir.[1]

Poisson teoremi geregince n — oo ve np — A ise (yani deneme sayisi ¢cok biiyiik,

basarili olasilig1 ¢ok kiigiik ise), b(k; n, p) olasiligi yaklasik olarak syle bulunur:

b(k;n,p) = n(k; np)

n yeterince biiyiik oldugunda (n = 30) binom dagiliminin normal ve poisson
dagilimina yaklagiminda bazi amprik kurallar da uygulanabilir. np <5 veya nqg <5
oldgunda poisson dagilimi kulanilabilirnp =5 veya nq =5 oldugu zaman normal

dagilim kullanilabilir.



2.1.3.Hipergeometrik Dagilim

Kesikli dagilimlar ailesinden 6nemli bir dagilim olan hipergeometrik dagilimi da
ele alalim. Binom dagilimi incelenirken bu dagilimin iadeli 6rneklem cekimi varsayimina
dayandig1 ve bu sayede her orneklem c¢ekiminin olasiliginin sabit kaldigi ve orneklem
cekimlerininde birbirinden bagimsiz oldugu bellidir. Bazi durumlarla sonlu bir kitleden
iadesiz orneklem cekimi gerekli olabilir. Bu durumda hipergeometrik dagilim kullanir.

Hipergeometrik dagilim hem de binom dagiliminin karakteristik sart1 her denemede
veya cekiliste iki ihtimalde birini sart kosar. Tesadiifi degiskenleri arasindaki en temel fark
binom denemeleri bagimsiz iken hipergeometrik denemeler bagimlidir.

Genel olarak Hipergeometrik dagilim sayilabilir veri tipleri i¢in realist bir model

saglar. Hipergeometrik dagilimin olasilik fonksiyonu ise
P(x) = ———== [x = max[0,n — (N —7)], ...min(r,n)]

N: Toplam eleman say1s1
r: Toplam eleman sayisindaki(N) basar1 sayisi
n : Cekilen eleman sayisi

x : n tane elemandan cekilen basar1 sayisi
2.1.4.Negatif Binom Dagilim

Kesikli dagilimlar ailesinin bir diger 6nemli dagilimi negatif binom dagilimidir. Bir
deneyde istenen sonucun meydana gelme olasilig1 p, istenen sonucun meydana gelmeme
olasiligr (1-p), ve istenen sonucun elde edilmesi sayisina da k denilsin. Burada x tesadiifi
degiskeni k'nin meydana gelmesi icin gerekli olan deney sayisimi gosterir. Negatif binom

dagiliminin olasilik fonksiyonu ise soyledir,

P(x) = (i ~ D p*(1 —p)*7k, x=kk+1,.



2.2.Degisken Parametreli Binom Dagilin

Degisken parametreli binom dagiliminda olasiliklarin bulunmasi, tekrar edilen
Bernolli dagilimina dayanir, varsayalim ki k’inci denemenin basariyla sonuclanma
olasiligr p,, basarisiz sonugla bitme olasiligi ise qr =1 — p, olur. Bu tiirlii n tane
denemede basari sayisi S, = X; + -+ + X,, bi¢ciminde gosterilebilir, burada X}, 'lar bagimsiz
tesadiifi degiskendir ve her birisi 0 ve 1 degerlerini sirasiyla p, ve qj olasiligiyla aliyor.
b(k;n,pq, -, Pn) = P(S, = k) ile ifade edilebilir.

k

ur = b(k;n,pq, ..., pp) olasthgt (p1x + qq) ... (Pnx + q) acilimindaki x"*’nin

katsayidir. Olasiligin adivitlik aksiyomuna dayanarak

uk=P(X1++Xn=k)= Z P(X1=a1,...,Xn=an)

a+-+an=k

yazilabilir, burada a; + -+ + a,, = k denkleminin O ve 1’lerden olusan tiim ¢oziimleri ele

alinir. X, 'larin bagimsizligindan

e = Z P(X, = ay) .. P(X, = a,)

a;+-+ap=k

bulunur, buradan da

n 1 1
z w, xk = Z P(X; =a)x* ... Z P(X, = a,)x

k=0 a,=0 an=0

= (P1x + 1) . (Pnx + qn)
Elde edilir. Bu ise degisken parametreli binom dagilimindan olasiliklarin

bulunmasini ifade eder.[1]



2.3. Binom Dagilimi Yardimiyla Olusturulan Operatorler
2.3.1. Bernstein Polinomlar

[k olarak Sergei Natonovich Bernstein tarafindan cebirsel bir polinom olarak
kurulmustur. Bernstein polinomu diger arastirmacilar tarafindan gelistirilerek
Bernstein tipli polinomlar sinifi olusturulmustur. Bernstein polinomlar1 siirekli
fonksiyonlarin polinomlarla yaklagimi teorisinde sik¢a kullanilan materyallerden

birisidir. Bernstein polinomunun ¢ekirdegi su sekildedir:

Bi,n(x) - (7:) xl(]‘ - x)n_il l' = 0111 ey N

Burada n polinomun derecesini gostermektedir. Bernstein ¢ekirdeklerine drnekler verelim.

Bos(x) =(1—-x), Bi(x)=x

31,1 [I:I =X

[IR=
06
04

02

oo 0z 04 0.6 0 10

Sekil 2.3.:Bir dereceli Bernstein ¢ekirdegi

Ikinci dereceli Bernstein cekirdegi ise

Bpo(x) =(1— x)z, By,(x) = 2x(1 —x), Bz,z(x) = x?
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0&r

06

04F

nzr

0o 0z 0.4 0.5 0z 10

Sekil 2.4.:1ki dereceli Bernstein cekirdegi

Uciincii dereceli Bernstein cekirdegi ise

Bo,3(x) =(1- x)3, By3(x) =3x(1— x)z,

Bz.s(x) = 3x2(1 - X), B3,3(x) = x>

Baz(x) =1
1.0
0aF
13 3
n4F
v 2
0o 0.2 04 06 nsz 1.0

Sekil 2.5:U¢ dereceli Bernstein cekirdegi

ile gosterilmis olur.
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2.3.2. Bernstein Cekirdeginin Ozellikleri

Bernstein ¢ekirdeklerinin ¢cok sayida 6zellikleri vardir. Bu 6zelliklerden bazilar

Simetri 6zelligi: B;,(x) = B,_;n(1 — x).
Pozitif tamimhilik 6zelligi: B;,(x) =0

Olasilik 6zelligi: 0 <x < 1ligin  YPBin(x) =1

2.4. Bernstein Polinomlarimin Bazi Karakteristikleri

f:[0,1] = R ve n negatif olmayan bir tam say1 olmak tizere n dereceli Bernstein

polinomu asagidaki sekilde tanimlanir.

n

Ba(fi) = ) ()%= (i/m) = 3 BinCOf (/).

=0

Genel olarak, Bernstein ¢ekirdeginin bir binom dagilimi i¢in olasilik fonksiyonu
olarak bilinir. Ozellikle B, (x) n tane birbirinden bagimsiz denemenin i. mc1 denemede
basarili olma olasiligidir. Bundan dolay1 Bernstein polinomunu (n,x) parametreli binom

dagilimindan yararlanarak da yazabiliriz. Y,, = S, /n tesadiifii degiskeni icin

Ertn =Y Br ()
i=0

elde edilir. Bu durumda E f(Y,), Y, tesadiifi degiskenin siirekli fonksiyon altindaki

goriintiisiiniin beklenen degerini vermektedir. Bu polinom ise yazim kolayligi bakimindan

n n

Efor) = (7)xia-orif (%) =) n!l.!xi (1(n__x)l;l,_l f (%) = zn: piCIif(%)
i=0

i=0 i=0

bu sekilde ifade edilebilir.
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S,  (n,x) parametreli binom dagilimina sahip tesadiifi degisken olsun. Bu

durumda binom dagiliminin beklenen degeri,

ES, = Z [ (7:) xi(l - x)"‘i = nxz 0 _(YZ)T(ll)_' D1 xi_l(l - x)"‘i
i=0 i=1

L

S
[N

= nx (n ]_ 1) x/ (1 —x)" "1

-
1l
o

T
=

I
S
e

Bjn_1(x) = nx

-
1l
[=)

Y, tesadiift degiskeni i¢in ;

n .
i
EY, = ZEBi‘n(x) =x
i=0

elde edilir. Benzer sekilde n > 2 icin

n n n

Y 2BinG0) = Y il = DBy + Z i Bin(3)

i=0 i=0

- n! . ,
=nx + Z CEONE 2)!xl(l —x)"

- -2 .
=nx +n(n — 1)x? z c _(7;)! (i)— 2 x'72(1—x)"

13



n-—2

=nx +n(n —1)x? Z <n ]_ 2) xJ(1—x)n 2

7=0
ES2 =nx +n(n— 1)x? = n?x? + nx(1 — x)

elde edilir. Bununla birlikte Y,, tesadiifi degiskeni i¢in ;

() =5+ (1-3)

n
=0

x(1—x)

EYy = x* +—

olur ve X tesadiifi de§iskeninin varyansi ise
vx) = E(X - EX))H
bu sekilde ifade edilir. Bu durumda S, tesadiift degiskeninin varyansi
V(Sy) = E((Sy — E(Sp)" = nx(1—x)

Y,, tesadiift degiskeninin varyansi

V(v ==
n
olur ve ayn1 zamanda
n n n n
(i —nx)?*B;p(x) = Z i B;n(x) — 2nx Z iB; n(x) + n*x? Z B; n(x)
i=0 i=0 =0 i=0

=nx +n(n — Dx? — 2n%x? + n?x? = nx — nx? = nx(1 — x).
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Diger taraftan

i x(1—x)

(E — x)z Bin(x) = — = (2.3)

1
In

n
i=0
sonucu elde edilir.

Teorem 2.1. (Bernstein, 1912). Her bir f € C[0,1] fonksiyonu i¢in

sup |B,(f,x) — f(x)| = 0, n — oo

0=x<1

Ispat : S, ile (n, x) parametreli binom dagilimina sahip tesadiifi degiskeni gosterelim ve

Y,, = S,,/n olsun. Bu takdirde

P(S,=1i) = (:l) xt(1 —x)"
oldugundan

EF(0G) = ) )Py =) = By(fi)
i=0

olur. Boylece Bernstein operatorii ile beklenti operatorii E B, (f; x) = Ef(Y,) bi¢iminde

gosterilebilir. Her bir n > 1 i¢in

ES, = nx, ES? =n?x? + nx(1 —x)
oldugundan  EY, =x, EY? =x?>+x(1 —x)/n. Buradan ve x(1—x)<1/4
esitsizliginden de

EY? 3 x% n—> o

ifadesi elde edilir.[1]
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Teorem 2.2 .(Weierstrass, 1885). Her bir f € C[a, b] fonksiyonu icin dyle p,, (x)

polinomu vardir ki n = oo iken
pn(x) 3 f(x), a<x<bh

Ispat. Her bir f € C[0,1] fonksiyonu i¢in B, (f,x) bir cebirsel polinomdur, buna gore bu
teorem [0,1] aralig1 icin direkt olarak Bernstein teoreminden elde edilir. Simdi [a, b]
araligi [0,1] araligindan farkli olsun. Bu takdirde h(y) = f[a + (b — a)y] fonksiyonu

[0,1] araliginda siirekli olur, buna gore 6yle q,(y) polinomu vardir ki

a.(y) 3 h(y), y €[0,1]

yaklagimi dogrudur. Her bir x € [a, b] i¢in y = g € [0,1] oldugundan p, (x) = q, (g)

Weierstrass teoremindeki aranan polinom olur.
Weierstrass teoremine gore; [a, b] araliginda siirekli her bir fonksiyon bu aralikta

diizgiin yakinsaktir.[1]

. 1
Ornek 2.1. f(x) = e?* olsun. x = 3 alahm, Bu durumda, f G) = e2/3 =1.9477

olur. B,(e?*;x) ile farkli n degerleri icin bu fonksiyona yaklasalim.

B(e%1/3) = ) (7) A/ G/3yte
i=0

Tablo 2.1: n ifadesinin farkli degerlerine gére B, (€2*; x) polinomu

n B, (e**; x)
2 2,4736
5 2,1363
7 2,0793
11 1,9534
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Boylece n = 11 degeri i¢in fonksiyona daha 1yi yaklasildigi goriilmektedir.

Iki degiskenli Bernstein polinomu ise

nq
iy n nyy\ o .
By f (1, x2) = ) Z P 2) () () e = myme e =yt

l1—0 lz

olarak tanimlanir. Bu polinom yazim kolayligi bakimindan;

Tll nzf(xl’xZ) - Z Z < )pllqll plelz

11 012

ile de ifade edilebilir.
ny, ..,Ny € N olmak tizere f m degiskenli bir fonksiyon olsun. Cok degiskenli

Bernstein polinomu

m

— b 1 j nj—i;
Bnl,...,nmf(xli--:xm) - f(_ - _) ( i: xj (1 - xj) J ])
02, M Tmo S g MY
J="y ]
je{1,...m}

ile ifade edilir. Benzer sekilde yazim kolaylig1 bakimindan;

i b T
Bnl,...,nmf(xlr--'xm) = Z f(n_' n_) l_lpijqij
1 m j=1

OSianj
Jje{1,...m}

ifade edilebilir.
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Ornek 2.2. f(x;,x,) = e** + e*2 olsun.x; , x, € [0,1] n; = n, = 3 olmak iizere,

B3 3f(x1’x2) - Z Z <n n )pllqll plquz
1 2

11 Olz

ile hesaplanabilir.

Tablo 2.2:1ki degiskenli Bernstein polinomu ile f(x;,x;)’ e iliskin 6rnek

x y f(x1,x2) B3 3f (x1,x2)
0 0 2 2

1/3 1/3 2,7912 2,9002
2/3 2/3 3,8955 4,0365

1 1 5,4366 5,4366

Boylece iki degiskenli Bernstein polinomunun degerleri fonksiyonun degerlerine

yakin bulunmustur.
2.5. Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

Tanmm 2.5..1 f fonksiyonu [a,b] aralifinda siirekli olsun § > 0 reel sayisi i¢in x4, x, €

[a, b] olmak iizere

w(8) = sup [f(x1) = fxr)l

|x1— x2]<6

esitligi ile tanimlanan w(6) fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.
Bu fonksiyon f’ ye [a,b] araliginda secilen § > 0 sayisina bagh olarak deger

alacaktir. w (&) fonksiyonunun 6zelliklerini verelim.
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Lemma 2.1. Eger 0 < §; < §, ise o zaman

w(8;) = w(8) -

Lemma 2.2. f(x), [a,b] de diizgiin siirekli ise ancak ve ancak

(151_13(1) w(@)=0

Lemma 2.3. Eger A > 0, o zaman asagidaki esitsizlik gecerli olur,

w(A6) < (1 + VHw(9).

Keyfi € > 0 sayis1 verildiginde siirekli f fonksiyonu ile onun Bernstein polinomu

arasindaki fark &’dan kiigiik olacak sekilde en az bir n dogal sayis1 i¢in B, (f; x) polinomu

bulunabilir. Bununla birlikte |B,(f;x) — f(x)| farkinin siireklilik modiilii yardimiyla da

degerlendirilebilir.

Tanim 2.1. (Cauchy Schwartz Esitsizligi): V (x4, ..., x,), V1, ---, V) € R™ i¢in

n n n
Dl < Dl D il?
k=1 k=1 k=1

esitsizligi saglanir.
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Teorem 2.3. f fonksiyonu [0,1] aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli olmak iizere

3 1
I = B (Il < 500( =

esitsizligi saglanir.[5]

Ispat:  Siireklilik modiiliiniin yardimiyla ||f — B,,(f)|| tahmin edebiliriz. f fonksiyonun
[a, b] araligindaki siireklik modiilii
wr(8) = wr([a,b];8) = sup { If (x) — fFW)|:x,y € [a,b], |x —y| < 6.}

tanimlanir. Bu durumda;

Ilf —B,(HIl < (7:) xi(l _ x)n—i

Zno|f(x) ()
< zn:wf (|x——|) )xi(l—x)"_i. (2.4)

i=0

olup, wy (|x — %D ifadesinde Lemma 2.3’ kullanilirsa

i 1
wr | |x —=|) = ws|n2
(=) = (

wal wE) = el (7)

ifadesi elde edilir. Bu ifadeyi (2.4) esitsizliginde yerine konulursa

oS - oo
()(1+\/—Z|x——| 21— x)ni

Cauchy Schwartz esitsizligi kullanilirsa;
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i |x - %| (Tll) xH(1 — x)"

ifadesini

n . 1/2 n 1/2

(Dxa-omn O (Hx'a-0mh

i=0 i=0

bu sekilde yazilabilir. (2.3.) ifadesinden dolay1

n .
i
Zx__
n

i=0

(M)xi -0 < %

elde edilir. Boylece

IF = Ba(ll < oy (52) [1 + V]

sonucu elde edilir. Bununla beraber teorem ispatlanmis olur ve siireklilik modiilii

kullanarak hata tahmini yapilabilir.

2.6. Bernstein Polinomunda Iteratif Hesaplamalar

Istatistiksel agidan bakildigindan bir bilgi yardimiyla, tahmin problemlerinde veya
yaklasim problemlerinde istenilen sonuclar elde edilebilir. Bu ag¢idan bakildiginda da bir
agirlik fonksiyonu kullanilarak bilinmeyen bir fonksiyon tahmin edilebilir. Bu agirlik
fonksiyonu da degistirilirse veya yeniden insa edilirse daha iyi bir sonug elde edilebilir.

Polinomsal yaklasimlarin beklenen degeri yani tahmin edilen Q,(f,x)
n’nin  bilyiik degerleri i¢in fonksiyona yaklasmahdir. E{Q,(f,x)} - f(x), n—
oo olmalidir. Burada ise hatayr H ile gosterelim. Bu durumda H(x) = B,,(f)(x) — f(x)
olur. Elde edilen H(x)'e tekrar Bernstein polinomu operatoriinii kullanirsak H,, (f)(x) =
B,(B,(f) — f)(x) = BA(f)(x) — B,(f)(x) ifadesi elde edilir. iteratif Bernstein polinom

operatoriiniin birinci iterasyonunu I (1) B, (f)(x) ile gosterirsek [5]
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1B, () = Bo(f)(x) = Hy () = 2 By () — BR(H(x)
=1-01-B)*(H)

elde edilir. Iteratif Bernstein Polinom operatorii isletim siirecini ilerletirsek ikinci iterasyon

asagidaki gibi olur.

1(2)B,(f)(x) = I(DBu(f)(x) = B, (I(DB, () (x) = () (%))
=2 B, (f)(x) = Bi(f)(x) — 2B (F)(x) + By () (x) + Bp(f) (x)
=3B(() =3B (H() + Bi(H) =1 — (1= B)*(NH(x)
1(2)B, () =1 -1 - B,)*(Hx)

Bu iteratif siireci benzer olarak ayni sekilde genellestirilmis hali k. iterasyon

asagidaki gibi olur.

IMB,(f(x) =1-(1=B)"(H), i=01,..

Asagidaki ornekte ise Bernstein polinomsal yaklasim operatorii ile iteratif Bernstein

polinomu yaklasimi karsilastirilmas1 asagidaki ornekte gosterilmistir.
Ornek 2.3. : f(x) = e?* olsun. x € [0,1] olsun. Bu durumda tek degiskenli Bernstein
polinomu ile, Iteratif Bernstein polinomunun tahmin degerlerini asagidaki tabloda

karsilastiralim.

Tablo 2.3.:Bernstein polinomu ile Iteratif Bernstein polinomunun tahmin degerleri

x £ B;(f,x) I(DBs(f,x)  1(2)B3(f, %)
0 1 1 1 1

173 1,9477 2,2787 2,1316 2,0499
2/3 3,7936 4,3453 4,1001 3,9639

1 7,3891 73891 73891 73891

Iteratif Bernstein polinomu operatorii fonksiyona yaklasimda daha iyi bir sonug

vermistir. Sonug olarak lteratif Bernstein Polinomuyla ilgili en 6nemli 6zellik;
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[I(DB,(f, %) = f()] < [Ba(f, %) = f(0)]

ifadesi olmaktadir.[5]

2.7. Lineer Pozitif Operatorler ve Ozellikleri

Operatorler olasilik teorisinde, fonksiyonel analiz vb. bir¢ok alanda yaygin
kullanimlara sahiptir. Operator kullanimi sayisal yontemlerin ¢esitli teorem ve sonuglarinin
belirlenmesinde de dnemli bir ihtiya¢ konusu olmustur.

Bu anlamda Haciyev vd (1995) de lineer pozitif operatorlerin tanimini ve bazi
onemli Ozelliklerini vermislerdir.[19]

X ve Y fonksiyon uzaylari olsun. L: X — Y bir doniisiim olmak iizere Vf € X

fonksiyonuna karsilik gelen bir g € Y fonksiyonu varsa, L

g(x) = L(f; x)

seklinde bir operatordiir. L operatoriiniin tanim bolgesi X = D (L), deger kiimesi R(L) ile

ifade edilir.

Tamim 2.2. X bir vektor uzay olsun.Vf,g € X icin a,b € R ve af + bg € X olmak iizere

L operatoril

L(af + bg; x) = aL(f;x) + bL(g; x)

kosulunu sagliyorsa L operatoriine lineer operator denir.

¢ # 0 icin L lineer bir operator oldugundan
L(0;x) = L(c0;x) = cL(0; x)
elde edilir. Buradan da ;
L(0;x)=0

oldugu goriiliir.
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Aym1 zamanda B, Bernstein operatoriiniinde lineer bir operator oldugu

gosterilebilir. Her f, g € [0,1] icin, A, u skalerler olmak tizere ;

Bn(Af +ug) = AB,(f) + uB,(g)

oldugundan Bernstein operatoril bir lineer operatordiir.

Lineer operatorlerin ¢ok onemli bir alt sinif1 da lineer pozitif operatorlerdir.
Tamm 23. Xt ={feX:f>0}, YT ={geY:g=>0} olsun. Eger X uzayinda
tanimlanmig L lineer bir operatorii X+ kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu  pozitif
fonksiyona doniistiiriiyorsa bu lineer operatore lineer pozitif operator denir. L lineer bir
operatorii icin f > 0 oldugunda L(f; x) = 0 saglanir.

Lineer pozitif operatorler aym1 zamanda monotondur. Gercekten her x € R i¢in

f(x) = g(x)ise f(x) — g(x) = 0’dir. L Operatorii pozitif oldugundan

L(f-g:x) 20

olur ve L operatoriiniin lineerlik 6zelliginden dolay1

L(f,x)—L(g,x) =0

Elde edilir. Bu da Lineer pozitif operatorlerin monoton oldugunu gosterir. Bununla birlikte

B, Bernstein operatoriiniin de monoton oldugu gosterilebilir.

m< f(x) <M, x€[01] = m<B,(f;x) <M, x €[0,1]

Ozellikle m = 0 secilirse ;

f(x) =0, xe€[0,1] = B,(f;x) =0, x € [0,1]

elde edilir.
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Tanmm 2.4.: . L: X — Y lineer doniisiim olsun. Eger Vf € X i¢in

IL(f, 0l < clIf

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 varsa L operatoriine sinirli lineer operator adi verilir. Bu ¢

sabitlerinin en kii¢iigiine L operatdriiniin normu denir.

LIl = inf {c : [IL(f, N < [I£11}

seklinde gosterilir. L lineer operatorii i¢in

L(f,
1Ll = sup IL(f, )l

ifi=0 NI

LIl = sup [[L(f, )l
Irli=1

esitlikleri saglanir.
Simdi ise yaklasim teorisinin onemli materyalleri olan, Bernstein, Valle-Poussin,
King, Korovkin operatorlerini beklenti operatorii biciminde gosterilerek, bazi 6nemli

teoremler asagidaki gibidir.

1.Her bir f € C[0,1] fonksiyonu i¢in B, (f, x) operatorii asagidaki gibi tanimlansin.

B,(f,x) = zn:f (%) Cn,d)x'(1—-x)"% n>1
i=0

Bu operatore Bernstein operatorii
Bin(x) = C(n, Dxi(1 — )"

fonksiyonuna ise Bernstein ¢ekirdegi oldugunu bilinir. Her bir f € C[0,1] i¢in Bernstein
operatoriiniin degeri cebirsel bir polinomdur. [1]

Cla, b] ile siirekli fonksiyonlar sinifin1 gosterilerek, asagidaki Lemmayi verilebilir.
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Lemma 2.4. f € C[a, b], X, ise dagilim fonksiyonu n ve 6 € [a, b] parametrelerine bagl

tesadiiff degisken olsun. Eger bu tesadiifi degiskenler n — oo iken

E(X,—6)230, 6E€]ab]

kosulunu sagliyorsa, o zaman ;

Ef(X») = £(6), 6 € [a,b]

saglanir. ( = simgesiyle [a, b] aralifinda diizgiin yakinsama gosterilmektedir.)

Boylece Bernstein operatoriiniin yaklasim 6zellikleri

EX, =0, EX2 3 62

kosullarinin elde edilmesini saglar. Bu kosullar altinda ise

E(X,—0)> =EX2—20EX,+60*30, 0€]|ab]

sonucu elde edilir.[1]

2.Coz(R) lle R = (—o0,) de siirekli ve 2m periyotlu fonksiyonlar sinifim

gosterilerek ve her bir f € C,,(R) fonksiyonu i¢in V,,(f, x) operatorii soyle tanimlanir.

T t—x
_ 2n
= 2k, f(t)cos —5 dt

—TT

k, =272 (27?)

Vo (f, x)

Teorem 2.4. (Vallee-Poussin, 1911). Her bir f € C,;(R) fonksiyonu icin

sggIVn(f,x) —f(x)|-0, n-oow
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Ispat. V,,(f, x) operatoriinii beklenti operatdrii biciminde gostermek igin her birn = 1,2 ...

ve sabit tutulan x € R i¢in

qn(t; x) = 27Tkn 2

fonksiyonu ele alinir. Bu fonksiyon ayn1 zamanda Vallee-Poussin cekirdegi

s
qn(t,x) = 0; f qn(t,x)dt =1
-

kosullarini saglar. Gergekten cos?™ t_Tx ‘nin 2m periyotlu ¢ift fonksiyon oldugunu ve

/2 T
f cos*ydy = =k,
0 2

esitligi yazilabilir. Bu durumda

T m—Xx T
= 2n X — 2n X
21k, f qn(t, x)dt = f cos (2) dy = | cos (2) dy
-t —TmT—X —1T

=2 j cos™ (%) dy = 4] cos®ydy = 2nk,
0

0

elde edilir. Buna gore yukarida verilen kosullara gore q,,(t, x) bir Y;, tesadiifi degiskeninin

yogunluk fonksiyonu olup, V,,(f,x) = Ef (Y,,) seklinde gosterilebilir.[1]

3.Her bir f € C[0,1] fonksiyonu icin

A, 2) = Zf (+) an)
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olsun, burada a,,; (x) fonksiyonlari

l_l[pl(x)z +1-p(x)] = Z amzi (2.5)

i=1
esitligi ile tanimlanir ve her bir ~ p;:[0,1] — [0,1].

Teorem 2.5.( King 1966 ). Eger n — oo iken

nUp,(x) + -+ p,(x)] 3 x, x€[0,1] (2.6)

ise 0 zaman ;

sup |An(f,x) = f(x)| =0, n-— oo

0=<x=<1

olur.

Ispat. X,,.., X, bagimsiz tesadiifi degiskenler ve sabit tutulan x € [0,1] icin her
bir P(X; =1) =p;(x), P(X; =0) = q;(x) =1 — p;(x) olsun ; X; nin iireten fonksiyonu
Ez%i = p;(x)z + q;(x) oldugundan S,, = X; + --- + X,, toplaminm iireten fonksiyonu (2.5)

esitliginin sol tarafinda bulunan ifadeye esit olacaktir, buna goére P(S,, = i) = a,;(x) olur.

Bu durumda Y,, = §,,/n tesadiifii degiskeni i¢in
n .
i
Ef(h) = ) £ (=) PGu =D = 4n(£, )
i=1

yazilabilir. (2.6) sart1 kullanilirsa;
E(Yn) = n_l(Exl + ot EXn) = n_l(pl(x) + et pn(x)) sx

EY2 = [EY,]? + VarY,
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= [EYal? + 772 ) pi(@)ai)

Sag taraftaki birinci toplam n — oo iken x?’ ye, ikinci toplam ise p;(x)q;(x) <1

esitsizligi ise sifira yaklasir, Buna gore EY,;? — x2, x € [0,1] olur.[1]

4.Her bir f € C,,(R) fonksiyonu i¢in K, (f, x) operatorii

Kn(f,x) = f f(x+ D gn(Odt

olacak sekilde tanimlansin, burada
n
(t) = ! + ! Z it <t<
In o -y 1pinC051; T=t=m
=

biciminde tanimlanir, Py, ..., Ppn  is€ Oyle reel sayilardir ki g,(t) = 0,—-m<t<m
kosulu saglanir.

gn(t) =0 ve f_nn gn(®)dt = 1 oldugundan g, (t) bir Y, tesadiifi degiskeninin
yogunluk fonksiyonu olup, K,(f,x) = Ef(x +Y,) biciminde gosterilebilir.[1]

Teorem 2.6.( Korovkin, 1959). Eger f € C,,(R) ve lim,_,,, p1n = 1 ise, 0 zaman

sup| Ky (f, %) = f()[ =0, n-o0

XER

ispat. 1, coskx, sinkx, k > 1 Fonksiyonlari [—m, 7r] araliginda ortagonaldir. Buradan da
n — oo i¢in
Vs

1
Esin(x +Y,) = - f sin(x +t) gp(t)dt = pypsinx - sinx

-1
s

1
Ecos(x +Y,) = = f cos(x +t) g,(t)dt = pypcosx — cosx

-1t

bulunur.[1]
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2.8.Bernstein Tipli Operatorler

Bernstein polinomlariyla tip olarak aymi o6zelliklere sahip polinomlarla ilgili de
literatiirde pek c¢ok calisma yapilmistir. Bu operatorler literatiirde Bernstein tipli
operatorler olarak bilinir. Baz1 Bernstein tipli operatorleri verelim.

Szasz-Mirakiyan : [0, o) i¢in
< o ()!
Sa(f,2) = Zof(?e —
L=

seklinde tanimlanir. Szasz-Mirakiyan operatorii Bernstein polinomu yaklagiminin bir

uzantisidir. Szasz-Mirakiyan operatoriiniin ¢ekirdegi

Pi,n(x) =e™ ™ il

olarak ifade edilebilir. P; ,(x) nx Ortalamali Poisson tesadiifi degiskenine sahip olasilig

ifade etmektedir. Bu operator i¢inde iteratif a¢ilim yapilabilir. Hatay1 H ile ifade edilirse;

HO) = $,(N = F0 = Y f(2) PG~ fG)  x€[0,09)
i=0

Elde edilen H(x)'e tekrar Szasz-Mirakiyan operatoriinii kullanilirsa

Hy(f)(x) = Sp(Sa(f) = () = SE(H ) = Sn(H (%)

= if (%) SpPin () — f(x) x € [0, )
i=0

ifadesi elde edilir. Bununla birlikte ikinci Szasz-Mirakiyan iteratifi kullanilirsa

SPF(x) = Spf (1) = Sp{HS,HIX),  x € [0,00)

Bu sekilde tanimlanir. [6]

Diger taraftan Meyer-Konig ve Zeller tarafindan tanimlanan
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o)

M, (f,x) = Zf(ﬁ) (n -l}c_ k)xk(l —0)", 0<x<1
k=0

Operator ise Meyer-Konig-Zeller olarak bilinir. Cheney ve Sarma ise Meyer-Konig Zeller

operatOriinii Bernstein operatoriiniin kuvvet serisi olarak tanimlamislardir.[17]

[oe)

M0 = 3 f () ()t =

k=0

Meyer-Konig ve Zeller operatoriinii Negatif binom dagilimi yardimiyla da elde

n=r n=0

r — 1 = k denilirse;

Z(n+k> k+1 n :Z(nzk>pn+1qk

™ (n;k) = (n;’k) oldugundan

i<n+k> neigh

k=0
p=0—-x)veq =x ise
C ky _ k
Ma(F0) = (= Y () Faat
k=0

ifadesi elde edilir.
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3. BULGULAR

3.1. Dijital Say1 Degerli Tesadiifi Degisken

Sn, (n,p) parametreli binom tesadiifi degiskeni olsun. X tesadiifi degiskeninin

., 2™+l — 1} olmak iizere olasiliklart

n 1 n
P (X = Z ak2") = —nz axP (S, = k)
k=0 2 k=0

binom olasiliklar1 yardimiyla tanimlanir. Burada a;, ile 0 ya da 1 degeri gosterilmistir.

durum uzay {1, 2, -

Benzer sekilde X tesadiifi degiskeninin olasiliklarint &, (n, pq,+:+,pn) degisken

parametreli binom tesadiifi degiskeni olmak iizere

n 1 n
p <X = Z akzk) =— 1_[ ax(P)
k=0 a k=0

esitligi ile de tanimlanabilir. Burada @ = P(S,, > 0) olasiligin1 géstermektedir ve

Pr, A =1
“R(Pk)={q,'i a;t=0}

esitligi ile tammmlanmustir.
Ayrica X tesadiifi degiskeninin olasiliklarin1 Bernstein polinomunun terimleri

olarak da alinabilinir. f € €(0,1) olmak tizere olasiliklar asagidaki sekilde tanimlanabilir;

P (X = Zzzoakzk) = Lim, e %Z;Oak f(k/n)P(S, =k)

Ornek olarak n = 3 alirsak X tesadiifi degiskeninin durum uzay1 {1,2,--, 15}

olup olasilik degerleri asagidaki tablodaki gibi olacaktir.



Tablo 3.1 : n = 3 i¢in X tesadiifi degiskeninin olasiliklar1

X=] ag a, a; as P(X =j)
1 1 0 0 0 /8
2 0 1 0 0 3pq?/8
3 1 1 0 0 (¢° +3pq®)/8
4 0 0 1 0 3p%q/8
5 1 0 1 0 (¢° +3p*q)/8
6 0 1 1 0 (3pq? + 3p?q)/8
7 1 1 1 0 (q® + 3pq* + 3p%q)/8
8 0 o 0 1 p3/8
9 1 0 o 1 (¢® +p?)/8
10 0 1 0 1 (3pq? +p?)/8
11 1 1 0 1 (¢ + 3pq® + p3)/8
12 0 0 1 1 (3p%q +p?)/8
13 1 0 1 1 (g3 + 3p*q +p*)/8
14 0 1 1 1 (3pq* + 3p*q + p*)/8
15 1 1 1 1 (q3 + 3pq? + 3p%q + p*)/8

Yukaridaki tabloda gosterilen olasiliklarin p = q = 1/2 degeri icin hesabi

asagidaki tabloda gosterilmistir.

Tablo 3.2: p = q = 1/2 degeri i¢in X tesadiifi degiskeninin olasiliklarinin hesaplanmasi

X=j PX =J) X=j PX =J) X=j PX =J)
1 0.015625 6 0.09375 11 0.078125
2 0.046875 7 0.109375 12 0.0625
3 0.0625 8 0.015625 13 0.078125
4 0.046875 9 0.03125 14 0.109375
5 0.0625 10 0.0625 15 0.125
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Benzer sekilde yine n = 3 i¢in de8isken parametreli binom dagiliminin olasiliklar

yardimi ile kurulan X tesadiifi degiskeninin olasiliklar1 asagidaki tabloda hesaplanmaistir.

Tablo 3.3: n =3 icin degisken parametreli binom yardimiyla olusturulan X tesadiifi

degiskeninin olasiliklart « = P(S3 > 0).

X=] Qo a a; as P(X =))
1 1 0 0 0 P1929394/
2 0 1 0 0 41929394/
3 1 1 0 0 P1P29394/
4 0 0 1 0 q192P394/
5 1 0 1 0 P192P3q4/
6 0 1 1 0 q1P2P394/
7 1 1 1 0 P1D2P3q4/
8 0 0 0 1 q19293Ps/
9 1 0 0 1 P19293P4/
10 0 1 0 1 q1P293Ps/
11 1 1 0 1 P1P293Pa/
12 0 0 1 1 q19203P4/
13 1 0 1 1 P192P3Pa/
14 0 1 1 1 q1P2P3P4/
15 1 1 1 1 P1P2D3Pa/

3.2. Degisken Parametreli Binom Tesadiifi Degiskeninin Olasiliklar:

Sn, (N, py, -+, pn) degisken parametreli binom dagilimina sahip olsun. P(S,, = k)
olasihigl (p1x + qq) ... (PpX + q,) carpiminda x*’nin katsayisidir. [1]Bu katsay1 farkli bir
formda rahatlikla ifade edilebilir. {S,, = 0} olay1, gerceklestirilen birbirinden farkli n tane
Bernoulli denemesinin tamaminin basarisiz olmast oldugundan olayin gerceklesme

olasilig1 asagidaki sekilde yazilabilir,

P(S,=0)=gq;qy
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{S,, = 1} olay1 gergeklestirilen birbirinden farkli n tane Bernoulli denemesinde

herhangi bir tanesinin basarili olma olay1 oldugundan olasilig1 asagidaki formda yazilabilir,

a1 an

{S,, = 2} olay icin ise iki tane basari s6z konusu oldugundan n tane denemenin
miimkiin olan tiim ikili durumlarnn g6z Oniinde tutularak olasilik asagidaki sekilde

yazilabilir,

p1D2 4ot pn—lpn}

P(S, =2) = q, {
" & n q19> dn-19n

{S,, = k} olayim incelersek n tane denemenin miimkiin olan k tanesi g6z Oniinde

bulundurulmalidir. Yazim kolaylig1 bakimindan

Ifadesi kullanihirsa {S,, = k} olayinin olasiligs ;

JaE i
seklinde yazilabilir. Burada
AK) = Xj et ji Piy Pl
ile gosterilirse olasilik asagidaki formda yazilabilir,
P(Sp =k) = qq - qnA(k)

Burada dikkat edilecek olursa A(0) = 1 ve
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D1 Pn
q1"qn

olacag goriilebilir.

Teorem 3.1 S,,(n,py, +,p,) degisken parametreli binom dagilimma sahip olsun.

P1, -, Pn olasiliklari

P1t+Pn

i
[l

olmak {tizere yeterince kiicilk € > 0 degeri icin (p —¢,p + ¢) araligma diistiigiinde
Sn, (M, Py, o+, py) dagilimi (n, p) parametreli binom dagilimina yaklasacaktir. Arada kalan
hata pay1 ise asagidaki list sinira sahiptir,

|P(Sp = k) = P(Sp = k)| < 2*-D(@"* - 1) &
Ispat : Bu yakinsamanin dogrulugunu gosterebilmek icin

|P(Sn =k)_P(Sn=k)|

her bir |p;, — p| < € sart1 altinda degerlendirilirse yukaridaki mutlak deger

gy - quA(k) — (Z) (P1+P2+"'+Pn)k (Q1+Qz+"'+qn)n_k

n n

seklinde olup her bir p, < p + € olmak iizere

P(S, = k) = P(Sy = k) < |(7) B+ @+ = () @™+

esitsizligi elde edilir. Burada ;
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IP(Sy = k) = P(Sy = I < () 1B+ &)(@ + &)"* — (B)@" ¥

olup (P + &)* ve (g + )" * terimler acilacak olursa esitsizligin sag tarafindaki mutlak

deger

Z (f) (B) ek Z (n : k) @i i — ()| <
]

i

< Z (f) (p) ek~ z (n : k) (@)ien K

j*k i#n—k

seklinde yazilabilir. Esitsizligin sag tarafindaki ifadede p < 1 oldugundan
@) e <1ve (e F <1

olup

. (ore 5 (@< () 2 (17

j*k izn—k j*k i#n—k
<RF-D@2"*-1)e2 >0, -0
sonucuna ulagilir. Bu ise her bir & i¢in
|P(Sp = k) =P(Sp =K)[ =0

farkinin degerlendirilmesini saglar. Bdylece & - 0 olmak iizere, bu son ifadeye
dayanilarak S, (n,pq, -+, pn) degisken parametreli binom dagiliminin, S, (n,p)

parametreli binom dagilimina yaklastig1 goriiliir.
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n=>5 icin degisken parametreli binom dagilimi olasiliklar1
r1=02, p, =025, p3=03, p, =035, ps=04, p=03 olmak izere
P(Ss = k) olasiliklarini hesaplayalim.

Tablo 3.4:Sc,(5, 0.2,0.25,0.3,0.35,0.4) Degisken parametreli binom dagilimi

olasiliklari ile Ss, (5, 0.3) binom dagilimi olasiliklar1

k S5,(5,0.3) §5,(5,0.2,0.25,0.3,0.35,0.4)
0 0.1681 0.1638
1 0.3601 0.3631
2 0.3087 0.3131
3 0.1323 0.1311
4 0.0283 0.0267
5 0.0024 0.0021

Yukaridaki tablodan da goriildiigii S5 dagiliminin olasiliklar1 S binom dagiliminin
olasiliklarina yakin olarak bulunmustur.

Bernstein polinomunu (n,p) parametreli binom dagilimi yerine S, (n,p1,***, Pn)
degisken parametreli binom dagilimi kullanilabilir. Bu durumda Bernstein polinomu su

sekilde ifade edilebilir;
Sn
B.(F) = E {f D)

Bu durumda B,,(f) polinomu f(p) degerine diizgiin yaklasacaktir;

Bo(f)3f(P), n—> o, -0
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3.3. Bernstein Polinomlarinin Regresyon Tahmininde kullanilmasi

Fonksiyonel iligkinin bilinmedigi ya da bilinen parametrik yapilardan birine
uymadig durumlar i¢in bir¢ok regresyon yontemi gelistirilmistir. Parametrik olmayan
regresyon yaklagiminda sabit diizen (fixed design) ve rasgele diizen (random design)
regresyon modeli olmak iizere iki tiir model s6z konusudur. Sabit diizen modelinde veri
noktalari, ordinatlar1 belirleyici degerler olarak diisiiniiliir. Bu ordinat degerler, planlanmis
bir denemede genellikle arastirmaci tarafindan segilirler. Bu sekilde alinan 6rnek noktalar
esit uzaklikta olur. Eger veri noktalar1, X rasgele degiskeninin bagimsiz ve ayni dagilima
sahip rasgele degerleri ise model rasgele diizen modelidir.

(x;,y;) 1 =1,2..n), gozlem cifti olmak iizere regresyon modeli, asagidaki sekilde
yazilir.

vi=f(x;60) +¢

Burada f bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki link fonksiyonudur. Parametre

tahmini ise [2]

FenT10) =" w(TO—u) f,(T"u)
iteratif siirecinin uygun kosullar altinda kullanilmasiyla bulunur.
Lineer olmayan regresyon yontemlerinden biiyiime modeli olarak bilinen
Gompertz modeli asagidaki sekilde tanimlanir,
Y = aexp {—e ¥}
Bir diger model olan Monomolekiiler model
Y = a(l — —e k&)

sekilde tanimlanir. Ustel model,

Y — e_k(x_y))
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sekilde tanimlanir. Lojistik model ise
Y =a/(1+ e %)
sekilde tamimlanir. Bu modellerle ilgili baz1 parametreler
a : En yiiksek biiyiikliige ait asimptot ile ilgili bir parametredir.
p : Biiyiime egrisini tanimlayan bir sabit ile iligkili bir parametredir.
k: Biiyiime hiz1 ya da oranu ile ilgili bir parametredir.

Calismada sabit diizen regresyon modeli ele alinarak, lineer olmayan regresyon
yontemlerinden, Gompertz modeli, Monomolekiiler modeli, Ustel model, Lojistik model
ile Bernstein polinomunun iteratif adimlariyla karsilagtirilmistir.

Hipotetik bir veri kiimesi iizerinde de Lineer olmayan regresyon yontemleri ile

Bernstein polinomu yardimiyla elde edilen iteratif adimlarin nasil sonuclar verdigi asagida

incelenmistir. incelemede Richards egrisi,
_1
fG0) = a[1 = (m — e k&Moo
alinmig ve parametreleri « = 2, m = 1,5, k = 0.5, y = 0 olarak secilmistir,
1 1
Y =f(x) =2[1- Ee‘@"]2

Bernstein polinomunun iteratif hesaplamasinda kullanilan recurrent esitlik ise

asagidaki sekildedir;
IMB,(f(x)) =1-(1 =B (Hx), i=01,..
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Tablo 3.5: f(x) fonksiyonunun Bernstein polinomu yardimiyla tahmin edilen degerleri

x f(x) B (f; x) (DB, (f(0)) 1(2)B,(f (%))
0 0.5 0.5 0.5 0.5
1/20 0.5249 0.5250 0.5250 0.5250
2/20 0.5499 0.5499 0.5499 0.5499
3/20 0.5748 0.5748 0.5748 0.5748
4/20 0.5996 0.5995 0.5996 0.5996
5/20 0,6244 0,6242 0,6242 0,6242
6/20 0,6489 0,6487 0,6487 0,6488
7120 0,6734 0,6730 0,6731 0,6732
8/20 0,6976 0,6973 0,6973 0,6974
9/20 0.7218 0,7213 0,7214 0,7214
10/20 0,7456 0,7451 0,7452 0,7453
11/20 0,7693 0,7688 0,7689 0,7690
12/20 0,7928 0,7922 0,7923 0,7924
13/20 0,8159 0,8154 0,8155 0,8156
14/20 0,8389 0,8384 0,8385 0,8386
15/20 0,8616 0,8611 0,8612 0,8613
16/20 0,8840 0,8836 0,8837 0,8838
17/20 0,9061 0,9058 0,9059 0,9060
18/20 0,9280 0,9278 0,9278 0,9279
19/20 0,9496 0,9495 0,9495 0,9495

1 0,9709 0,9709 0,9709 0,9709
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Richards egrisinden elde edilen hipotetik veriler yukaridaki tablo da gosterilmistir.

Fonksiyon degerlerini en iyi tahmin eden  1(2)B,(f(x)) ile lineer olmayan regresyon

modelleri asagidaki tabloda karsilastirilmistir.

Tablo 3.6: Lineer Olmayan yontemler ile iteratif Yontemin HKT Karsilastirilmasi

Modeller Model Fonksiyonu HKT R?
fteratif Yontem  1(2)Byo(f(x)) = 1 — (1 — B,o)*(F)(x) _ 0,0000009 1.00~
Gompertz Y=a exp {—e 1)} 0,000004 1.00*
Monomolekiiler Y=g(1 — e *®*-1)) 0,0000047  1.00**
Ustel Y = e_k(x_y)) 0,00505 0.994**
Lojistik Y=a/(1+ Be **) 0,00004 1.00**

Modellerin HKT karsilagtirildiginda ise Bernstein polinomundan elde edilmis

Iteratif Yontemin HKT” mu diger Lineer Olmayan Regresyon Modellerinden daha kiigiik

bulunmustur.

Iteratif Bernstein yontemi diger modellere gore daha hassas bir sonug vermistir. Bu

modellerin grafikleri ise asagida verilmistir.
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0,8—. .))
of

Sekil 3.1: f(x) 1le I(2)B,,(f)(x) grafigi

f(x) lle 1(2)B,(f)(x) Bernstein iteratif yontemin grafigi incelendiginde, ise

hipotetik veri kiimesi iizerinde gozlem degerleri birbirine ¢ok yakin sonuclar verdiginden

dolay1 grafik {izerinde bu degerler birbirine ¢akisik sekilde goriilmektedir.

—m—f(x)
—e— Gompertz

0,8—- ././.
of

f(x)
.

0,4 T r
0,5

Sekil 3.2:f (x) ile Gompertz modelinin grafigi
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Yukaridaki grafikte f(x) ile Gompertz modelinin grafigi verilmistir. Gozlem

degerleri yine birbirine ¢ok yakin oldugundan ¢akisik durumda goriilmektedir.

—=— f(x)
—e— Monomolekiiler

1,0 4

0,8
0,6 (-/.

f(x)

Sekil 3.3:Monomolekiiler model ile f(x) grafigi

Lineer olmayan biiylime modellerinden monomolekiiller model ile f(x)’in

incelediginde benzer sekilde tahmin edilen degerler ile hipotetik degerler birbirine yakin

olmasindan dolay1 grafik iizerinde cakisik durumda yer almaktadir.
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—a—f(x)
—e— Ustel

o

04 , .
0,0 05

Sekil 3.4: Ustel Model ile f(x) grafigi

Ustel model ile f(x)’in grafigi incelendiginde ise, tahmin edilen degerler ile elde

edilen degerler diger modellere gore birbirine yakin olmadigindan, degerler grafik iizerinde

daha belirgin bir bicimde goriilmektedir.

—a—f(x)
—o— Lojistik

0,8
0,6 /

(x)
~

0,0

Sekil 3.5: Lojistik model ile f(x) grafigi
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Lojistik model kullanilarak tahmin edilen degerler ile f(x) gercek degerleri

birbirine yakin oldugundan grafikteki noktalar cakisik durumda yer almistir.

Iki degiskenli Bernstein polinomu icinde hipotetik bir veri kiimesi iizerinde bir

uygulama ¢aligsmasi yapilmistir. Bu hipotetik veri kiimesi Ek-Tablo 1.1’ de verilmistir.

f(x1,x;) = e¥1 + e*2

Fonksiyonu incelemeye alinmis ve x;,x, € [0,1] olmak iizere n=n; =n, =20
secilmistir. Hipotetik veri kiimesi iizerinde yapilan incelemede ise Iki degiskenli Bernstein
polinomunun da By, f(x1,x;) f(x1,x;) ‘e yaklastign goriilmiistiir. Ayn1 zamanda

R? =0,999952 ve HKO ise 0,000205 bulunmustur.

Sekil 3.6: By, ., f (x1,x;) ile f(xq,x;) ‘in grafigi

By n,f(x1,x2) ile f(x1,x;) grafigini inceledigimizde tahmin edilen degerler ile
fonksiyonunun gergek degerleri birbirine ¢ok yakin oldugundan grafik tizerindeki degerler
tist iiste yer almistir. Boylece Bernstein polinomu yontemleri regresyon tahminlerinde daha

hassas sonuglar verdiginden dolay1 kullanilabilirdir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Son yillarda bilim ve teknolojide ortaya c¢ikan gelismelerle birlikte istatistik
biliminin de analiz ve degerlendirme metotlar1 geliserek eski bilinen metotlara nazaran
birtakim farklilasmalar gostermistir. Ozellikle sayisal algoritmalarin gelismesi ve
bilgisayar yazilimlarinin giiclenmesiyle teorik yapilarin biiyiik 6lciide uygulanabilir hale
gelmesi miimkiin olmustur. Giiniimiizde, olasilik kurami ve bu kurama bagh olarak
gelistirilen teoriler ve uygulamalar bilgisayarlarin hizli gelismesiyle beraber ¢cok daha genis
alanlarda uygulanma imkéani bulmustur. Olasilik problemlerinde deney yapilmasinin zor
oldugu durumlarda veya cesitli nedenlerden kaynaklanan sorunlarin giderilmesinde
bilgisayar destekli benzetim caligmalarindan yararlanilabilir. Bundan dolay1 bilgisayar
destekli benzetim caligmalarinin giderek yayginlagsmasi teorik calismalara da uygulama
alan1 olusturmustur.

Bilgisayarlarin hizli gelisimi dogrusal olmayan modellerin kullanimini oldukga
kolaylastirir. Model sec¢iminin saglikli yapilabilmesi ve seg¢ilen modelin hata oraninin
diisiik olmasi olduk¢a 6nemli bir secim kriteridir. Tiim bunlarin dogrultusunda yapilan
calismada secilen modelde hata oraninin nasil diisiiriilebilecegine ve modelin nasil
uygulanabilecegine dair 6nemli bulgular elde edilmistir. Bu bulgularin en 6nemlilerine

kisaca agsagidaki sekilde deginilmistir.

e Bernstein polinomunun istatistiksel cikarsamalar1 ve sonuglari lineer olmayan
model denklemlerinde oldukca tatmin edici sonuglar verebilmektedir. Yapilan
uygulamalarda bu sonuclarin diger bilinen lineer olmayan modellere gore daha

avantajli oldugu goriilebilmektedir.

e Degisken parametreli binom dagilimimnin binom dagilimmna yaklagiminin
gosterilmesi ve kullanilmast Bernstein tipli lineer pozitif operatorler sinifi
icerisinde olduk¢a onemlidir.

e Degisken parametreli binom dagiliminin binom dagilimina yaklasmasi ayni

zamanda Poisson ve normal dagilima yaklagsmasini da gostermektedir.



Degisken parametreli binom dagiliminin Bernstein tipli lineer pozitif operatorler
siif1 igerisinde kullanilmasi yapay sinir aglarinin lineer pozitif operatorler sinifi

icerisinde kullanilabilirligini saglamustir.

Bernstein polinomunda iteratif siirecin kullanilmasi hata paymi daha hizh
diisiirerek kullanilan verinin modellenebilmesine yardimci olmaktadir. Kullanilan
veri sayisinin artirilmamasi kosuluyla iteratif siire¢ yardimiyla daha diisiik hata

oranina sahip modeller kurulabilmesi bu alanda oldukca énemli bir sonugtur.

Calismada ¢ok degiskenli Bernstein polinomlarina da deginilmis ve coklu lineer

olmayan regresyon modellerinde kullanilabilir sonuglar elde edilmistir.
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5. ONERILER

Bernstein polinomu ve degisken parametreli binom dagilimi yardimiyla elde edilen
Bernstein tipli lineer pozitif operatorler sinift matematiksel analizin istatistiksel metotlara
kazandirdig1 en Oonemli materyallerden birisidir. Aym1 zamanda yine bu tipli operatorler
sinifi olasilik teorisinin matematiksel analize kazandirdigi olduk¢a 6nemli bir sonuctur.
Bilimin ve teknolojinin ilerleyen her asamasinda kendisine uygulama alani bulabilen bu
tipli operatorler sinif1 istatistiksel analiz alaninda hipotez tezleri gibi oldukca 6nemli olan

bir sahaya da ileriki calismalarda g6z ardi edilemeyecek yenilikler getirebilir.
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EKLER :

Ek-Tablo 1.1:iki degiskenli f(xq,x,) fonksiyonunun tahmin degerleri

X1 X2 f(xq,x2) Bnl,nzf(xll X3)
0 0 2 2

1/20 2,0513 2,0525
2/20 2,1052 2,1077
3/20 2,1618 2,1656
4/20 2,2214 2,2263
5/20 2,2840 2,2901
6/20 2,3499 2,3570
7/20 2,4191 2,4272
8/20 2,4918 2,5008
9/20 2,5683 2,5781
10/20 2,6487 2,6591
11/20 2,7333 2,7440
12/20 2,8221 2,8330
13/20 2,9155 2,9264
14/20 3,0138 3,0243
15/20 3,1170 3,1269
16/20 3,2255 3,2344
17/20 3,3396 3,3470
18/20 3,4596 3,4651
19/20 3,5857 3,5887
1 3,7183 3,7183
1/20 0 2,0513 2,0525
1/20 2,1025 2,1051
2/20 2,1564 2,1602
3/20 2,2131 2,2181
4/20 2,2727 2,2789
5/20 2,3353 2,3426
6/20 2,4011 2,4096
7120 2,4703 2,4797
8/20 2,5431 2,5534
9/20 2,6196 2,6306
10/20 2,7000 2,7116
11/20 2,7845 2,7965
12/20 2,8734 2,8856
13/20 2,9668 2,9790
14/20 3,0650 3,0768
15/20 3,1683 3,1794
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

16/20 3,2768 3,2869
17/20 3,3909 3,3996
18/20 3,5109 3,5176
19/20 3,6370 3,6413
1 3,7696 3,7708
2/20 0 2,1052 2,1077
1720 2,1564 2,1602
2/20 2,2103 2,2154
3/20 2,2670 2,2733
4/20 2,3266 2,3340
5/20 2,3892 2,3978
6/20 2,4550 2,4647
7120 2,5242 2,5349
8/20 2,5970 2,6085
9/20 2,6735 2,6858
10/20 2,7539 2,7668
11720 2,8384 2,8517
12/20 2,9273 2,9407
13/20 3,0207 3,0341
14/20 3,1189 3,1320
15/20 3,2222 3,2346
16/20 3,3307 3,3421
17720 3,4448 3,4547
18/20 3,5648 3,5728
19/20 3,6909 3,6964
1 3,8235 3,8260
3/20 0 2,1618 2,1656
1/20 2,2131 2,2181
2/20 2,2670 2,2733
3/20 2,3237 2,3312
4/20 2,3832 2,3919
5/20 2,4459 2,4557
6/20 2,5117 2,5226
7/20 2,5809 2,5928
8/20 2,6537 2,6664
9/20 2,7301 2,7436
10/20 2,8106 2,8246
11/20 2,8951 2,9096
12/20 2,9840 2,9986
13/20 3,0774 3,0920
14/20 3,1756 3,1899
15/20 3,2788 3,2925
16/20 3,3874 3,4000
17/20 3,5015 3,5126
18/20 3,6214 3,6307
19/20 3,7475 3,7543
1 3,8801 3,8839
4/20 0 2,2214 2,2263
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

1720 2,2727 2,2789
2/20 2,3266 2,3340
3/20 2,3832 2,3919
4/20 2,4428 2,4527
5/20 2,5054 2,5165
6/20 2,5713 2,5834
7120 2,6405 2,6535
8/20 2,7132 2,7272
9/20 2,7897 2,8044
10/20 2,8701 2,8854
11720 2,9547 2,9703
12/20 3,0435 3,0594
13/20 3,1369 3,1528
14/20 3,2352 3,2506
15/20 3,3384 3,3532
16/20 3,4469 3,4607
17720 3,5610 3,5734
18/20 3,6810 3,6914
19/20 3,8071 3,8151
1 3,9397 3,9446
5/20 0 2,2840 2,2901
1/20 2,3353 2,3426
2/20 2,3892 2,3978
3/20 2,4459 2,4557
4/20 2,5054 2,5165
5/20 2,5681 2,5802
6/20 2,6339 2,6471
7/20 2,7031 2,7173
8/20 2,7759 2,7909
9/20 2,8523 2,8682
10/20 2,9327 2,9492
11/20 3,0173 3,0341
12/20 3,1061 3,1232
13/20 3,1996 3,2165
14/20 3,2978 3,3144
15/20 3,4010 3,4170
16/20 3,5096 3,5245
17/20 3,6237 3,6371
18/20 3,7436 3,7552
19/20 3,8697 3,8788
1 4,0023 4,0084
6/20 0 2,3499 2,3570
1720 2,4011 2,4096
2/20 2,4550 2,4647
3/20 2,5117 2,5226
4/20 2,5713 2,5834
5/20 2,6339 2,6471
6/20 2,6997 2,7140
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

7120 2,7689 2,7842
8/20 2,8417 2,8578
9/20 2,9182 2,9351
10/20 2,9986 3,0161
11/20 3,0831 3,1010
12/20 3,1720 3,1901
13/20 3,2654 3,2834
14/20 3,3636 3,3813
15/20 3,4669 3,4839
16/20 3,5754 3,5914
17720 3,6895 3,7040
18/20 3,8095 3,8221
19/20 3,9356 3,9457
1 4,0681 4,0753
7/20 0 2,4191 2,4272
1/20 2,4703 2,4797
2/20 2,5242 2,5349
3/20 2,5809 2,5928
4/20 2,6405 2,6535
5/20 2,7031 2,7173
6/20 2,7689 2,7842
7/20 2,8381 2,8544
8/20 2,9109 2,9280
9/20 2,9874 3,0053
10/20 3,0678 3,0863
11/20 3,1523 3,1712
12/20 3,2412 3,2602
13/20 3,3346 3,3536
14/20 3,4328 3,4515
15/20 3,5361 3,5541
16/20 3,6446 3,6616
17/20 3,7587 3,7742
18/20 3,8787 3,8923
19/20 4,0048 4,0159
1 4,1373 4,1455
8/20 0 2,4918 2,5008
1720 2,5431 2,5534
2/20 2,5970 2,6085
3/20 2,6537 2,6664
4/20 2,7132 2,7272
5/20 2,7759 2,7909
6/20 2,8417 2,8578
7120 2,9109 2,9280
8/20 2,9836 3,0017
9/20 3,0601 3,0789
10/20 3,1405 3,1599
11720 3,2251 3,2448
12/20 3,3139 3,3339
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

13/20 3,4074 3,4272
14/20 3,5056 3,5251
15/20 3,6088 3,6277
16/20 3,7174 3,7352
17720 3,8315 3,8479
18/20 3,9514 3,9659
19/20 4,0775 4,0896
1 4,2101 4,2191
9/20 0 2,5683 2,5781
1/20 2,6196 2,6306
2/20 2,6735 2,6858
3/20 2,7301 2,7436
4/20 2,7897 2,8044
5/20 2,8523 2,8682
6/20 2,9182 2,9351
7/20 2,9874 3,0053
8/20 3,0601 3,0789
9/20 3,1366 3,1561
10/20 3,2170 3,2371
11/20 3,3016 3,3221
12/20 3,3904 34111
13/20 3,4839 3,5045
14/20 3,5821 3,6023
15/20 3,6853 3,7049
16/20 3,7939 3,8124
17/20 3,9080 3,9251
18/20 4,0279 4,0431
19/20 4,1540 4,1668
1 4,2866 4,2963
10720 0 2,6487 2,6591
1720 2,7000 2,7116
2/20 2,7539 2,7668
3/20 2,8106 2,8246
4/20 2,8701 2,8854
5/20 2,9327 2,9492
6/20 2,9986 3,0161
7120 3,0678 3,0863
8/20 3,1405 3,1599
9/20 3,2170 3,2371
10/20 3,2974 3,3181
11720 3,3820 3,4030
12/20 3,4708 3,4921
13/20 3,5643 3,5855
14/20 3,6625 3,6833
15/20 3,7657 3,7859
16/20 3,8743 3,8934
17720 3,9884 4,0061
18/20 4,1083 4,1241
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

19/20 4,2344 4,2478
1 4,3670 4,3773
11/20 0 2,7333 2,7440
1720 2,7845 2,7965
2/20 2,8384 2,8517
3/20 2,8951 2,9096
4/20 2,9547 2,9703
5/20 3,0173 3,0341
6/20 3,0831 3,1010
7/20 3,1523 3,1712
8/20 3,2251 3,2448
9/20 3,3016 3,3221
10/20 3,3820 3,4030
11/20 3,4665 3,4880
12/20 3,5554 3,5770
13/20 3,6488 3,6704
14/20 3,7470 3,7683
15/20 3,8503 3,8709
16/20 3,9588 3,9784
17720 4,0729 4,0910
18/20 4,1929 4,2091
19/20 4,3190 4,3327
1 4,4515 4,4623
12/20 0 2,8221 2,8330
1720 2,8734 2,8856
2/20 2,9273 2,9407
3/20 2,9840 2,9986
4/20 3,0435 3,0594
5/20 3,1061 3,1232
6/20 3,1720 3,1901
7120 3,2412 3,2602
8/20 3,3139 3,3339
9/20 3,3904 34111
10/20 3,4708 3,4921
11720 3,5554 3,5770
12/20 3,6442 3,6661
13/20 3,7377 3,7595
14/20 3,8359 3,8573
15720 3,9391 3,9599
16/20 4,0477 4,0674
17720 4,1618 4,1801
18/20 4,2817 4,2981
19/20 4,4078 4,4218
1 4,5404 4,5513
13/20 0 2,9155 2,9264
1/20 2,9668 2,9790
2/20 3,0207 3,0341
3/20 3,0774 3,0920



X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

4/20 3,1369 3,1528
5/20 3,1996 3,2165
6/20 3,2654 3,2834
7/20 3,3346 3,3536
8/20 3,4074 3,4272
9/20 3,4839 3,5045
10/20 3,5643 3,5855
11/20 3,6488 3,6704
12/20 3,7377 3,7595
13/20 3,8311 3,8528
14/20 3,9293 3,9507
15/20 4,0325 4,0533
16/20 4,1411 4,1608
17/20 4,2552 4,2734
18/20 4,3751 4,3915
19/20 4,5013 4,5151
1 4,6338 4,6447
14/20 0 3,0138 3,0243
1720 3,0650 3,0768
2/20 3,1189 3,1320
3/20 3,1756 3,1899
4/20 3,2352 3,2506
5/20 3,2978 3,3144
6/20 3,3636 3,3813
7120 3,4328 3,4515
8/20 3,5056 3,5251
9/20 3,5821 3,6023
10/20 3,6625 3,6833
11720 3,7470 3,7683
12/20 3,8359 3,8573
13/20 3,9293 3,9507
14/20 4,0275 4,0486
15720 4,1308 4,1511
16/20 4,2393 4,2587
17720 4,3534 4,3713
18/20 4,4734 4,4894
19/20 4,5995 4,6130
1 4,7320 4,7426
15/20 0 3,1170 3,1269
1/20 3,1683 3,1794
2/20 3,2222 3,2346
3/20 3,2788 3,2925
4/20 3,3384 3,3532
5/20 3,4010 3,4170
6/20 3,4669 3,4839
7/20 3,5361 3,5541
8/20 3,6088 3,6277
9/20 3,6853 3,7049
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

10/20 3,7657 3,7859
11/20 3,8503 3,8709
12/20 3,9391 3,9599
13/20 4,0325 4,0533
14/20 4,1308 4,1511
15/20 4,2340 4,2537
16/20 4,3425 4,3612
17/20 4,4566 4,4739
18/20 4,5766 4,5919
19/20 4,7027 4,7156
1 4,8353 4,8451
16/20 0 3,2255 3,2344
1720 3,2768 3,2869
2/20 3,3307 3,3421
3/20 3,3874 3,4000
4/20 3,4469 3,4607
5/20 3,5096 3,5245
6/20 3,5754 3,5914
7120 3,6446 3,6616
8/20 3,7174 3,7352
9/20 3,7939 3,8124
10/20 3,8743 3,8934
11720 3,9588 3,9784
12/20 4,0477 4,0674
13/20 4,1411 4,1608
14/20 4,2393 4,2587
15/20 4,3425 4,3612
16/20 4,4511 4,4687
17720 4,5652 4,5814
18/20 4,6851 4,6994
19/20 4,8113 4,8231
1 4,9438 4,9527
17720 0 3,3396 3,3470
1/20 3,3909 3,3996
2/20 3,4448 3,4547
3/20 3,5015 3,5126
4/20 3,5610 3,5734
5/20 3,6237 3,6371
6/20 3,6895 3,7040
7/20 3,7587 3,7742
8/20 3,8315 3,8479
9/20 3,9080 3,9251
10/20 3,9884 4,0061
11720 4,0729 4,0910
12/20 4,1618 4,1801
13/20 4,2552 4,2734
14/20 4,3534 4,3713
15/20 4,4566 4,4739
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X1 X2 f(x1,%7) Bnl,nzf(xll X2)

16/20 4,5652 4,5814
17/20 4,6793 4,6941
18/20 4,7992 4,8121
19/20 4,9254 4,9358
1 5,0579 5,0653
18/20 0 3,4596 3,4651
1720 3,5109 3,5176
2/20 3,5648 3,5728
3/20 3,6214 3,6307
4/20 3,6810 3,6914
5/20 3,7436 3,7552
6/20 3,8095 3,8221
7120 3,8787 3,8923
8/20 3,9514 3,9659
9/20 4,0279 4,0431
10/20 4,1083 4,1241
11720 4,1929 4,2091
12/20 4,2817 4,2981
13/20 4,3751 4,3915
14/20 4,4734 4,4894
15/20 4,5766 4,5919
16/20 4,6851 4,6994
17720 4,7992 4,8121
18/20 4,9192 4,9301
19/20 5,0453 5,0538
1 5,1779 5,1834
19/20 0 3,5857 3,5887
1/20 3,6370 3,6413
2/20 3,6909 3,6964
3/20 3,7475 3,7543
4/20 3,8071 3,8151
5/20 3,8697 3,8788
6/20 3,9356 3,9457
7/20 4,0048 4,0159
8/20 4,0775 4,0896
9/20 4,1540 4,1668
10/20 4,2344 4,2478
11720 4,3190 4,3327
12/20 4,4078 4,4218
13/20 4,5013 4,5151
14/20 4,5995 4,6130
15/20 4,7027 4,7156
16/20 4,8113 4,8231
17/20 4,9254 4,9358
18/20 5,0453 5,0538
19/20 5,1714 5,1775
1 5,3040 5,3070

1 0 3,7183 3,7183
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X1 X2 f(xq,x2) Bnl,nzf(xll X3)
1/20 3,7696 3,7708
2/20 3,8235 3,8260
3/20 3,8801 3,8839
4/20 3,9397 3,9446
5/20 4,0023 4,0084
6/20 4,0681 4,0753
7/20 4,1373 4,1455
8/20 4,2101 4,2191
9/20 4,2866 4,2963
10/20 4,3670 4,3773
11/20 4,4515 4,4623
12/20 4,5404 4,5513
13/20 4,6338 4,6447
14/20 4,7320 4,7426
15/20 4,8353 4,8451
16/20 4,9438 4,9527
17/20 5,0579 5,0653
18/20 5,1779 5,1834
19/20 5,3040 5,3070

1 5,4366 5,4366
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EK-2
Degisken parametreli binom dagiliminin olasiliklarinin bulunmasina iliskin Matlab

programi

o\

close all;
clear all;
clc;

o\

o\

n=input('n=");

for i=1:n
p(i)=input ('p dederi= ");
q(i)=1-p(i);

end

c=[1;

syms X

for j=1:n
y(3)=(p(3)*x+gq(3));

end

z=expand (prod (y)) ;
c=sym2poly(z);
disp(c)
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