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OZET

Bu calisma beg boliim olarak diizenlenmigtir.

Birinci boliimde, ¢alismanin amaci aciklanmig ve sonraki boltimlerde kullanilacak olan
bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, Genellestirilmis KdV denklemi ve NLS denklemi hakkmda genel bil-
giler verilmis, bu denklemler i¢in daha 6nce yapilmig caligmalardan bahsedilmistir. Ayrica
solitonlar, kompaktonlar ve optik soliton kavramlar1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Uciincii boliimde, Jakobi eliptik fonksiyonlar anlatilmis ve bu fonksiyonlar kullanilarak
K(n,n) denklemi, zamana bagh katsay1 fonksiyonlarina sahip K(m,n) denklemi ve genellegtir-
ilmig NLS denkleminin soliton ve kompakton g¢oziimleri bulunmustur.

Dordiincii boliimde, klasik sonlu fark yontemleri ile birlikte baz1 temel kavramlara yer
verilmigtir. K(2,3) denkleminin sonlu fark yontemi ile niimerik sonuglari elde edilmistir.
Ayrica bu boliimde kullanilan sonlu fark yaklagiminin kararlihik analizi incelenmigtir.

Beginci boliimde ise elde edilen sonuglar degerlendirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Jakobi Eliptik Fonksiyonlar, Solitonlar, Kompaktonlar, Op-
tik Solitonlar, K(m,n) Denklemi, Genellestirilmis Nonlineer Schrédinger (NLS) Denklemi,

Sonlu Fark Yontemleri, Kararlilhik Analizi.



SUMMARY
SOLITON SOLUTIONS OF SOME PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH DISPERSION TERM

This study has been probed in five sections.

In the first chapter, the aim of this study has been explained. Some fundamental
concepts which are going to be used in the next chapters have been presented.

In the second chapter, some information about the Generalized KdV and NLS equa-
tions has been given and then the previous studies about these equations have been men-
tioned. Moreover, some information about soliton, compacton and optic soliton concepts
have been presented.

In the third chapter, Jacobi elliptic functions have been explained. Soliton and com-
pacton solutions of K(n,n) equation, K(m,n) equation with t-dependent coefficients and
generalized NLS equation have been obtained. .

In the fourth chapter, some fundamental concepts as well as the classical finite dif-
ference methods have been presented. Numerical solutions of K(2,3) equation have been
obtained using finite difference method. Moreover, in this chapter, the stability analysis
of the finite difference approximation used in the thesis has been investigated.

In the fifth chapter, the results have been evaluated.

Key Words: Jacobi Elliptic Functions, Solitons, Compactons, Optic Solitons, K(m,n)
Equation, Generalized Nonlinear Schrodinger (NLS) Equation, Finite Difference Methods,
Stability Analysis.

VI



SEKILLER LiSTESI

Sayfa No
Sekil 2.2.1 Tek dalga . ......oooii 13
Sekil 3.1 m = 1/3 i¢in sn(x,m) ve sin(z) fonksiyonunun grafigi................ 19
Sekil 3.2 m =1/3 i¢in en(xz, m) ve cos(z) fonksiyonunun grafigi................. 19

Sekil 3.1.1 (3.1.9) ¢oziimiinde v = 1,n = 2, a = 3 alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin. .
Ui boyutlu resmi. .. .o 23
Sekil 3.1.2 (3.1.10) ¢oziimiinde v = 1,n = 2,a = 3 alinmasiyla elde edilen ..........
¢OzUmiin ¢ boyutlu resmi...........oo i 24
Sekil 3.1.3 (3.1.14) ¢oziimiinde v = 1,n = 2,a = 1 alinmasiyla elde edilen ..........
¢Oziimiin ii¢ boyutlu resmi . ....... .o 25
Sekil 3.1.4 (3.1.21) ¢oziimiinde v = 1,n = 2,a = 3 alinmasiyla elde edilen ..........
¢Ozlimiin tic boyutlu resmi ........ ... i 27
Sekil 3.1.5 (3.1.25) ¢oziimiinde v = 1,7 = 2, a = 3 alinmasiyla elde edilen ..........
¢Ozlimiin tic boyutlu resmi ......... ... i 28
Sekil 3.3.1 (3.3.19) ¢oziimiinde a = 1,b = —1,m =2 ve { = 0.5 alimmasiyla . .......
elde edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi............ .. ... ... oL 38
Sekil 3.3.2 (3.3.20) ¢oziimiinde a = —1,b = 1,m = 2, ve t = 0 alinmasiyla elde. .....
edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi............. ... oL 38
Sekil 3.3.3 (3.3.30) ¢oziimiinde a = 1,b =1, m = 2 ve £ = 0.5 alinmasiyla.elde. .. ...
edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi......... ... i 40
Sekil 3.3.4 (3.3.33) ¢oziimiinde a = 1,b=1,m = 2 ve t = 0 alinmasiyla.elde........
edilen ¢oztimiin iki boyutlu resmi.......... ... .o 41
Sekil 3.3.5 (3.3.40) ¢oziimiinde a =2,b=—-1,m=2n=2ve =05 ..............
alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.................... 42
Sekil 3.3.6 (3.3.43) ¢oziimiinde a = —1,b=1,m =2,n =2 ve t = 0 almmasiyla ....
elde edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi........... ...t 43
Sekil 3.3.7 (3.3.47) ¢oziimiinde a = 2,b=1,m = 2,n =2 ve { = 0.5 alinmasiyla ....
elde edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi............. ... .o oL 44
Sekil 3.3.8 (3.3.48) ¢oziimiinde a = 1,b=1,m = 2,n = 2 ve t = 0 alinmasiyla elde..
edilen ¢oztimiin iki boyutlu resmi ........... ... ... il 45
Sekil 3.3.9 (3.3.60) ¢oziimiinde a = —1,b=1,m=2n=2ve L =05 ..............

alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.................... 48

VII



Sekil 3.3.10 (3.3.61) ¢oziimiinde a = —1,b=1,m=2n=2vet=0..............
alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi.................... 48
Sekil 3.3.11 (3.3.71) ¢oziimiinde a = 1,b=1,m=7n=2ve L =05 ..............
alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.................... 51
Sekil 3.3.12 (3.3.72) ¢oziimiinde a = 1,b=1,m =2,n =2 ve t = 0 almmasiyla . ...
elde edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi............ .. ... ..o oL 51
Sekil 3.3.13 (3.3.85) ¢oziimiinde a =2,b=3,m=2,n=15ve =05 .............
alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin boyutlu resmi........................ 54
Sekil 3.3.14 (3.3.86) ¢oziimiinde a = 2,0 =2,m =2,n =2 ve t = 0 alnmasiyla . ...
elde edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi............. ... .o o 54
Sekil 3.3.15 (3.3.96) ¢oziimiinde a =3,b=1,m=2n=15ve =05 .............
alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.................... 57

Sekil 3.3.16 (3.3.97) ¢oziimiinde a = 1,b=1,m=2n=15vet=0..............

alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi.................... 57
Sekil 4.1.1 Diigiim noktalarinin gosterimi. ......... ... i 59
Sekil 4.3.1 Tek kompaktonun hareketi. ......... ... .. . i i 74
Sekil 4.3.2 Iki kompaktonun girisimi................c.oiiiiiiiii 77
Sekil 4.3.3 Kompakton dalga olugumu. .......... ..o 80

VIII



TABLOLAR LiSTESI

Sayfa No

Tablo 4.3.1 Problem 1’in h ve k nin farkl degerleri i¢in hesaplanan korunum . .....
sabitleri (v=1,20 =0wve =20 <2 < 80).....ccovviiiiiiiii... 73

Tablo 4.3.2 Problem 1’in h = 0.1 ve k = 0.01 degerleri i¢in hesaplanan .............
korunum sabitleri ile [53] dekilerin karsilagtirilmas: (v = 1,29 =0 ve ...

=20 < <80 ettt 74

Tablo 4.3.3 Problem 2’nin h ve k& min farkh degerleri i¢in hesaplanan korunum .....
sabitleri (v; = 1.5,¢2 = 0.5, D1 = 10, Dy = 25 ve —20 < z < 120)..... 76

Tablo 4.3.4 Problem 2’nin h = 0.2 ve k = 0.01 degerleri igin hesaplanan . ..........
korunum sabitleri ile [53] dekilerin kargilagtirilmas: (v; = 1.5,¢c2 = 0.5, . ..

Dy =10,D3=25ve =20 < & <120) .euiriininiiini i 76

Tablo 4.3.5 Problem 3’iin h ve k nin farklh degerleri i¢in hesaplanan korunum ......
sabitleri (v =1,D=100e 0 <2 <80)....cuvrvriiiririiiinnann 79

Tablo 4.3.6 Problem 3’iin h = 0.1 ve kK = 0.01 degerleri igin hesaplanan korunum. ..
sabitleri ile [53] dekilerin kargilagtirilmasi (v =1, D = 10 ve 0 < z < 80)79

IX



SEMBOLLER LiSTESI

:Delta

:Nabla

:Omega

‘Toplam Sembolii
:Alpha

:Beta

:Delta

> ® R MDA

™

:Epsilon
:Eta
:Lambda
:Xi
:Theta

> MmNy 3

:Kesme hatas:

= O
=

:Reel Sayilar Ciimlesi

C : Kompleks Sayilar Ciimlesi

KISALTMALAR

KdV :Korteweg-de Vries denklemi
GKdV:Genellegtirilmig Korteweg-de Vries denklemi
FPU :Fermi,Pasta,Ulam Sistemi

NLS :Nonlineer Schrédinger denklemi

KDD :Kismi Diferansiyel Denklem



1 GIRIS

Dalga, bir ortamda veya boglukta yayilan ve genellikle enerjinin taginmasina yol acan
titresim olarak tamimlanir. Ornegin suda ilerleyen yiizey dalgalari, ses, 151k ve atomun
icindeki taneciklerin hareketleri dalga 6zelligine sahiptir. Dalgalarin tanimlanmasinda iig
fiziksel biiyiikliik 6nemlidir. Bunlar dalga boyu, frekans ve dalganin hizidir. En basit dal-
gada bile titregimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile periyodik olarak salinim yaparlar.
Ses dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiyag duyarken, elektromanyetik dalgalar bir
ortama ihtiyac duymaksizin bosluktada yayilabilirler. Ilk olarak su dalgalari olusumu-
nun gozlemlenmesiyle ortaya ¢ikan dalga yayilimi, lineer olmayan o¢zelliklerinden dolay:
yiizyillar boyunca bilim adamlarinin ilgisini ¢ekmistir. Bir lineer olmayan kismi diferan-
siyel denklemde (kdd) bulunan bilinmeyen u degiskeni, bir dalganin su yiizeyinden itibaren
yiiksekligini veya bir elektromanyetik dalganin boyunu temsil ettiginde bagimli degiskenini
tespit etmek 6nemlidir. Burada amag lineer olmayan kdd’in hareket eden dalga ¢oziimlerini
bulmaktir. Eger ¢oziimler, sekillerini degistirmeden ilerliyorsa bu dalgalara tek dalgalar
ad1 verilir. Soliton, soliton etkilesimi ve optik solitonlarla ilgili detayh bilgiler daha sonraki
boliimde ele alinacaktir.

Giinliik hayatta kargilagilan problemlerin daha iyi anlagilabilmesi ic¢in diferansiyel
denklemlerle modellenmesi gerekir. Daha sonra modellenen problemlerin analitik ¢oziim-
leri ve kapali formdaki ¢oziimleri bulunmaya ¢alisihir. Fakat her problemin kapali formdaki
¢oziimlerini bulmak cogunlukla miimkiin olmayabilir. Bu durumda ise denklemin yaklagik
¢oziimlerini bulmak énem kazanir. Diferansiyel denklemlerin analitik ve yaklagik ¢oziim-
leri, modellemesi yapilan olayin dogasi hakkinda bize biiyiik katkilar saglar. Bu yiizden
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine olan ilgi artarak devam etmistir.

Bu tezde ilk olarak matematiksel fizigin en énemli denklemlerinden KdV denkleminin
genellegtirilmig formu olan K(m,n) denklemi gozoniine alinacaktir. Jakobi eliptik fonksi
yonlar1 yardimiyla bu denklemin 6énce sabit katsayilara sahip formu ele alinarak kompak-
ton ve soliton ¢oziimleri elde edilecek, daha sonra katsayilar1 zamana bagl fonksiyonlar
olarak ele alinacak ve bu durumdaki ¢oziimleri elde edilecektir. Ele alinacak olan bir diger

denklem optik solitonlar i¢in yonetici denklem olarak bilinen ve giiclii matematiksel 6zel-



likleriyle uygulamali matematik, teorik fizik ve miihendislikte biiyiik ilgi géren Nonlineer
Schrodinger (NLS) denklemidir. NLS denklemi 6zellikle lineer olmayan optik, plazma fiz-
igi, siv1 dinamigi, biyokimya gibi alanlarda yaygin sekilde kullanilir. Bu denklemin lineer
olmayanhgin farklh tiirlerinden kaynaklanan gegitli formlar1 bulunmaktadir. Bu calismada
genellegtirilmis NLS denkleminin dort farklh formu ele alinarak optik soliton ¢oziimleri elde
edilecektir. Bunlar Kerr yasasi, Kuvvet yasasi, Parabolik yasa ve Cift-kuvvet yasasidir.
Bu caligmada analitik ¢oziimlerin yamsira K(m,n) denkleminin sonlu farklar metodu

kullamlarak sayisal ¢oziimleri de elde edilecektir. K(m,n) denklemindeki U2 ve U3, lineer

zaw
olmayan terimleri yerine degisik sonlu fark yaklagimlar1 kullanilacak, sonra
denklemdeki zamana gore tiirev yerine ileri fark ve konuma gore tiirev yerine de degisik
merkezi fark formiilleri kullanilarak denklemin sonlu fark yaklagimi elde edilecektir. Daha
sonra sonlu fark yaklagimindan ortaya ¢ikan her bir lineer denklem sistemi direkt yon-

temlerden biri yardimiyla c¢oziilerek bulunan niimerik sonuclar, analitik sonuclar ve liter-

atiirdeki sonuglarla karsilagtirilacaktir.



1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1.1 Tanim

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme diferansiyel
denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimsiz degiskenli bir fonksiyon ile
bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tiirevleri arasinda verilmis bagintiya diferansiyel

denklem denir. Bir diferansiyel denklem

dy

f(xryv %) =0,

veya genel olarak
dy d?y d"y
= ==, —) =0
f(:r7 y? d:l;" d:rQ ) Y dq:n ) 9
seklinde yazilir. Burada y bagimh degisken, x bagimsiz degisken olup, denklemde tek
degiskenin tiirevleri s6z konusu oldugunda denklemler, adi diferansiyel denklemler olarak

adlandirilr [1].

1.1.2 Tanim

I¢inde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degisken ile bagiml degiskenin bagimsiz
degiskenlere gore cegitli basamaklardan kismi tiirevlerini kapsayan denkleme kismi tiirevli
denklem ad verilir [2].

z bagimli, x ve y bagimsiz degigskenler olmak tizere bir kismi tiirevli denklem genel

olarak
F(z,y,2, 2, Ryy ZxTs RxyH Zyy,...) =0,
seklindedir.

1.1.3 Tanim

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine (basamagina) denklemin
mertebesi ve en yiiksek tiirevin derecesine denklemin derecesi denir [2].

Eger bir diferansiyel denklem, bagimli degiskene ve onun kismi tiirevlerine gore birinci
dereceden ve katsayilari sabit yada bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme
lineer denklem denir. Bir diferansiyel denklem lineer degilse lineer olmayan (non-lineer)

denklem adim alir.



Iki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi

tiirevli denklemlerin genel formlar: sirasiyla agsagidaki gibidir:
P(z,y) 2 + Q(z,y) 2y + R(z,y) 2 = 5 (2,y),

A(2,y) 2oz + B (2,y) 22y + C (2,y) 2yy + D (2, y) 2o + E (2, y) 2y + F (2,y) 2 = G (2,y) -
TZy — Yzy = Sinw,

denklemi birinci mertebeden, birinci dereceden, lineer bir denklemdir.

Pu\® Pu_ou g
Ox? oy 0z ’

denklemi ikinci mertebeden, ikinci dereceden, lineer olmayan bir denklemdir.

1.1.4 Tamim

Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi tiirevlere
gore lineer ise bu denkleme yari-lineer (kuasi-lineer) denklem adi verilir [2].

Iki bagimsiz ve bir bagiml degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari-lineer

denklemlerin genel sekilleri sirasiyla agagidaki gibidir:

P(.’L’,y,Z)ZI +Q(x7yaz)zy = R(‘T?y?Z)a
A (:‘Ca Y, 2, 2z, Zy) Rz +B (IIJ’, Y, 2, z2g, Zy) foy +C (:‘C’ Y, 2, 2z, Zy) zyy +D (IIJ’, Y, z, z2g, Zy) = 0
Ornegin,

2pZpe + T2zy = siny

3 3 _

ZyZpe — 3T 22gy + 22 — 7Yz =0

denklemleri yari-lineer denklemlerdir.

1.1.5 Tanim
Bir f fonksiyonu A kiimesinde tanimlansin. Kabul edelim ki f ve f ’in k. mertebeye
kadar olan tiim kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna C* — sin1 fendandar

denir.



1.1.6 Tanim

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tiirevlerin katsayilari yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: ise bu denkleme hemen-
hemen lineerdir denir [2].

[ki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen lineer bir

denklemin genel gekli

A(x,y) 2ge + B (2,Y) 2oy + C (2, Y) 2yy + D (2,9, 2, 22, 2y) =0,
formundadir. Burada A, B,C € C?[D] dir. Diger yandan

A(z,y) = [B(z,y)]* — 44 (2,9) C (z,y)

fonksiyonunu tanimlayalim.
1) A(z,y) > 0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda hiperbolik;
2) A(z,y) = 0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik;
3) A(z,y) < 0 esitsizliginin saglandig noktalarda eliptik tiptendir denir.

?u  Pu 5, 0u,
mW—Fta_yQ—i_u (@) —t+1

3TUzy + 4TYUyy + 5scz3uzz + 22uyy — duy, + u2uz — Uy + xye® =0

denklemleri hemen-hemen lineerdir.
(:r2 —1) 2pp + 2y2ay — 2yy + 22+ 2y =0

denklemi
Dy ={(z,y) : 2* + y* > 1, z,yeR} bolgesinde hiperbolik;
Dy = {(m, y):z?+y? =1, yeR} ¢emberi iizerinde parabolik;
D3 = {(m, y) 2 +y? <1, yeR} acik diskinde eliptik tiptendir.

8% 2pp + TYZay + Zyy + T2y + Y2y +2 =0

denklemi ise
y = +2 dogrulan tizerinde parabolik;
—2 < y < 2 seridi i¢inde eliptik;
y < —2 bolgesi ile y > 2 bolgesinde hiperbolik tiptendir.



1.1.7 Tamim
X ve Y keyfi elemanlar (fonksiyonlar, vektorler vs...) ciimlesi olmak iizere X uzaymin

herbir elemanina Y uzayimin bir elemanini kargilik getiren doniisiime operator denir.

1.1.8 Tanim

Matematik-Fizigin klasik operatorlerinden biri olan V Laplace operatorii

0? 0? 0? 0? 0? 0?
V= Vo o VT a2 ToE T o

seklinde tamimlanir ve bunlara sirasiyla 1-boyutlu, 2-boyutlu, 3-boyutlu Laplace operatorii
denir.
Hiperbolik tipten bir denklem olan

6827(2] — VU =0,
seklindeki bir denkleme de V' nin 1,2,3-boyutlu olmasi durumuna gore sirasiyla 1,2,3-
boyutlu dalga denklemi denir.

Bu denklemde ¢ pozitif bir reel sabit ve genellikle, aksi sylenmedikge, ¢t zaman degiskenini

gostermektedir. Ayrica VU, t ye gore tiirev icermemektedir. Buna gore 1,2,3-boyutlu dalga

denklemleri sirasiyla
Uy — Uy = 0,

Ug — C2(Uxa: + Uyy + Uzz) =0,

formundadir. Bu tip denklemler elektro manyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi ve quantum
teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir.

Dalga denkleminin ¢oziimleri fiziksel olarak elektrik veya manyetik kuvvetlerin dal-
gasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve boyuna yer degistirme dalgalarini
ifade eder [2].

Matematiksel fizigin diger bazi denklemlerini style verebiliriz [3];

a) Iki boyutlu Laplace denklemi

2 2
V2uzﬂ+au

>0
ox? Oy ’

b) Helmholtz denklemi

V2u+ Au=0,



c) Iki boyutlu Poisson denklemi
0*u  0%u
2 I f (@, y),

d) Biharmonik denklem
Viu=0,

e) Biharmonik dalga denklemi

1 9%
4 22
f) Telegraf denklemi
0*u  ,0%u ou
w*C @+238—T+AU—0,

g) Schrodinger denklemi
Viu+aE -V (z,y,2)]u=0,
h) Klein-Gordon denklemi

V2u 4 A= 0.

1.1.1 Teorem
(Birinci mertebeden yari lineer denklemler igin varlik ve teklik teoremi):
P(z,y,2),Q (z,y,z) ve R(z,y, z) fonksiyonlar1 (xg, yo, 20) noktasim kapsayan bir D C

R3 bolgesinde C''smifindan olsunlar ve kabul edelim ki

dyo (to) dzo (to)
dt dt

P (:I:()a Yo, ZO) - Q (IE(], Yo, ZO) 7& 07

olsun. O zaman (zg,yo) noktasmin bir U komsulugunda, U’'nun iginde yatan C egrisinin
her noktasinda z (2o (t),y0 (t)) = 20 (t) baglangic sartiz1 ve Pz, + Qzy = R denklemini

saglayan bir tek z = z (z,y) ¢oziimii vardir.
1.1.2 Teorem (Cauchy-Kowalewski teoremi):
LZ = A (:‘Ca y) ZZEZE+2B (IIJ’, y) Zzy+c (:‘Ca y) ZnyFD (IIJ’, y) Z$+E (IIJ’, y) zy+F (:‘Ca y) = G (:‘Ca y) )

denklemindeki katsayilar ve G fonksiyonu, zy—diizleminde, orjini kapsayan bir Q C R?

bolgesinde analitik olsunlar. Q da C' (x,y) # 0 olsun. x—ekseninin 2 tarafindan kapsanan



parcasinda tanmimlanmig keyfi, analitik h (z) ve o (z) fonksiyonlar: verilsin. O zaman (0, 0)
noktasmin bir N komgulugu vardir ve N de Lz = G denkleminin bir tek analitik z =
@ (x,y) coziimii vardir, Oyle ki N komsulugu tarafindan kapsanan z—ekseni iizerinde

¢ (z,0) =h(z),p, (r,0) =0 (r) saglanr.

1.1.9 Tamim (Birinci Tiir Tam Olmayan Eliptik integral)

o
de
u:F(k,¢):/—, 0<k<1,
V1 —k2sin?6
0
seklinde tamimlanir; ¢ ye F(k, ¢) nin veya u nun genligi denir ve ¢ = am u yazilir, k ya
da w nun moduli denir ve kK = modw yazilir. Bu integrale birinci tiir eliptik integralin
Legendre §ekli de denir.
Eger ¢ = 1se integrale birinci tiir tam integral denir ve K (k) veya sadece K notasyonu

ile gosterilir. Butﬁn amaglar i¢in k& nin verilmis bir sabit oldugu kabul edilecektir.

1.1.10 Tamim (ikinci Tiir Tam Olmayan Eliptik Integral)

¢
E(k, ¢) :/\/1kzsin20dc9, 0<k<l,
0

geklinde tanimlanir. Buna ikinci tiir eliptik integralin Legendre sekli de denir.
Eger ¢ = g ise integrale ikinci tiir tam eliptik integral denir ve E(k) veya sadece E
notasyonu ile gosterilir. Bu integral bir elips yayimin uzunlugunun belirtilmesinde ortaya

cikar ve eliptik integral teriminin kullanilmasinin bir nedenini tesgkil eder.

1.1.11 Tamim (Ugiincii Tiir Tam Olmayan Eliptik Integral)

¢
do

m(k,n, o) :/
g (14 nsin?6)\/1 — k2sin?0

, 0<k<1,

seklinde tanimlanir. Buna tigiincii tiir eliptik integralin Legendre sekli de denir. Burada n
sifirdan farkl kabul edilmektedir. Ciinkii n = 0 igin birinci tiir eliptik integrale indirgenmig

olur.Eger ¢ = g ise integrale iiciincii tiir tam eliptik integral denir.



1.1.12 Tamim (Eliptik Integraller igin Jakobi Sekilleri)
Yukaridaki eliptik integrallerin Legendre gekillerinde v = sinf doéniigiimii yapilirsa
x = sin¢ olmak iizere, agagidaki integraller elde edilir. Bunlara sirasiyla birinci, ikinci,

tigiincii tiir eliptik integrallerin Jakobi gekilleri denir ve x = 1 igin tam integral elde edilir.

y dv
fille) = { Nl

Tk
El(k,(E) :/ ﬁdv
0

xT

dv
L1 o) = 4(1 Fo?) /1 0?) (1 k2e?)

Yukaridaki integraller sirasiyla birinci, ikinci, {i¢iincii tiir eliptik integralleri igin Jakobinin

gekillerini gosterir.



2 SOLITONLAR VE KOMPAKTONLAR

Bu boliimde solitonlar, kompaktonlar ve optik solitonlar anlatilacak, sonraki boliimlerde

kullanilacak denklemler hakkinda bilgiler verilecektir.

2.1 Genellestirilmis KdV Denklemi

KdV denklemi olarak bilinen denklem, 1885 yilinda Korteweg ve de Vries [4] adindaki
iki bilim adami tarafindan sig sulardaki dalga yayiliminin gézlenmesiyle olusturulmustur.
Bu denklem gecen yiizyildan beri bilinmesine ragmen fiziksel 6zellikleri tam olarak elde
edilememigtir. KdV denklemi 1844’de John Scott Russell tarafindan gézlemlenmis tek
dalgalar (solitary wave) i¢in en basit ve faydali modellerden biridir. Kruskal ve Zabusky [5]
adindaki iki bilim adami, dalga hareketine benzer tekrarlamalar1 KdV denklemi ile olusmug
bir sistemle gozlemlemiglerdir. Bu tek dalganin 6énemli 6zelliklerinden biri de birbirleriyle
carpismalar1 ve bu carpigma hareketi sonunda sekil ve bigimlerini korumalaridir. Bu da
tek dalgalar icin KAV denkleminin elastik oldugunu gosterir. Dalganin dogal yapisindan
dolay1, Zabusky ve Kruskal bu tek dalga’y1 “soliton” olarak adlandirmiglardir. Ayrica
Zabusky ve Kruskal [5], peryodik siir sartlariyla KdV denkleminin sayisal ¢oziimiinii
gozlemlemiglerdir. Soliton kavramu ilk olarak Fermi, Pasta, Ulam [6] sistemindeki modelle
anlatilmigtir.

Lineer olmayan dalga yapis1 hakkindaki bilgiler, modern matematiksel fizigin gelismesinde
onemli kavramlardan biri olan soliton taniminin kullanildig: fizik ve matematik arasindaki
ortak caligmalarla elde edilir. KdV denkleminin c¢oziimiinde solitonlar dagilma ozelligi
gostermezler. Klasik KdV denklemi lineer olmayan bazi fiziksel bolgelerde gozlemlenebilir.
Baglangig olarak Karpman [7] ve Bisognano [8] tarafindan lineer olmayan nétr yiizeylerdeki
dalga hareketi ve dairesel bir ¢gemberdeki giddetli 1iginlar i¢in KdV denkleminden yarar-
lanilarak teorik modeller geligtirilmistir. Bu denklem; kati, sivi, gaz ve plazma; soguk bir
yiizeydeki magnetik hidrodinamiklerde; lineer olmayan yaylarla birlestirilmis esit kiitleli
bir boyutlu kafeslerdeki boylamsal dalga yayilimlarinda; Fermi probleminde; soguk bir
plazmadaki akustik iyon dalgalarinda; tiipteki akigkanin yoniinde ve elastiki ¢ubuklardaki

boylamsal dalgalarda ve bunlar gibi daha bir ¢ok fiziksel uygulamaya sahiptir.



Gegen 50 yil boyunca lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimlerinin yorumlar: igin
genig bir aragtirma sahasi olugturulmustur. Lineer olmayan denklemler icerisinde en iyi
bilinenlerden biride KdV denklemidir. Bununla birlikte matematik ve fizigin gesitli dal-
larinda lineer olmayan KdV denklemi kullanilmaktadir.

Genellegtirilmis Korteweg-de Vries denklemi (GKdV)
ug + 6uug + Uggr = 0, (2.1.1)

seklinde verilebilir. Buradaki ikinci w™u, ve tigiincii gy, terimleri sirasiyla iletim ve
sagilma terimlerini gosterir. GKdV denkleminin solitonlari lineer olmayan iletim ve sagilma
terimleri arasindaki iligkiyle olugur. Sagilma etkisi dalgaformunun hizimi olustururken li-
neer olmayan iletim etkisi de dalga formunun seklini olusturur. Bu iki terimin karsilikli
etkilesimlerinden sabit bir dalga formu olugur (solitary wave). Her bir soliton kargilikl
etkilegimlerine ragmen degismez. Solitonlarin yapisi sistemin parametrelerinin zamana
bagh oldugunu garanti eder ve boylece solitonlarin stabil (kararli) oldugu goriiliir. GKdV
denkleminin en énemli durumlarimdan biri modifiye edilmig Korteweg-de Vries (mKdV)
denklemidir. Bu denklem n = 2 igin GKdV denkleminin tiiretilmesiyle olugur ve bu
denklem elektrodinamiklerde, ince tabakalardaki elektromagnetik dalgalarda, yogunluk
katmanlarinin i¢ kisimlarinda, elastik araglarda ve trafik akiglar1 gibi birgok fiziksel uygu-
lama alanina sahiptir.

KdV denklemi daha sonralar1 K(m,n) denklemi adiyla verilen
w+ (u), + (U") e =0, myn>1 (2.1.2)

formuna genellegtirilmigtir. Dikkat edilirse KdV denkleminde sagilma terimi lineer iken
K(m,n) denkleminde nonlineerdir. (2.1.2) denkleminde nonlineer konveksiyon terimi (u"),
ile nonlineer sacilma terimi arasindaki etkilesim kompakt destekli solitonlar olan kom-
paktonlar1 olugturur. Kompaktonlar sonlu dalga uzunluguna sahip direngli solitonlardir.
Solitonlarin aksine kompaktonlarin genigligi genlikten bagimsizdir. Kompakt yapilarin
kararlihgr ve varligr [29] de incelenmigtir. Ayrica Wazwaz vd. [9]-[11] nonlineer sagilima
sahip K(m,n) denkleminin ¢esitli kompakton ve solitary pattern ¢ziimlerini elde etmistir.

[k zamanlar K(m,n) denkleminde odaklanilan temel calisma kompakton ¢oziimlerinin
aragtirilmasidir. Daha sonra bu denklem nonlineer evoliisyona sahip denkleme genellegtir-

ilmig ve soliton ¢oziimleri elde edilmigtir [12]. Genellestirilmis evoliisyon terimine sahip

K(m,n) denklemi

(ué)t +auuy +b(u"),,., =0, (2.1.3)
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formunda verilir. Burada ilk terim genellestirilmig evoliisyon terimi, ikinci terim nonlineer
terim ve iigiincii terim sacilma terimidir. Ayrica a,b,c reel sabitler ve £,m,n pozitif
tam sayilardir. (2.1.3) denklemi 6zel olarak ¢ = m = n = 1 alinmasi1 durumunda KdV

denklemine indirgenir.

2.2 Soliton ve Soliton Etkilesiminin Tarihgesi

1834’de John Scott Russell soliter dalgayi, Edinburg-Glasgow kanalinda, gseklini degistirmeyen
uzun bir su dalgasi olarak gozlemlemigtir. Bu dalgay1 “biiyiik dalga kaymas1” olarak ad-
landirmus ve gozlemlerini 1844’de “Dalgalar iizerine rapor (Report on Wave)” makalesinde
aciklamigtir. Bu makalede, soliter dalganin periyodik bir dalga olmayip seklini degistirmeyen,
tiimsek seklinde, simetrik izole edilmig bir dalga oldugunu agiklamigtir. Bunu takiben, ben-
zer dalgalarin iiretilmesiyle daha yogun caligmalar yapilmigtir. Bu deneysel bilgilere dayali
olarak Russell, soliter dalganin u hizi ve sonlu bir h derinligindeki sivinin serbest yiizey

tizerindeki maksimum genligi arasinda
u? = g(h+a) (2.2.1)

formunda 6nemli bir baginti bulmugtur. Burada g yercekimi ivmesidir. Su dalgalariyla
ilgili, Airy ve Stokes’in teorilerine zit olan bu goriigler, yani Russell’in soliter dalga hakkin-
daki yorumu, tek dalganin varligi ve bu dalganin bir sivi ortaminda seklini degistirmeden
yayllmasiyla ilgili diigiincesiyle birlikte pek ¢ok problem ortaya ¢gikmigtir. 1870’lere kadar
bu fikirler pek kabul gormemesine ragmen, yalmz 1871’de Boussinesq [13] ve 1876’da
Rayleigh [14] tarafindan benimsenmistir. Bu bilim adamlar1 da yapigkan olmayan ve
sikigtirlamayan sivilarin hareket denklemini (2.2.1) formunda belirtmiglerdir. Gergek-
ten de onlar tek dalga profilini Sekil 2.2.1’deki, herhangi bir a>0 igin z = n(z,t),
8% =3a/ {4h* (h + a)} olmak iizere;

n(z,t) = asech? {B (z — ut)} (2.2.2)

¢Oziimiinii bulmuglardir.
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n(x.1)

Sekil 2.2.1 Tek dalga

Bu yazarlar sadece a < h olmak iizere gecerli olan sech? ¢oziimiinii bulmalarina
ragmen, (2.2.2)’yi ¢oziim kabul eden herhangi bir diferansiyel denklem bulamamiglardir.
Bununla birlikte Boussinesq, ¢ = y/gh sig su dalgalarinin hizi olmak iizere boylesi uzun

dalgalar igin;

3 /n? 1
ntt:c2 |:"7xa: + 5 <W> =+ §h277zzz:|

geklinde lineer olmayan yayilma denklemini ortaya koymugtur. Bu denklem Boussinesq

[13] denklemi olarak bilinir ve bunun ¢ziimii;

3a

n(z,t) = asech? [( = W2 (x4 ut)]

seklindedir. Bu ¢oziim ise hem pozitif hem de negatif yonde hareket eden dalgay1 gosterir.

Bu galigmadan 60 yil sonra,1885’de Korteweg ve de Vries [4] adindaki iki Hollandal
bilim adami, Scott tarafindan yapilan gézlemlerin bir agiklamasini veren matematiksel bir
model ortaya koyarak, p yogunluklu bir su yiizeyi iizerinde tek yondeki dalgalarin yayilist

icin

c 3 1
Me=7 [(6 + 577) Ny + §Unzxz:|
denklemini elde etmiglerdir. Bu denklem KdV denklemi olarak bilinir.
1955’de Fermi Pasta ve Ulam’in (FPU) [6], Los Alamos bilim laboratuvaridaki lineer
olmayan kiitle-yay sistemlerinin sayisal modelleri {izerine raporlariyla, KdV denkleminin
tek dalgasiyla ilgili teori ve uygulamada ki gelismeler devam etmistir. 1914’de Debye;

“Harmonik olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi, yaylardaki lineer olmayan kuvvetler
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yiiziindendir.” iddiasinda bulunmustur. Bu goriis Fermi, Pasta ve Ulam’ diizgiin baslangig
durumunun sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biitiin gekiller arasinda enerjnin
ayni oranda dagildigina inandirmistir. Fakat onlarin caligmalar sekiller arasinda ener-
jinin ayni oranda dagilmadigini gostermistir. Biitiin enerji baglangicta en diisiik seviyede
olmasina ragmen, degisik diisitk mertebeden sgekiller arasinda ileri ve geri hareketinden
sonra yine en diigiik seviyesine geri doéner. Bu gergek Fermi, Pasta ve Ulam’in (FPU)
tekrarlanan olay1 olarak bilinir.

(FPU)’nun dikkate deger bu aragtirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky'nin [5],
tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak icin lineer olmayan kiitle-yay sisteminin siirekli bir
modelini geligtirmelerine neden olmustur. Kruskal ve Zabusky Boliim 2.1 de bahsedildigi
gibi bu tek dalgalar: solitonlar olarak adlandirmiglardir.

Daha sonra, Gardner ve digerleri [15] ve Hirota [16]—[17] herhangi bir pozitif n tam-
sayis1 icin n—soliton arasindaki ekilesimi agiklayan KdV denkleminin analitik ¢oziim-
lerini ortaya koymuslardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmasi ve etkilesimleri Zabusky
ve Galvin [18], Hammack ve Segur [19], Weidman ve Maxworty [20] tarafindan bagaril bir
sekilde gosterilmistir. Dolayisiyla bunlarin bu buluslar: son 30 yi1l boyunca yaygin, teorik,
deneysel ve iglemsel caligmalara yol agmigtir. Simdi benzer o6zelliklere sahip pek cok li-
neer olmayan model denklemleri bulunmus olup uygulamali matematikte ve fizikte gesitli
branglara ayrilmistir. Bu tiir denklemlerin soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in pek cok metod
geligtirilmigtir [21]—[22]. Son olarak asagidaki ifadeleri vermemiz uygun olacaktir. Soliton
kavraminin kesin tanimin vermek kolay degildir, bununla birlikte lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem veya sistemlerin herhangi bir ¢ziimiiyle iligkilendirilebilir. KdV den-
klemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii varsa solitonlar olarak adlandirilir.
Bagka bir ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa bir tek dal-
gadir. Ayrica KdV denkleminden baska denklemler icin tek dalga ¢oziimii sec h? fonksi
yonu olmayabilir, fakat sech veya tan~! (%) olabilir. Gergekten de bazi lineer olmayan
denklemler tek dalga ¢oziimiine sahip olup solitonlara sahip olmazken, KdV denklemi
gibi denklemler solitonlar olan tek dalgalara sahiptirler. Soliton kavrami matematik-
sel fizikte yeni bir paradizm olarak gekil almigtir. Son zamanlarda soliton kavrami ¢ok
yaygm olarak kullanilmigtir. Ornegin; lineer olmayan Schrodinger denklemi (NLS) [23):
plazma dalgalarini, lineer olmayan optik dalgalarimi temsil eder ve NLS denklemi sarmal
(envelope) solitonlara sahiptir. NLS denkleminin solitonlar1 genlige bagh degildir. Fizik-

sel olarak, onceki caligmalarda bu tiir solitonlara diisiik frekansl solitonlar denirdi daha
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sonra Makhankov yaptig1 calismalarda bu solitonlarin yiiksek frekansli solitonlar oldugunu
soylemistir [24]—[26]. Bir bagka 6nemli model denklemi de Sine-Gordon (SG) denklemidir.
Bu denklemde elementer pargaciklarin birlegtirilmesi teorisindeki lineer olmayan dalga
hareketini, manyetik akintiy1 ve kristallerdeki bozuklugu tanimlamak ic¢in kullanilir. SG
denklemi ise soliton, antisoliton (veya kinks, antikinks) ve ayni eksene gore simetrik soli-
tonlara (breather solitonlara) sahiptir. Ayrica bu solitonlarin hizi dalganin genligine bagh

degildir.

2.3 Kompaktonlar

1993 yilinin baginda Rosenau ve Hyman [27], kompakton olarak adlandirilan kompakt
destekli soliter dalgalarin bir sinifini verdi. Kompaktonlar, sonlu dalga uzunluguna sahip
veya iist tiste gelmeyen solitonlar olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle kompaktonlar,
uclar1 sonsuza gitmeyen solitonlar olarak ifade edilir ve solitonlarin aksine bir kompakto-
nun genigligi, genlikten bagimsizdir. Rosenau ve Hyman doga olaylarinda, solitary dal-
galarinin; nitelik olarak biiyiik degisikliklere neden olabilen lineer olmayan bir sacilmanin
etkisi altinda kompaktlagabilecegini ispatladi. Kompaktonlarin esnek bir sekilde carpigtig:
ve daha sonra benzer bir gekilde tekrar ortaya ¢iktigi ispatlanmigtir. Sonlu bir merkez

bolgenin diginda ortadan kaybolan soliter dalga ¢oziimleri;
w+ (u), +(u"),, =0, n>1

olarak verilen lineer olmayan K(n,n) sagilma denklemlerinin iki parametreye sahip ailesinin
¢oziimleridir.

Daha once verildigi gibi, solitonlar; zayif lineer olmayanlik ile sacilma arasindaki
dengenin bir sonucu olarak ortaya c¢ikar. Bununla birlikte, dalga sacilmasi tamamen lineer
olmayan oldugu zaman bazi orjinal ozellikler gézlenebilir. Lineer olmayan sac¢ilmanin
en ilgi ¢ekici ozelligi, sonlu dalga uzunluguna sahip ve {ist iiste gelmeyen solitonlar olan
kompaktonlarin varligidir.

Kompaktonlar, solitonlarin olaganiistii bir ¢zelligi olan, diger kompaktonlarla ¢arpis-
madan sonra ayni gekille ortaya ¢ikma ozellikli, soliter dalgalari olarak tanimlanir. Dalga
sacilmasi tamamen lineer olmayan ise, bazi orjinal 6zelliklerin gozlemlenebildigi ve bu
olaganiistii ozelliklerden en kayda deger olanimin kompaktonlarin varligi oldugu [27]’de
verilmigtir. Su ana kadar verilen kompakton tanimlar1 agagidaki gibidir:

(i) Kompaktonlar, sonlu dalga uzunluguna sahip solitonlardur.
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(ii) Kompaktonlar, kompakt destekli soliter dalgalardir.

(iii) Kompaktonlar, iist iiste gelmeyen solitonlardur.

(iv) Kompaktonlar, solitonlara benzer direngli solitonlardir.

Lineer olmayan K(n,n) sagilma denklemleri, a > 0 igin kompakt soliter yapiya sahip

ve
wta@),+ W), =0 a>0, n>1 (2.3.1)

formunda bir lineer olmayan KdV denklemi ailesidir. Kompakt yapilarin kararliligi ve
varligr [29] de incelenmigtir.
(2.3.1) denklemine a ilave edilmesi ile elde edilen denklem odaklama kolu olarak ad-

landirilir. Bununla birlikte, [27] ve [28]'da ¢alisilan;

w—a@"),+ W), =0 a>0, n>1 (2.3.2)

Txrxr

denklemine defocusing branch denklemi denilir.  (2.3.1) denklemi focusing branch
denklemi olup, (2.3.1) ve (2.3.2) denklemlerinin her biri farkh fiziksel yapilara neden olan
iki farkli model sunar. Kompaktonlarin bu 6énemli kesfi, son yillardaki birgok 6nemli
calismaya onciiliik etmistir. Kompakton calismasi hidrodinamik modellerdeki demetlerin
performasyonu, akiskan damlalarin fizyonu ve eylemsiz fizyon gibi bircok bilimsel yontemi
anlayabilme imkani verir.

Kompaktonlar hakkinda daha fazla bilgi i¢in [29]-[33] daki, ayrica farkli denklemlerin
soliton, kompakton, solitary pattern, periyodik dalga ¢oziimleri igin [34]-[38] deki refe

ranslara bakilabilir.

2.4 Optik Solitonlar ve Nonlineer Schrédinger Denklemi

Optik soliton ¢aligmasi lineer olmayan dalgalar alanindaki ¢caligmalarda énemli bir yere
sahiptir. Optik solitonlar kita ttesi ve okyanus agir1 mesafeler boyunca bilgi tagiyict olarak
gorev yapan darbelerdir. Bu solitonlar fiber optik vasitasiyla formlarinda veya sekillerinde
herhangi bir degisiklik olmadan yol alirlar. Carpigmalar: elastiktir ve sadece birbirleriyle
carpigtiktan sonra faz degisimi gecirirler. Bu giiclii 6zellikler bu alanda oldukga biiyiiyen
aragtirma ilgisine neden olmaktadir. Diinya genelinde ¢ogu uzun mesafeler arasi iletigim
bu teknolojinin kullanimi ile gergeklestirilmigtir.

Bir fiber optik vasitasiyla bu uzun mesafeler arasi optik solitonlarin yayilimini yoneten

denklem coklu olgek analizi yardimi ile Maxwell denkleminden tiiretilebilen Nonlineer
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Schrodinger (NLS) denklemidir. NLS denklemi bu alandaki galigmalarin anahtar den-
klemidir. Lineer olmayan optik, protein kimyasi, plazma fizigi, sivi dinamigi gibi pek ¢ok
uygulama alanina sahip NLS denklemi,

1
ity + Stz + F (\u\2> w=0 (2.4.1)

seklinde verilebilir. Burada F' reel degerli cebirsel fonksiyon ve F (\u|2> u:C — C
kompleks diizgiin fonksiyondur. Kompleks C' diizlemi iki boyutlu lineer R? uzay1 gibi
diigiiniilerek F’ (\u\2> u fonksiyonunun k defa siirekli diferansiyellenebilir oldugu ssylenebilir

ve
F (\u|2> u € Uﬁnle'k ((—n,n) X (—m,m) ;R2)

yazilabilir. (2.4.1) denklemindeki ilk terim zaman degisimini, ikinci terim grup hiz sagil-
masini ve iigiincii terim lineer olmayanhg (nonlineerligi) gosterir.

(2.4.1) denklemi su dalgalari, plazma fizigi ve lineer olmayan optik gibi ¢esitli alanlarda
ortaya cikan dispersif ortamda lineer teoriden sapan bir dalga grubunun olugsumunu gos-
terir. Bu denklemin farkl lineer olmayan tiirleri igin solitonlar1 veya soliton ¢oziimlerini
destekledigi bilinmektedir.

2006-2008 yillarinda Wazwaz, NLS denklemini kapsaml bir gekilde caligmig, lineer
olmayanlik tiirlerinden Kerr ve kuvvet yasasina sahip doérdiincii dereceden optik solitonlar
dinamigini incelemistir. Bunun yaninda iistel-fonksiyon metodu, varyasyonel iterasyon
metodu, Adomian ayrigim metodu gibi teknikler kullanarak optik solitonlar baglaminda
oldukga faydali sonuglar elde etmistir. Wazwaz'in elde etigi bu sonuglar lineer olmayan
optik, plazma fizigi ve doga bilimlerinin diger alanlarinda 6zgiin bir etki yaratmigtir [39]-
[41]. Biswas, cesitli lineer olmayanlik tiiriine sahip NLS denklemlerini ele alarak elde
ettigi sonuglarla lineer olmayan optik igin biiyiik katki sunmustur [42]. Bunun yaninda
geligtirilmis tanh metodu, Adomian ayrigim metodu, homotopi perturbasyon metodu, F-
acilim metodu ve varyasyonel iterasyon metodu gibi metodlar kullanilarak NLS denkle
minin niimerik ve analitik ¢oziimleri elde edilmistir.

Bu galigmada asagidaki gekilde verilen lineer olmayanhigin dort farkh yasasi incelenecek-
tir [27].

1. Kerr yasasi: F'(s) = s

2. Kuvvet (Power) yasast: F'(s) = s"

3. Parabolik yasa: F (s) = s + k; s>
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4. Qift-Kuvvet (Dual-Power) yasast: F (s) = s + kgs?"

Burada n iissii kuvvet yasasi ya da cift-kuvvet yasasi nonlineerligini belirler. k; ve
ko sabitleri de sirasiyla parabolik yasa ve dual-power yasasindaki lineer olmayan terimleri
baglar. k; = 0 alinmasi durumunda parabolik yasa kerr yasasina; k3 = 0 alinmas1 duru-
munda ise ¢ift-kuvvet yasasi kuvvet yasasina doniisiir. Bunun yaninda n = 1 alindiginda

kuvvet yasas1 kerr yasasina; cift-kuvvet yasasi ise parabolik yasaya indirgenir.
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3 JAKOBI ELiPTIiK FONKSIiYONLAR

Bu boliimde Jakobi eliptik fonksiyonlar anlatilacak ve bu fonksiyonlar yardimiyla énceki
boliimde bahsedilen denklemlerin soliton, kompakton c¢oziimleri elde edilecektir.

Birinci tiir eliptik integralin Jakobi seklindeki iist limit x, Legendre seklindeki tist

limit ¢ ye = = sin¢ bagintisiyla baghdir. ¢ = am wu oldugundan z = sin (am u) dur.

Boylece eliptik fonksiyonlarin tanimina varmig oluruz.

x = sin (am u) = sn u,

V1—22=cos(am u) = cn u,

V1—m222 = /1 — m2sn2u = dn u,

A /\\ | .

L

Sekil 3.2 m = % i¢in en(z,m) ve cos (x) fonksiyonunun grafigi.



Bu fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlarinkine benzeyen pek ok cnemli ozellige

sahiptirler.
snE = sn(&,m), ecn§ = cn(&,m) ve dn& = dn(&, m) sirasiyla Jakobi eliptik sine
fonksiyon, Jakobi eliptik cosine fonksiyon ve Jakobi eliptik fonksiyon olarak isimlendirilir

ve 0 < m < 1 Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliidiir. Glaisher’in sembolleri olarak goste

rilen Jakobi eliptik fonksiyonlari, agagidaki sekilde dort ana gruba ayrilir.

(1) : sn&, cng, dn&

1 1 1
(2):7135:%7 ncf:%g’ nd&zd ;
. . sn£ _ sn& B n£
(3) : Scf = _f’ Sdf = —dnf’ C 5 —d £
1
(4) : es€ = § ds¢ = — f deé = — e

Bu on iki Jakobi eliptik fonksiyon arasinda
(1) : en?¢ + sn26 = 1, dn?¢ + m?sn?¢€ =1, m?(en?¢ — 1) = dn?¢ — 1
(2) : ns?¢ — 5?6 =1, ns*E — ds*€ =m?, ds*¢ +cs®6 =1—m?
(3) : nc?é — sc?é =1, d?¢ — (1 —m?)sc?¢é =1, dc?¢ — (1 — m?)ncé =m?
(4) : ed*€ 4+ (1 — m?)sd?¢ = 1, nd*¢ — m?sd*¢ = 1, m2cd®¢ + (1 — m?)nd*¢ = 1

bagmtilar: mevcuttur. Ayrica agagidaki 6zellikler mevcuttur.[43]
(1) : (sn€) = enédné, (cné) = —snédné, (dn€) = —m?snéené

(2) : (ns€)' = —cséds, (cs€) = —nsédsé, (ds€) = —nséesé
(3) : (sc€) = nctdc€, (nc)' = scédeg, (dc€) = (1 - m2) negsc
(4) : (sd€)" = ndécdg, (cdf) = (m® — 1) sdéndg, (nd€)" = mPedésdé

Jakobi eliptik fonksiyonlarin m modiilii m — 0 ve m — 1 i¢in agagidaki trigonometrik

fonksiyonlara doniisiir:

m — 0 icin;

snE —siné, cn& —cosé, dné — 1, sc& — tan&, sdf€ —sin€, cdf — cosé,

ns€ — csc&, ncé — sec€, ndé — 1, cs& — cotE, ds& — cscf, dc& — secé.
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m — 1 ic¢in;

snE — tanhf, cn€é — sechfé, dnf — sechf, sc€ — sinhé, sdf€ —sinhé, cdfé — 1,

ns€ — coth, mnc& — cosh&, ndé — coshé, cs& — cschf, ds€ — csch€, dc€ — 1.
Ters eliptik fonksiyonlarin tanimlanmasi da miimkiindiir. Ornegin z = sn u ise

u = sn~ 'z dir. Burada u, k ya bagimhdir. Bu bagimhlig iyice belirtmek icin bazen

u=sn"'(x,k) veya u = sn~ 'z, mod k yazilir.
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3.1 K(n,n) Denkleminin Jakobi Eliptik Fonksiyonlar ile C6ziimii
(2.1.2) ile verilen K(m,n) denkleminde m = n alinmasiyla elde edilen
wta@),+Ww"),,, =0 n>1 (3.1.1)
formundaki K(n,n) denklemini gozoniine alalim. (3.1.1) denklemine
u(z,t) =u(f), &=k(z—ut)
doniigiimii uygulanir ve £ ye gore integre edilirse, u = u (§) i¢in
—cu + au™ + k? (u™)ee =0, (3.1.2)

adi diferansiyel denklemi elde edilir. (3.1.2) denkleminin Jakobi eliptik ¢oziimlerini elde

etmek i¢in asagidaki ¢oziim fonksiyonunu kullanacagiz.
u (€) = Asn” (BE, () (3.1.3)

burada A ve B belirlenecek sabitler, v dalga hizi ve £ Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliidiir.

(3.1.3) bagmtisinda gerekli tiirevler alinirsa;

u(§) = A"sn"™ (BE, ()
(u" (€)) = BA™nBon (BE,{)dn (BE,1) sn™ " (BE, ()
(u" (€))" = B2A" (nB — 1)nBsn™ 2 (BE, 1) (3.1.4)
—B2A™npB [t + €2 (nB — 1) +npB] sn"? (BE, L)
+B2A™nBL (1 + nBl) sn™P2 (BE, ()

bulunur. Bulunan bu tiirev degerlerini (3.1.2) denkleminde yerlerine yazarsak,
—vAsn” (BE, 0) + aA"sn™ (BE, 0) + k*B2A™ (nf — 1) nfBsn™’~2 (BE, () (3.1.5)
~2B2A™B [€ + €2 (nB — 1) + nB] sn™ (BE, 0)+k*B2A™nBe (1 4 npe) sn™ 2 (BE, £) = 0,

elde edilir. (3.1.5) denklemi igin iki farkli durum sz konusudur.

Durum 1:
nB =np,

B:nﬁ_zu

aA™ — kE2B?A™nf3 [¢+ (B —1)+ nB] =0, (3.1.6)
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—vA+ k?B?A"™ (nf — 1)nB =0,

(3.1.6) cebirsel denklem sisteminden

2 n—1
b= k= By2n(f(n—1 +€2(n+1)+2n)\/a (8-L.7)
w1 v(ln—=1)+2(n+1)+2n)
A= a(n+1) » n7L

degerleri elde edilir. K(n,n) denkleminin kompakton ¢oziimlerini bulmak i¢in (3.1.7) deki
degerleri kullanirsak,

B c(t(n—1)+(n+1)+2n)
w (&) = { a(n+1)

(3.1.8)

1

\/c_t(x—vt),ﬂl}n_l,

n—1
[\/Zn l(n—1)+(n+1)+2n)

Jakobi eliptik ¢oziimii elde edilir. (3.1.8) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii

£ — 0 ve £ — 1 alirsak sirasiyla kompakton ve topolojik soliton ¢oziimleri bulunur.

1

i (€) = [% sin? [” —! ez vt)” n-1 (3.1.9)

2n

Sekil 3.1.1 (3.1.9) ¢oziimiinde v = 1,n = 2, a = 3 alinarak elde edilen ¢6ziimiin i boyutlu

resmi.

ul,z(g):{a‘l—”c)tanh? [”K/&@-m)]}”? (3.1.10)



Sekil 3.1.2 (3.1.10) goziimiinde v = 1, = 2, a = 3 alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin iig

boyutlu resmi.

Durum 2:
nf =mnp,
B =np+2,
aA" — kK*B*A™nB [{+ 2 (nB — 1) + nB] =0, (3.1.11)
—cA+ k2B2A™nBl (14 npl) =0,
(3.1.11) cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle,
2 1-n

=1y k= B\/2n(¢(1—n) +€2(n71)+2n)\/a (3.1.12)

al (1 —n—+2nl)
v[l(1—n)+2Bn—1)+2n]’

Al—n —

degerleri elde edilir.
K(n,n) denkleminin kompakton ¢oziimlerini bulmak i¢in (3.1.12) deki degerleri (3.1.3)

de yerine yazarsak,

al (1 —n+2nl)

UQ(f) = {U[Z(ln)+€2(3n1)+2n] (3.1.13)
1
1—n 1—-n
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Jakobi eliptik ¢oziimii elde edilir. (3.1.13) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii
I — 1 alirsak topolojik soliton ¢éziimii bulunur.

1

Uzt (€) = {M tanh? [1_”\/5(95—%)]}1 -n (3.1.14)

4nv

2\/§n

Sekil 3.1.3 (3.1.14) ¢oziimiinde v = 1,n = 2,a = 1 alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin iig

boyutlu resmi.

Burada (3.1.9) ¢oziimii Wazwaz’ i [44] sine-cosine metoduyla elde ettigi ¢oziim ile
ayni, (3.1.14) deki son ¢oziim ise [45] ile benzerdir.
(3.1.2) denkleminin bir diger Jakobi eliptik ¢oziimiinii elde etmek igin

u(€) = Aen® (BE, 1) (3.1.15)
bagintisin1 kulanacagiz. (3.1.15) bagintisindan (3.1.2) denklemi igin gerekli tiirevleri alir-
sak;

u(€) = A"en (BE, ()
(u™ (€)) = —BA"nfBsn (B¢, L) dn (BE, L) en™ 1 (BE, 1)
(u"(€)" = —B?A"(* —1) (nB — 1)nfen™ "2 (BE, L) (3.1.16)
+B2A™B [( —nB + €2 (208 — 1)] en™ (BE, 0)

—B2A"nBE (1 + nfe) en"" 2 (BE, 1)
bulunur. Bulunan bu tiirev degerlerini (3.1.2) denkleminde yerlerine yazarsak;
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—vAen® (BE, 0)+aAen™ (B¢, 0) —k*B2A™ (2 — 1) (nB — 1) nBen™ =2 (BE, ) (3.1.17)

+k2B2A™nB [ — nB + €2 (2nB — 1)] en™ (B, 0)—k*B2A™n L (1 + npL) cn™ 2 (BE, £) = 0,

elde edilir. (3.1.17) denklemi igin de iki farkli durum s6z konusudur.

Durum 1:
nfB =np,

ﬁ = nﬁ - 2a
aA" + K*B*A™nB [{ —nB + * (2n3 — 1)] =0, (3.1.18)
—vA — K*B*A" (> — 1) (np — 1)npB =0,

Yukaridaki egitliklerin c¢oziilmesiyle,

2 n—1
p = n—1 b= By/2n (£ (n—1) +€2(3n+1)+2n)\/a (3.1.19)
v(€(1=n)—23n+1)+2n) 01

a(n+1) 2 —-1) ’

An—l —

degerleri elde edilir. K(n,n) denkleminin kompakton ¢oztimlerini bulmak i¢in (3.1.19) daki
degerleri kullanirsak,

 Ju(t@—n) - (Bn+1)+2n)
us(l) = a(n+1)(Z-1)

(3.1.20)

1

n—1 n—1
[\/Qn t(n—1) +€2(3n+1)+2n)\/&(xvt)’£]}

Jakobi eliptik ¢oziimii bulunur. (3.1.20) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii

¢ — 0 alirsak;

0= {2 5!

a(n+1 R ™

\/E(x—vt)]}n L (3.1.21)

kompakton ¢oziimii bulunur.

26



Sekil 3.1.4 (3.1.21) ¢oziimiinde v = 1,n = 2,a = 3 alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin iig

boyutlu resmi.

kompakton ¢oziimleri bulunur.

Durum 2:
nf =mnp,
B =np+2,
aA" + k*B*A"nB [{ —nB + 2 (2nB —1)] =0, (3.1.22)
—vA — E2B2A™nBl (1 +npl) =0,
esitliklerinin c¢oziilmesiyle
2 1—n

b= 1w k= By2n(f(n—1 +€2(1—5n)+2n)\/a (3.123)

1m al (n —2nl —1)
A  w[l(n—1)+£2(1-5n)+2n) n7l

degerleri elde edilir. (3.1.23) degerlerini kullanirsak,

B al(n—2nl—1)
ug (§) = {Cw(nl)+£2(15n)+2n]

(3.1.24)
1

ﬁ(mvt),ﬁ]}ln,

1-—n
[\/Qn 0(n—1)+¢%(1—5n)+2n)
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Jakobi eliptik ¢oziimii elde edilir. (3.1.24) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii

¢ — 1 alirsak;

ug (§) = {MsechZ {12_71”\/—7@—@0”1” (3.1.25)

2nv

seklindeki tek dalga ¢oziimii bulunur.

Sekil 3.1.5 (3.1.25) ¢oziimiinde v = 1,n = 2,a = —1 alinmasiyla elde edilen ¢oziimiin iig

boyutlu resmi.

(3.1.21) deki ilk ¢oziim Wazwaz’ n [44] sine-cosine metoduyla elde ettigi ¢oziim ile

(3.1.25) ile verilen ikinci ¢oziim de [46] ile benzerdir.
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3.2 Zamana Bagli Katsayilara Sahip K(m,n) Denkleminin Jakobi Eliptik

Fonksiyonlar le Céziimii

Genellestirilmis evoliisyon terimine ve zamana bagh katsayilara sahip K(m,n) denklemi
(uk)t +a(t)u + cu™ug + b(t) (u"),,. =0, (3.2.1)

formunda verilir. Burada a(t) ve b(t) reel degerli fonksiyonlar iken k,m ve n pozitif
tamsayilardir. Dikkat edilirse burada & = 1, a(t) = 0 ve b(t) = 1 iken denklem klasik
K(m,n) denklemine indirgenir.

(3.2.1) denkleminin Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimii
u(z,t) = Asn® [B (z — vt) , ] (3.2.2)

olsun. Burada A solitonun genligini, B solitonun ters genigligini ve v solitonun hizim
temsil eder. Ayrica £, Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliidiir ve 5 pozitif tamsayisi daha
sonra k,m ve n nin bir fonksiyonu olarak tanimlanacaktir. A = A(t), B = B(t), v = v(t)
ve £ = B (x — vt) olmak tizere (3.2.2) bagintisinda gerekli tiirevler alinirsa;

dA
K\ _ oak-1 kB
(u )t—k‘A " (&, 0)

— kBA*B <v —i—t%) en (€,0) dn (€,0) snkP—1 (&,0)

kBAF dB

ab kB—1
ST (€0 dn (& D) s (€ D),

u™uy = BA™ Ben (€, €) dn (€, 0) sn® (€ 0), (3.2.3)

_l’_

(U™) pw = nBA"B3 (2 — 38+ 52) en (&,0)dn (€,0) spP—3 (&,0)
+nBA"B3 [(2 - 38+ 52) (—m2 — 1) +(2-38)(£+ 1)] en (&,0)dn (&€,0) spnB-1 (&,0)
+nBA"B [m?B2 — (2 - 383)] en (€, £) dn (€,0) sn™ T (£, 0).

bagintilar1 bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.2.1) denkleminde yerlerine yazlirsa,

kAk_l%snkB (€, 0) + kpAF %% —vB — tB% en (€,€) dn (€,0) snFP=1(€,0)

+a (t) Asn® (€,0) + cBA™ 1 Ben (€, 0) dn (€, £) sn® D=1 (g ¢)

+b(BA"B? (2 — 38+ %) en (£, €) dn (£, 0) sn™ 73 (€, ) (3.2.4)
Fo(t)BA"B? [(2 = 38+ 82) (—m? — 1) + (2= 3p) (L + 1)] en (&, £) dn (€, £) sn™ =1 (€, 4)

+b(BA"B? [m?B2 — (2 - 38)] en (&, £) dn (€, £) sn™ T (¢,0) =0
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elde edilir. Bu denklemde birinci ve iigiincii terim gozoniine alinirsa,

kB = (3.2.5)
kAk_l% +a(t)A=0

esitliklerinden
k=1, (3.2.6)
A(t) = Age) et (3.2.7)

elde edilir. Burada Ay solitonun baglangi¢ genligidir. (3.2.4) denkleminde ikinci ve altinci

terim gozoniine alinirsa

kB—1=n8—1 (3.2.8)
oldugundan
k=n=1 (3.2.9)

bulunur. Simdi dérdiincii ve son terim gozoniine alinirsa,
B(m+1)—1=np+1, (3.2.10)
¢BA™B + b(t)nBA"B* [m?B* — £ (2 —3B)] =0
yazilir. (3.2.10) esitliklerinden 3 ve B (t) fonksiyonlar
) (3.2.11)
mcA™ 2

b(t)[¢(2m —6) — 4m)
seklinde elde edilir. Ikinci terimde Ecn (€, £) dn (€, £) sn*P~1 (€, ¢) nin katsayis: sifira esitlendiginde,

B(t) =

(3.2.12)

dB

— = 2.1

il (3.2.13)
boylece,

B (t) = sabit (3.2.14)

bulunur. Son olarak ikinci ve altinci terimlerin katsayilar egitlenirse,
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kAR [UB — tB@] = —b(t)nBA"B? [(2— 38+ %) (—m* — 1) + (2 —3p) ({ + 1)]

dt
(3.2.15)
yazilir ve buradan solitonun hiz
B’ 2 2
v(t) = 5 [(2m® —6m+4) (m*+1) + m(=2m+6)((+1)] [b(t)dt  (3.2.16)

olarak bulunur. (3.2.16) esitligi, (3.2.12) gozoniinde bulundurulurak tekrar diizenlenirse

B cA™
~ mtb(t) [ (2m — 6) — 4m)] I

v (®) 9m? — 6m + 4) (m2+1)+m(2m+6)(€+1)]/b(t)dt

(3.2.17)

elde edilir.
(3.2.7) ve (3.2.12) ifadelerinden zamana bagh a (t) ve b (t) katsay: fonksiyonlar: arasin-

daki iligki ¢y sifirdan farkl reel degerli sabit olmak iizere
emmfaOdt _ bty m>0 (3.2.18)

seklinde verilebilir.

Buna gore ele alinan denklem

ug + a(t)u + cu™uy, + b(t) (u),.. =0, (3.2.19)

TTrx

formuna indirgenmis olur ve denklemin ¢oziimii
uy (z,t) = Asnm [B(z —vt), /] (3.2.20)

seklindedir. (3.2.20) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 0 ve £ — 1

alirsak sirasiyla kompakton ve topolojik soliton ¢oziimleri
w1 (z,t) = Asinw [By (z — vit)], (3.2.21)

ur2 (x,t) = Atanh [Ba (x — vat)] (3.2.22)

elde edilir. Burada kompakton ¢odziimiinde

cA™ ]2
50 =[5
v1 (t) = ﬁ% [(2m® — 6m +4) (m* + 1) + m (—2m + 6)] /b(t) dt
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seklinde, topolojik soliton ¢oziimiinde ise
mcA™ 2
2b(t) (—m + 3)

o - cA™
2 () = 3 ) Cm + 3)

olarak tamimhdir.

By (t) = [

[(2m® — 6m +4) (m® + 1) + 2m (—2m 4 6)] /b (t)dt

Zamana baglh katsayilara sahip K(m,n) denkleminin bir diger Jakobi eliptik ¢dziimiinii

elde etmek icin
u(z,t) = Aen” [B (x — vt) , £] (3.2.23)

bagmtisim kullanacagiz. A = A(t), B = B(t), v = v(t) ve £ = B (z — vt) olmak {izere

(3.2.23) bagmtisinda gerekli tiirevler alinirsa;

dA
(uk)t = kAkilﬁcnkﬁ (&, 0)
 kgARB ( + %) s (6,0)dn (€, 0) en* (€,0)

’“@4’“ 9B con (€. 0 an (€. 0 en 1 (6,0),

U™y = —BA™ T Bsn (€,0) dn (€, 0) en®m D=1 (g0 (3.2.24)

(u™),,, = nBA"B? (1- m2) (—2+38 - /3’2) sn (€,0) dn (€,0) en™ =3 (€,0)
+nBA"B [m? (=24 38 — %) + £(—2+ 3B)] sn (&, £) dn (&, £) en™ 1 (€,0)

+nBA"B? (20 + 380 — m?B?) sn (€, €) dn (€, ) en™P T (£,0).

bagmtilar: bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.2.1) denkleminde yerlerine yazlirsa,

kAk’l%cnkﬁ (&,0) — kBAF %d—]f— B—tB‘fl sn (€,0) dn (€,0) en®P=1 (€, 0)

+a (t) Aen® (€,0) — cBA™ Bsn (€, 0) dn (&, £) enPmHD=1 (¢ p)
+b(t)BA™B? (1 —m?) (=2 +38 — B%) sn (&, 0) dn (&, £) en™ 3 (€, 0) (3.2.25)
F(t)ynBA"B? [m? (=2 4 38 — 52) + £(=2 + 38)] sn (¢, €) dn (€,£) en™ =1 (€, 0)
+b(t)NBA™B (20 + 380 — m?B%) sn (&, £) dn (€, 0) en™ ™ (£,6) = 0

elde edilir. Bu denklemde birinci ve iigiincii terim gozoniine almirsa,

kB =2 (3.2.26)

k194

7 +a(t)A=0
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esitliklerinden
k=1, (3.2.27)

A(t) = AgeJ st (3.2.28)

elde edilir. Burada Ay solitonun baglangi¢ genligidir. (3.2.25) denkleminde ikinci ve altinci

terim gozoniine alinirsa

kB—1=np—-1 (3.2.29)
oldugundan
k=n=1 (3.2.30)

bulunur. Simdi doérdiincii ve son terim gozoniine alinirsa,.
Bm+1)—1=np+1, (3.2.31)
—cBA™ B + b(t)ynBA"B (20 + 38 — m?*B?) =0
yazilir. (3.6.31) esitliklerinden 3 ve B (t) fonksiyonlar
3= -, (3.2.32)
mecA™ 2

b(t)[¢(2m + 6) — 4m)
seklinde elde edilir. Tkinci terimde &sn (€, €) dn (€, £) en®B~1 (¢, £) nin katsayis: sifira esitlendiginde,

B(t) =

(3.2.33)

dB

— =0 3.2.34

at ( )
boylece,

B (t) = sabit (3.2.35)

bulunur. Son olarak ikinci ve altinci terimlerin katsayilar: egitlenirse,

kBAF [’UB - tB%} = —b(t)nBA"B? [m* (—2+ 38— %) +£(-2+33)]  (3.2.36)

yazilir ve buradan

v(t) = i—i [m (2m? — 6m + 8) + £ (2m — 6)] /b (t)dt (3.2.37)
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bulunur. (3.2.37) esitligi, (3.2.33) gozoniinde bulundurulurak tekrar diizenlenirse, solito-

nun hiz

v(t) = — DI (;ier 6 dm [m (2m® — 6m + 8) + £ (2m — 6)] / b(t)dt (3.2.38)

olur.
(3.2.7) ve (3.2.12) ifadelerinden zamana bagh a (t) ve b (t) katsay1 fonksiyonlar: arasin-

daki iligki ¢y sifirdan farklh reel degerli sabit olmak iizere
emmfaOdt _ b (1), m>0 (3.2.39)

geklinde verilebilir. Boylece denklemin Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimii
ug (z,t) = Acnm [B(z —vt), /] (3.2.40)

seklindedir. (3.2.40) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 0 ve £ — 1

alirsak sirasiyla, kompakton ve tek dalga ¢oziimleri
sy (z,t) = Acosm [By (x — vit)] | (3.2.41)
u2.2 (xz,t) = Asec h% [BQ (z— Ugt)] (3.2.42)

elde edilir. Burada kompakton ¢oziimiinde

mo =[]’

v (t) = #‘:Z) [m (2m* — 6m + 8)] /b(t) dt

seklinde, tek dalga ¢oziimiinde ise
Am 73
me
B(t)= | m—————
0= |5

vy (t) = thbggc(fv:n+3) [m(2m26m+8)+2m6]/b(t)dt

seklinde tanimlidir.
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3.3 Genellestirilmis NLS Denkleminin Jakobi Eliptik Fonksiyonlar Ile

Coziimii
Genellegtirilmis Nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi
) m 2 m
i(u™), +a(u™),, +bF (Iul )u =0, m>1 (3.3.1)

formunda verilir. Burada u kompleks degerli bir fonksiyon oldugu igin (3.3.1) denkleminin

¢Ozlimini

u(z,t) = P (x,t).e? (3.3.2)
formunda yazabiliriz. Burada ¢ faz

¢ =—kx+wt+0 (3.3.3)

seklinde tanmimhidir. P ise solitonun genligi olup s6z konusu olan nonlineer F' fonksiyonunun
tiirtine baghdir ve darbenin seklini temsil eder. (3.3.3) denkleminde « solitonun frekansini,
w solitonun dalga sayisin ve 0 faz sabitini temsil eder. (3.3.1) denkleminin ¢oziimii i¢in

(3.3.2) denkleminde gerekli tiirevleri alirsak,

(u™), = (umI% + imem> eme, (3.3.4)
o*pP oP oP\? :

m _ m—1Y & o, 2 m—1-" . m—2 [ Y~  n2,.2pm imep

(U™) e = (mP 922 2im*kP P +m(m—-1)P <6$> m*k*P ) e"™m?,

(3.3.5)

bulunur. (3.3.4) ve (3.3.5) numarali denklemleri (3.3.1) ile yerine yazarak imajiner ve reel

kisimlar1 ayrilirsa sirasiyla,

P P
um_la— — 2am2/<;Pm_18— =

o 7 =0 (3.3.6)

2P OP\?
mwP™ —bF (PQ) P™—q {uml— +m(m—1) pm—2 <—> — m2/<;2Pm} =0,

o0z oz
(3.3.7)
elde edilir. (3.3.6) denklemi
oP oP
rrie 2am/€% =0, (3.3.8)
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seklinde yazlabilir. P’nin hareketli dalga tipi formunda olmasi gerektiginden v solitonun

hiz1 olmak iizere
P=g(z—ut), (3.3.9)

seklinde yazilir. Buna gore (3.3.8) ifadesi gozoniine alimirsa solitonun hiz

dx*
dt

= —2amk, (3.3.10)

v =

seklinde bulunur. Burada z* solitonun merkez pozisyonudur. (3.3.10) ile verilen solitonun

hiz1 nonlineerligin biitiin tiirleri i¢in gecerlidir.

3.3.1 Kerr Yasasi

Kerr yasasi lineer olmayan tepkilerle karsilagan optik fiberdeki bir 151k dalgasi gercegin-
den ortaya ¢ikmigtir. Lineer olmayan tepkiler oldukga zayif olmalarina ragmen 151k dalga
boyu bakimindan 6l¢iildiigiinde ¢cok uzun mesafeli gesitli yollarda yayilimin etkileri goriiliir.
Lineer olmayan tepkinin kaynagi bir uygulama alaninin etkisi altindaki bagl elektronlarin
harmonik olmayan hareketi ile ilgilidir. Sonug olarak elektrik ikiz kutuplarindan indiik-
lenen polarizasyonun Fourier genligi elektrik alaninda lineer olmamakla birlikte elektrik
alan genliginde yiiksek terimler igerir [47].

Kerr yasasi igin genellegtirilmig NLS denklemi
i(u™), +a(u™),, +blu?u™ =0 (3.3.11)
seklindedir. Kerr yasas1 nonlineerligi i¢in P Jakobi eliptik fonksiyon cinsinden
P(z,t) = Asn? (€,7) (3.3.12)

seklinde ele alalim. Burada ¢ Jakobi eliptik fonksiyonun modiilii olup £ = B (x — vt)
olarak tamimhidir. A ve B sirasiyla solitonun genligini ve ters genigligini temsil eder.

(3.3.12) bagmtisinda gerekli tiirevler alinirsa;

g—]; = pABen (€,0)dn (€,1) snP~L(€,0),
2
<2—§> = (2 4+1) A2B2%sn® (€,0) + p* A2 B%sn® 72 (€,0) + p* P A2 B2sn®*2 (¢, 1)
0?P 2. p-2 2 2 2..p
= (- VAR (60— p (p+ L~ £ 4 ) ABsi? (6,0) (3:3.13)

+pl (14 pl) AB?snP+2 (€,0),
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bagmtilar1 bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.3.7) denkleminde yerlerine yazlirsa,
mwA™sn™ (€, 0)—am (p — 1) pA™B?sn™P~2 (¢, 0)+amp (p +0— 02+ p€2) A™B%sn™ (€,0)
—ampl (1 + pl) A" B?sn™*2 (¢£,0) + am (m — 1) p? (62 +1) AMBZsn™P (&,0)
—am (m — 1) p? A" B2sn™P~2 (£,0) — am (m — 1) p22A™B?sn™ T2 (¢,0)  (3.3.14)
Fam?k2A™sn™P (€,0) — bA™ 2sn (M2 (¢ 1) = 0,

elde edilir. (3.3.14) bagintisinda (m + 2) p ve mp + 2 esitlenirse

(m+2)p=mp+2, (3.3.15)
p=1, (3.3.16)
elde edilir. Lineer bagimsiz fonksiyonlar oldugundan j = —2,0 icin sn™P%/ (£,/) nin

katsayilart sifira egittir. Bu durum ve (3.3.15) ile (3.3.16) bagintilar1 gézoniine alinirsa w

dalga sayis1 ve B ters genisligi

w = aB? [62 (1—m)—C—m]— amx?, (3.3.17)
ve
_pA2 73
B — [m] 9 (3.3-18)

seklinde elde edilir. Boylece Kerr yasasi igin genellestirilmig NLS denkleminin bir soliton

¢Ozimi
uy (z,t) = Asn [B (z — vt) , £] (-1 a+wi+0) (3.3.19)

seklinde bulunur. Buradaki A genligi ve B ters genigligi arasindaki iligki (3.3.18) de, w
dalga sayis1 (3.3.17) de ve solitonun hiz1 ile frekansi arasindaki iligki (3.3.10) numarali

denklemde verilmistir.
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Sekil 3.3.1 (3.3.19) ¢oziimiinde a = 1,b = —1, m = 2 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde edilen iig

boyutlu resmi
(3.3.19) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak,
uyy (z,t) = Atan h By (x — vt)] e!(Tretwit+o) (3.3.20)

dark optik soliton ¢oziimii elde edilir. Burada

1
By = [ﬁ‘fm)] : (3.3.21)
wy = am (—2Bf — k?) (3.3.22)
dir.
vos |
oo |
- ooz b
oo |
e 03 o0 05

Sekil 3.3.2 (3.3.20) ¢oziimiinde a = —1,b = 1,m = 2 ve t = 0 alinmasiyla elde edilen

¢oztimiin iki boyutlu resmi.
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Kerr yasasina sahip genellestirilmig NLS denkleminin bir diger Jakobi eliptik ¢oziimiinii

elde etmek igin
P (x,t) = AcnP [€, (] (3.3.23)

¢oziim fonksiyonunu ele alalim. (3.3.23) bagintisinda gerekli tiirevler alinirsa:

@
ox

2
(%) = p* (207 1) A2B%en™ (€,0) — p* (7 — 1) A*B?en® 72 (€,4)

—p2€2AQB2sn2p+2 (57 g) ,

= —pABsn (&,0)dn (€,1) ecnP~L(€,0),

9?P

o2 = —@-Dp (2 —1) AB?enP 2 (&,0) +p (—p+ € — >+ 2pl®)  (3.3.24)

AB%enP (€,0) — pl (1 + pl) AB%enP ™2 (€,0)
bagmtilar: bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.3.7) denkleminde yerlerine yazlirsa,
mwA™en™ (£,0)+am (p—1)p (62 -1) AMB%en™P=2 (€,0) —amp (-p+ (- 24 2p€2)
A™B%en™ (€, 0) + ampl (1 + pl) A" B*en™P*2 (€,0) — am (m — 1) p* (26* — 1)
A" B2en™ (€, 0)+am (m — 1) p* (2 — 1) A" B*en™ =2 (£,0)+am (m — 1) p*(* (3.3.25)
A" B2en™ 2 (€,.0) + am?k2A™en™ (€,0) — bA™2enMF2P (¢ 0) = 0

elde edilir. (3.3.25) bagintisinda (m + 2) p ve mp + 2 esitlenirse

(m+2)p=mp+2, (3.3.26)
p=1, (3.3.27)
elde edilir. j = —2,0 icin ecn™*7 (£, ) nin katsayilar lineer bagimsiz olarak sifira esittir.

Bu durum ve (3.3.26).ile (3.3.27) bagmtilar: gozoniine alinirsa
w=aB*[(*+0—1+ (m—1) (202 - 1)] — amx?, (3.3.28)
ve

bA2 B
] , (3.3.29)

B= |— 7
[aém (1+4m)
seklinde elde edilir. Boylece Kerr yasasi igin genellestirilmig NLS denkleminin bir soliton

¢Ozimu
uy (z,t) = Aen [B (z — vt) , £] e/ (-ratwt+0) (3.3.30)
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olur. Buradaki A genligi ve B invers genisligi arasindaki iligki (3.3.29) da, w dalga sayisi
(3.3.28) de ve solitonun hiz1 ile frekansi arasindaki iligki (3.3.10) numarali denklemde

verilmigtir.

Sekil 3.3.3 (3.3.30) ¢oziimiinde a = 1,b =1, m = 2 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde edilen

¢Oziimiin {i¢ boyutlu resmi.

(3.3.30) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak,

1
bA? 2
B =|———— L.
! [am(l-ﬁ-m)} ’ (3:3:31)
wy = am (B} — k%), (3.3.32)
olmak tizere
ug 1 (x,t) = Asech[By (x — vt)] ell-ratwitto), (3.3.33)
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Sekil 3.3.4 (3.3.33) ¢oziimiinde a = 1,b = 1, m = 2 ve t = 0 alimmasiyla elde edilen ¢oziimiin

iki boyutlu resmi.

bright optik soliton ¢oziimii elde edilir. Bu ¢oziim [48] de ansatz metodu kullanilarak

elde edilen ¢6ziim ile benzerdir.

3.3.2 Kuvvet (Power) Yasasi

Bu yasa zayif turbulans teorisindeki kiigiitk K —yogunlagimi probleminin ¢oziimiiyle
lineer olmayan plazmalarda ortaya cikar [49]. Fiziksel olarak yari iletkenler iceren cesitli
materyaller lineer olmayanligin kuvvet yasasi tiiriinii sergilerler. Kuvvet yasasi icin genellesti

rilmig NLS denklemi
i (u™), +a(u™),, +blul u™ =0 (3.3.34)

formunda yazilir. Bu lineer olmayanlik tiiriine sahip NLS denkleminin ¢oziimii igin P
ifadesi (3.3.12) deki sekilde alimacaktir. Buna gore (3.3.13) ile verilen tiirevler (3.3.34)

denkleminde yerlerine yazilirsa,
mwA™sn™ (€, 0)—am (p — 1) pAT" B2sn™P 2 (€, 0)+amp (p +0— 02+ p€2) A™B2sn™P (£, 0)

—ampl (1 + pl) A" B?sn™ 2 (£,0) + am (m — 1) p* (% + 1) A" B?sn™ (£, ()
—am (m — 1) p? A" B%sn™ 2 (£,0) — am (m — 1) p*2A™B2sn™ %2 (¢,4)  (3.3.35)

+am?kZA" sn™P (€, 0) — bAT T2 MNP (¢ ) = 0
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elde edilir. (3.3.35) bagintisinda (m + 2n) p ve mp + 2 esitlenirse

(m+2n)p=mp + 2, (3.3.36)
_1 (3.3.37)
pP= n’ -9.
elde edilir. Kerr yasasi durumunda oldugu gibi j = —2,0 icin sn™P*7 (£, £) nin katsayilar

sifira egittir. Bu durum ve (3.3.36) ile (3.3.37) bagmntilar1 gozoniine alinirsa

w = _%32 [P+1+4n(l—03)+(m—1)(+1)] — ams?, (3.3.38)
ve
B —bn? A% 2
_ [m] , (3.3.39)

bulunur. Boylece kuvvet yasasi i¢in genellegtirilmis NLS denkleminin bir soliton ¢oziimii
uy (z,t) = Asn (B (z — vt), £] e'(-ratwi+0) (3.3.40)

seklindedir. Buradaki A genligi ve B ters genisligi arasindaki iligki (3.3.39) da, w dalga
sayist (3.3.38) de ve solitonun hiz ile frekans: arasindaki iligki (3.3.10) numarali denklemde

verilmistir.

Sekil 3.3.5 (3.3.40) ¢oziimiinde a = 2,b = —1,m = 2,n = 2 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin ti¢ boyutlu resmi.
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(3.3.40) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak

By — ﬂ : (3.3.41)
" lam(n+m)| e

2
wy = —ﬁamB% — amk?, (3.3.42)
olmak tizere
uiy (z,t) = Atan b [By (z — vt)] el ratwit+o), (3.3.43)

Sekil 3.3.6 (3.3.43) ¢oziimiinde a = —1,b = 1,m = 2,n = 2 ve t = 0 alinmasiyla elde edilen

¢oziimiin iki boyutlu resmi.

dark optik soliton c¢oziimii elde edilir.
Kuvvet yasasina sahip genellestirilmig NLS denkleminin bir diger Jakobi eliptik ¢oziimiinii

elde etmek igin (3.3.23) deki P ifadesi kullanilarak elde edilen tiirev degerleri (3.3.34)

denkleminde yerine yazilirsa
mwA™en™ (§,0) +am (p—1)p (62 — 1) A™B2en™P=2 (¢,0)
—amp (—p+ € — (2 + 2pt*) A" B*en™ (€, 0) + ampl (1 4 pl) A™ B?en™P*2 (¢, 0)
—am (m — 1) p* (202 — 1) A" B2en™ (€, 0) +am (m — 1) p* (2 — 1) A" B?*cn™72 (€, 0)
+am (m — 1) p*2A™B2en™ T2 (€,0) + am?k2A™en™ (€, 0) (3.3.44)
— A2 o (Mt 2n)p &0 =0

bulunur. (3.3.44) bagmntisinda (m + 2n)p ve mp + 2 katsayilan esitlenirse p nin degeri
(3.3.37) deki sekilde bulunur. j = —2,0 icin sn™*7 (£, £) nin katsayilar1 lineer bagimsiz

olarak sifira egitlenir ve (3.3.36) ile (3.3.37) ifadeleri g6zoniine alimrsa

w= %B2 [nﬁ(l —0)+m (262 — 1)] — amk?, (3.3.45)
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ve

bn2 A2 3
B —_ [m} P (3.3n46)

olur. Boylece kuvvet yasasi i¢in genellegtirilmis NLS denkleminin bir soliton ¢oziimii
ug (z,t) = Acni [B (x — vt) , [] e!(-retwi+o) (3.3.47)

seklinde bulunur. Burada genlik ve ters geniglik arasindaki iligki (3.3.46) de, dalga sayisi
(3.3.45) de ve solitonun hiz1 ile frekansi arasindaki iligki (3.3.10) numarali denklemde

verilmigtir.

Sekil 3.3.7 (3.3.47) ¢oziimiinde a = 2,b = 1,m = 2,n = 2 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde edilen

¢oziimiin {i¢ boyutlu resmi.
(3.3.47) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak

ug1 (x,t) = Asec B [Bi (z — vt)] el —ratwit+0), (3.3.48)
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Sekil 3.3.8 (3.3.48) ¢oziimiinde a = 1,b = 1,m = 2,n = 2 ve t = 0 alimmasiyla elde edilen

¢oziimiin iki boyutlu resmi.

bright optik soliton ¢oziimii elde edilir. Burada

242 1
B, = {—] | (3.3.49)
am (n+m)
wy = %m (B? — n2s?) (3.3.50)
seklindedir.

3.3.3 Parabolik Yasa

Bu yasa Langmuir dalgalar: ve elektronlar arasindaki nonlineer etkilesimden ortaya ¢ik-
mustir ve yiiksek frekanshi Langmuir dalgalar: ile iyon-akustik dalgalar1 arasindaki lineer
olmayan etkilegimi tanimlar. Bilinen analitik ¢oziimleri olmadig: icin ve beginci dereceden
terimin énemli materyaller bulma sansi zayif oldugu igin beginci dereceden nonlineer or-
tamda optik 1ginlarin yayilimina gosterilen ilgi azdir. Ancak son gelismeler bu alandaki
ilgiyi yeniden canlandirmigtir. C'DS;Sec;—,—katkih camin optik yatkinhig: tecriibe edil-
erek besinci dereceden yatkimhga x(® e sahip oldugu gosterildi. Aym zamanda saydam
bir bardak i¢inde 620 nm dalga boyunda yogun femtosaniye darbelerle 6nemli derecede
5)

x® nonlineerlik etkisinin varlig gosterildi [49)].

Lineer olmayanlik tiiriine goére parabolik yasa icin genellegtirilmis NLS denklemi

i (™), +a(u™),, +b (\u|2 + Ey |u\4) um =0, (3.3.51)
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formunda yazilir. Burada k; sabiti parabolik yasadaki iki nonlineer terimi baglar. Bu

durumda P fonksiyonu
P(x,t) = A[Dy + sn(&,0)]7, (3.3.52)

olarak alinir. Burada D; sabiti ve bilinmeyen p {iissii daha sonra tanimlanacaktir. Buna

gore gerekli tiirevler alinirsa

8_P
ox

2
<g_§) = p2A232 [Dl + sn (fa £>]2p—2 — p2A2B2 (62 4 1) {D% [Dl + sn (57 g)]Qp—Q

= pABen (€,0)dn (€,1) [Dy + sn (&0,

—2Dy [Dy + sn (&, 0! + [Dy + sn (&@]Zp}
+p2 A2 B2 { DY Dy + sn (&, 02 — 4D} [Dy + sm (6,0)7

+6DF [D1 + sn (¢, 0)]F — 4Dy [Dy + sn (£, 0] 4 [D1 + sn (f,f)]QpH} 5
*pP

5 = PAB (01— (p+ (=P +pA) DI+ (1+0DF—((1+ 0D (3.353)

+0(1+pl) DY) [Dy + sn (&, 0P~ + pAB? 2Dy (p + € — €% + p(?)

—Dy(1+0) —3D3 (1 +¢) —4AD3 (1 + pl)] [Dy + sn (&, 0)]P!

+[pAB* — (p+ £ — €2 + pl?) — 3D (1 + £) + 6( (1 + pl) D] [D1 + sn (&, 0)]P
+pAB2 (D14 (1 +€) — 4Dy (1 + pl)] [Dy + sn (€, 0)]PT

+pAB? [Dy + sn (&, 0172 £ (1 + pt)
bagmtilar: bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.3.7) denkleminde yerlerine yazlirsa,
mwA™ [Dy + sn (§,0)]™” — ampA™B? {(p — 1) — (p+ { — £*> + p*) D} + (1 + () D?

—0(1+0) Df + € (1 +pt) D}} Dy + sn (&, 0] —ampA™B* {2D1 (p + € — (% + p(?)
—Dy (14 6) — 3D (1 +€) — 4D30 (1 + pt)} [D1 + sn (€,0)]™
—ampA™B? [— (p+ € — €% + pl?) — 3D} (1 + £) + 6 (1 + pl) D] [Dy + sn (£, 0)]™
—ampA™B% D14 (1 +£) — 4Dy (1 + pl)] [Dy + sn (€, €)™t
—ampA™ B2 (1 + pl) [Dy + sn (&, 0)]™""% —am (m — 1) p? A" B2 [Dy + sn (€, )] 2
+am (m — 1) p? A" B? (2 + 1) [Dy + sn (£, 0)]™ + am (m — 1) p* A" B* (¢* + 1) D3
(D1 + sn(&,0)]™77% — 2am (m — 1) pA™B? (2 +-1) Dy [D1 + sn (£, 0)]™ " (3.3.54)

—am (m — 1) p2PA™B20% [Dy + sn (€,0)]"" 2 —am (m — 1) p? A" B> D} [Dy + sn (&, )™ >
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—6am (m — 1) p? A" B*>D? Dy + sn (€, 0)]"+4am (m — 1) p* A" B202 Dy [Dy + sn (€, 0)]™
+4am (m — 1) p? A" B22D} Dy + sn (€, 0)]™ 1 + am?k2A™ [Dy + sn (€, 0)]™P
—bA™ 2Dy + sm (6,0 IP (€,0) — b AT Dy + sn (,0] P (6,0 = 0

elde edilir. (3.3.54) bagntisinda (m + 2) p ve mp + 1 esitlenirse

(m+2)p=mp—+1, (3.3.55)
1
=1, (3.3.56)

bulunur. Ayrica mp + 2 ve (m + 4) p esitlenerek de p nin aym degeri elde edilir. Lineer
bagimsiz fonksiyonlar olduklarmdan j = —2, —1,0,1,2 icin [D; + sn (£, £)]™"7 katsayilar
sifira egittir. Bu durum ve (3.3.55) ile (3.3.56) bagintilar1 gozoniine alinirsa

2
w = %[62—26—1—(771—1)(£2+1)+6£(€+2)D% (3.3.57)

+60% (m — 1) D} — 6¢ (¢ + 1) D}] — am«?,

b 3
b =24 [ almDy (¢ (4m — 6) — 6)} ’ (3.3.58)

1
2

(m—1)(2+1)+ 2+ | (33.50)

Dy = = s

elde edilir. Boylece parabolik yasa i¢in genellegtirilmis NLS denkleminin bir soliton ¢oziimii
ui (z,t) = A[Dy + sn (€, )7 eil-ratwt+o), (3.3.60)

olur. Buradaki A genligi ve B ters genigligi arasindaki iligki (3.3.58) de, w dalga sayisi
(3.3.57) de ve solitonun hiz1 ile frekansi arasindaki iligki (3.3.10) numarali denklemde

verilmistir.
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Sekil 3.3.9 (3.3.60) ¢oziimiinde a = —1,b = 1,m = 2,n = 2 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.

(3.3.60) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak,

uiy (z,t) = A[D11 + tanh [By (z — vt)])2 e/ rotwit+o) (3.3.61)
vos |
ous |
-
oot |
ook " - ;

Sekil 3.3.10 (3.3.61) ¢oziimiinde a = —1,b=1,m = 2,n = 2 ve t = 0 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi.

dark optikal soliton ¢oziimii elde edilir. Burada

—b
Bi=A .3.62
! \/ale,l (m—3)’ (3:362)
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B2
wn = 2L (ot 307+ 2) ~ 6D%,) — ami (3369

Dig=,/—— 3.64
1=/~ (3.3.64)

seklindedir.
Parabolik yasa nonlineerligine sahip genellestirilmis NLS denkleminin bir diger Jakobi

eliptik coziimiinii elde etmek icin
P(z,t) = A[D1+cn(&0)P (3.3.65)

bagintisini ele alalhim. (3.3.65) bagintisinda gerekli tiirevler alinirsa;

JopP
ox

2
@_J;) = PPAPBE[Dy+ en (€ O + p2A2B22 (2~ 1) [DE (D1 + en (&, O

= —pABsn (€,0)dn (€,1) [Dy +cn (€,0)]P71

—2D1 [Dy + cn (&0~ + [D1 + cn (g,@]zp} —p?A’B2(? [[Dl +en (€077
+Dil [D1 +cn (575)]21)_2 - 4Di1” [D1 + cn (€, €>]2p—1 + 6D% [D1 + cn (€&, €>]2p

4Dy [Dy + en (&, )7 + pRA2B? (D1 + en (¢, )]
92P

ol —pAB* [(p—1) ((*—1) — (p+ £ (¢ —1) —2p*) D} + (> + ¢ — 1) D?

—( (L4 1) D} +£(1 + pt) DY [Dy + en (€,0)]P2 (3.3.66)
—pAB*[—2p+{({ —1) Dy —2pl*> — ((*+ ¢ —1) Dy
—40(1 4 pl) D} 4 30(€ + 1) D3] [Dy + en (€, 0)P*
—pAB*[(p+ £ (¢ — 1) — 2pl*) + 6¢ (1 + pt) D — 3¢ (¢ + 1) Df]
[Dy + cn (€,0)P — pAB?*[—4¢ (1 + pl) Dy + £ (£ + 1) Dy]
(D1 +en (&, 07" — pAB2 (1 + pt) [Dy + en (€, 0P
bagmtilar1 bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.3.7) denkleminde yerlerine yazlirsa,

mwA™ [Dy +cn (&, 0)]™ + ampA™B* {(p— 1) ((* - 1) — (p+ £ (¢ — 1) — 2p¢*) D}
+ (P +0—-1)D} — (0 +1)Df + £ (1 +pb) Dt} [D1 + en (€,0)]™P% — ampA™ B?
{-2(p+€(t—1)Dy —2pl* — ((*+(—1) Dy) — 40 (1 +pl) D} + 3¢ (¢ + 1) D}}
[D1 +cn (&0~ + ampA™B? { (p + £ (¢ — 1) — 2p?) + 6¢ (1 + pt) D}
—30(€+1) D} [D1 + en (&, 0)]™ + ampA™B? {—40 (1 + pl) Dy + £ ({ + 1) D1}
[D1 + en (€, 0] + ampA™ B2 (1 + pb) [Dy + en (€, 0™ —am (m — 1) p2 A" B?
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[D1 +en (€,0]™ 72 —am (m — 1) p? A" B? (262 — 1) [D1 + en (£,0)]™ —am (m — 1) p?
A™B% (20> —1) D} (D1 + en (&,0)]™ > +2am (m — 1) p?A™B* (20> — 1) Dy [Dy + en (€, )]
+am (m — 1) p2A™B20% Dy + en (€,0)]™ "2 +am (m — 1) p2 A" B2(% Dy + sn (&, )P +?
+am (m — 1) p? A" B202D} [Dy + en (€,0)]"P "% + 6am (m — 1) p? A" B2? D?
(D1 + en (€,0]™ — dam (m — 1) p? A" B22 D1 [Dy + en (€,0)])"1 — dam (m — 1) p?
AMB22D3 Dy + en (€,0)]™ 7 + am?k2A™ [Dy + cn (€, 0)]™ (3.3.67)
—bA™ 2 [Dy + en (&, O] (€,0) = bk A" Dy + sm (€, 0] (€,0) = 0

elde edilir. (3.3.67) bagmntisinda (m + 2)p ve mp + 1 katsayilari egitlenirse p nin degeri
(3.3.56) daki sekilde bulunur. Ayrica mp+ 2 ve (m + 4) p esitlenerek de p nin ayn degeri
elde edilir. j = —2,—1,0,1,2 icin [D; + en (&, 0)]™ katsayilar lineer bagimsiz olarak

sifira egitlenir ve bu durumlar gézoniine alinirsa

B2
w = “T [20 =1+ (m —1) (202 + 66Dy — 1) — 6(D?] — amn?, (3.3.68)
2b B
B=A 3.
[am(l — 202 (m — 1)D1)} ’ (3:3.69)

(3.3.70)

Do — C(1—=20)+ (m—1) (202 —1) :
L ((1—0) 4202 (m—1) ’

bulunur. Boylece parabolik yasa icin genellegtirilmis NLS denkleminin farkli bir soliton

cozimi
us (2,t) = A[Dy + cn (€, 0)]2 eil—ra+ut+6) (3.3.71)

seklinde bulunur. Burada genlik ve ters geniglik arasindaki iligki (3.3.69) da, dalga sayisi
(3.3.68) de ve solitonun hiz1 ile frekansi arasindaki iligki (3.3.10) numarali denklemde

verilmigtir.
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Sekil 3.3.11 (3.3.71) ¢oziimiinde a = 1,b = —1,m = 7,n = 1.5 ve £ = 0.5 almmasuyla elde

edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.

(3.3.71) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak

s (2,t) = A[Dy1 +sech [By (x — vt)])? eil—raturt+o) (3.3.72)

u

Sekil 3.3.12 (3.3.72) ¢oziimiinde a = 1,b = 1,m = 2,n = 2 ve t = 0 almmasiyla elde edilen

¢oziimiin iki boyutlu resmi.

bright optik soliton ¢oziimii elde edilir. Burada

2 3
am[l —2(m —1) D]

Bi=A (3.3.73)

ol



wi = —— [(m—=1) (1 +6D1,1) — 6D} + 1] — ams?, (3.3.74)

D11 =

(m—2)

I (3.3.75)

seklindedir. (3.3.72) ¢oziimii [48] de elde edilen ¢oziim ile benzerdir.

3.3.4 C(Cift-Kuvvet (Dual-Power) Yasasi

Bu model lineer olmayan kirilma indisinin doyum noktasini tanimlamak icin kullanil-

maktadir. Aynmi zamanda LiNbOs gibi fotovoltatik- fotorefraktif materyallerde solitonlar:

tanimlamak ic¢in temel bir model olarak verilmektedir.

Cift-kuvvet yasasi i¢in genellestirilmis NLS denklemi

i (™), +a (™), +b (W“ + ks \u|4”) um =0, (3.3.76)

formunda yazilir. Burada ko sabiti ¢ift-kuvvet yasasindaki iki lineer olmayan terimi baglar.

Bu durumda P fonksiyonunu

P(x,t) = A[Dy+ sn(&,0)]7, (3.3.77)

olarak secelim. Burada D5 sabiti ve p iissii daha sonra tanimlanacaktir. Buna gore gerekli

tiirevler alinirsa

JapP
ox

(%)

9?pP
0z2

pABen (€, €) dn (&,1) [Dy + sn (&, 0)]7

P*A’B? [Dy + sn (&, 0% — p?A’B? (2 + 1) {Dg (D2 + sn (&, 0]

~2D; [y + sn (601" + (D2 + sn (¢, 0 }

1 p2AZB2? {D;l (Do + sn (€, 022 — 4D3 [Da + sn (€, )]

+6D2 Dy + sn (€, 0)]F — 4Dy [Dy + sn (€, 0]+ + [Do + sn (5,5)]21’“} (3.3.78)
pAB* [(p—1) — (p+ € — €%+ pl?) D3 + (1 +€) D3 — £ (1 +€) D3 + £ (1 + pt) D3]

[Ds + sn (€,0)]P 2+ pAB* [2Ds (p + £ — €% + pl?) — Dy (1 +£) — 3D30 (1 + £)

—4D30 (1 + p0)] [Da + sn (&, 0P + pAB? [~ (p+ £ — %+ pl*) — 3D3¢ (1 + 0)

+60 (1 + pl) D3] [D2 + sn (£, 0)]P + pAB? [Dol (1 +£) — 4D5 (1 + pl)] [Da + sn (&, 0)P

+pAB? Dy + sn (&,0)PT 0 (1 + pt)

bagintilar1 bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.3.7) denkleminde yerlerine yazlirsa,

mwA™ [Da + sn (€,0)]™ — ampA™B* {(p — 1) — (p+ € — £* + pt*) D3 + (1 + ¢) D3
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—0(1+€) Dy +€(1+pl) D3} [Da + sn (€,0)]™ > —ampA™B? {2Ds (p + € — (2 + pl?)
—Dy (1+£) —3D30(1+ ) — 4D30 (1 + pl) } [Da + sn (€,0)]™ " — ampA™ B?
[— (p+¢—*+pl?) —3D3¢ (1 + £) + 6 (1 + pl) D3] [D2 + sn (&, 0)]™ — ampA™ B?
[Dol (1 +£) — 4D5 (14 pl)] [Dy + sn (&, 0)]™P T —ampA™B20 (1 + pl) [Dy + sn (€, 0)]™P 2
—am (m — 1) p? A™B? [Dy + sn (£, 0)]"*+am (m — 1) p A" B? (2 4 1) [Ds + sn (¢, 0)]™
+am (m — 1) p* A" B? (2 4+ 1) D3 [Da + sn (€, 6)]™ > —2am (m — 1) p* A" B? (¢2 + 1) D,
[Dy + sn (€,0)]™ —am (m — 1) p? A" B%? [Dy + sn (€, 0)]™ 2 —am (m — 1) p> A™ B2 D}
[Dy + sn (€,0)]™ 2 —6am (m — 1) p? A" B22 D2 [Dy + sn (€, )™ +4am (m — 1) p> A" B?
2Dy [Dy + sn (&, 0™ + dam (m — 1) pPA™B202D3 [Dy + sn (€, )] 1
+am?k2A™ [Dy + sn (€, 0)]™ — bA™ 27 Dy + sn (€, 0)] 2P (£ 0) (3.3.79)
—bka A Dy + sm (€, 0)] TP (¢,0) = 0,

elde edilir. (3.3.79) bagintisinda (m + 2n) p ve mp + 1 esitlenirse

(m+2n)p=mp+1, (3.3.80)
1

bulunur. Ayrica mp + 2 ve (m + 4n) p esitlenerek de p nin aym degeri elde edilir. Lineer
bagimsiz fonksiyonlar olduklarmdan j = —2, —1,0,1,2 icin [Dy 4 sn (£, £)]™"7 katsayilar

sifira egittir. Bu durum ve (3.3.80) ile (3.3.81) bagintilar1 gozoniine alinirsa

aB?

—(m—1) (2 +1) +6 (m — 1) 2D3] — amx?, (3.3.82)
2n2p A" 3
b= [am [0 (3n + 40) — £2 (n + 2m) DQJ (3.3.83)
1
=D+ +2(-C 40+
P2 [ (m—1)02+£(7¢+8) : (3.3.84)

seklinde elde edilir. Boylece ¢ift-kuvvet yasasi i¢in genellegtirilmis NLS denkleminin bir

soliton ¢oziimii
us (2,t) = A[Dg + sn (€, £)]27 el(-retwt+0), (3.3.85)

olarak bulunur. Burada genlik ve ters genislik arasindaki iligki (3.3.83) de, dalga sayisi

(3.3.82) de ve solitonun hiz1 ile frekansi arasindaki iligki (3.3.10) numarali denklemde

verilmistir.
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Sekil 3.3.13 (3.3.85) ¢oziimiinde a = 2,b =3, m = 2,n = 1.5 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
(3.3.85) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii ¢ — 1 alirsak

ug1 (z,t) = A[Doy +tanh [By (x — Ut)]]% e(—ratwit+0) (3.3.86)

u

Sekil 3.3.14 (3.3.86) ¢oziimiinde a = 2,b = 2,m = 2,n = 2 ve t = 0.5 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi.

dark optik soliton ¢oziimii elde edilir. Burada

2n2pA%" 2
am [3n +4 — (n+2m) Dy ;]

By = (3.3.87)
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aB?

w = [—4n+12n (2n+ 1) D3, — 24n*D5, —2(m — 1)+ 6 (m — 1) D3 ;] — am«?,
(3.3.88)
2m
Dy = 3.
91 T (3.3.89)
seklindedir.

Cift-kuvvet yasasina sahip genellegtirilmis NLS denkleminin bir diger Jakobi eliptik

¢Oziimiinii elde etmek igin
P(z,t) = A[Dy +cn (&0, (3.3.90)

¢oziim fonksiyonunu kullanalim. (3.3.90) bagmtisinda gerekli tiirevler alinirsa;

or

Ox
OP\?

(E) = p*A’B?[Dy+cn (6,072 + p?A’B%2 (2 - 1) [Dg [Da + en (&, )%

= —pABsn (€,0)dn (€,1) [Dy+ cn (€,0)]P71

=25 [Dy +en (€, O~ + [Da + en (¢, P | = p?AZB2 |[Dz + en (&, 0)
+D3 [Dy + en (&, 0)]P7% — 4D3 Do + cn (&, 0P~ + 6D3 [Da + en (&, 0))*
—4D5 [Dy + en (¢, O + p2A2B? Dy + en (&, €))7

9P

=7 = —pAB* [(p—1) (*—1) — (p+ £ (¢t — 1) —2p*) D3 + (> + ¢ — 1) D3

—0(0+1) D3+ 0 (1 +pl) D3] [Dy + en (&,0)P 2 — pAB? (3.3.91)

[<2(p+ (¢ —1) Dy —2pl*> — (* + € —1) Dy) — 44 (1 + pt) D}
+30(¢+1) D3] [Ds + en (&, 07" — pAB*[(p + € (€ — 1) — 2pt?)
+6( (1 + pl) D3 — 3¢ (¢ + 1) D3] [D3 + en (€,0)]” — pAB? [—4£ (1 + pt) Do

+0(0+1) Dy] [Da + en (€, 0)]P™ —pAB20 (1 + pl) [Dy + en (€, 0)]P T2
bulunur. Bulunan bu tiirev degerleri (3.3.7) denkleminde yerlerine yazilirsa,
mwA™ [Dy + cn (&, 0)]™ + ampA™B* {(p—1) ((* - 1) — (p+ £ (¢ — 1) — 2p¢*) D3
+ (2 +0—1) D3~ ¢(+1)Dj + (1 +pl) D3} [Dy + en (&, 6)]™ 2 — ampA™ B
{-2(p+€(6—1)Dy—2pl* — (€*+ € —1) Dy) — 44 (1 + pl) D5 + 3¢ (¢ + 1) D3}
(D +cn (€,0]™ " + ampA™B? [(p+ £ (€ — 1) — 2p?) + 6 (1 + pt) D3 — 3¢ (€ + 1) D3]
[Dy + en (€,0)]™ + ampA™B? {—4€ (1 + pl) Dy + £ (£ 4+ 1) Do} [Da + cn (€, £)]"P*

+ampA™B%( (1 + pl) [D2 + cn (f,ﬁ)]mpr2 —am (m —1)p?A™ B> [Da + cn (&, E)]mp*2

95



—am (m — 1) p*?A™B? (202 — 1) [D3 + en (€,0)]™ — am (m — 1) p* A" B* (2¢° — 1) D3
[Ds + en (€,0]™ 72 + 2am (m — 1) p* A™B? (202 — 1) Do [Dy + cn (€, 0)]™" !
+am (m — 1) p2A™B20% [Dy + en (€,0)]" "2 +am (m — 1) p2 A" B2(% [Dy + sn. (€, 0)]™P 12
+am (m — 1) p?A™ B2 D} [Da + en (€, )] 2 +6am (m — 1) p2 A" B2 D2 [Dy 4 en (€, )]
—4am (m — 1) p? A" B202Dy [Dy + cen (€, 0)]"P T —dam (m — 1) p? A" B2 D3 [Dy + en (€, 0)] ™1
Fam®k2A™ [Dy + cn (€,0)]™ — bA™ T2 Dy + cn (€, 0)] 2P (¢, 0) (3.3.92)
—bka A [Dy + sn (€, 0)]™TAP (¢ 0y = 0,

elde edilir. (3.3.92) bagintisinda (m + 2n) p ve mp + 1 katsayilar esitlenirse p nin degeri
(3.3.81) deki sekilde bulunur. Ayrica mp+2 ve (m + 4n) p esitlenerek de p nin aym degeri
elde edilir. j = —2,—1,0,1,2 icin [Ds + en (&, 0)]™7 katsayilar lineer bagimsiz olarak
sifira egitlenir ve bu durumlar gozoniine alinirsa

aB?
w o= 5 [2n€ (€ —1) — 14 20> — 6((n+ ¢ —nl) D3 (3.3.93)

+(m—1) (262 — 1) — 6 (m — 1) £*D3] — amx?,

An?p A% 3
b= [a@mDQ (—4@2n+0)+2n(l+1)—4l(m—1))]| ~’ (3.3.94)
1
C[2n(04+1)+20%(2—3n)]°
b= [ €(2n + 4¢ — 6nl) ’ (3.3.95)

seklinde elde edilir. Boylece genellestirilmis NLS denkleminin diger bir soliton ¢oziimii
us (2,t) = A[Dg + cn (€, 0)] 2 il —ratwt+o), (3.3.96)

olur. Burada genlik ve ters geniglik arasindaki iligki (3.3.94) de, dalga sayist (3.3.93) de

ve solitonun hiz ile frekans: arasindaki iligki (3.3.10) numaral denklemde verilmistir.
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Sekil 3.3.15 (3.3.96) ¢oziimiinde a = 3,b=1,m = 2,n = 1.5 ve £ = 0.5 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin ii¢ boyutlu resmi.
(3.3.96) ¢oziimiinde Jakobi eliptik fonksiyonun modiiliinii £ — 1 alirsak,

Uz (,) = A[Dyy + sech [By (z — vt)]]2r el —ratuntto) (3.3.97)

u

Sekil 3.3.16 (3.3.97) ¢oziimiinde a = 1,b=1,m = 2,n = 1.5 ve t = 0 alinmasiyla elde

edilen ¢oziimiin iki boyutlu resmi.

bright optik soliton ¢oziimii elde edilir. Burada

1
n2 bA2TL 2

—am (n + m) D2’1

By = (3.3.98)
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2 2
1 /4—-2n
Doy == 3.1
21 =5\ T (3.3.100)

dir. (3.3.97) ¢oziimii [48] de elde edilen ¢oziim ile benzerdir.
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4 SONLU FARK YONTEMLERI

Bu boliimde klasik sonlu fark yontemleri anlatilacak ve bu yontemle K(2,3) denkleminin

niimerik c¢oziimleri elde edilecektir.

4.1 Klasik Sonlu Fark Yontemleri

Sonlu fark yontemleri bir kdd’ ye uygulanirken oncelikle problemin ¢oziim bolgesi
geometrik gekiller iceren kafeslere boliiniir ve problemin yaklagik ¢oziimii her bir kafesin
diigiim noktalarinda hesaplanir. Daha sonra kdd deki tiirevler yerine Taylor serisi yardimiyla
elde edilen uygun sonlu fark yaklagimlar: yazilir. Boylece diferansiyel denklemin ¢oziimii
problemi, fark denklemlerinden olugan lineer veya lineer olmayan bir cebirsel denklem sis-
teminin ¢éziimii problemine indirgenir. Fark denkleminde ortaya ¢ikabilecek ¢oziim bolgesi
icine diismeyen hayali diigiim noktalarindaki degerleri yok etmek icin problemin verilen
siir sartlar yerine uygun sonlu fark yaklagimlar: yazilir. Boylece elde edilen cebirsel

denklem sistemi direkt veya iteratif yontemlerden biri yardimiyla ¢oziiliir [50].
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Sekil 4.1.1 Diigiim noktalarinin gosterimi



U, x ve t degiskenlerine bagh bir fonksiyon olsun. h(= Ax), z yoniinde konum adim
uzunlugu ve k(= At), t yoniinde zaman adim uzunlugu olmak iizere = konum ¢ zaman

kordinatlar: sirasiyla

T =Ty, =mAz=mh, m=01)M, [ = Mh,

t =t, = nAt = nk, n=0(1)N,

olarak gosterilir. Temsili bir P(mh, nk) diigiim noktasi iizerinde U fonksiyonunun noktasal

degeri
Up, = U(mh,nk) = U(mAz,nAt) = U}, = Up.n,

ile gosterilir.
U fonksiyonun z’e gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin sonlu fark yaklagimlari,

Taylor serisi yardimiyla

oU UL, — U

o —Un o), (4.1.1)
2_(; _Us fh 1 +O(h), (4.1.2)
2_(; _ Ur?w+12_hUr?w—1 +O(h2), (4.1.3)
%_(tf _ Lk—(];g + o), (4.1.4)
88_[75] _Un kU,?fl L O®h), (4.1.5)
66295(2] _Un = ZUS;L? + Ui +O(h), (4.1.6)
8812 _Upa = 2351 T Unia +O(R?), (4.1.8)
ZE;(?{ _Unio— 2Uﬁ¢+12;;32U77L1 “Un-2 o(h), (4.1.9)

olarak bulunur. Burada “O” sonsuz terimli bir esitligin sonlu terimde kesildigini, O(h)
terimi hatanin h — 0 iken A ile orantili oldugunu gosterir ve O(h) terimine kesme hatas
denir. O(k) ise hatanin k mertebesinde oldugunu ve boylece k ile orantili olarak aza-
lacagini gostermektedir. (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) ile verilen, = degiskenine gore birinci
mertebeden tiirev yaklagimlarina sirasiyla iki nokta ileri, geri ve ii¢ nokta merkezi fark

formiilleri denir. Benzer sekilde (4.1.4) ve (4.1.5) ile verilen, ¢ degiskenine gore birinci
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mertebeden tiirev yaklagimlarina sirasiyla ileri ve geri fark yaklagimi denir. (4.1.6), (4.1.7)
ve (4.1.8) ile verilen x degiskenine gore ikinci mertebeden tiirev yaklagimlarina sirasiyla
ii¢ nokta ileri, geri ve merkezi fark formiilii denir. (4.1.9) ile verilen x degiskenine gore
tigiincii mertebeden tiirev yaklagimina da merkezi fark formiilii denir.

Verilen bir diferansiyel denklemi sonlu fark formunda ifade etmek igin kullanilan baglica

yontemler:
e Acik (Explicit) Yéntem
e Kapali (Implicit) Yontem
e Crank-Nicolson Yontemi

Bu yontemler klasik sonlu fark yontemleri olarak bilinir.

Bu yontemlerin bir uygulamasini vermek i¢in 0 < xz < ¢ ve t > 0 olmak iizere
o _ v
ot 0z%’

181 iletim denklemini

0<z<l t>0 (4.1.10)

U,t) =g1(t), t>0 (4.1.11)

Ul,t)=go(t), t>0 (4.1.12)
sinir sartlar1 ve

U(z,0)= f(z), 0<z</ (4.1.13)

baglangig sartina bagh olarak gozoniine alalim. g1 (t), g2(t) ve f(z) fonksiyonlar1 6nceden
tamimlanmig fonksiyonlar, ¢ ise tanmimli oldugu araligin uzunlugudur. Sonlu fark yak-
lagimindaki esas diigiince istenilen U(x,t) degerleri diigiim noktalar: iizerinde olacak gek-
ilde problemin ¢oziim bolgesinin M alt araliga boliinmesidir. Genellikle her bir k& (= At)
zaman adiminda bu alt araliklarin uzunluklar: h (= Az) = /M olacak sekilde esit alinir.
(4.1.10) 1s1 denklemindeki tiirevler yerine (4.1.1) — (4.1.9) ile verilen uygun fark formiil-

lerinin yazilmasiyla denklem icin sonlu fark yaklagimlar: elde edilir.

4.1.1 Acik Sonlu Fark Yontemi

(4.1.10) denklemindeki OU/dt ve 82U /0z? tiirevleri yerine sirasiyla (4.1.4) ve (4.1.8)
denklemleriyle verilen

U Ul —un
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PU Uy =205 +Un
or? h?

sonlu fark yaklagimlari hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin agik sonlu

+O0(h?),

fark yaklagimi

uptt—upn _ Uy —2U, +Up

= 4.1.14
k h? ’ ( )
veya gerekli diizenlemeler yapilirsa
" n=0(1)N
Uptt =rUp 1+ (1 —2r)U2 + U4, (4.1.15)
m=1(1)M -1

olur. Burada r = k/h? olup hatanin mertebesi O(k)+O(h?) dir. Eger n. zaman adimmdaki
U degerleri verilirse (n + 1). zaman adimindaki U degerleri (4.1.15) denkleminden

kolayca bulunur.

4.1.2 Kapal1 Sonlu Fark Yontemi

(4.1.10) ile verilen 1s1 iletim denklemindeki §?U/dz? tiirevi yerine (n + 1)—inci zaman

adimindaki
02U Upty — 20t + Uty o
61’2 - h2 + ( )7

merkezi fark formiilii ve QU /0t tiirevi yerine (4.1.4) ile verilen

oU Ut _yn
o =+ Ok),

ileri fark formiilii hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin kapali sonlu fark

yaklagimi
Ut —up  Upty = 20p T 4 Uty ey
k - h2 ’ (4.1.16)
veya gerekli diizenlemeler yapilirsa
n = 0(1)N,
—rUpH + (L= 2n) Ut —rUE = U, M) (4.1.17)
m=1(1)M — 1,

olur. Burada r = k/h? olup hatanin mertebesi O(k) + O(h?) dir. (4.1.11) ve (4.1.12) smr

sartlarindan
Ut = g1, (4.1.18)
Uty = g, (4.1.19)
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smur sartlar: gozoniinde bulundurulursa bu yéntemde her bir zaman adiminda (M — 1)—
bilinmeyenli (M — 1)— tane denklemden olusan lineer bir cebirsel denklem sistemi elde

edilir.

4.1.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

Bu yontem sirasiyla (4.1.14) ve (4.1.16) denklemleriyle verilen acik ve kapali sonlu
fark yaklagimlarimin sag taraflarinin averajlarinin alinmasiyla elde edilmigtir. (4.1.10) ile

verilen 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

Upt —Up _ 1 [URS =205 + Upls | Upy = 205 + U
k 2 h? h?2 ’
dir. Bu denklem n = 0(1)N ve m = 1(1)M — 1 i¢in
—rUM + (L= 2n) U — e U = Ul + (L= 20)UR + UL, (4.1.20)

olarak yazlabilir. Burada r = k/h? olup hatanmin mertebesi O(k?) + O(h?) dir. (4.1.12)

ve (4.1.13) smur sartlarindan sirasiyla

Uy = Ut = g1 (¢), (4.1.21)
ve
Uy = Uittt = go(t), (4.1.22)

sinir gartlar1 gézoniinde bulundurulursa bu yontemde de kapali sonlu fark yonteminde
oldugu gibi her bir zaman adiminda (M — 1)— bilinmeyenli (M — 1)— tane denklemden

olusan lineer cebirsel denklem sistemi elde edilir.

4.1.4 Agirlikli Averaj Yontemi

(4.1.10) ile verilen 1s1 iletim denkleminin agirlikli averaj yaklagimi, 0 < 6 < 1 olmak

lizere,
Unt! =Up _ gUna = 20" +Uniy ) g Uy =20 4+ Upi
k - h2 h2 ’
veya

—rQU + (1 =2r0) U —rU T = r(1—=0)UL_ +(1—27)(1—0)U +r(1—0) U, 4,
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(4.1.23)

dir.

Burada r = k/h? olup, (4.1.23) denklemi 6 = 0 igin (4.1.10) denklemi ile verilen 1s1
iletim denkleminin Agik Sonlu Fark Yaklagimini, 6§ = 1 i¢in Kapali Sonlu Fark Yaklagimini
ve = 1/2 i¢in Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklagimim verir [51].

4.2 Baz1 Temel Kavramlar

4.2.1 Lokal Kesme Hatasi

(m,n)-inci diigiim noktasinda bir kdd’ye yaklasan fark denklemi, U fark denkleminin
tam ¢oziimii olmak tizere, Fj,, ,(U) = 0 olarak gosterilsin. (m,n)-inci diigiim noktasinda

sonlu fark yaklagimin lokal kesme hatasi, U fonksiyonu kdd’nin tam ¢oziimii olmak iizere,

Tm,n = L'mmn (U) ;

olarak tanimlanir.

Lokal kesme hatasi sonlu fark yaklagimindan elde edilecek ¢oziimiin kdd’nin tam ¢oziimiine
ne kadar iyi yaklagtigini veren bir olgiidiir. Taylor seri a¢iliminin kullanilmasiyla Lokal
kesme hatas1 h ve k nin kuvvetleri ve (mh, nk) noktasinda kdd’nin tam ¢ziimii olan U’nun

kismi tiirevleri cinsinden kolayca bulunabilir [51].

4.2.2 Tutarhlik

h, k — 0 oldugunda lokal kesme hatasinin limit degeri sifira yaklagiyorsa fark denklemi

tutarlidir denir. Yani

lm Ty =0,
h,k—0

ise fark denklemi tutarhdir [51].

4.2.3 Kararlihk

Kdd’ye karsilik gelen sonlu fark denkleminin ¢oziimiiniin kdd’nin ¢oziimiine yakin kaldig

durumlarda yontem kararhidir denir [51].
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4.2.4 Yakinsaklik

U fark denkleminin ve U ise kdd’nin tam ¢oziimleri olmak iizere
lim U} =0},
,k—0
ise fark denklemi yakinsaktir denir [51].

4.2.5 Lax’in Denklik Teoremi

Sonlu fark yonteminin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart yontemin tutarli ve

kararli olmasidir [51].

4.2.6 Kararhlhik Analizi

Bir diferansiyel denkleme karsilik gelen sonlu fark denkleminin ¢oziimiiniin diferan-
siyel denklemin tam ¢oziimiine yakinsamasi i¢in gerekli olan sartlara kararhilik sartlari ve
bunlarin bulunmasi iglemine de kararhlik analizi denir.

(m,n)-inci diigiim noktasinda bir kismi diferansiyel denkleme yaklagan fark denklem-

inin analitik ¢oziimii U ve niimerik ¢oziimii U olmak iizere kararlilik analizi
n n
Um - Um?

hata degerinin n artarken m degerleri i¢in sinirlh kalmasi esasina dayanir. Lineer sonlu fark
yaklagimlarinin kararlilik analizinin incelenmesinde Fourier seri yontemi kullanilan baglica

yontemlerden biridir [52].
Fourier Seri (von Neumann) Yoéntemi

Fourier seri yontemi sadece diferansiyel denklemin kararhiligini hata yayilimi igin
inceler. Burada T sonlu, h — 0,k — 0,N — oo oldugunda 0 < t < T = Nk zaman
araliginda U(z,t) igin lineer iki zaman seviyeli fark denkleminin kararhiligi konusu ince-
lenecektir. Fourier seri veya von Neumann yontemi ¢ = 0 diigiim noktas1 boyunca sonlu
Fourier serisine gore baglangic degerini ifade eder. Boylece kismi diferansiyel denklemleri
¢ozmek igin kullanilan degigkenlerine ayirma yontemine benzer olarak ¢ = 0 igin Fourier
serilerine indirgenen bir fonksiyon gz oniine alinir. Her ne kadar Fourier serileri siniis ve

cosiniis fonksiyonlarina gore ifade edilebiliyorsa da cebirsel olarak iistel bicimde yazilmasi
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daha uygundur. Yani }" a, cos(222) veya > a,, sin(222) ifadelerine denk olan Y~ A, e/
iistel ifadesi yazilabilir. Burada i = +/—1 ve ¢, 2’ in tanimh oldugu araligin uzunlugudur.

Buna gore

i 14 i h/t i h
Anezmrz/ :Anezmrm/ :Anezﬁnm ’

dir. Burada f3,, = nm/Mh ve Mh = ¢ olarak almmugtir. ¢ = 0 pivot noktasindaki baslangig
degeri U(mh,0) = U2, (m = 0(1)M) seklinde olan (M + 1)— tane denklem, Ag, Ay, ..., 4,
(N + 1)—tane bilinmeyen sabitlerini tek tiirlii belirlemek i¢in yeterlidir. Bu ise baglangig
diigiim degerlerinin kompleks iistel bicimde yazilabildigini gosterir. Sadece lineer fark
denklemleri goz éniine alindigindan e#™" olacak sekilde sadece bir tek baslangic degerinin
incelenmesi gerekir. Ciinkii ayrik ¢oziimler toplanabilirdir.

t degerinin artigina gore iistel dagilima bakmak icin
Ur — eiﬁxeat — eiﬁmheomk — eiﬁmhén
m Y
ifadesi gozoniine alinir. Burada o genellikle kompleks bir sabit olmak iizere & = e®* olup
¢ giiclendirme faktorii olarak adlandirilir. Sonlu fark denkleminin kararhiligi icin h — 0
ve k — 0 oldugunda her n < N igin baglangi¢ ve siir sartini saglayan tiim g i¢in |U”|
kalintis1 sabit olmalidir. Bu ifade Lax-Richtmyer tanimi olarak bilinir.

Sonlu fark denkleminin tam ¢oziimii zamana bagh olarak iistel bigimde artmiyor ise

kararhilik icin gerek ve yeter sart
€l <1,

yani —1 < ¢ < 1 olmasidir. Bununla birlikte |U}| zamana bagh olarak artiyor ise kararlilik

igin gerek ve yeter sart K pozitif sayisi h, k ve 8 degerlerinden bagimsiz olmak iizere
§<1+KkE<1+O0(k),

olmasidar.

66



4.3 K(2,3) Denkleminin Sonlu Fark Yéntemi Ile Niimerik Coziimleri

Bu boliimde (2.1.2) ile verilen K(m,n) denkleminde m = 2, n = 3alinmasiyla elde edilen
U +U2+U2, =0 (4.3.1)

K(2,3) denkleminin sonlu fark yontemiyle niimerik ¢oziimlerini elde edecegiz. (4.3.1) ile

verilen K(2,3) denkleminin analitik ¢tziimii

37.50 — &2
(750 —&) €] = |a — vt| < V3750,

uc(l‘a t) = 30

uc(x,t) =0, aksi halde,

baglangig sart1 segilerek yazilir. K(2,3) denkleminin iki adet korunum sabiti vardir. Bunlar

o M

/udsc ~ h Z Uy,

—00 m=0

o0 M

/u?’d:c ~ hY (UR)?, (4.3.2)
—00 m=0

olarak tanimlanir.
Bu tez galismasinda K(2,3) denkleminin model problemleri igin kapal sonlu fark yon-
temleriyle sayisal ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen sayisal ¢oziimlerin dogrulugunu goster-

mek icin
Loo = [|U9™ — Uy]| . = max |U%™ — Uy, (43.3)
olarak tanimlanan maksimum hata normu hesaplandi.

4.3.1 Sonlu Fark Yaklagimi

Bu yaklagimda (4.3.1) ile verilen K(2,3) denkleminde U; yerine

U, -U,
U, = m,n+1k m,n7 (434)
U2 yerine
U2 _ U2 U2 o U2
2 ~ “m+ln+l m—1,n+1 m+1,n m—1,n
o~ 1) 1) ) ) 4. .
ve U3, yerine
U? — 203 + 203 - UB
U3 ~ “m+t2n+l m—+1,n+1 m—1,n+1 m—2,n+1 (4 3 6)
TTT — 253 s 0.
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sonlu fark yaklagimlar: yazilirsa n = 0(1)N, m = 2(1)M — 2 igin

2 2 2 2
Um,nJrl - Um,n + (Uerl,nJrl - Umfl,nJrl + Uerl,n - Uml,n)

k 4h 4h
U vonir — 203 1 +2U3 10— U 90
: : : : = 4.3.
+ ( e 0, (4.3.7)
sonlu fark denklemi elde edilir.
5:1:Um,n = Um+1ln — Umfl,n (438)
ve
nxUm,n = Um+42n — 2Uvm—l—l,n + 2(]771—1,71 - Um—2,n (439)

seklinde tanimlanan ¢ ve i merkezi fark operatorlerini kullanarak (4.3.7) denklemi

Um,n—i—l — Um,n + 5$(U31,n+1) + 5513 (Ugw,n) + nx(US’w,n—i—l)
k 4h 2h3

=0, (4.3.10)

seklinde yazlabilir. Bu sistem non-lineer cebirsel denklem sistemi oldugundan iteratif yon-
temlerden biri yardimiyla ¢oziilebilir. Burada (4.3.10) nonlineer sistemi lineerlegtirildik-
ten sonra direkt yontemlerden biri yardimiyla ¢oziilecektir. Bunun igin Ug%n 41 teriminin

(m,n) noktasinda Taylor seri agilimi

oU? oU2 U,
U2 — U2 k m,n = U2 k m,n myn
matl = Ymn R mon T OUmn Ot
dir. Buradan
Ug’L,nJrl = qu,n + 2Um,n(Um,n+1 - Um,n) (4311)

yazilabilir. Aym sekilde US’“L 41 teriminin (m,n) noktasinda Taylor seri agilimi

ou? ouU3  au,
3 3 m,n 3 m,n m,n
= k————+ ... = k nZZmn
Um7n+1 Um,n + ot * Umv” + 8Um,n ot
olup
Upntt = Upy 4307, (Ut — Unin), (4.3.12)

elde edilir. (4.3.11) ve (4.3.12) yaklagimlar1 (4.3.10) da yerine yazilir ve sonra
W = mmn+1 — Um,n (4313)
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dontistimii uygulanirsa

Wm + [(U%Jrl,n + 2Um+1,n(Wm+1>) - (Uglfl,n =+ 2Um—17n(Wm—1>>] =+ (Ur?fLJrl,n - UT%L*I,’YL)

k 4h
+ (Ur‘?@+2,n + 3UT%L+2,7L(W777/+2)) - 2(U7§L+1,n + 3UT%L+1,7L(Wm+1))
2h3
+2(U7‘?’L71,n + 3071, (Win-1)) = (Up, 90 + 3075 ,(Win—2))
2h3

=0,

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

SU%—Z n Um—l n SUg’L—l n
( 213 )Wm‘2+( T

W (Uniin  3Upiin 3Uj 20
+ +( L L )Wm+1+(—+2’ Wint2

k 2h h3 2h3

(Ug@fl,n -0,

131+1,n) . (Ur?fLJrQ,n) - 2(U73)’L+1,7L) + Q(UT?”;Lfl,n) - (Ur?foQ,n)

2h 2h3

lineer sonlu fark denklemi elde edilir. Bu fark denkleminden her bir zaman adiminda lineer
bir cebirsel denklem sistemi bulunur. (4.3.1) K(2,3) denklemine kargilik gelen (4.3.14) sonlu
fark yaklagimindan elde edilen lineer cebirsel denklem sistemi her bir zaman adiminda

direkt yontemlerden biri yardimiyla ¢oziiliir. Boylece, (n + 1)-inci zaman adimindaki

¢oziim (4.3.13) den Uy nt1 = U + Wiy, olarak kolayca elde edilir.

4.3.2 Kararlihk Analizi

(4.3.1) ile verilen K(2,3) denkleminin (4.3.10) sonlu fark yaklagiminin kararlihk analizi
von Neumann yontemi kullanilarak incelendi. Bunun igin (4.3.10) sonlu fark yaklagiminda

U, yerine Uy, ,, pertiirbe edilmis degeri yazilir ve sonra (4.3.10) denkleminden ¢ikartilirsa

2

(4.3.14)

n=0(1)N
m=2(1)M — 2

2
—1,n+1>

(Uf;l’nﬂ — U1 — (U:;m — Umm) N Mt — Ur%’b—f—l,n—&-l - (
k 4h

x2 2 %2 2
m+1n Um—i—l,n - ( m—1n Um—l,n)

4h

3 3 %3

—(Unmson+1 — U73n+2,n+1) 20141 — US’l+1,n+1) +2(Un 1 g1 —

2h3
3
_( 7#;1—2,71—&—1 - US’L—Zm—&—l)

on3 =0
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yaklagimi elde edilir. U degerlerinin kiigiik bir bolge {izerinde hataya gore daha az degistigi

kabul edilirse
Ume,n = Umfl,n = Um,n ZUmnm41in = Um+2,n = Ume,nJrl =
Umfl,nJrl = Um,n+1 = Um+1,n+1 = Um+42,n+1

dir. Epn = Uy, — Unp ile tammlanan Ep, , hatasmin her m,n i¢in Uy, ye kiyasla

yeterince kiiciik oldugu kabul edilirse
U;;in - Ufr?%n = (Em,n + Um,n>2 - Ufr?%n = 2Em,nUm,n

U;in - US’L,n - (Emm + Um,n>3 - Ug’bm = 3Em,nU31,n
yazilabilir. Bu varsayimlar (4.3.15) yaklagiminda kullanilirsa

(Em,n-l—l - Em,n) 2 (Em—l—l,n-l—lUm—i—l,n—l—l) -2 (Em—l,n-l—lUm—l,n-‘rl)

K - 1h
+ 2 (Em—i—l,nUm-l—l,n) -2 (Em—l,nUm—l,n>
4h
—3(Em+204107 10.011) = 6(Bms10t1Up 1 041) + 6(Bm—1,041U5, 1 541)
2h3

—3(Em—2n11U3 _9n11)
2h3

=0,

elde edilir. E,, , = gibmhen (2 = \/—1) Fourier modu yerine yazilirsa

(eiﬁmhfnJrl - eiﬁmhfn) eiﬁ(mil)hfnJrlUm—l,nJrl)

N ) (eiﬁ(erl)hfnJrlUerLnJrl) -9 (
k 4h
. 92 (elﬁ(m“)hf”UmHm —9 (GZB(m—l)hgnUmen)
4h
73(ei5(m+2)h€n+1 U72n+2,n+1) _ 6(ei5(m+1)h£n+1 U72n+17n+1) + G(Giﬁ(m_l)hfn—HU%,LnJrl)

2h3

—3(eiﬁ(m72)h§n+l U7%L72,n+1)
2h3

=0,

denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse

(-1 n 2 (€PMeUmy1n41) — 2 (e7P"EUm—1,n41)
k 4h
2 (eiﬁhUm-l—l,n) —2 (e_iﬁhUm—l,n)
+ 4h
—3(eiﬁ2h§U31+2,n+1> - 6(€i’3h§U31+1,n+1) + 6(€7iﬁh§U3171,n+1>
2h3

—3(€7i52h§U31—2,n+1)
2h3

=0
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1 2 iBh\ _ 92 —iSh . iB2hY\ iBh _iBhy _ig2h
El=+Unn (e ) (6 ) + U72n . 3(e ) —6(e”") +6(e ) —3(e )
k ’ 4h ’ 243

2 (eiﬁh) —9 (e—iﬁh)

:_Umn

9 4h b
L, 22
¢ = A : ‘ : : :
1 2 (e’ﬁh) -2 (e"ﬁh) ) —3(e2h) — 6(e) + 6(e~Bh) — 3(e~2h)
5 Unan 4h U 203

elde edilir. Bu esitlik €/®" = cos Bh + isin fh Euler formuliiniin kullanilmasiyla

9 (ewh _ e—zﬂh)

_Umn
= ’ 4h
iBh _ _—iBh i52h iBh —iBh —iB2h\ "’
1+Um7n2(e e )+U§Ln—3(eﬁ — 2¢iBh 4 2e=iBh _ g=iB2h)
k 4h ’ 2h3
U isin Sh
m,nT
¢ = _ _ _
1 1sin Bh 5 —3isin2Bh + 6isin Sh’
k U h U h3
1 %5 <in 28k + Gisin 8h 1 Bh
veyaa =+ + vz, 3isin /J’hs—i- 67 sin 3 b= Um,nM olmak fizere
—ib
I — (4.3.16)

T atib
olur. (4.3.15) yaklagiminin kararh olabilmesi igin [£| < 1 olmalidir. (4.3.16) dan [§| < 1
oldugu agikca goriiliir. Boylece (4.3.15) yaklagimi gartsiz kararhdir.
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4.3.3 Niimerik Co6ziimler

Bu kisimda (4.3.1) K(2,3) denklemi i¢in (4.3.14) ile verilen sonlu fark yaklagimi her bir

model probleme uygulandi ve elde edilen c¢oziimler tablolar halinde sunuldu.
Problem 1: Tek Kompaktonun Hareketi

Bu problemde tiim hesaplamalar —20 < 2 < 80 sonlu araliginda

37.50 — €2
ue(z,0) = % €] = |z — vt| < V3750

uc(x,0) =0, aksi halde.

baglangig sarti secilerek yapildi. Simiilasyon ¢ = 0’dan ¢ = 50’ye kadar gahgtirildi. Her
bir zaman adiminda (4.3.14) sonlu fark yaklagimindan elde edilen lineer cebirsel denklem
sistemi h ve k nmin farklh degerleri i¢cin Thomas algoritmasi kullamlarak coziildii. Elde
edilen Uy, , yaklasik ¢oziimleri (4.3.2) ve (4.3.3) denklemlerinde kullamlarak korunum
sabitlerinin yaklagik degerleri ile hesaplanan hata normlar:1 tablolar halinde sunuldu.

Tablo (4.3.1) de t = 0 ve ¢t = 50 zamanlarinda I; ve Iy korunum sabitlerindeki mutlak
fark yani Al ve Al degisimleri h = 0.1 olmak iizere k = 0.1 igin A} = 0 ve Al =
4.273796; k = 0.01 igin Al; = 2.31 x 10714 ve AL, = 0.343784; k = 0.005 icin A} =
1.78 x 10~ ve A, = 0.168574 olarak elde edildi. ¢t = 50 zaman adiminda & = 0.1, 0.01 ve
0.005 degerleri icin Lo, hata normu sirasiyla 0.71348, 0.07566 ve 0.07081 olarak hesaplandi.
Bu sonuglardan zaman adimi kiigiildiigiinde korunum sabitlerinde degisimin ve Lo, hata
normunun azaldigr goriilmektedir.

Tablo (4.3.1) de t = 0 ve t = 50 zamanlarinda I; ve Iy korunum sabitlerindeki degisim,
k = 0.01 olmak tizere h = 0.5 i¢cin Al; = 0 ve Al = 0.31982 ; h = 0.1 i¢in Al =
2.31 x 10714 ve A, = 0.343784 olarak hesaplandi. ¢ = 50 zaman adiminda h = 0.5 ve 0.1
degerleri icin Lo, hata normu sirasiyla 0.03545, 0.07566 olarak hesaplandi. Bu sonuglardan
konum adim kiigiildiigiinde 7;’de onemli ¢lgiide bir degisim olmazken I» deki degisimin
az da olsa arttigl ve Lo hata normunun arttig1l goriilmektedir.

Sekil 4.3.1 de dalganin grafigi incelendiginde baglangigta xg = 0 noktasinda olan dalga
v = 1 birim hiziyla ilerlediginden 25 birim zaman sonra 25 birim kadar saga dogru hareket
ederek tepe noktasi z = 25 konumuna, 50 birim zaman sonra 50 birim kadar saga dogru
hareket ederek tepe noktasi £ = 50 konumuna gelmistir. Bu hareket sonucunda dalganin
genliginde cok fazla degisiklik olmadan arkasinda zayif iz dalgalar1 birakarak hareketini

tamamladigi anlagilmaktadir.
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Tablo 4.3.1: Problem 1'nin h ve k min farkli degerleri i¢in hesaplanan
korunum sabitleri (v =1, zg = 0 ve —20 < z < 80)
h=0.5 h=0.1
k t I I Lo I I Loo

0 | 10.20833 10.93521  0.00000 10.20627 10.93522  0.00000

10 | 10.20833 11.60135 0.03681 10.20627 11.63479 0.09957

20 | 10.20833 12.36499. 0.08148 10.20627 12.41698 0.12654

0.1 30| 10.20833 13.18486  0.21975 10.20627 13.26814 0.24651
40 | 10.20833 13.94071  0.44052 10.20627 14.19594 0.45536

50 | 10.20833 14.75889  0.63223 10.20627 15.20902 0.71348

0 | 10.20833 10.93521  0.00000 10.20627 10.93522  0.00000

10 | 10.20833 10.98214  0.03219 10.20627 11.00054 0.02784

20 | 10.20833 11.04962  0.03332 10.20627 11.06907 0.06479

0.01 30 | 10.20833 11.11759 0.03393 10.20627 11.13846 0.06083
40 | 10.20833 11.18606 0.03432 10.20627 11.20846 0.06547

50 | 10.20833 11.25503  0.03545 10.20627 11.27901 0.07566

0 | 10.20627 10.93522  0.00000 10.20627 10.93522  0.00000

10 | 10.20627 10.96673  0.06488 10.20627 10.96673 0.06488

20 | 10.20627 11.00084  0.07392 10.20627 11.00084 0.07392

0.005 30| 10.20627 11.03493 0.06778 10.20627 11.03493 0.06778
40 | 10.20627 11.06929  0.06988 10.20627 11.06929 0.06988

50 | 10.20627 11.10380  0.07081 10.20627 11.10380 0.07081

Tablo 4.3.2 de h = 0.1 ve k = 0.01 olmak tizere (4.3.14) yaklasimi kullanilarak he
saplanan korunum sabitleri ile referans [53] de verilen sonuglar kargilagtirildi. Elde edilen
sonuclara gore korunum sabitlerinin baglangi¢ degerlerinden ¢ok fazla uzaklagmadigi ve

referans [53] de verilen sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir.
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korunum sabitleri ile [53] dekilerin kargilagtirilmas1 (v = 1, g = 0 ve —20 < 2 < 80)

u (xt)

Tablo 4.3.2: Problem 1’in A = 0.1 ve k = 0.01 degerleri i¢in hesaplanan

[53]

t L I Leo I I Lo
0 10.20627 10.93522 0.00000  10.20627 10.93522 0.0000
10 10.20627 11.00054 0.02784  10.20627 10.93445 0.0066
20 10.20627 11.06907 0.06479  10.20627 10.93444 0.0067
30 10.20627 11.13846 0.06083  10.20627 10.93443 0.0069
40 10.20627 11.20846 0.06547  10.20627 10.93442 0.0071
50 10.20627 11.27901 0.07566  10.20627 10.93441 0.0073
4 t=0 t=25 t=50

0.8 o

0.6

0.4

0.2

0.0 4

20

74
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80

Sekil 4.3.1 Tek kompaktonun hareketi



Problem 2: iki Kompaktonun Girisimi

Bu problemde tiim niimerik hesaplamalar —20 < z < 120 sonlu araliginda

2
’LL(SL‘,O) = Zuc,j(l‘ao)v
j—1

37.50; — &2
uc(z,0) = %, €] = |z — Dj| < /37.5v;,

Uej(z,0) =0, aksi halde.

baglangig sarti secilerek yapildi. Simiilasyon ¢ = 0’dan ¢ = 50’ye kadar gahgtirildi. Her
bir zaman adiminda (4.3.14) sonlu fark yaklagimindan elde edilen lineer cebirsel denklem
sistemi h ve k nin farkh degerleri icin Thomas algoritmasi kullanilarak c¢oziildii. Elde edilen
Upm,n yaklagik ¢oziimleri (4.3.2) denkleminde kullamlarak korunum sabitlerinin yaklagik
degerleri hesaplandi ve tablolar halinde verildi.

Tablo (4.3.3) de t = 0 ve t = 50 zamanlarinda I, ve I3 korunum sabitlerindeki mutlak
degisim, h = 0.1 olmak iizere k = 0.1 i¢in Al; = 6.39 x 10714 ve Ay = 27.8491; k = 0.01
igin Al = 0 ve Al = 1.983232; k = 0.001 igin Al; = 0 ve Al = 0.147751 olarak elde
edildi. Bu sonucglardan zaman adimu kiigiiliirken korunum sabitlerindeki degigimin azaldig:
goriilmektedir.

Tablo (4.3.3) de t = 0 ve t = 50 zamanlarinda I; ve I3 korunum sabitlerindeki mutlak
fark, k£ = 0.01 olmak iizere h = 0.5 igin Al} =0 ve Al = 1.818451; h = 0.1 igin AI; = 0,
Al = 1.983232 dir. Bu sonuglardan konum adimi A = 0.5’den h = 0.1’e kiigiildiigiinde
korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 goriilmektedir.

ki kompaktonun etkilesimi grafigi incelendiginde baslangicta solda olan biiyiik dal-
ganin kiigiik olan dalgay1 yakaladigi, birlegtigi ve son olarak gectigi goriilmektedir. Sekil
4.3.2 de acikca goriildiigli gibi biiyiik genlige sahip dalganin hizi da biiyiik olmaktadir.
Ayrica dalgalar birbirinden ayrigtiktan sonra baglangigtaki genliklerinde ¢ok az degisim

oldugu goriillmektedir.
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Tablo 4.3.3:Problem 2’'nin A ve k min farkl degerleri i¢in hesaplanan
korunum sabitleri (v1 = 1.5, co = 0.5, D; = 10, Dy = 25 ve —20 < x < 120)
k=0.1 k=0.01 k =0.001

h t I Iy I I I Iy
0 | 22.34167 46.16756 22.34167 46.16756 22.34167 46.16756
10 | 22.34167 51.97525 22.34167 48.641136 22.34167 48.33895
20 | 22.34167 53.93014 22.34167 46.77231 22.34167  46.22003

0.5 30 | 22.34167 59.51077 22.34167 47.14421 22.34167 46.15575
40 | 22.34167 65.90438 22.34167 47.55443 22.34167 46.45348
50 | 22.34167 73.20567 22.34167 47.98601 22.34167 46.04013
0 | 22.35773 46.16744 22.35773  46.16744 22.35773 46.16744
10 | 22.35773  52.08392 22.35773 48.70148 22.35773 48.38871
20 | 22.35773 54.16976 22.35773  46.84922 22.35773 46.21404

0.1 30 | 22.35773 59.88449 22.35773  47.26239 22.35773  46.23255
40 | 22.35773 66.45181 22.35773  47.70281 22.35773  46.27326
50 | 22.35773 74.01654 22.35773  48.15067 22.35773 46.31519

Tablo 4.3.4 de h = 0.2 ve k = 0.01 olmak iizere (4.3.14) yaklagimi kullamlarak hesa-
planan korunum sabitleri ile referans [53] de verilen sonuglar karsilagtirildi. Elde edilen
sonuclara gore korunum sabitlerinin baglangi¢ degerlerinden c¢ok fazla uzaklagmadigi ve

referans [53] de verilen sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.3.4:Problem 2'nin h = 0.2 ve k = 0.01 degerleri i¢in hesaplanan
korunum sabitleri ile [53] dekilerin karsilagtirlmasi (v1 = 1.5, ca = 0.5, D1 = 10, Dy = 25 ve
—20 <z <120)

[53]

t I I I I

0 | 22.36080 46.16744 23.36080 46.16744
10 | 22.36080 48.69436 23.36080 43.34891
20 | 22.36080 46.84092 23.36082  46.73599
30 | 22.36080 47.25357 23.36082 46.71189
40 | 22.36080 47.69316 23.36080 46.10918
50 | 22.36080 48.13874 23.36076  46.10853
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u (xt)

u (xt)
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Sekil 4.3.2 Iki kompaktonun girigimi
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Problem 3: Kompakton Dalga Olusumu

Bu problemde tiim niimerik hesaplamalar 0 < z < 80 sonlu araliginda

37.50; — £2)

uc(w,0)=( o0 [€l=lz =Dl <v37.5v,

uc(z,0) =0, aksi halde.

baglangig sarti1 segilerek yapildi. Simiilasyon ¢t = 0’dan ¢ = 150’ye kadar caligtirildi. Her
bir zaman adiminda (4.3.14) sonlu fark yaklagimindan elde edilen lineer cebirsel denklem
sistemi h ve k nin farkh degerleri icin Thomas algoritmasi kullanilarak ¢oziildii. Elde edilen
Upm,n yaklagik c¢oziimleri (4.3.2) denkleminde kullamlarak korunum sabitlerinin yaklagik
degerleri hesaplandi ve tablolar halinde verildi.

Tablo (4.3.5) de t = 0 ve t = 150 zamanlarinda I; ve Iz korunum sabitlerindeki mutlak
fark yani Aljve Al degigimleri h = 0.1 olmak iizere k = 0.1 i¢gin Al; = 0 ve Al = 0.1225;
k =0.01 icin Al; = 0 ve Aly; = 0.01743 olarak elde edildi. Bu sonuclardan zaman adimi
kiigiiliirken korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 goriillmektedir.

Tablo (4.3.5) de t = 0 ve t = 150 zamanlarinda I; ve Iz korunum sabitlerindeki mutlak
fark, kK = 0.01 olmak {iizere h = 0.5 igin Al; = 0 ve Al, = 0.02312; h = 0.1 i¢in Al; = 0,
Al = 0.01743.0larak elde edildi. Bu sonuglardan konum adimi A = 0.5’den h = 0.1’

kiiciildiigiinde korunum sabitlerindeki degisimin azaldig1 goriilmektedir.
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Tablo 4.3.5: Problem 3’iin i ve k nin farkli degerleri igin hesaplanan
korunum sabitleri (v =1, D =10 ve 0 < z < 80)
k=0.1 k=0.01

h t I Iy L I

0 | 3.40278 0.40501 3.40278  0.40501

30 | 3.40278 0.39547 3.40278 0.37891

60 | 3.40278 0.42217 3.40278  0.38122

0.5 90 | 3.40278 0.45169 3.40278  0.38704

120 | 3.40278 0.48410 3.40278  0.38693

150 | 3.40278 0.52011 3.40278  0.38188

0 | 3.40209 0.40501 3.40209 0.40501

30 | 3.40209 0.39544 3.40209 0.37776

60 | 3.40209 0.42379 3.40209 0.37999

0.1 90 | 3.40209 0.45510 3.40209 0.38250

120 | 3.40209 0.48956 3.40209 0.38502

150 | 3.40209 0.52573 3.40209 0.38758

Tablo 4.3.6 da h = 0.1 ve kK = 0.01 olmak iizere (4.3.14) yaklagim kullamlarak hesa-
planan korunum sabitleri ile referans [53] de verilen sonuglar kargilagtirildi. Elde edilen
sonuclara gore korunum sabitlerinin baglangi¢ degerlerinden c¢ok fazla uzaklagmadigi ve
referans [53] de verilen sonuglarla uyumlu oldugu goriilmektedir.

Sekil 4.3.3 de goriildiigii gibi ¢ = 0 da tek kompakton olugurken, t = 150 de bir dizi

kompakton olusumu gozlenmektedir.

Tablo 4.3.6: Problem 3’iin A = 0.1 ve k = 0.01 degerleri i¢in hesaplanan
korunum sabitleri ile [53] dekilerin karsilagtirilmasi(v = 1, D = 10 ve 0 < z < 80)
[53]
t I Iy I I
0 3.40209 0.40501 3.4021 0.4050
30 3.40209 0.37776 3.4021 0.3759
60  3.40209 0.37999 3.4021 0.3755
90  3.40209 0.38250 3.4021 0.3755
120 3.40209 0.38502 3.4021 0.3755
150  3.40209 0.38758 3.4021 0.3755
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Sekil 4.3.3 Kompakton dalga olusumu
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5 SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alisgmada genellegtirilmis K(m,n) denklemi, bu denklemin zamana bagh katsayilara
sahip olan formu ve genellestirilmis NLS denklemi ele alindi. Literatiirde mevcut olan
on iki farkl Jakobi eliptik fonksiyondan iki tanesi kullanilarak sagilma terimine sahip bu
denklemlerin Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri ve modiiliin £ — 0 ve £ — 1 durumlar
igin farklh soliton ¢oziimleri elde edildi. Yukaridaki genellegtirilmis formdaki denklemlerin
geri kalan on adet Jakobi eliptik fonksiyon iginde benzer gekilde ¢oziimleri elde edilebilir.
Nitekim K(n,n) denkleminin biitiin Jakobi eliptik fonksiyonlar i¢in farkli tiirden ¢oziim-
lerini [54] de elde ettik. Bu ¢oziimler arasinda periyodik, kompakton, solitary pattern,
topolojik (dark) soliton, bright soliton ve rasyonel ¢ziimlerini sayabiliriz.

NLS denklemiyle birlikte anilan optik solitonlar i¢in de genellegtirilmis NLS denklem-
inin lineer olmayanlik tiiriine gore dort farkli yasasina sahip formu ayr1 ayr ele alinarak
denklemin dark soliton ve bright soliton ¢oziimleri elde edildi. Ayrica bulunan ¢oziimlerin
iki ve ii¢ boyutlu grafikleri verildi. Sonug olarak bu ¢aligmada sagilma terimli genellegtir-
ilmig formdaki hem sabit katsayili hem zamana bagh fonksiyon katsayilarina sahip hem
de kompleks katsayili denklemlerin Jakobi eliptik fonksiyonlar yardimiyla ¢oziimlerinin
basariyla elde edilebildigi gosterildi. Benzer sekilde literatiirdeki diger lineer olmayan kdd
lerinde ¢oziimleri ayni gekilde rahatlikla bulunabilir.

K(m,n) denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in lineer olmayan terimler yerine
sonlu fark yaklagimlar: yazildi. Daha sonra merkezi fark operatorleri yardimiyla elde edilen
lineer olmayan cebirsel denklem sisteminden Taylor serisi yardimiyla bir lineer sonlu fark
denklemi elde edildi. Bu fark denkleminden her bir zaman adiminda lineer bir cebirsel
denklem sistemi bulundu. Bulunan sistem Thomas algoritmasi kullanilarak h ve k nin
secilen uygun degerleri i¢in ¢oziildii. Her bir problem i¢in konum adim uzunlugu sabit
tutulup zaman adim uzunlugu kiigiiltiilerek ve zaman adim uzunlugu sabit tutulup konum
adim uzunlugu kiiciiltiillerek korunum sabitlerindeki degisim ve hata degerleri incelendi.
Elde edilen sonuglar tablolar halinde sunuldu ve her bir problem i¢in elde edilen niimerik
¢oziimlerin grafikleri verildi. Buna gore bu problemler i¢in korunum sabitlerinde ¢ok fazla
degisim olmadigi, elde edilen sonuclarin analitik degerleriyle ve literatiirdeki sonuclarla

uyumlu oldugu goriildii. Sonug olarak U2 ve U3

oep lineer olmayan terimleri yerine bu tezde

kullanmlan sonlu fark yaklagimlar1 K(2,3) denklemine uygulanabildigi gibi miihendislikte

kargilagilan bu tip lineer olmayan yapiya sahip problemlere de uygulanabilir.
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