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ÖZET

DE¼GME MAN·IFOLDLARIN SLANT ALTMAN·IFOLDLARI

Bu çal¬̧smada, De¼gme Manifoldlar¬n Slant altmanifoldlar¬incelenmi̧stir.

Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬d¬r.

·Ikinci bölümde di¼ger bölümlerde kullan¬lan baz¬temel kavramlar, tan¬m ve teo-

remler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde De¼gmeManifoldlar¬n temel tan¬m ve teoremlerine ve baz¬örnek-

lere yer verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde De¼gme Manifoldlar¬n Slant altmanifoldlar¬incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: De¼gme Manifold, Slant aç¬s¬, Slant altmanifold, ·Invaryant

altmanifold, Anti-invaryant altmanifold.
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ABSTRACT

SLANT SUBMANIFOLDS OF CONTACT MANIFOLDS

In this study structure on a Slant Submanifold of a Contact Manifold has been

studied.

The �rst chapter has been devoted to the introduction.

The second chapter contains some fundamental de�nitions and results which has

been used in other chapters.

In the third chapter fundamental de�nitions and theorems of Contact Manifolds

and some examples about these topics were given.

The fourth chapter contains Slant Submanifold of a Contact Manifold.

Keywords: Contact Manifold, Slant angle, Slant submanifold, Invariant sub-

manifold, Anti-invariant submanifold.
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

Kontak (de¼gme) geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton�

un çal¬̧smalar¬yla ortaya ç¬km¬̧st¬r. Kontak (de¼gme) dönüşümler teorisi daha son-

ralar¬S.Lie taraf¬ndan baz¬diferansiyel denklemlerin çözümünü bulmak için geli̧stiril-

mi̧stir. Yirminci yüzy¬l¬n ilk yar¬s¬nda E.Cartan ve Darboux�un kontak (de¼gme)

geometrinin geli̧siminde büyük katk¬lar¬ olmuştur. De¼gme manifoldlarda önemli

bir yeri olan Sasakian manifoldlar¬n¬n tan¬m¬1960� l¬y¬llarda Japon matematikçi

S.Sasaki taraf¬ndan verilmi̧stir, [19]. Yine ayn¬y¬llarda yaşayan M.Gray, K.Ogiue ve

W.M.Bootby gibi matematikçilerin çal¬̧smalar¬dikkat çekmektedir, [10,17,3]. Günü-

müzde ise bu konuda pek çok matematikçi çal¬̧smaktad¬r. Özellikle D.E. Blair�in

makale ve kitaplar¬bu konuyu anlamak için çal¬̧s¬lmas¬gereken temel kaynaklard¬r,

[1]. Kontak (de¼gme) geometrinin bir çok alanda uygulamalar¬ vard¬r. H.Geiges

makalesinde kontak (de¼gme) geometrinin �zik, mekanik, optik, termodinamik ve

kontrol teorisi alanlar¬nda nas¬l uyguland¬¼g¬n¬ anlatm¬̧st¬r, [8]. Kontak (de¼gme)

geometride integral altmanifoldlar önemli rol oynar. Kontak (de¼gme) geometri �zik

ve matemati¼gin de¼gi̧sik alanlar¬nda s¬kça görülen bir konudur. Son zamanlarda ise

diferensiyel geometride, de¼gme yap¬kavram¬önemli yer tutmaya başlam¬̧st¬r.

·Invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlar¬n bir genelleştirilmesi olan Slant alt-

manifold terimi ilk kez B.Y. Chen taraf¬ndan 1990 y¬l¬nda ortaya konmuş ve Chen,

hemen hemen Hermityan manifoldlar¬n Slant altmanifoldlar¬ üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r.

Ayr¬ca, yine ayn¬y¬llarda Chen ve Tazawa, C2 ve C4 kompleks manifoldlarda Slant

altmanifoldlar¬n¬n örneklerini vermi̧slerdir. 1993 y¬l¬nda, Maeda, Ohnita ve Udagawa

bir Kaehlerian manifoldun Slant altmanifoldlar¬n¬ tan¬mlam¬̧slard¬r. Daha sonra,



Lotta, 1996 y¬l¬nda bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldun Slant altmanifold-

lar¬n¬tan¬mlam¬̧s ve bununla ilgili ilk çal¬̧smay¬yapm¬̧st¬r. Lotta, ayr¬ca K- de¼gme

manifoldlar¬n 3-boyutlu anti-invaryant olmayan Slant altmanifoldlar¬n¬n geometrisi

ile ilgili çal¬̧smalara öncülük etmi̧stir. Di¼ger taraftan, Cabrerizo ve arkadaşlar¬bir

Sasakian manifold ile bir K- de¼gme manifoldun Slant altmanifoldlar¬yla ilgilenmi̧sler

ve yapt¬klar¬çal¬̧smalarla birçok enteresan sonuç elde etmi̧slerdir, [4].

Bu tez çal¬̧smas¬nda J.L. Cabrerizo, A. Carriazo, L. M. Fernandez �in makalesin-

den yararlan¬lm¬̧st¬r, [5].
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2. BÖLÜM

2.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1.1.

X bir cümle olsun. X�in alt cümlelerinin bir koleksiyonu � olsun. I indis cümlesi

olmak üzere, � koleksiyonu aşa¼g¬daki önermeleri do¼grularsa X üzerinde bir topoloji

ad¬n¬al¬r, [14].

(i) X;? 2 � ;

(ii) 8 A1; A2 2 � =) A1 \ A2 2 � ;

(iii) Ai 2 � , i 2 I; [
i2I
Ai 2 � .

Tan¬m 2.1.2.

BirX cümlesi ve üzerindeki bir � topolojisinden oluşan (X; �) ikilisine bir topolo-

jik uzay denir, [14].

Tan¬m 2.1.3.

X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f : X ! Y

fonksiyonu sürekli ise ve f�1 tersi var ve f�1 sürekli ise f ye X den Y ye bir

homeomor�zm (topolojik dönüşüm) denir. f bir homeomor�zm oldu¼gu zaman X ile

Y uzaylar¬na da topolojik olarak denktirler veya k¬saca homeomor�ktirler denir, [14].

Tan¬m 2.1.4.

X bir topolojik uzay olsun ve farkl¬iki p; q 2 X noktalar¬n¬n X deki aç¬k komşu-

luklar¬s¬ras¬yla U ve V olsun. U \ V = ? olacak şekilde U ile V yi seçersek X

topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzayd¬r denir, [11].



Tan¬m 2.1.5.

M bir topolojik uzay olsun. M için aşa¼g¬daki önermeler do¼gru iseM ye n-boyutlu

topolojik manifold (veya k¬saca topolojik n-manifold) denir, [11].

(i) M bir Hausdor¤ uzayd¬r,

(ii) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En Öklid Uzay¬n¬n bir aç¬k cümlesine veya

En�e homeomorfdur,

(iii) M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebilir.

Tan¬m 2.1.6.

M bir topolojik n�manifold olsun. Bir p 2M noktas¬n¬n M de ki bir U aç¬k

komşulu¼gu, 	 homeomor�zmi sayesinde En nin bir V aç¬k altcümlesine homeomor�k

ise (U;	) ikilisineM�nin p noktas¬ndaki bir koordinat komşulu¼gu (harita) denir, [11].

Tan¬m 2.1.7.

M , n-boyutlu topolojik bir manifold ve V� �M aç¬k alt cümlelerinin fV�g ailesi

de M�nin bir örtüsü olsun. Bu durumda her bir V� aç¬¼g¬n¬n En deki bir U� aç¬k

altcümlesine homeomorf oldu¼gunu kabul edelim. A bir indeks cümlesini göstermek

üzere, elde edilen (U�;	�) koordinat komşuluklar¬n¬n

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

ailesine M nin bir atlas¬denir, [11].
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Tan¬m 2.1.8.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlas¬

S = f(U�;	�) : � 2 Ag

olsun. E¼ger

	�(U�) \	�(U�) 6= ?

olacak şekildeki 8(�; �) 2 A�A için 	�1� �	� ve 	�1� �	� fonksiyonlar¬, r > 0 olmak

üzere, Cr s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir ise S ye Cr s¬n¬f¬ndan atlas denir,[11].

Tan¬m 2.1.9.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun Cr�s¬n¬f¬ndan bir atlas¬var ise M�ye

Cr�s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayr¬ca 8r 2 N için S diferen-

siyellenebilir ise, o zaman M�ye C1 s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir,

[11].

Tan¬m 2.1.10.

En�nin iki altcümlesi U ve V olsun. Bir 	 : U �! V fonksiyonu için

(i) 	 2 Ck (U; V ),

(ii) 	�1 : V �! U , 	�1 2 Ck (V; U), önermeleri sa¼glan¬yorsa 	 ye Ck s¬n¬f¬ndan

di¤eomor�zm denir, [11].

Tan¬m 2.1.11.

M bir manifold ve M de bir komşuluk V olsun. Bir p 2 V noktas¬ndaki tanjant

uzay Tp (V ) olsun. V nin bütün p noktalar¬üzerindeki tanjant uzaylar¬n birleşimi

[
p2V
Tp (V )
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ile gösterilsin.

Bir

� : [
p2V
Tp (V )! V

dönüşümü her tp 2 Tp (V )tanjant vektörü için � (tp) = p biçiminde tan¬mlans¬n. O

zaman V komşulu¼gu üzerindeki bir vektör alan¬operatörü

X : V ! [
p2V
Tp (V )

biçiminde bir fonksiyondur. Burada

� �X = I : V ! V

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur, [13].

Tan¬m 2.1.12.

Tp (En) tanjant uzay¬n¬n cebirsel duali T �p (En) ile gösterilir ve En�in p 2 En

noktas¬ndaki kotanjant uzay¬ ad¬n¬al¬r. T �p (En) ¬n herbir eleman¬na, p 2 En nok-

tas¬ndaki kotanjant vektör ad¬verilir. Şu halde

T �p (En) =
�
�� j �� : T �p (En)! R

	
dir, [13].

Tan¬m 2.1.13.

En nin p 2 En noktas¬ndaki kotanjant uzay¬T �p (En) olsun. Buna göre, bir

� : En ! [
p2V
T �p (En)

fonksiyonu için

� � � : En ! En

olacak şekilde bir

� : [
p2V
T �p (En)! En

fonksiyonu mevcut ise � ya En üstünde bir 1-form denir, [13].
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Tan¬m 2.1.14.

M bir C1 -manifold olsun. M üstünde vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) ve C1

fonksiyonlar¬n¬n cebiri de C1(M;R) olmak üzere

<;>: �(M)� �(M)! C1(M;R)

operatörü aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glarsaM ye bir yar¬-Riemann manifoldu denir, [18].

(i) <;> dönüşümü 2-lineerdir,

(ii) <;> dönüşümü simetriktir,

(iii) 8Y 2 �(M) için < X; Y >= 0) X = 0

Tan¬m 2.1.15.

Bir C1 -manifoldM veM üstündeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M), C1 fonksiy-

onlar¬n¬n cebiri de C1(M;R) olmak üzere

<;>: �(M)� �(M)! C1(M;R)

dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼glarsa, bu dönüşüme M üzerinde Riemann metri¼gi

ya da metrik tensör denir, [18].

(i) <;> dönüşümü 2-lineerdir,

(ii) <;> dönüşümü simetriktir,

(iii) < X;X >> 0; < X;X >= 0, X = 0; X 2 �(M)

Tan¬m 2.1.16.

Üzerinde Riemann metri¼gi tan¬mlanm¬̧s olan C1 �manifolda, Riemann mani-

foldu denir, [18].
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Tan¬m 2.1.17.

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M üzerindeki diferensiyellenebilir

vektör alanlar¬n¬n uzay¬� (M) olmak üzere 8f; g 2 C1 (M;R) ;8X; Y; Z 2 � (M)

için

r : � (M)� � (M)! � (M)

(X; Y )! r (X; Y ) = rXY

dönüşümü

(i) rX (Y + Z) = rXY +rXZ

(ii) rfx+gyZ = frXZ + grYZ

(iii) rX (fY ) = frXY +X (f)Y

özelliklerini sa¼gl¬yorsa r� ya M manifoldu üzerinde bir a�n konneksiyon ve rx

e de X e göre kovaryant türev operatörü denir, [12].

Tan¬m 2.1.18.

(M; g) bir Riemann manifoldu ve r da M üzerinde tan¬ml¬bir a�n konneksiyon

olsun. 8X; Y; Z 2 � (M) için, r dönüşümü

(i) rXY �rYX = [X; Y ] (S¬f¬r torsiyon özelli¼gi)

(ii) Xg (Y; Z) = g (rXY; Z) + g (Y;rXZ) (konneksiyonun metrikle ba¼gdaş-

mas¬özelli¼gi)

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, r ya M üzerinde s¬f¬r torsiyonlu Riemann konneksiyon veya

Levi-Civita konneksiyon denir, [12].

8



Tan¬m 2.1.19.

V bir K cismi üzerinde vektör uzay¬ve

[; ] : V � V ! V

dönüşümüde

(i) 2-lineer,

(ii) Alterne ( 8X; Y 2 V için [X;Y ] = �[Y;X] ),

(iii) Jakobi özdeşli¼gini sa¼glar. Yani 8X; Y; Z 2 V için

[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X]] + [Z; [X; Y ]] = 0

olarak verilsin. [; ] dönüşümüne, V üstünde bir Lie operatörü denir. Bu i̧slemle

birlikte V vektör uzay¬na Lie cebiri denir, [18].

Tan¬m 2.1.20.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬

� (M) olsun.

[; ] : � (M)� � (M)! � (M)

dönüşümü 8f 2 C1 (M;R) için

[X; Y ]f = X (Y f)� Y (Xf)

şeklinde [; ] operatörü � (M) üzerinde bir Lie operatörüdür, [22].

9



Tan¬m 2.1.21.

M bir manifold olmak üzere

' : R�M !M

(t; p)! 't (p)

dönüşümü aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yor ise ' ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-

parametreli grubu ad¬verilir, [22].

(i) 8t 2 R için

't : p! 't (p)

bir di¤eomor�zm

(ii) 8t; s 2 R ve p 2M için

't+s (p) = 't ('s (p))

dir.

Tan¬m 2.1.22.

M üzerinde bir vektör alan¬X veX ile gerilmi̧s bir lokal dönüşümlü 1-parametreli

grup 't olsun. X tensör alan¬na göre bir K tensör alan¬n¬n X yönünde LXK ile

gösterilen Lie türev i

LXK = [X;K]

olarak tan¬mlan¬r, [15].
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Tan¬m 2.1.23.

(M; g) bir Riemann manifoldu olsun. X 2 � (M) için LX , key� (s; r) tipinde

tensör alan¬n¬yine (s; r) tipinde bir tensör alan¬na götürür ve X vektör alan¬na göre

Lie türev operatörü olarak adland¬r¬l¬r, [22, 7].

Teorem 2.1.24.

(M; g) bir Riemann manifoldu olsun. 8f 2 C1(M;R) ve 8X; Y; Z 2 �(M) için

(i) LX (f) = X (f), 8f 2 C1(M;R),

(ii) LXY = [X; Y ] ;8Y 2 � (M),

(iii) LXg (Y; Z) = X (g (Y; Z))� g ([X; Y ] ; Z)� g ([X;Z] ; Y )

dir, [22, 7].

Tan¬m 2.1.25.

(M; g) bir Riemann manifoldu ve r da M üzerinde bir Riemann konneksiyon

olsun. 8X; Y; Z 2 �(M) için Riemann konneksiyonu

2g (rXY; Z) = Xg (Y; Z) + Y g (Z;X)� Zg (X; Y )� g (X; [Y; Z]) + g (Y; [Z;X])

+g (Z; [X; Y ])

Kozsul formülü ile tek türlü belirtilir, [22].
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Tan¬m 2.1.26.

M bir Riemann manifoldu ver ,M üzerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olsun.

8X; Y; Z 2 �(M) için

R : �(M)� �(M)� �(M)! �(M)

(X; Y; Z) ! R (X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z

biçiminde tan¬mlanan R fonksiyonu M üzerinde (1; 3)- tipinde tensör alan¬d¬r. Bu

tensör alan¬na M nin Riemann e¼grilik tensörü denir, [20].

Teorem 2.1.27.

M bir Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann e¼grilik tensörü olsun.

8X; Y; Z 2 �(M) için

(i) g (R (X; Y )Z;W ) = �g (R (Y;X)Z;W ) ;

(ii) g (R (X; Y )Z;W ) = �g (R (X;Y )W;Z) ;

(iii) g (R (X; Y )Z;W ) = g (R (Z;W )X; Y )

dir, [18].

Tan¬m 2.1.28.

(M; g) bir Riemann manifoldu ve R , (M; g) nin Riemann e¼grilik tensörü olsun.

8X; Y; Z 2 �(M) için

R(X; Y )Z +R(Z;X)Y +R(Y; Z)X = 0

eşitli¼gi I. Bianchi Özdeşli¼gi olarak adland¬r¬l¬r, [22].
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Tan¬m 2.1.29.

(M; g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann e¼grilik tensörü R ve r Levi-

Civita konneksiyon olsun. 8X; Y; Z 2 �(M) için

(rXR) (Y; Z) + (rYR) (Z;X) + (rZR) (X; Y ) = 0

eşitli¼gi II. Bianchi Özdeşli¼gi olarak adland¬r¬l¬r, [22].

Tan¬m 2.1.30.

M ve M s¬ras¬yla m ve n boyutlu C1 Riemann manifoldlar ve f : M ! M bir

dönüşüm olsun. E¼ger 8P 2 M için (f�)p birebir ise f ye immersiyon (dald¬rma)

denir. Bu durumda M ye de M nin immersed altmanifoldu denir, [22].

Tan¬m 2.1.31.

f : M ! M bir immersiyon olsun. E¼ger f , 1-1 ise f ye imbeding (gömme), M

ye de M nin gömülen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu denir, [22].

Tan¬m 2.1.32.

(M; g) bir Riemann manifold ve M , M nin bir altmanifoldu olsun. Herhangi bir

p 2M noktas¬için

T?M =
�
Vp 2 TpM : g (Xp; Vp) = 0;8Xp 2 TpM

	
cümlesi tan¬mlans¬n. p 2 M noktas¬nda 8Xp 2 TpM için g (Xp; Vp) = 0 koşulunu

sa¼glayan Vp vektörüne M nin normal vektörü, Vp nin birim vektörü olmas¬halinde

de M nin birim normal vektörü denir. M nin tüm normal vektörlerini içeren T?M

uzay¬na da M nin normal demeti ad¬verilir, [22].
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Tan¬m 2.1.33.

M , M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu ve M üzerindeki lineer konnek-

siyon r olsun. 8X; Y 2 �(M)için

rXY = rXY + h(X; Y )

şeklinde tan¬mlanan denkleme Gauss formülü denir. Burada rXY ve h(X; Y )

s¬ras¬yla rXY nin te¼get ve normal bileşenleridir.

h : �(M)� �(M)! �?(M)

şeklinde tan¬mlanan h yaM nin ikinci temel formu denir. E¼ger h = 0 iseM ye total

geodeziktir denir, [6].

Tan¬m 2.1.34.

(M; g) Riemann manifoldunun bir altmanifolduM veM nin birim normal vektör

alan¬V olsun.

AV : �(M)! �(M)

dönüşümü iyi tan¬ml¬d¬r. 8X 2 �(M)için

rXV = �AVX +r?
XV

şeklinde tan¬mlanan ba¼g¬nt¬yaWeingarten formülü denir. �AVX ve r?
XV s¬ras¬yla

rXV nin te¼get ve normal bileşenleridir. Burada AV ye M nin şekil operatörü, r?

yeM nin T?M normal demetindeki konneksiyonu ad¬verilir. M nin şekil operatörü

ile ikinci temel formu aras¬nda

g (AVX; Y ) = g (h (X; Y ) ; V )

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r. Burada g;M üzerine indirgenmi̧s Riemann metri¼gidir, [6].
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Tan¬m 2.1.35.

Reel say¬lar cümlesi üzerinde r�tane vektör uzay¬

V1;V2; :::; Vr

olsun.

f : V1 � V2 � :::� Vr ! R

olmak üzere

f (v1:::vi�1; avi + bvi; vi+1:::vr) = af (v1:::vi�1; vi:::vr) + bf (v1:::vi�1; vi:::vr)

şeklinde tan¬ml¬ise f ye r � lineer fonksiyon denir, [12].

Tan¬m 2.1.36.

V1�V2�:::�Vr denR ye bütün r�lineer fonksiyonlar{n cümlesini L (V1;V2; :::; Vr)

ile gösterelim. Bu cümlede toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri s¬ras¬yla

8 (u1:::ur) 2 V1 � V2 � :::� Vr

için

(f1 + f2) (u1:::ur) = f1 (u1:::ur) + f2 (u1:::ur) ve � 2 R

(�f) (u1:::ur) = �f (u1:::ur)

şeklinde tan¬mlan¬rsa bu iki i̧sleme göre

L (V1;V2; :::; Vr : R)

R üzerinde bir vektör uzay¬olur. Bu vektör uzay¬na V �1;V �2 ; :::; V �r dual vektör uzay-

lar¬n¬n tensörel çarp¬m¬denir ve

L (V1;V2; :::; Vr) = V
�
1 
 V �2 
 :::
 V �r
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ile gösterilir. V �1 
 V �2 
 ::: 
 V �r tensör uzay¬n¬n her bir eleman¬na r:dereceden bir

tensör denir.

V1 = V2 = ::: = Vr

ise V �1 
 V �2 
 :::
 V �r uzay¬na bir kovaryant tensör uzay¬ve bu uzay¬n her bir ele-

man¬na da r:mertebeden bir kovaryant tensör denir. T r (V ) veya 
rV � ile gösterilir,

[12].

Tan¬m 2.1.37.

Kovaryant tensörler için verilen tan¬mda V yerine V � al¬n¬rsa (V �)� uzay¬V ye

izomorf oldu¼gundan V � üzerinde s� lineer fonksiyonlar¬n vektör uzay¬n¬elde ederiz.

Bu uzaya kontravaryant uzay denir. Ts (V �) veya 
sV ile gösterilir ve bu uzay¬n

s:mertebeden kontravaryant tensörler denir, [12].

Tan¬m 2.1.38.

R reel say¬lar cismi üzerinde tan¬ml¬bir vektör uzay¬V ve V �, V nin duali olsun.

L (V r; V � : R) =
n
f j f : V r � V � r + s lineer��������! R

o
cümlesi yukar¬da verilen toplama ve skalerle çarpma i̧slemlerine göre bir vektör uza-

y¬d¬r. Buna r:mertebeden kovaryant ve s:mertebeden kontravaryant tensör uzay¬

denir. Bu uzay¬n elemanlar¬na da (r; s) mertebeli tensör denir. Bu uzay

T r (V )
 Ts (V �) = 
r (V �)

s (V ) veya T rs (V )

ile gösterilir, [12].

Tan¬m 2.1.39.

(M;J) bir hemen hemen kompleks manifold ve g de M üzerinde bir Riemann

metri¼gi olsun. 8X 2 �(M) için

g(JX; JY ) = g(X;Y )
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şart¬n¬ sa¼glayan g ye bir Hermitian metrik ve (M;J; g) ye de bir hemen hemen

Hermitian manifold denir, [22].

Tan¬m 2.1.40.

M bir hemen hemen kompleks manifold ve g de Hermitian metrik olsun. Temel

2-form kapal¬yani, d� = 0 ise g ye Kaehlerian metrik denir. Üzerinde Kaehlerian

metri¼gi olan kompleks manifolda da bir Kaehlerian manifold denir, [22].

Teorem 2.1.41.

(M;J; g) bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. �, hemen hemen Her-

mitian yap¬n¬n temel 2- formu ve r de g taraf¬ndan tan¬mlanan kovaryant difer-

ensiyel operatör olmak üzere; M bir Kaehlerian manifolddur gerek ve yeter şart

rXJ = 0 (J;M üzerinde paralel) dir, [22].
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3. BÖLÜM

3.1. HEMEN HEMEN DE¼GME MAN·IFOLDLARI

Tan¬m 3.1.1.

M bir (2n+ 1)-boyutlu manifold, �; �; � da M üzerinde s¬ras¬ile (1; 1)� tipinde

bir tensör alan¬, bir vektör alan¬ve bir 1� form olsun. E¼ger �; �; � için M üzerinde

herhangi bir vektör alan¬X olmak üzere;

� (�) = 1 (3.1.1)

ve

�2X = �X + � (X) � (3.1.2)

özellikleri sa¼glan¬yor ise o zaman (�; �; �) üçlüsüne M üzerinde bir hemen hemen

de¼gme yap¬s¬ ve bu yap¬ile birlikte M ye de hemen hemen de¼gme manifold denir,

[22].

Teorem 3.1.2.

(�; �; �) hemen hemen de¼gme yap¬s¬için

(i) �� = 0;

(ii) � (�X) = 0;

(iii) rank � = 2n

dir, [22].



Örnek 3.1.3.

R3 de standart koordinatlar (x; y; z) olmak üzere

� =
1

2
(dz � ydx)

� = 2
@

@z
2 � (M)

� : � (M)
lineer�! � (M)

dönüşümüne R3 de standart bazlara göre kaŗs¬l¬k gelen matris

� =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
olsun. (R3; �; �; �) hemen hemen de¼gme manifolddur. Gösteriniz.

Çözüm. Hemen hemen de¼gme manifold olmas¬için

� (�) = 1

ve

�2X = �X + � (X) �

oldu¼gu gösterilmelidir.

Öncelikle (3.1.1) eşitli¼ginin do¼grulu¼gunu gösterece¼giz.

� (�) =

�
1

2
(dz � ydx)

�
2
@

@z

=
1

2
2dz

�
@

@z

�
� 1
2
2ydx

�
@

@z

�
= 1

Böylelikle (3.1.1) eşitli¼gi sa¼glanm¬̧st¬r.
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X 2 � (M) ; X = (x1; x2; x3) olmak üzere (3.1.2) şart¬n¬n do¼grulu¼gunu göstere-

ce¼giz.

� (X) =

�
1

2
(dz � ydx)

��
x1

@

@x1
+ x2

@

@x2
+ x3

@

@x3

�
=

1

2
x1dz

�
@

@x

�
+
1

2
x2dz

�
@

@y

�
+
1

2
x3dz

�
@

@z

�
�1
2
yx1dx

�
@

@x

�
� 1
2
yx2dx

�
@

@y

�
� 1
2
yx3dx

�
@

@z

�
=

1

2
x3 �

1

2
yx1

=
1

2
(x3 � yx1)

� (X) =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
26664
x1

x2

x3

37775 =
26664
x2

�x1
yx2

37775

�2 (X) = � (� (X)) =

26664
0 1 0

�1 0 0

0 y 0

37775
26664
x2

�x1
yx2

37775 =
26664
�x1
�x2
�yx1

37775
=) �2 (X) = (�x1;�x2;�yx1) (3.1.3)

�X + � (X) � = (�x1;�x2;�x3) +
�
1

2
(x3 � yx1)

�
(0; 0; 2)

= (�x1;�x2;�x3) + (0; 0; x3 � yx1)

= (�x1;�x2;�yx1) (3.1.4)

(3.1 3) ve (3.1.4) den �2 (X) = �X + � (X) � bulunur.

(3.1.1) ve (3.1.2) eşitlikleri sa¼gland¬¼g¬ndan (R3; �; �; �) hemen hemen de¼gmemani-

folddur.
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Teorem 3.1.4.

Her bir hemen hemen de¼gmeM manifoldu üzerinde bir h Riemann metrik tensör

alan¬

h (X; �) = � (X) ;8X 2 � (M)

olacak şekilde vard¬r, [22].

·Ispat. M de Riemann metrik tensör alan¬f olsun. h yi f yard¬m¬yla aşa¼g¬daki

şekilde tan¬mlayal¬m. 8X; Y 2 � (M) için

h(X; Y ) = f(X � � (X) �; Y � � (Y ) �) + � (X) � (Y )

dir. Buradan h nin 2-lineer, simetrik ve pozitif tan¬ml¬ oldu¼gu kolayca görülür.

Burada

Y = �

konumu yap¬l¬rsa

h (X; �) = f(X � � (X) �; � � � (�) �) + � (X) � (�)

h (X; �) = f(X � � (X) �; � � 1�) + � (X) 1

= f(X � � (X) �; 0) + � (X)

= f
�
��2X; 0

�
+ � (X)

= 0 + � (X)

= � (X)

bulunur.
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Teorem 3.1.5

Her bir hemen hemen de¼gmeM manifoldu üzerinde bir g Riemann metrik tensör

alan¬

� (X) = g (X; �)

ve

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y ) (3.1.5)

olacak şekilde vard¬r, [22].

·Ispat. Teorem 3.1.4 gere¼gince M de

h (X; �) = � (X)

olacak şekilde bir h Riemann metri¼gi vard¬r. g (0; 2) tensör alan¬n¬

g (X; Y ) =
1

2
(h (X; Y ) + h (�X; �Y ) + � (X) � (Y ))

olarak tan¬mlayal¬m. Burada g nin M üzerinde bir Riemann metri¼gi oldu¼gu kolayca

görülebilir.

Ayr¬ca Y = � konumu yap¬larak

g (X; �) =
1

2
(h (X; �) + h (�X; ��) + � (X) � (�))

=
1

2
(h (X; �) + h (�X; 0) + � (X) 1)

=
1

2
(� (X) + 0 + � (X) 1)

=
1

2
(2� (X))

= � (X)
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elde edilir. Di¼ger taraftan

g (�X; �Y ) =
1

2

�
h (�X; �Y ) + h

�
�2X;�2Y

�
+ � (�X) � (�Y )

�
=

1

2
(h (�X; �Y ) + h (�X + � (X) �;�Y + � (Y ) �) + 0)

=
1

2
(h (�X; �Y ) + h (X; Y )� h (X; � (Y ) �)

�h (� (X) �; Y ) + h (� (X) �; � (Y ) �))

=
1

2
(h (�X; �Y ) + h (X; Y )� � (Y )h (X; �)

�� (X)h (�; Y ) + � (X) � (Y )h (�; �))

=
1

2
(h (�X; �Y ) + h (X; Y )� � (Y ) � (X)

�� (X) � (Y ) + � (X) � (Y ) � (�))

=
1

2
(h (�X; �Y ) + h (X;Y ) + � (X) � (Y )� 2� (X) � (Y ))

=
1

2
(h (�X; �Y ) + h (X;Y ) + � (X) � (Y ))� � (X) � (Y )

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

dir.

Buna göre aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.1.6.

M hemen hemen de¼gme manifoldu üzerinde

� (X) = g (X; �)

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

olacak şekilde g Riemann metri¼gi için

g (�X; Y ) + g (X;�Y ) = 0 (3.1.6)

d¬r, yani �, anti-simetrik olacak şekilde M üzerinde bir g Riemann metri¼gi vard¬r,

[22].

23



·Ispat. Teorem 3.1.5 gere¼gince g Riemann metri¼gi istenilen özelliklerde vard¬r.

Buna göre

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

ifadesinden

g (X; Y ) = g (�X; �Y ) + � (X) � (Y )

yaz¬labilir. Bu denklemde X yerine �X konumu yap¬l¬rsa

g (�X; Y ) = g
�
�2X;�Y

�
+ � (�X) � (Y )

= g (�X + � (X) �; �Y ) + 0� (Y )

= �g (X;�Y ) + � (X) g (�; �Y ) + 0

= �g (X;�Y ) + � (X) � (�Y ) ; � (�Y ) = 0

= �g (X;�Y )

=) g (�X; Y ) + g (X;�Y ) = 0

elde edilir. O halde, g ye göre � anti-simetriktir.

Tan¬m 3.1.7.

Hemen hemen de¼gme manifoldu M verilsin. M üzerinde bir g Riemann metri¼gi

� (X) = g (X; �)

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

şartlar¬n¬sa¼gl¬yor ise g metri¼gineM üzerinde hemen hemen de¼gme metrik, (�; �; �; g)

yap¬s¬na da hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬, (�; �; �; g) yap¬s¬ile M ye de hemen

hemen de¼gme metrik manifold denir, [22].
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Örnek 3.1.8.

g = ds2 = 1
4
(dx
 dx+ dy 
 dy + � 
 �) = 1

4
((1 + y2) dx2 + dy2 + dz2 � 2ydxdz)

olmak üzere kaŗs¬l¬k gelen matris

g =
1

4

26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
dir. (R3; �; �; �; g) nin hemen hemen de¼gme metrik manifold oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm. (R3; �; �; �) hemen hemen de¼gme manifold oldu¼gunu gösterdik. Verilen

g metri¼gi ile (R3; �; �; �; g) hemen hemen de¼gme metrik manifold oldu¼gunu göstermek

için

� (X) = g (X; �)

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

oldu¼gunu göstermeliyiz.

Örnek (3.1.3) de

� (X) =
1

2
(x3 � yx1) (3.1.7)

oldu¼gunu göstermi̧stik.

g (X; �) = XTg�
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eşitli¼gini kullanal¬m.

g (X; �) =
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
26664
0

0

2

37775

=
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
�2y

0

2

37775
=

1

4
[�2yx1 + 2x3]

=
1

2
(x3 � yx1) (3.1.8)

(3.1 7) ve (3.1.8) den

� (X) = g (X; �)

bulunur.

Şimdi

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

oldu¼gunu gösterece¼giz.

X = (x1; x2; x3) Y = (y1; y2; y3) 2 � (R3)

�X = (x2;�x1; yx2) = x2
@

@x
� x1

@

@y
+ yx2

@

@z

�Y = (y2;�y1; yy2) = y2
@

@x
� y1

@

@y
+ yy2

@

@z

g (�X; �Y ) = (�X)T g (�Y )

=
1

4

h
x2 �x1 yx2

i26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
26664
y2

�y1
yy2

37775
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=
1

4

h
x2 �x1 yx2

i26664
(1 + y2) y2 � y2y2

�y1
�yy2 + yy2

37775
=

1

4
(x2y2 + x1y1) (3.1.9)

g (X; Y ) = XTgY

=
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
26664
y1

y2

y3

37775

=
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
(1 + y2) y1 � yy3

y2

�yy1 + y3

37775
=

1

4

���
1 + y2

�
y1 � yy3

�
x1 + x2y2 + (�yy1 + y3)x3

	
=

1

4

��
1 + y2

�
x1y1 � x1yy3 + x2y2 � x3yy1 + x3y3

�
� (X) =

1

2
(x3 � x1y)

� (Y ) =
1

2
(y3 � y1y)

� (X) � (Y ) =
1

4

�
x3y3 � x3y1y � x1yy3 + y2x1y1

�
=) g (X) g (Y )� � (X) � (Y ) = 1

4
(x1y1 + x2y2) (3.1.10)

bulunur. (3.1.9) ve (3.1.10) dan

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

bulunur.O halde (R3; �; �; �; g) hemen hemen de¼gme metrik manifolddur.
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Tan¬m 3.1.9.

M üzerinde bir hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬(�; �; �; g) için

� (X; Y ) = g (X;�Y )

şeklinde tan¬ml¬� dönüşümüne hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬ (�; �; �; g) n¬n

temel 2 formu denir, [22].

3.2. DE¼GME MAN·IFOLDLARI

Tan¬m 3.2.1.

E¼ger bir (2n+ 1)�boyutlu M manifoldu üzerinde

�� (d�)n 6= 0

olacak şekilde global bir � 1� formu mevcut ise M bir de¼gme yap¬ya sahiptir denir

ve bir de¼gme manifold olarak adland¬r¬l¬r. Burada � ya M nin bir de¼gme formu

denir.

Ayr¬ca (d�)n ile n inci mertebeden d¬̧s çarp¬m gösterilmi̧stir, yani (d�)n = (d�) �:::� (d�)

dir, [22].

Teorem 3.2.2.

De¼gme yap¬s¬� olan (2n+ 1)�boyutlu bir manifold M olsun. M üzerinde

g (X;�Y ) = d� (X; Y )

olacak şekilde bir (�; �; �; g) hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬vard¬r, [22].
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Örnek 3.2.3.

R3 de d� (X; Y ) = g (X;�Y ) oldu¼gunu gösteriniz.

� (Y ) = (y2;�y1; yy2)

g (X;�Y ) =
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
1 + y2 0 �y

0 1 0

�y 0 1

37775
26664
y2

�y1
yy2

37775

=
1

4

h
x1 x2 x3

i26664
(1 + y2) y2 � y2y2

�y1
�yy2 + yy2

37775
=

1

4
(x1y2 � x2y1) (3.1.11)

� =
1

2
(dz � ydx) =) d� = d

�
1

2
(dz � ydx)

�
d� = �1

2
dy�dx

d� =
1

2
dx�dy;

d� (X;Y ) =
1

2
dx�dy (X; Y )

=
1

2

1

2
(dx (X) dy (Y )� dy (X) dx (Y ))

=
1

4

�
dx

�
x1
@

@x
+ x2

@

@y
+ x3

@

@z

�
dy

�
y1
@

@x
+ y2

@

@y
+ y3

@

@z

��
�dy

�
x1
@

@x
+ x2

@

@y
+ x3

@

@z

�
dx

�
y1
@

@x
+ y2

@

@y
+ y3

@

@z

�
=

1

4
(x1y2 � x2y1) (3.1.12)

(3.1.11) ve (3.1.12) den

d� (X;Y ) = g (X;�Y )

bulunur.
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Teorem 3.2.4.

n- boyutlu bir M manifoldu üzerinde bir 1� form w olsun. M üzerinde

�� (dw)p 6= 0

ve

(dw)p+1 = 0

oldu¼gunu kabul edelim. O zaman her bir noktan¬n bir komşulu¼gunda

w = dyp+1 �
pX
i=1

yidxi

olacak şekilde bir (x1; x2; :::; xp; y1; :::; yn�p) koordinat sistemi vard¬r.

Böylece (2n+ 1)- boyutlu M de¼gme manifoldunun her bir noktas¬n¬n bir komşu-

lu¼gu üzerinde

� = dz �
nX
i=1

yidxi

olacak şekilde (xi; yi; z) ; (i = 1; 2; ::; n) koordinatlar¬vard¬r.

(2n+ 1)- boyutlu Öklid uzay¬R2n+1 de

�
x1; x2; :::; xn; y1; y2:::; yn; z

�
kartezyen koordinatlar¬n¬alal¬m. R2n+1 de bir 1� form �0 olmak üzere

�0 = dz �
nX
i=1

yidxi

ile tan¬mlans¬n. O zaman,

�0� (d�0)
n 6= 0

d¬r. Burada �0; R2n+1 üzerinde bir de¼gme formdur denir, [22].
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Örnek 3.2.5.

(2n+ 1) boyutlu bir Öklid uzay¬R2n+1 olsun. O zaman (xi; yi; z) ; i = 1; 2; :::n

kartezyen koordinatlar olmak üzere

� = dz �
nX
i=1

yidxi

1-formu R2n+1 üzerinde bir de¼gme formudur. O zaman � vektör alan¬
�
@
@z

�
dir.

Gerçekten de

� (�) = �

�
@

@z

�
= dz

�
@

@z

�
�

nX
i=1

yidxi
�
@

@z

�
= 1

olur.

n = 2 için �� (d�)n 6= 0 oldu¼gunu gösterelim.

� = dz � y1dx1 � y2dx2

d� = �dy1�dx1 � dy2�dx2

(d�)2 =
1

2!
(d��d�)

=
1

2!

�
dy1�dx1�dy2�dx2 + dy2�dx2�dy1�dx1

�
=

1

2!
2dy1�dx1�dy2�dx2

�� (d�)2 =
�
dz � y1dx1 � y2dx2

�
�
�
dy1�dx1�dy2�dx2

�
= dz�dy1�dx1�dy2�dx2

dz�dy1�dx1�dy2�dx2 6= 0

oldu¼gundan

�� (d�)n 6= 0

olur.
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3.3. HEMEN HEMEN DE¼GME MAN·IFOLDLARININ TORS·IYON

TENSÖRÜ

Hemen hemen de¼gme yap¬s¬ (�; �; �) olan bir (2n+ 1) boyutlu hemen hemen

de¼gme manifold M olsun. R; bir reel do¼gruyu göstermek üzere M � R çarp¬m

manifoldunu düşünelim. O zaman M � R üzerinde her bir vektör alan¬�
X; f

d

dt

�
biçimindedir. Burada X ile M ye te¼get bir vektör alan¬, t ile R nin bir noktas¬n¬n

koordinat¬ve f ile de M �R de bir fonksiyon gösterilmektedir. M �R nin tanjant

uzay¬üzerinde bir j lineer dönüşümünü

j

�
X; f

d

dt

�
=

�
�X � f�; � (X) d

dt

�
şeklinde tan¬mlayal¬m. O zaman

j2 = �I

elde ederiz ve bu yüzden j lineer dönüşümü M � R üzerinde bir hemen hemen

kompleks yap¬olur. Gerçekten de

j2
�
X; f

d

dt

�
= j

�
�X � f�; � (X) d

dt

�
=

�
� (�X � f�)� � (X) �; � (�X � f�) d

dt

�
=

�
�2X � � (f�)� � (X) �; (� (�X)� � (f�)) d

dt

�
=

�
�X + � (X) � � f�� � � (X) �; (0� f� (�)) d

dt

�
=

�
�X � f0;�f1 d

dt

�
=

�
�X;�f d

dt

�
j2
�
X; f

d

dt

�
= �

�
X; f

d

dt

�
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oldu¼gundan

j2 = �I

ve dolay¬s¬yla j dönüşümü M � R üzerinde bir hemen hemen kompleks yap¬d¬r.

Tan¬m 3.3.1.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve �,M üzerinde bir (1; 1) tipinde bir tensör

alan¬olmak üzere, 8X; Y 2 �(M) için

N� : �(M)� �(M)! � (M)

olmak üzere

N� (X; Y ) = �
2 [X; Y ] + [�X; �Y ]� � [�X; Y ]� � [X;�Y ]

şeklinde tan¬mlanan (1; 2) tipindeki tensör alan¬na � nin Nijenhuis tensör alan¬

denir, [10].

� = J hemen hemen kompleks yap¬olmas¬halinde

NJ (X; Y ) = J2 [X; Y ] + [JX; JY ]� J [JX; Y ]� J [X; JY ]

= � [X; Y ] + [JX; JY ]� J [JX; Y ]� J [X; JY ]

şeklinde olup NJ tensör alan¬na J hemen hemen kompleks yap¬s¬n¬n Nijenhuis tor-

siyon tensörü denir, [22].

Tan¬m 3.3.2.

Bir hemen hemen kompleks metrik manifold M , M üzerindeki hemen hemen

kompleks yap¬J olsun. J nin Nijenhuis tensör alan¬NJ olmak üzere NJ = 0 ise J

dönüşümüne integrallenebilirdir denir, [22].
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Tan¬m 3.3.3.

Bir (2n+1) - boyutlu hemen hemen de¼gme manifoldM ve ('; �; �) deM üzerinde

hemen hemen de¼gme manifold yap¬olsun. Reel do¼gru R olmak üzereM �R çarp¬m

manifoldu göz önüne al¬ns¬n. E¼gerM�R üzerindeki J hemen hemen kompleks yap¬s¬

integrallenebilir ise ('; �; �) hemen hemen de¼gme yap¬s¬normaldir denir, [22].

Teorem 3.3.4.

(M;'; �; �) hemen hemen de¼gme manifoldu verilsin. 8X; Y 2 �(M) için

(L�X�)Y = � (X) � (Y )� � ([�X; Y ])

(L��)X = �� (X)� � ([�;X])

(L��)X = [�; �X]� � ([�;X])

dir, [2].

34



3.4. K-DE¼GME MAN·IFOLDLARI

Tan¬m 3.4.1.

M Riemann metrigi g olan bir Riemann manifoldu ve M üzerinde bir vektör

alan¬X verilsin. M nin her bir noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda X ile meydana gelen

lokal dönüşümlerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden oluşuyor ise X

vektör alan¬na Killing vektör alan¬ad¬verilir.

Böylece X bir Killing vektör alan¬d¬r , LXg = 0 d¬r, [22].

Tan¬m 3.4.2.

De¼gme metrik yap¬s¬(�; �; �; g) olan (2n+ 1) - boyutlu bir de¼gme metrik mani-

foldM olsun. E¼ger � yap¬vektör alan¬g ye göre bir Killing Vektör alan¬ise o zaman

M üzerindeki de¼gme yap¬ya bir K-de¼gme yap¬ ve M ye de bu yap¬ile birlikte bir

K-de¼gme manifold denir, [22].

Önerme 3.4.3.

M bir de¼gme manifold olsun. O zaman M nin bir K-de¼gme manifold olmas¬için

gerek ve yeter koşul

OX� = ��X

olmas¬d¬r.

·Ispat. M bir K-de¼gme manifold olsun. O zaman � vektör alan¬g ye göre bir

Killing vektör alan¬d¬r, yani

L�g = 0
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d¬r. 8 X; Y 2 � (M) için

L�g (X; Y ) = L� (g (X; Y ))� g (L�X; Y )� g (X;L�Y )

= � (g (X; Y ))� g (O�X � OX�; Y )� g (X;O�Y � OY �)

= � (g (X; Y ))� g (O�X; Y ) + g (OX�; Y )� g (X;O�Y ) + g (X;OY �)

= � (g (X; Y ))� g (O�X;Y )� g (X;O�Y ) + g (OX�; Y ) + g (X;OY �)

0 = (L�g) (X; Y ) = g (OX�; Y ) + g (X;OY �)

oldu¼gundan

g (OX�; Y ) = �g (X;OY �)

dir. g ye göre r Riemann koneksiyonu için

2g (OXY; Z) = Xg (Y; Z) + Y g (X;Z)� Zg (X;Y )

+g ([X; Y ] ; Z) + g ([Z;X] ; Y )� g ([Y; Z] ; X)

dir. Y yerine �; Z yerine de Y yaz¬l¬rsa

2g (OX�; Y ) = Xg (�; Y ) + �g (X;Y )� Y g (X; �)

+g ([X; �] ; Y ) + g ([Y;X] ; �)� g ([�; Y ] ; X)

= X� (Y ) + �g (X; Y )� Y � (X) + g ([X; �] ; Y )

�� ([X; Y ])� g ([�; Y ] ; X)

olur. Benzer şekilde

2g (OY �;X) = Y g (�;X) + �g (Y;X)�Xg (Y; �)

+g ([Y; �] ; X) + g ([X; Y ] ; �)� g ([�;X] ; Y )

= Y � (X) + �g (X;Y )�X� (Y )� g ([�; Y ] ; X)

+� ([X; Y ]) + g ([X; �] ; Y )
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bulunur. Böylece

2g (OX�; Y )� 2g (X;OY �) = 2 [g (OX�; Y )� g (X;OY �)]

= X� (Y ) + �g (X; Y )� Y � (X) + g ([X; �] ; Y )� � ([X; Y ])

�g ([�; Y ] ; X)� Y � (X)� �g (X; Y ) +X� (Y ) + g ([�; Y ] ; X)

�� ([X; Y ])� g ([X; �] ; Y )

= 2 (X� (Y )� Y � (X)� � [X;Y ])

= 2 (2d� (X;Y ))

olaca¼g¬ndan

g (OX�; Y )� g (X;OY �) = 2d� (X; Y )

olur. g ye göre Killing vektör alan¬� iken

g (OX�; Y ) = �g (X;OY �)

oldu¼gundan

g (OX�; Y ) + g (OX�; Y ) = 2d� (X; Y )

2g (OX�; Y ) = 2d� (X; Y )

g (OX�; Y ) = d� (X; Y )

dir.

d� (X; Y ) = g (X;�Y ) = �g (�X; Y )

eşitli¼ginin kullan¬lmas¬yla

g (OX�; Y ) = �g (�X; Y ) = g (��X; Y )

bulunur. 8Y 2 � (M) için

g (OX�; Y ) = g (��X; Y )
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oldu¼gundan

OX� = ��X

dir.

3.5. SASAKIAN MAN·IFOLDLAR

Tan¬m 3.5.1.

M; de¼gme metrik yap¬s¬(�; �; �; g) olan (2n+ 1)-boyutlu bir de¼gme metrik mani-

foldu olsun. E¼ger M nin de¼gme metrik yap¬s¬normal ise, M bir Sasakian yap¬ya ya

da normal de¼gme metrik yap¬ya sahiptir denir. Sasakian yap¬ya sahip (M;�; �; �; g)

beşlisine Sasakian manifold (veya normal de¼gme metrik manifold ) denir, [22].

Teorem.3.5.2.

(2n+ 1) boyutlu birM Riemann manifoldu üzerinde bir (�; �; �; g) hemen hemen

de¼gme metrik yap¬s¬bir Sasakian yap¬d¬r. , 8X; Y 2 � (M) için

(rX�)Y = g (X;Y ) � � � (Y )X (3.5.1)

dir, [22].

Sonuç.3.5.3.

M bir Sasakian manifold ve M nin e¼grilik tensörü R olmak üzere

R (X; Y ) � = � (Y )X � � (X)Y

dir, [22].

·Ispat. M bir Sasakian manifold olsun. Bu takdirde

8X; Y 2 � (M) ve 8� 2 � (M) vektör alanlar¬için R e¼grilik tensör

R (X; Y ) � = rXrY � �rYrX� �r[X;Y ]�

= rX (rY �)�rY (rX�)�r[X;Y ]�
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dir. rX� = ��X oldu¼gundan

R (X; Y ) � = rX (��Y )�rY (��X)� (�� ([X;Y ]))

= �rX (�Y ) +rY (�X) + � [X; Y ]

= � (rX�)Y � �rXY + (rY �)X + �rYX + � [X; Y ]

= � (rX�)Y + (rY �)X � � (rXY �rYX � [X; Y ])

= � (rX�)Y + (rY �)X

elde edilir. Ayr¬ca (3.5.1) eşitli¼ginden

R (X; Y ) � = �g (X; Y ) � + � (Y )X + g (Y;X) � � � (X)Y

= � (Y )X � � (X)Y

olur.

Teorem 3.5.4.

(2n+ 1)�boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M üzerinde bir birim Killing

vektör alan¬� verilsin. M nin e¼grilik tensörünü R ile gösterelim. Bu takdirde M

Sasakian manifolddur ,

R (X; �)Y = �g (X; Y ) � + � (Y )X (3.5.2)

dir, [22].

·Ispat. M bir Sasakian manifold olsun. Bu takdirde 8X; Y 2 � (M) ve 8� Killing

vektör alan¬için R e¼grilik tensörü

R (X; �)Y = rXrY � �rrXY �

= rX (rY �)�rrXY �
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dir. rX� = ��X oldu¼gundan

R (X; �)Y = rX (��Y )� (�rXY )

= �rX (�Y ) + �rXY

= � (rX�)Y � �rXY + �rXY

= � (rX�)Y

= �g (X; Y ) � + � (Y )X

olur.

Tersine,M üzerinde bir � birim Killing vektör alan¬seçilir ise (3.5.2) sa¼gland¬¼g¬n-

dan Teorem (3.5.2) gere¼gince M bir Sasakian manifolddur.

Sonuç 3.5.5

M bir Sasakian manifold olsun. � bir birim Killing vektör alan¬olmak üzere

8X; Y 2 � (M) için

R (X; �)Y = � (rX�)Y

dir, [22].

Sonuç 3.5.6.

M bir Sasakian manifold olsun. � Killing vektör alan¬na ortagonal olan X birim

vektörleri için

R (X; �)X = �

dir, [10].
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Sonuç.3.5.7.

(2n+ 1)-boyutlu bir Sasakian manifold (M;�; �; �; g) olsun. 8X; Y 2 � (M) için

R (X; Y )�Z = �R (X;Y )Z + g (�X;Z)Y � g (Y; Z)�X (3.5.3)

+g (X;Z)�Y � g (�Y; Z)X

dir, [22].

Sonuç.3.5.8.

(2n+ 1)-boyutlu bir Sasakian manifold (M;�; �; �; g) olsun. 8X; Y 2 � (M) için

R (X; Y )Z = ��R (X; Y )�Z + g (Y; Z)X � g (X;Z)Y

�g (�Y; Z)�X + g (�X;Z)�Y

dir, [22].

·Ispat.

(3.5.3) denkleminin her iki taraf¬na � dönüşümünü uygularsak

�R (X; Y )�Z = �2R (X; Y )Z � g (Y; Z)�2X + g (X;Z)�2Y

+g (�X;Z)�Y � g (�Y; Z)�X

elde ederiz. Böylece (3.1.2) den

�R (X; Y )�Z = �R (X;Y )Z + g (Y; Z)X � g (X;Z)Y

+g (�X;Z)�Y � g (�Y; Z)�X

R (X; Y )Z = ��R (X;Y )�Z + g (Y; Z)X � g (X;Z)Y

+g (�X;Z)�Y � g (�Y; Z)�X

dir.
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Tan¬m.3.5.9.

Sasakian yap¬s¬ (M;�; �; �; g) olan (2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifold M

olsun. � Killing vektör alan¬na ortogonal olan bir X birim vektörü için fX;� (X)g

ortonormal olacak sekilde bulunabiliyor ise fX;� (X)g düzlemi ileM nin ara kesitine

M de bir ��kesit ad¬verilir. Bu durumda

K (X;� (X)) = g (R (X;�X)�X;X)

kesit e¼grili¼gine M nin bir ��kesit e¼grili¼gi ad¬verilir, [22].

Tan¬m.3.5.10.

Sasakian yap¬s¬ (M;�; �; �; g) olan (2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifold M

olsun. M sabit �-kesit e¼grili¼gine sahip ve bu e¼grilik c ise Sasakian uzay formu

olarak adland¬r¬l¬r ve M (c) ile gösterilir, [21].

Teorem.3.5.11.

M (c) Sasakian uzay formunun R e¼grilik tensörü için 8X; Y; Z 2 � (M) olmak

üzere

R (X; Y; Z) =
1

4
(c+ 3) [g (Y; Z)X � g (X;Z)Y ]� 1

4
(c� 1) [� (X) � (Z)Y

�� (Y ) � (Z)X + g (X;Z) � (Y ) � � g (Y; Z) � (X) �

+g (�Y; Z)�X � g (�X;Z)�Y + 2g (�X; Y )�Z]

dir, [22].

42



4. BÖLÜM

4.1. DE¼GME MAN·IFOLDLARIN SLANT ALTMAN·IFOLDLARI

Tan¬m 4.1.1.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M ve � 2

� (M) olsun. M üzerinde indirgenmi̧s metrik g ve Levi-Civita konneksiyonur olmak

üzere herhangi bir X 2 � (M) için

�X = TX +NX (4.1.1)

şeklinde ifade edilir. Burada TX; �X in te¼get bileşeni ve NX;�X in normal bileşeni-

dir. O halde T bir tanjant demeti endomor�zmi ve N normal-demet de¼gerli bir

1-formdur.

(4.1.1) de N = 0 ise , yani 8X 2 � (M) için �X 2 � (M) ise M altmanifolduna

invaryant altmanifold denir. Di¼ger taraftan e¼ger T = 0 ise , yani 8X 2 � (M) için

�X 2 �? (M) ise M altmanifolduna anti-invaryant altmanifold denir.

Şimdi � vektör alan¬n¬n M ye te¼get oldu¼gunu kabul edelim. Böylece � (M) de �

ye ortogonal distrübüsyonu D ile gösterirsek

� (M) = D� < � >

ortogonal toplam¬n¬göz önüne alabiliriz.



Teorem 4.1.2.

Bir de¼gme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda

herhangi bir X;Y 2 � (M) için

g (TX; Y ) + g (X;TY ) = 0 (4.1.2)

d¬r.

·Ispat. (3.1.6) eşitli¼ginde (4.1.1) yerine yaz¬l¬rsa

g (TX +NX; Y ) + g (X;TY +NY ) = 0

elde edilir. Buradan, g metri¼gi lineer oldu¼gundan

g (TX; Y ) + g (NX; Y ) + g (X;TY ) + g (X;NY ) = 0

yaz¬labilir. X 2 � (M) ve NY 2 �? (M) oldu¼gundan g (NX; Y ) = 0 ve ayn¬şekilde

g (X;NY ) = 0 d¬r. Buradan

g (TX; Y ) + g (X;TY ) = 0

bulunur.

(4.1.1) deki eşitlik endomor�zm do¼gurur. Bu T endomor�zminin karesi olan T 2; Q

ile gösterilsin. M üzerinde tan¬mlanan T ve Q endomor�zmleri (1; 1)-tipinde birer

tensör alan¬d¬r.

Böylece; T 2, yani Q self-adjointtir.

T;Q ve N tensör alanlar¬n¬n kovaryant türevleri, 8X 2 � (M) için

(rXT )Y = rXTY � TrXY (4.1.3)

(rXQ)Y = rXQY �QrXY

(rXN)Y = r?
XNY �NrXY

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 4.1.3.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifolduM nin bir altmanifolduM olsun. Her

bir p 2M ve Xp 2 TpM için fXp; �pg vektörleri lineer ba¼g¬ms¬z olmak üzere �Xp ve

TpM aras¬ndaki �(Xp) Writinger aç¬s¬, p ve Xp nin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬z ise M ye,

M de slant altmanifold denir. � = �(Xp) sabit aç¬s¬na, M nin M üzerindeki slant

aç¬s¬denir, sla(M) ile gösterilir ve �(Xp) 2 [0; �=2] dir.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldunun ;

� anti-invaryant altmanifoldlar¬�=2 slant aç¬l¬slant altmanifoldlard¬r,

� invaryant altmanifoldlar¬ise s¬f¬r slant aç¬l¬slant altmanifoldlard¬r.

Bir slant altmanifold invaryant ya da anti-invaryant de¼gil ise proper slant alt-

manifold olarak adland¬r¬l¬r, [6].

Teorem 4.1.4.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M ve � 2

� (M) olsun. Bu durumda M nin slant olmas¬için gerek ve yeter şart

T 2 = �� (I � � 
 �) (4.1.4)

eşitli¼gini sa¼glayan � 2 [0; 1] sabitinin mevcut olmas¬d¬r. Ayr¬ca bu durumda M nin

slant aç¬s¬� ise

� = cos2 �

d¬r, [4].

·Ispat. Kabul edelim ki M slant altmanifold olsun. 8X 2 � (M) için TX ile �X

aras¬ndaki aç¬� ise

cos � (X) =
k�Xk
kTXk = sbt

45



dir. Di¼ger taraftan

cos � (X) =
g (�X; TX)

k�Xk kTXk

=
g (TX; TX)

k�Xk kTXk

=
kTXk2

k�Xk kTXk

=
kTXk
k�Xk

bulunur. Buradan

kTXk = k�Xk cos � (X)

g (TX; TX) = g (�X; �X) cos2 � (X) (4.1.5)

elde edilir. (4.1.5) den

�g
�
X;T 2X

�
= g (�X; �X) cos2 � (X)

g
�
X;T 2X

�
= g

�
X;�2X

�
cos2 � (X)

T 2X = cos2 � (X)�2X

T 2X = � cos2 � (X) (X � � (X) �)

bulunur. cos2 � = � 2 [0; 1] oldu¼gundan

T 2 = �� (I � � 
 �)

bulunur.

Tersine T 2 = �� (I � � 
 �) olacak şekilde bir � sabiti mevcut olsun. O zaman
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X 2 � (M)� h�i için

cos � (X) =
g (�X; TX)

k�Xk kTXk

=
g (TX +NX; TX)

k�Xk kTXk

=
g (TX; TX) + g (NX; TX)

k�Xk kTXk

=
g (TX; TX)

k�Xk kTXk

= � g (X;T 2X)

k�Xk kTXk

= ��
g
�
X;�2X

�
k�Xk kTXk

=
�� [�g (�X; �X)]
k�Xk kTXk

=
��
�
�k�Xk2

�
k�Xk kTXk

= �
k�Xk
kTXk

olur.

Di¼ger taraftan

cos � (X) =
kTXk
k�Xk

dir. Böylece

cos � (X) = �
k�Xk
kTXk ve cos � (X) =

kTXk
k�Xk

oldu¼gundan taraf tarafa bu eşitlikler çarp¬l¬rsa,

� = cos2 � (X)

elde edilir. O halde � (X) sabittir ve dolay¬s¬yla M slantt¬r.
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Sonuç.4.1.5.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldu M nin � aç¬s¬na sahip bir slant alt-

manifoldu M olsun. Bu takdirde herhangi bir X; Y 2 � (M) için

g (TX; TY ) = cos2 � (g (X; Y )� � (X) � (Y )) ; (4.1.6)

g (NX;NY ) = sin2 � (g (X; Y )� � (X) � (Y )) (4.1.7)

dir, [4].

·Ispat. (4.1.2) de X yerine TX yaz¬l¬r ve (4.1.4) eşitli¼gi uygulan¬rsa

g (TX; TY ) = �g
�
T 2X; Y

�
g (TX; TY ) = �g

�
� cos2 � (X � � (X) �) ; Y

�
= �

�
� cos2 �g (X; Y ) + cos2 �� (X) g (�; Y )

�
= cos2 � (g (X; Y )� � (X) � (Y ))

bulunur ve (4.1.6) ispatlanm¬̧s olur.

(4.1.7) nin ispat¬için (3.1.5) ve (4.1.1) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

g (�X; �Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

g (TX +NX; TY +NY ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

g (TX; TY ) + g (TX;NY ) + g (NX; TY ) + g (NX;NY ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

g (TX; TY ) + g (NX;NY ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

g (NX;NY ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

�g (TX; TY )

elde edilir. (4.1.6) dan g (TX; TY ) çekilerek bu eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

g (NX;NY ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )�
�
cos2 � (g (X; Y )� � (X) � (Y ))

�
=

�
1� cos2 �

�
(g (X; Y )� � (X) � (Y ))

= sin2 � (g (X; Y )� � (X) � (Y ))
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bulunur. Böylece (4.1.7) ispatlanm¬̧s olur.

Önerme 4.1.6.

Bir K- de¼gme manifoldu M nin bir slant altmanifoldu M olsun. M nin slant

aç¬s¬n¬� ile gösterelim. Bu takdirde herhangi bir X; Y 2 � (M) için

(rXQ)Y = cos
2 � (g (X;TY ) � � � (Y )TX)

dir, [4].

·Ispat. M , M nin slant altmanifoldu olsun.

(rXQ)Y = rXQY �QrXY

oldu¼gundan

g ((rXQ)Y; Z) = g (rXQY;Z)� g (QrXY; Z)

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan

rXg (QY;Z) = (rXg) (QY;Z) + g (rXQY;Z) + g (QY;rXZ)

g (rXQY;Z) = rXg (QY;Z)� g (QY;rXZ)

= rXg
�
T 2Y; Z

�
� g

�
T 2Y;rXZ

�
= rXg (��Y + �� (Y ) �; Z)� g (��Y + �� (Y ) �;rXZ)

= ��rXg (Y; Z) + �� (Y )rXg (�; Z) + �g (Y;rXZ)

��� (Y ) g (�;rXZ)

= �� ((rXg) (Y; Z) + g (rXY; Z) + g (Y;rXZ))

+�� (Y ) ((rXg) (�; Z) + g (rX�; Z) + g (�;rXZ))

+�g (Y;rXZ)� �� (Y ) � (rXZ)

= ��g (rXY; Z)� �g (Y;rXZ) + �� (Y ) g (rX�; Z)

+�� (Y ) � (rXZ) + �g (Y;rXZ)� �� (Y ) � (rXZ)

g (rXQY;Z) = ��g (rXY; Z)� �� (Y ) g (�X;Z)
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bulunur. Di¼ger taraftan

g (QrXY; Z) = g
�
T 2rXY; Z

�
= g (��rXY + �� (rXY ) �; Z)

= ��g (rXY; Z) + �� (rXY ) � (Z)

bulunur. Bu durumda

g ((rXQ)Y; Z) = ��g (rXY; Z)� �� (Y ) g (�X;Z) + �g (rXY; Z)� �� (rXY ) � (Z)

= �� (� (Y ) g (�X;Z) + � (rXY ) � (Z))

olur. Böylece

(rXQ)Y = �� (� (Y )�X + � (rXY ) �) (4.1.8)

olur. Ayr¬ca

rXg (Y; �) = g (rXY; �) + g (Y;rX�)

= g (rXY; �) + g (Y;��X)

= g (rXY; �)� g (Y; �X)

dir. Buradan

� (rXY ) = g (�X; Y ) (4.1.9)

bulunur. (4.1.8) eşitli¼ginde (4.1.9) yerine yaz¬l¬rsa

(rXQ)Y = �� (� (Y )TX + g (�X; Y ) �)

= cos2 � (g (X;TY ) � � � (Y )TX)

bulunur.
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Önerme 4.1.7.

Bir M hemen hemen de¼gme metrik manifoldunun altmanifoldu M ve � 2 � (M)

olsun. E¼ger herhangi bir X; Y 2 � (M) için

(rXT )Y = � (g (X;Y ) � � � (Y )X) (4.1.10)

olacak şekilde bir � fonksiyonu mevcut ise herhangi bir X; Y 2 � (M) için

(rXQ)Y = � (g (X;TY ) � � � (Y )TX)

dir, [4].

·Ispat. (4.1.10) da Y yerine TY yaz¬l¬r ve (4.1.3) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

(rXT )TY = � (g (X;TY ) � � � (TY )X)

rXT (TY )� T (rXTY ) = � (g (X;TY ) � � � (TY )X)

rXT (TY ) = � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + T (rXTY )

elde edilir. Di¼ger taraftan Q = T 2 oldu¼gundan (4.1.3) den

(rXQ)Y =
�
rXT

2
�
Y

= rXT
2 (Y )� T 2rX (Y )

= rXT (TY )� T (T (rXY ))

bulunur. Burada yukar¬da verilen rXT (TY ) nin eşiti yerine yaz¬l¬r ve (4.1.3) ile

(4.1.10) eşitlikleri kullan¬l¬rsa

(rXQ)Y = � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + T (rXTY )� T (T (rXY ))

= � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + T (rXTY )� T (rXTY � (rXT )Y )

= � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + T (rXTY )� T (rXTY ) + T (rXT )Y

= � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + T (rXT )Y
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olur. Teorem (3.1.2) den �� = 0 ve � � � = 0 d¬r. �� = 0 ise (4.1.1) den

T� +N� = 0

yaz¬labilir. Buradan te¼get ve normal bileşenlerin her ikiside s¬f¬r olaca¼g¬ndan T� = 0

ve N� = 0 elde edilir. Di¼ger taraftan 8X 2 � (M) için � (�X) = 0 oldu¼gundan

� (TX +NX) = 0

� (TX) + � (NX) = 0

bulunur. Buna göre eşitli¼gin sol yan¬ndaki te¼get ve normal bileşenlerin s¬f¬r olmas¬

gerekti¼ginden � (TX) = 0 yani � � T = 0 olur.

(rXQ)Y = � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + T (� (g (X; Y ) � � � (Y )X))

= � (g (X;TY ) � � � (TY )X) + �g (X; Y )T� � � (Y )TX

eşitli¼ginde T� = 0 ve � � T = 0 yerine yaz¬l¬rsa

(rXQ)Y = �g (X;TY ) � � � (Y )TX

bulunur.
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Lemma 4.1.8.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldu M nin bir anti-invaryant olmayan

slant altmanifoldu M olsun. Bu takdirde M , indirgenmi̧s metri¼ge göre � vektör

alan¬ yap¬s¬ ve � = (sec �)T ile verilen hemen hemen de¼gme yap¬ ile bir hemen

hemen de¼gme metrik manifolddur. Burada �, M nin slant aç¬s¬d¬r, [5].

·Ispat. 8X 2 � (M) için Teorem 4.1.4 �den

T 2X = cos2 � (�X + � (X) �)

yaz¬labilir. Buradan
T 2X

cos2 �
= �X + � (X) �

bulunur. Ayr¬ca,

� = (sec �)T

eşitli¼ginden

�
2
X = �X + � (X) � (4.1.11)

bulunur. Di¼ger taraftan (4.1.2) den herhangi X ve Y vektör alanlar¬için

g (TX; TY ) = �g
�
T 2X;Y

�
yaz¬labilir. Burada (4.1.4) eşitli¼gi yerine yaz¬l¬rsa

g (TX; TY ) = �g
�
� cos2 � (X � � (X) �) ; Y

�
= cos2 �g (X; Y )� cos2 �� (X) g (�; Y )

= cos2 � (g (X; Y )� � (X) � (Y ))

bulunur. � = (sec �)T oldu¼gundan son eşitlik

g
�
�X; �Y

�
= g (X; Y )� � (X) � (Y ) (4.1.12)

şeklini al¬r.
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(4.1.11) ve (4.1.12) eşitliklerinden
�
�; �; �; g

�
, M üzerinde bir hemen hemen

de¼gme metrik yap¬d¬r.

De¼gme geometride , Kaehlerian slant altmanifoldlara benzer kavram , [4] de

gösterildi¼gi gibi herhangi bir X; Y tanjant alanlar¬için

(rXT )Y = cos
2 � (g (X; Y ) � � � (Y )X) (4.1.13)

eşitli¼gini sa¼glayan uygun � slant altmanifoldlar¬ile verilir. Fakat bu durumda � ile

verilen hemen hemen de¼gme metrik yap¬bir Sasakian yap¬de¼gildir.

Çünkü (4.1.13) den herhangi bir X; Y 2 � (M) için

�
rX�

�
Y = cos � (g (X; Y ) � � � (Y )X)

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Fakat M üzerinde bir Sasakian yap¬ elde etmek için

(4.1.13) şart¬n¬de¼gi̧stirebiliriz. E¼ger herhangi bir X; Y 2 � (M) için

(rXT )Y = cos � (g (X; Y ) � � � (Y )X) (4.1.14)

ise M nin � ile verilen indirgenmi̧s bir Sasakian yap¬ya sahip oldu¼gu ispatlanabilir.

Bununla birlikte aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Önerme 4.1.9.

(4.1.14) eşitli¼gini sa¼glayan bir K- de¼gme manifoldun uygunM slant altmanifold-

lar¬mevcut de¼gildir, [16].

·Ispat. Yukar¬daki iki önerme ve (4.1.14) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

(rXT )Y = cos � (g (X; Y ) � � � (Y )X)

oldu¼gundan Önerme 4.1.7 ye göre

(rXQ)Y = cos � (g (X;TY ) � � � (Y )TX)
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olur. Halbuki bir K- de¼gme manifoldun bir slant altmanifoldunun mevcut olmas¬

için Önerme 4.1.6�n¬n sa¼glanmas¬gerekir.

Gerçekten , e¼gerM uygun bir slant altmanifold ise � indirgenmi̧s yap¬n¬n de¼gme

metrik yap¬olmad¬¼g¬n¬görmek kolayd¬r, Çünkü herhangi bir X; Y 2 � (M) için

� (X; Y ) = g
�
X;�Y

�
= sec �g (X;TY ) = sec �d� (X; Y )

dir. HalbukiM bir Sasakian manifolddur ve böylece bir de¼gme metrik manifolddur.

Teorem 4.1.10.

Bir K- de¼gme manifold M nin bir altmanifoldu M ve � 2 � (M) olsun. � 2

[0; �=2] olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler denktir, [16].

i) M; � slant aç¬s¬ile M de slantt¬r.

ii) Herhangi bir x 2 � (M) için �x i kapsayan TxM nin her 2-düzleminin kesitsel

e¼grili¼gi cos2 � d¬r.

O halde aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.1.11.

Bir K- de¼gme manifoldu M nin bir slant altmanifoldu M olsun. Bu takdirde,

M nin K-de¼gme olmas¬ için gerek ve yeter şart M nin bir invaryant altmanifold

olmas¬d¬r, [5].

·Ispat. Teorem 4.1.10�dan do¼grudan görülebilir. Terside bilinen bir sonuçtur.

Böylece, bir Sasakian manifoldun bir non-invaryant slant altmanifoldu üzerine

ne bir Sasakian ne de bir K- de¼gme yap¬indirgemek mümkün de¼gildir.
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4.2. 3-BOYUTLU SLANT ALTMAN·IFOLDLAR

Lemma 4.2.1.

Bir hemen hemen de¼gme metrik manifoldu M nin, 3-boyutlu bir altmanifoldu

M olsun. � vektör alan¬M ye te¼get olmak üzere, M ye te¼get e1; e2 vektör alanlar¬

için, fe1; e2; �g ortonormal baz¬

Te1 = �e2 , Te2 = ��e1

eşitliklerini sa¼glar.

Burada �;M üzerinde lokal olarak tan¬ml¬bir fonksiyondur. E¼ger M; � slant

aç¬s¬ile slant ise � = cos � d¬r, [6].

�
M;�; �; �; g

�
ile
�
M;�; �; �; g

�
iki hemen hemen de¼gme metrik manifold olmak

üzere

' :
�
M;�; �; �; g

�
!
�
M;�; �; �; g

�
dönüşümü bu iki hemen hemen de¼gme metrik manifold aras¬nda bir immersiyon

olsun. Farzedelim ki bu immersiyon izometrik olsun yani x 2M için

g = '�g ve '�x�x = �'(x)

Özel olarak � 2 � (M) dir.

� ve � s¬ras¬ileM veM nin temel 2-formlar¬olsunlar. M üzerindeX; Y 2 � (M)

için

'�� (X; Y ) = � ('�X;'�Y ) = g ('�X;�'�Y )

şeklinde tan¬ml¬'�� temel 2-formunu gözönüne alal¬m.

Şimdi herhangi bir X 2 � (M) için X ve '�X i özdeş alaca¼g¬z.
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E¼ger M , 3- boyutlu ve '; � slant aç¬l¬ bir immersiyon ise, o halde � ile '��

aras¬nda aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬verilebilir.

Önerme 4.2.2.

Yukar¬daki şartlarda

'�� = +(cos �) �

dir, [5].

·Ispat. ·Immersiyon anti-invariyant ise

'�� = 0

oldu¼gu için sonuç aşikard¬r. Böylece ' yi anti-invaryant olmayan bir slant immer-

siyon olarak kabul ederiz.

e1; M ye te¼get ve � ye dik bir birim lokal vektör alan¬olsun. E¼ger

e2 = (sec �)Te1

al¬rsak Sonuç 4.1.5�den fe1;e2; �g nin � (M) nin bir lokal ortonormal çat¬s¬oldu¼gunu

biliyoruz. O halde

�e1 = g
�
�e1; e2

�
e2

g
�
�e1; �e1

�
= g

�
�e1; e2

�
g
�
�e1; e2

�
olur. Şimdi

�e1 = +e2; �e2 = +e1 (4.2.1)

oldu¼gundan

g
�
�e1; �e1

�
= 1

57



oldu¼gu aç¬kt¬r.

X = X1e1 +X
2e2 + � (X) �

Y = Y 1e1 + Y
2e2 + � (Y ) �

iki lokal tanjant vektör alanlar¬olsunlar. O halde (4.2.1) den

� (X; Y ) = g
�
X;�Y

�
= +X1Y 2+X2Y 1 (4.2.2)

olur. Di¼ger taraftan

TY = � cos �Y 2e1 + cos �Y 1e2

oldu¼gundan

'�� (X; Y ) = � ('�X;'�Y ) = g (X;�Y ) = g (X;TY )

= � cos �X1Y 2 + cos �X2Y 1 (4.2.3)

dir. Böylece (4.2.2) ve (4.2.3) den sonuç görülür.

Şimdi Önerme 4.2.2 kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Teorem 4.2.3.

�
M;�; �; �; g

�
ve
�
M;�; �; �; g

�
iki de¼gme metrik manifold olsun.

'�� = �

olacak şekilde

' :M !M

invaryant olmayan bir slant immersiyon mevcut de¼gildir. (M = 3 boyutlu), [5].

·Ispat. Teoremdeki şartlar¬sa¼glayan

' :M !M
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non-invaryant slant immersiyon mevcut oldu¼gunu kabul edelim.

Bu takdirde ' bir izometrik immersiyon ve '�� = � oldu¼gundan '�� = � ve

böylece M bir de¼gme metrik manifold oldu¼gu için

d ('��) = d� = � (4.2.4)

olur.

Önerme 4.2.2 den M bir de¼gme metrik manifold oldu¼gu için

d ('��) = '�d� = '�� = +(cos �) � (4.2.5)

elde ederiz.

Fakat e¼ger � 6= 0 ise bu durumda (4.2.4) ve (4.2.5) aras¬nda bir çeli̧ski görülür

ve bu da ispat¬tamamlar.

Sonuç 4.2.4.

Bir Sasakian manifoldu M nin 3-boyutlu bir slant altmanifoldu M olsun. Bu

takdirde M Sasakian yap¬s¬n¬n M üzerine bir K-de¼gme yap¬indirgemesi için gerek

ve yeter şart M nin bir invaryant manifold olmas¬d¬r, [5].

·Ispat. Gerek k¬sm¬Teorem 4.2.3�den do¼grudan görülür. Tersi iyi bilinen bir

sonuçtur.
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Lemma 4.2.5.

� 2 � (M) olmak üzere

' : (M; g)!
�
M;�; �; �; g

�
dönüşümü bir Riemann manifolddan bir hemen hemen de¼gme metrik manifolda

izometrik bir immersiyon olsun. boy M = m + 1 ve � (M) nin lokal bir orto-

normal çat¬s¬fe1;:::; em; �g olsun. ' immersiyonun slant olmas¬için gerek ve yeter

şart 8j; k = 1; 2; ::;m için

mX
i=1

g (�ej; ei) g (�ek; ei) = ��jk (4.2.6)

olacak şekilde sabit bir � 2 [0; 1] mevcut olmas¬d¬r. Ayr¬ca bu durumdaM nin slant

aç¬s¬� ise � = cos2 � d¬r, [5].

·Ispat. Farzedelim ki '; � aç¬s¬na sahip bir slant immersiyon olsun O halde D de

bulunan 8X birim tanjant alan¬için

mX
i=1

g (�X; ei) g (�X; ei) = cos
2 � (4.2.7)

olur. E¼ger (4.2.7) de X = ej al¬rsak

mX
i=1

g (�ej; ei) g (�ej; ei) = cos
2 �

dir. Bu da j = k ve � = cos2 � için (4.2.6) y¬verir.

Farzedelim ki j 6= k olsun. Bu takdirde

X =
1p
2
(ej + ek)

� ye dik bir birim lokal vektör alan¬d¬r. (4.2.7) kullan¬larak

cos2 � =
1

2

mX
i=1

g (�ej; ei) g (�ej; ei)+
1

2

mX
i=1

g (�ek; ei) g (�ek; ei)+
mX
i=1

g (�ej; ei) g (�ek; ei)
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elde ederiz. Bu da j 6= k için (4.2.6) y¬verir.

Tersine (4.2.6) kullan¬larak ' nin cos�1
p
� aç¬s¬ile slant oldu¼gunu görmek ko-

layd¬r.

Teorem 4.2.6.

M üzerinde bir
�
M;�; �; �; g

�
hemen hemen de¼gme metrik yap¬s¬n¬göz önüne

alal¬m. 8x 2M için

'�x�x = �'(x)

olsun. M ve M nin temel 2- formlar¬n¬s¬ras¬ile � ve � ile gösterelim.

'�� 2- formunu da göz önünde bulundural¬m. Farzedelim ki bir k 2 [�1; 1] sabiti

mevcut olsun, öyle ki

'sp�� = k�

d¬r. O halde ' slantt¬r ve cos�1 jkj slant aç¬s¬na sahiptir, [5].

·Ispat. M bir hemen hemen de¼gme metrik manifold oldu¼gu için M de

B =
�
u1; :::; um; �u1; :::; �um; �

	
ile verilen bir �� basis seçebiliriz.

M nin boyutu 2m+ 1 dir. Lemma 4.2.5�e uygulamak için 8X; Y 2 B � f�g için
mX
i=1

g (�X; ui) g (�Y; ui) +
mX
i=1

g
�
�X; �ui

�
g
�
�Y; �ui

�
(4.2.8)

de¼gerlendirmek istiyoruz. Bu durumda şimdi

'�� = k�

oldu¼gu için

g (�X; ui) = kg
�
�X; ui

�
= �kg

�
X;�ui

�
(4.2.9)

elde ederiz. � (ui) = 0 oldu¼gu için

g
�
�X; �ui

�
= kg

�
�X; �ui

�
= kg (X; ui) (4.2.10)
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dir. Bu yüzden e¼ger (4.2.9) ve (4.2.10) ¬(4.2.8) de yerine yazarsak

k2

 
mX
i=1

g
�
X;�ui

�
g
�
Y; �ui

�
+

mX
i=1

g (X; ui) g (Y; ui)

!
(4.2.11)

elde ederiz.

B de X ve Y nin seçimine göre (4.2.11) i kontrol ederek Lemma 4.2.5 de � = k2

oldu¼gunu görmek kolayd¬r. Bu yüzden, ' bir slant immersiyondur ve cos�1 jkj aç¬s¬na

sahiptir.

Sonuç 4.2.7.

M manifoldu 3- boyutlu olsun. O halde ' nin slant olmas¬için gerek ve yeter

şart '�� = k� olmak üzere bir k 2 [�1; 1] sabitinin mevcut olmas¬d¬r. Dahas¬, bu

durumda jkj = cos � d¬r, burada � slant immersiyon aç¬s¬n¬gösterir, [5].

·Ispat. Önerme 4.2.2 ve Teorem 4.2.6 kullan¬l¬rsa

'�� = +(cos �) � ve '�� = k�

oldu¼gundan

k� = +(cos �) �

olur. Bu durumda

jkj = cos �

bulunur.
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