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OZET

DEGME MANIiFOLDLARIN SLANT ALTMANIFOLDLARI

Bu ¢alismada, Degme Manifoldlarin Slant altmanifoldlar: incelenmistir.

Birinci boliim caligmanin girig kismidir.

Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilan bazi temel kavramlar, tanim ve teo-
remler verilmigtir.

Uciincii boliimde Degme Manifoldlarin temel tanim ve teoremlerine ve bazi érnek-
lere yer verilmigtir.

Doérdiincii boliimde Degme Manifoldlarin Slant altmanifoldlar: incelenmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Degme Manifold, Slant acis1, Slant altmanifold, Invaryant

altmanifold, Anti-invaryant altmanifold.
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ABSTRACT

SLANT SUBMANIFOLDS OF CONTACT MANIFOLDS

In this study structure on a Slant Submanifold of a Contact Manifold has been
studied.

The first chapter has been devoted to the introduction.

The second chapter contains some fundamental definitions and results which has
been used in other chapters.

In the third chapter fundamental definitions and theorems of Contact Manifolds
and some examples about these topics were given.

The fourth chapter contains Slant Submanifold of a Contact Manifold.

Keywords: Contact Manifold, Slant angle, Slant submanifold, Invariant sub-

manifold, Anti-invariant submanifold.
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1. BOLUM
GIRIS

Kontak (degme) geometri ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton’
un caligmalariyla ortaya ¢ikmigtir. Kontak (degme) doniigiimler teorisi daha son-
ralar1 S.Lie tarafindan bazi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulmak igin geligtiril-
mistir. Yirminci yiizyihn ilk yarisinda E.Cartan ve Darboux’ un kontak (degme)
geometrinin gelisiminde biiyiik katkilar1 olmustur. Degme manifoldlarda ¢nemli
bir yeri olan Sasakian manifoldlarinin tanimi 1960” Ii yillarda Japon matematikgi
S.Sasaki tarafindan verilmistir, [19]. Yine ayn yillarda yasayan M.Gray, K.Ogiue ve
W.M.Bootby gibi matematikgilerin galigmalar: dikkat gekmektedir, [10,17,3]. Giinii-
miizde ise bu konuda pek cok matematikci calismaktadir. Ozellikle D.E. Blair’ in
makale ve kitaplar1 bu konuyu anlamak i¢in ¢alisilmasi gereken temel kaynaklardir,
[1]. Kontak (degme) geometrinin bir ¢ok alanda uygulamalari vardir. H.Geiges
makalesinde kontak (degme) geometrinin fizik, mekanik, optik, termodinamik ve
kontrol teorisi alanlarinda nasil uygulandigim anlatmigtir, [8]. Kontak (degme)
geometride integral altmanifoldlar énemli rol oynar. Kontak (degme) geometri fizik
ve matematigin degisik alanlarinda sikga goriilen bir konudur. Son zamanlarda ise

diferensiyel geometride, degme yapi kavrami énemli yer tutmaya baglamigtir.

Invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlarim bir genellestirilmesi olan Slant alt-
manifold terimi ilk kez B.Y. Chen tarafindan 1990 yilinda ortaya konmus ve Chen,
hemen hemen Hermityan manifoldlarin Slant altmanifoldlar: tizerinde ¢aligmigtir.
Ayrica, yine aym yillarda Chen ve Tazawa, C? ve C* kompleks manifoldlarda Slant
altmanifoldlarinin érneklerini vermislerdir. 1993 yilinda, Maeda, Ohnita ve Udagawa

bir Kaehlerian manifoldun Slant altmanifoldlarini tanimlamiglardir. Daha sonra,



Lotta, 1996 yilinda bir hemen hemen degme metrik manifoldun Slant altmanifold-
larini tanimlamig ve bununla ilgili ilk ¢aligmay1 yapmigtir. Lotta, ayrica K- degme
manifoldlarin 3-boyutlu anti-invaryant olmayan Slant altmanifoldlarinin geometrisi
ile ilgili caligmalara onciilitk etmigtir. Diger taraftan, Cabrerizo ve arkadaslari bir
Sasakian manifold ile bir K- degme manifoldun Slant altmanifoldlariyla ilgilenmisler

ve yaptiklar: ¢aligmalarla bir¢ok enteresan sonug elde etmiglerdir, [4].

Bu tez ¢aligmasinda J.L. Cabrerizo, A. Carriazo, L. M. Fernandez 'in makalesin-

den yararlanilmigtir, [5].



2. BOLUM
2.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanim 2.1.1.

X bir ciimle olsun. X’ in alt ctimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. [ indis ciimlesi
olmak iizere, 7 koleksiyonu asagidaki énermeleri dogrularsa X {izerinde bir topoloji

adim alir, [14].

(i) X, o er,
(ii) VAl,AQ ET:>A1QA26T,

(iii) AiET,Z'EI7'UIAZ’€T.
1€
Tanim 2.1.2.

Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir 7 topolojisinden olugan (X, 7) ikilisine bir topolo-

jik uzay denir, [14].
Tanim 2.1.3.
X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f:X—=Y

fonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var ve f~! siirekli ise f ye X den Y ye bir
homeomorfizm (topolojik doniigiim) denir. f bir homeomorfizm oldugu zaman X ile

Y uzaylarina da topolojik olarak denktirler veya kisaca homeomorfiktirler denir, [14].
Tanim 2.1.4.

X bir topolojik uzay olsun ve farkl iki p, ¢ € X noktalarimin X deki agik komsu-
luklar sirasiyla U ve V olsun. U NV = @ olacak sekilde U ile V' yi secersek X

topolojik uzayma bir Hausdor(f uzaydur denir, [11].



Tanim 2.1.5.

M bir topolojik uzay olsun. M i¢in agagidaki onermeler dogru ise M ye n-boyutlu

topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir, [11].

(i) M bir Hausdorff uzaydir,
(ii) M nin her bir acik alt ciimlesi E" Oklid Uzayimin bir acik ciimlesine veya
E™ e homeomorfdur,

(iii) M sayilabilir coklukta agik ciimlelerle ortiilebilir.
Tanim 2.1.6.

M bir topolojik n —manifold olsun. Bir p € M noktasinin M de ki bir U agik
komsulugu, ¥ homeomorfizmi sayesinde E" nin bir V' agik altciimlesine homeomorfik

ise (U, W) ikilisine M’ nin p noktasindaki bir koordinat komsulugu (harita) denir, [11].
Tamim 2.1.7.

M, n-boyutlu topolojik bir manifold ve V,, C M agik alt ciimlelerinin {V,,} ailesi
de M’nin bir ortiisii olsun. Bu durumda her bir V,, agiginin E" deki bir U, agk
altciimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. A bir indeks ciimlesini gostermek

iizere, elde edilen (U,, ¥, ) koordinat komguluklarimin
S={(U,,V,):aec A}

ailesine M nin bir atlas: denir, [11].



Tanim 2.1.8.
n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun bir atlasi
S={(U,,V,):a€ A}

olsun. Eger

Vo (Ua) NW3(Us) # 2

olacak sekildeki V(a, §) € Ax A igin W 1o Ws ve W' oW, fonksiyonlarl, r > 0 olmak

tizere, C" smifindan diferensiyellenebilir ise S ye C" sinafindan atlas denir,[11].
Tanim 2.1.9.

n-boyutlu bir M topolojik manifoldunun C"—smifindan bir atlasi var ise M’ye
C"—simafindan diferensiyellenebilir manifold denir. Ayrica Vr € N icin S diferen-

siyellenebilir ise, o zaman M’ ye C'*° sinifindan diferensiyellenebilir manifold denir,

[11].
Tanim 2.1.10.

E™ nin iki altctimlesi U ve V olsun. Bir ¥ : U — V fonksiyonu i¢in

(i) ¥ e (U, V),
(ii) =1V — U, ¥~1 € CF(V,U), onermeleri saglaniyorsa ¥ ye C* sinifindan
diffeomorfizm denir, [11].

Tanim 2.1.11.

M bir manifold ve M de bir komguluk V' olsun. Bir p € V noktasindaki tanjant

uzay T, (V') olsun. V nin biitiin p noktalar tizerindeki tanjant uzaylarin birlesimi

U T, (V)

peV



ile gosterilsin.
Bir
T ngTp (V)—=V

dontisiimii her ¢, € T, (V)tanjant vektorii igin 7 (¢,) = p bi¢iminde tanimlansm. O

zaman V komsulugu tizerindeki bir vektér alani operatorii

X:V—-UT,(V)

peV

bi¢iminde bir fonksiyondur. Burada
ToX=1:V-=>V

dontisiimii bir 6zdeslik fonksiyonudur, [13].
Tanim 2.1.12.

T, (E") tanjant uzaymin cebirsel duali T (E") ile gosterilir ve E"in p € E"
noktasidaki kotanjant uzayr adini alir. T (E") in herbir elemanma, p € E" nok-

tasindaki kotanjant vektér adi verilir. Su halde
Ty (B") = {a" | o : T (B") — R}
dir, [13].
Tanim 2.1.13.

E" nin p € E" noktasmdaki kotanjant uzay1 T (E") olsun. Buna gore, bir

piE = YT ()
fonksiyonu igin
mon:E"—E"
olacak sekilde bir
™ U (E") — E"

peV

fonksiyonu mevcut ise 1 ya E" iistiinde bir 1-form denir, [13].



Tanim 2.1.14.

M bir C* -manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarimin uzayr (M) ve C*

fonksiyonlarimin cebiri de C*°(M,R) olmak iizere
<, > x(M) x x(M) — C*(M,R)
operatorii agagidaki 6zellikleri saglarsa M ye bir yari- Riemann manifoldu denir, [18].

(i) <,> doniigiimii 2-lineerdir,
(ii) <, > doniigtimii simetriktir,

(iii) VY e (M) icin < X, Y >=0= X =0
Tanim 2.1.15.

Bir C'*° -manifold M ve M iistiindeki vektor alanlarinin uzay1 x (M), C* fonksiy-

onlarmin cebiri de C*(M,R) olmak iizere
<, >: x(M) x x(M) — C*(M,R)

doniisiimii agagidaki sartlar: saglarsa, bu doniisiime M {izerinde Riemann metrig:

ya da metrik tensor denir, [18].

(i) <,> doniigiimii 2-lineerdir,
(ii) <,> doniisiimii simetriktir,

(iii)) < X, X >>0, < X, X >=0& X =0, X € x(M)
Tanmim 2.1.16.

Uzerinde Riemann metrigi tamimlanmis olan C'*° —manifolda, Riemann mani-
)

foldu denir, [18].



Tanim 2.1.17.

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki diferensiyellenebilir
vektor alanlarimin uzayr x (M) olmak iizere Vf, g € C* (M,R) ,VX,Y,Z € x (M)
icin

VX (M) x x (M) — x (M)
(X,)Y) =V (X,)Y)=VxY

doniistimii
i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

(i) ViorgyZ = fVxZ + gVyZ
(iii) Vx (fY) = fVxY + X (f)Y

ozelliklerini saghyorsa V’ ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve V,
e de X e gore kovaryant tirev operatori denir, [12].
Tanim 2.1.18.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde tanimli bir afin konneksiyon

olsun. VX,Y,Z € x (M) igin, V doniigiimii

(i) VxY = Vy X =[X,Y]  (Sifir torsiyon 6zelligi)
(i) Xg (Y, Z2) =g (VxY,Z)+ g (Y,VxZ) (konneksiyonun metrikle bagdas-

mast Ozelligi)

sartlarin sagliyorsa, V ya M {izerinde sifir torsiyonlu Riemann konneksiyon veya

Levi-Civita konneksiyon denir, [12].



Tanim 2.1.19.
V bir K cismi iizerinde vektor uzay: ve
L]: VXV -V
dontistimiide

(i) 2-lineer,
(i) Alterne (VX,Y € V igin [ X, Y] = —[Y, X] ),
(iii) Jakobi 6zdesligini saglar. Yani VX,Y,Z € V igin

[X7 [Y7 ZH + [Y7 [ZvXH + [Za [XvYH =0

olarak verilsin. [,] doniigiimiine, V iistiinde bir Lie operatéri denir. Bu iglemle

birlikte V' vektor uzayma Lie cebiri denir, [18].
Tamm 2.1.20.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve M {izerindeki vektér alanlarinin uzayi

X (M) olsun.
[ x (M) x x (M) — x (M)

doniigiimii Vf € C* (M, R) igin
(X, Y]f =X (Y [)-Y(X[)

seklinde [, ] operatorii x (M) iizerinde bir Lie operatoriidiir, [22].



Tanim 2.1.21.
M bir manifold olmak i{izere

p:RxM—M

(t,p) — ¢, (p)

doniisiimii agagidaki sartlar1 saglhyor ise ¢ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-

parametreli grubu adi verilir, [22].

(i) Vt € Rigin
01 p— o (p)

bir diffeomorfizm
(i) Vt,s € R ve p € M igin
Piys (0) = 1 (95 (p))
dir.
Tanim 2.1.22.

M iizerinde bir vektor alani1 X ve X ile gerilmis bir lokal doniigiimlii 1-parametreli
grup @, olsun. X tensor alanina gore bir K tensor alanmmin X yoniinde Ly K ile

gosterilen Lie tiirevi

LxK = [X, K]

olarak tanimlanr, [15].
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Tanim 2.1.23.

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. X € x (M) i¢in Lx, keyfi (s,7) tipinde
tensor alanim yine (s, 7) tipinde bir tensér alanina gotiiriir ve X vektor alanina gore

Lie tiirev operatori olarak adlandirihr, [22, 7).
Teorem 2.1.24.
(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Vf € C*°(M,R) ve VX, Y, Z € x(M) igin

(1) Lx (f) =X (f), Vf € C=(M,R),
(ii) LyY = [X,Y],VY € x (M),
(iii) Lxg (Y. 2) = X (9(Y,2)) — g (X, Y], Z) — g ([X, Z] . Y)

dir, [22, 7].
Tanim 2.1.25.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann konneksiyon

olsun. VX,Y, Z € x(M) i¢in Riemann konneksiyonu

20(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)—g(X,[Y,Z]) +¢g(Y,[Z,X])

+9(Z,[X,Y])

Kozsul formiilii ile tek tiirlii belirtilir, [22].

11



Tanim 2.1.26.

M bir Riemann manifoldu ve V ; M {iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olsun.

VXY, Z € x(M) icin

Rt X(M)x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) —» R(X,)Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ

bigiminde tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1, 3)- tipinde tensor alanidir. Bu

tensor alanma M nin Riemann egrilik tensori denir, [20].
Teorem 2.1.27.

M bir Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik tensorii olsun.

VXY, Z € x(M) igin

(1) g<R(X7Y>27W) = _9<R(KX>ZvW)a
(i) g (R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z),
(111) g(R (X, Y) Z, W) = g(R (Z, W) X,Y)

dir, [18].
Tanim 2.1.28.

(M, g) bir Riemann manifoldu ve R , (M, g) nin Riemann egrilik tensorii olsun.

VXY, Z € x(M) icin
R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y, Z)X =0

esitligi 1. Bianchi Ozdesligi olarak adlandirilir, [22].
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Tanim 2.1.29.

(M, g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann egrilik tensorii R ve V Levi-

Civita konneksiyon olsun. VXY, Z € x(M) i¢in
(VxR)(Y,Z)+ (VyR) (Z,X) + (VzR) (X,Y) =0
esitligi II. Bianchi Ozdesligi olarak adlandirilir, [22].
Tanmm 2.1.30.

M ve M sirasiyla m ve n boyutlu C*° Riemann manifoldlar ve f : M — M bir
doniistim olsun. Eger VP € M igin (f.), birebir ise f ye immersiyon (daldirma)

denir. Bu durumda M ye de M nin immersed altmanifoldu denir, [22].
Tanim 2.1.31.

f: M — M bir immersiyon olsun. Eger f, 1-1 ise f ye imbeding (gémme), M

ye de M nin gomiilen altmanifoldu ya da sadece altmanifoldu denir, [22].
Tanim 2.1.32.

(M, g) bir Riemann manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Herhangi bir
p € M noktasi i¢in

T M ={V, e T,M :3(X,,V,) =0,YX, € T,M}

ciimlesi tamimlansin. p € M noktasinda VX, € T,M icin g (X,,V,) = 0 kogulunu
saglayan V), vektortine M nin normal vektori, V, nin birim vektorii olmasi halinde
de M nin birim normal vektori denir. M nin tiim normal vektorlerini iceren 7+M

uzayma da M nin normal demeti ad1 verilir, [22].

13



Tanim 2.1.33.

M, M Riemann manifoldunun bir altmanifoldu ve M iizerindeki lineer konnek-

siyon V olsun. VX,Y € x(M)icin
VxY =VxY + h(X,Y)

seklinde tammmlanan denkleme Gauss formili denir. Burada VxY ve h(X,Y)

sirastyla VxY nin teget ve normal bilegenleridir.
b (M) x (M) = x*(M)

seklinde tanimlanan h ya M nin ikinci temel formu denir. Eger h = 0 ise M ye total

geodeziktir denir, [6].
Tanim 2.1.34.

(M, g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu M ve M nin birim normal vektor
alan1 V' olsun.

Ay : x(M) — x(M)
doniigtimii iyi tanimhdir. VX € x(M)igin
ViV = —AyX + V3V

seklinde tanimlanan bagintiya Weingarten formiili denir. — Ay X ve V)L(V sirasiyla
VxV nin teget ve normal bilegenleridir. Burada Ay ye M nin sekil operatiri, V>
ye M nin T+ M normal demetindeki konneksiyonu adi verilir. M nin sekil operatorii

ile ikinci temel formu arasinda

bagintist vardir. Burada g, M {izerine indirgenmis Riemann metrigidir, [6].

14



Tanim 2.1.35.
Reel sayilar ctimlesi iizerinde r—tane vektor uzay:
ViV, .o, Vs

olsun.

fVixVox. .. xV,—-R
olmak tizere
f(v1...01, av; + bug, vigq..0) = af (v1..0-1, v..0) + Of (V1...0-1, v5...0,)
seklinde tanmimbh ise f ye r — lineer fonksiyon denir, [12].

Tanim 2.1.36.

VixVax...xV, den R ye biitiin r—lineer fonksiyonlarin ciimlesini L (Vi Va, ..., V)

ile gosterelim. Bu ciimlede toplama ve skalerle carpma iglemleri sirasiyla
V(ug..u) € Vi x Vo x ..o xV,

icin

(f1+ f2) (ur...w,) = f1 (ug..up) + fo (ur..u,)ve X € R

Af) (ug..up) = Nf (ug...u,)
seklinde tanimlanirsa bu iki igleme gore

L(ViVa,..,V, : R)

R tizerinde bir vektor uzay: olur. Bu vektor uzayma Vi'Vy', ..., V' dual vektor uzay-

larinin tensérel ¢arpima denir ve

LOAVa Vi) = Vi@V ®.. 0V

15



ile gosterilir. Vi* ® V5 ® ... ® V¥ tensor uzaymnin her bir elemanina r.dereceden bir

tensor denir.

Vi=Vo=..=V,

ise Vi @ VY ® ... ® V¥ uzayma bir kovaryant tensér uzay: ve bu uzayin her bir ele-
manina da r.mertebeden bir kovaryant tensor denir. T" (V') veya Q" V* ile gosterilir,

[12].
Tanim 2.1.37.

Kovaryant tensorler igin verilen tamimda V' yerine V* alimirsa (V*)* uzay1 V' ye
izomorf oldugundan V* {izerinde s — lineer fonksiyonlarin vektor uzayini elde ederiz.
Bu uzaya kontravaryant uzay denir. Ty (V*) veya ®°V ile gosterilir ve bu uzayin

s.mertebeden kontravaryant tensérler denir, [12].
Tamm 2.1.38.

R reel sayilar cismi iizerinde taniml bir vektor uzay: V' ve V*, V' nin duali olsun.
LV",V*:R) = {f | f: V" X V*r+slineer R}
_

ciimlesi yukarida verilen toplama ve skalerle carpma iglemlerine gore bir vektor uza-
yidir. Buna r.mertebeden kovaryant ve s.mertebeden kontravaryant tensor uzay

denir. Bu uzayin elemanlarina da (r, s) mertebeli tensér denir. Bu uzay
T"(V)@T, (V') =" (V") @ @ (V)veya T, (V)
ile gosterilir, [12].
Tamm 2.1.39.

(M, J) bir hemen hemen kompleks manifold ve g de M {izerinde bir Riemann

metrigi olsun. VX € x(M) i¢in
9(JX,JY) =g(X,Y)
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sartim saglayan g ye bir Hermitian metrik ve (M, J, g) ye de bir hemen hemen

Hermitian manifold denir, [22].
Tamm 2.1.40.

M bir hemen hemen kompleks manifold ve g de Hermitian metrik olsun. Temel
2-form kapali yani, d® = 0 ise g ye Kaehlerian metrik denir. Uzerinde Kaehlerian

metrigi olan kompleks manifolda da bir Kaehlerian manifold denir, [22].
Teorem 2.1.41.

(M, J,g) bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. @, hemen hemen Her-
mitian yapinin temel 2- formu ve V de ¢ tarafindan tanimlanan kovaryant difer-
ensiyel operator olmak tizere; M bir Kaehlerian manifolddur gerek ve yeter sart

VxJ =0 (J, M iizerinde paralel) dir, [22].
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3. BOLUM
3.1. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLARI
Tanim 3.1.1.

M bir (2n + 1)-boyutlu manifold, ¢,&,n da M iizerinde sirasi ile (1,1)— tipinde
bir tensor alani, bir vektor alani ve bir 1 — form olsun. Eger ¢, &, 7 i¢in M iizerinde

herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere;

n(§) =1 (3.1.1)

ve

P*X = —-X +n(X)¢ (3.1.2)

ozellikleri saglaniyor ise o zaman (¢, &, n) iigliisiine M {izerinde bir hemen hemen

degme yapist ve bu yapi ile birlikte M ye de hemen hemen degme manifold denir,

[22].
Teorem 3.1.2.

(¢,&,m) hemen hemen degme yapisi igin

(i) o€ =0,
(i) 1 (¢X) = 0,
(iii) rank ¢ = 2n

dir, [22].



Ornek 3.1.3.

R3 de standart koordinatlar (z,y, z) olmak iizere

n o= %(dz—yd:v)
0
§ = QQGX(M)

¢ = x (M) (M)

doniistimiine R? de standart bazlara gore karsilik gelen matris

0 10
p=1-1 0 0
0 ¢ O

olsun. (R3, ¢, &, n) hemen hemen degme manifolddur. Gosteriniz.

Coziim. Hemen hemen degme manifold olmasi igin

nE =1

ve

P*X =-X+n(X)¢

oldugu gosterilmelidir.

Oncelikle (3.1.1) esitliginin dogrulugunu gosterecegiz.

1© = (3-van) 2

z

1 0 1 0

= 1

Boylelikle (3.1.1) esitligi saglanmugtar.
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X € x(M), X = (21,9, x3) olmak iizere (3.1.2) sartinin dogrulugunu gostere-

cegiz.

1 0 0 0
X) = (=(dz—
0 (X) (2 (d2 ydx>) (:c P A 8x3>

_ L 1
= 256’3 23/&71
1
= §($3—y$1)
0 1 0 T T
o(X) = -1 0 0 To | = | —11
0 y O T3 Y2
0 10 T2 —I1
(X)) = ¢(@X)=|-100]| -z | =| -2
0 v 0 (R —Y1
= ¢*(X) = (—a1, —3, —yz1) (3.1.3)
1
X908 = (o) + (3 - o) ) 0.0

= (=1, —22, —x3) + (0,0, 25 — y1)
= (=21, —22, —ym1) (3.1.4)

(3.1 3) ve (3.1.4) den ¢* (X) = =X 4 1 (X) € bulunur.
(3.1.1) ve (3.1.2) esitlikleri saglandigindan (R3, ¢, £, 77) hemen hemen degme mani-

folddur.
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Teorem 3.1.4.

Her bir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde bir A Riemann metrik tensor

alani

h(X,8) =n(X), VX € x (M)
olacak sekilde vardir, [22].

Ispat. M de Riemann metrik tensor alam f olsun. A yi f yardimiyla asagidaki

sekilde tanimlayalim. VXY € x (M) igin

h(X,Y)=f(X=n(X)&Y —n(Y)E) +n(X)n(Y)

dir. Buradan A nin 2-lineer, simetrik ve pozitif tanimli oldugu kolayca goriiliir.

Burada

v =¢

konumu yapilirsa

h(X,8§) = [(X=n(X)&E=n(8)E) +n(X)n (&)
h(X,§) = fX—n(X)§E-1) +n(X)1

= f(X =n(X)&0)+n(X)

= [(=¢°X,0) +n(X)

= 0+n(X)

= n(X)

bulunur.
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Teorem 3.1.5

Her bir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde bir ¢ Riemann metrik tensor

alani

n(X) =g(X,8)

ve

9(¢X,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (3.1.5)

olacak sekilde vardir, [22].
Ispat. Teorem 3.1.4 geregince M de
h(X,€) =n(X)
olacak gekilde bir h Riemann metrigi vardir. ¢ (0,2) tensor alanim

g(X,Y) =5 (h(X,Y) +h(oX,0Y) +n(X)n(Y))

N | —

olarak tanimlayalim. Burada g nin M iizerinde bir Riemann metrigi oldugu kolayca

goriilebilir.

Ayrica Y = & konumu yapilarak

(h (X, 8) + h (60X, 98) + 1 (X)n(S))

(h(X,€) +h(¢X,0) +1(X)1)

9(X,§) =

(n(X)+0+n(X)1)

(X))

NI RN RN RN -

I

=

o~
[\

= 8
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elde edilir. Diger taraftan

dir.

9 (90X, 0Y)

9 (¢X, ¢Y)

Sonug 3.1.6.

(7 (X, 9Y) + h (¢ X, ¢Y) + 1 (6X) 1 (4Y))

(h(¢X,0Y) +h (=X +n(X)&, =Y +7(Y)) +0)

RN RN

LR (OX,0Y) +h(X.Y) ~ h(X.n(¥)€)
R (X)EY) +h(n(X)&n(V)©)
SR (OX,6Y) + h(X,Y) = n(¥)h(X.6)
“n(X)R(EY) 0 (X)n (V) h(E8))
SR (OX,0Y) + h (X,¥) = 0 (¥) 7 (X)

—n(X)n (V) +n(X)n()n(S))

S (h(6X,0) + (X, Y) +n(X)n () — 20 (X) 5 (V)
S (h(OX,0Y) + A (X, V) +n(X) 9 (V) — 7 (X)n (V)

9(X,Y) =n(X)n(Y)

Buna gore agsagidaki sonug verilebilir.

M hemen hemen degme manifoldu iizerinde

n(X) =g(X,8)

g(pX,0Y) =g (X,Y) —n(X)n(Y)

olacak gekilde g Riemann metrigi igin

g(6X,Y)+g(X,9Y)=0 (3.1.6)

dir, yani ¢, anti-simetrik olacak sekilde M iizerinde bir ¢ Riemann metrigi vardir,

22].
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Ispat. Teorem 3.1.5 geregince g Riemann metrigi istenilen ozelliklerde vardir.

Buna gore
g(pX,9Y) =g(X,Y) —n(X)n(Y)
ifadesinden

g(X,Y) =g (6X,0Y) +n(X)n(Y)
vazilabilir. Bu denklemde X yerine ¢.X konumu yapilirsa
g(@XY) = g(¢*X,0Y)+n(dX)n(Y)
= g(=X+n(X)§ oY)+ 0n(Y)
= —g9X,9Y)+n(X)g(&eY)+0
=  —g9X, oY) +n(X)n(@Y), n(eY)=0

—  g(¢X,Y) +g(X,0Y) =0

elde edilir. O halde, g ye gore ¢ anti-simetriktir.
Tanim 3.1.7.

Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M {izerinde bir ¢ Riemann metrigi

n(X) = g(X,)
9(9X,0Y) = g(X,Y)—n(X)n()

sartlarini sagliyor ise g metrigine M iizerinde hemen hemen degme metrik, (¢,£,1,g)
yapisina da hemen hemen degme metrik yapisi, (¢,£,n,9g) yapisi ile M ye de hemen

hemen degme metrik manifold denir, [22].
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Ornek 3.1.8.

g=ds’ = (dz®@dr+dy@dy+n®n) =3 ((1+y?) da® + dy* + dz* — 2ydxdz)

olmak iizere karsilik gelen matris

1+9y* 0 —y

1
9=73 0 1 0
-y 0 1

dir. (R3,¢,&,7,9) nin hemen hemen degme metrik manifold oldugunu gosteriniz.

Coziim. (R?, ¢, &, n) hemen hemen degme manifold oldugunu gosterdik. Verilen
g metrigiile (R3, ¢, £, 1, g) hemen hemen degme metrik manifold oldugunu gostermek
icin
n(X) =g(X,¢)

oldugunu gostermeliyiz.

Ornek (3.1.3) de

1
n(X)= 5 (r3 — yz1) (3.1.7)
oldugunu gostermistik.
9(X,8) = X"g¢
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esitligini kullanalim.

1+9y* 0 —y 0
1
g(X,é*):Z[asl To ;z;g} 0 1 0 0
-y 0 1 2
—2
1
- Z |: 1 X9 $‘3:| 0
2
1
1
(3.1 7) ve (3.1.8) den
n(X)=g(X,§)
bulunur.
Simdi

9(¢X,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y)
oldugunu gosterecegiz.

X = (x1,20,23) Y = (y1,92,y3) € x (R?)

9 9]
X = (w2, —21,y12) = $2% - Ila—y + yma
0 0 0

Y: —_ _—= —_— —_— R
) (Y2, —Y1, Yy2) Yo y18y+yyzaz

g(6X,0Y) = (6X)" g(4Y)

1+9* 0 —y Ya

1
= Z[xz —T1 YTo 0 1 0 —11
-y 0 1 YYo
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(14 v*) y2 — Yo

1
= 4 T2 —T1 YTa ] -
—YY2 + YYo
1
= 1 (w292 + 2191) (3.1.9)
1+y> 0 —y | | »n
1
= Z[Il T2 5173} 0 1 0 Y2
| -y 01 RE
' (L +9*) y1 — yys
= qlmom o] 2
i —YYy1 + Y3 |
1
= U +9?) v —yus) 1+ 2o + (—ymn + ) 73}
1
- ((1 + 92) T1Y1 — T1YYs + TaYa — T3yy1 + 33'3y3)
1
n(X) = B (23 — 11Y)
1
n¥) = 5-uy
1
n(X)n) = 1 (933?/3 — T3y — T1yys + 921’1?/1)
1
= 9(X)g(Y) =n(X)n ()= 7 (@151 + 2252) (3.1.10)

bulunur. (3.1.9) ve (3.1.10) dan

99X, 0Y) = g (X,Y) —n(X)n(Y)

bulunur.O halde (R?, ¢, &, 7, g) hemen hemen degme metrik manifolddur.
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Tanim 3.1.9.

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) igin
®(X,Y) =g(X,0Y)

seklinde tamimh & doniigiimiine hemen hemen degme metrik yapisi (¢,&,7,g) min

temel 2 formu denir, [22].
3.2. DEGME MANIFOLDLARI
Tamm 3.2.1.
Eger bir (2n + 1) —boyutlu M manifoldu iizerinde
nA (dn)" # 0

olacak sekilde global bir 1 — formu mevcut ise M bir degme yapiya sahiptir denir
ve bir degme manifold olarak adlandirilir. Burada n ya M nin bir degme formu
denir.

Ayrica (dn)" ile n inci mertebeden dig garpim gosterilmistir, yani (dn)" = (dn) A...A (dn)
dir, [22].

Teorem 3.2.2.

Degme yapisi ) olan (2n + 1) —boyutlu bir manifold M olsun. M iizerinde
9(X,9Y) =dn(X,Y)

olacak gekilde bir (¢, &, 1, g) hemen hemen degme metrik yapisi vardir, [22].
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Ornek 3.2.3.

R3 de dn(X,Y) = g (X, ¢Y) oldugunu gosteriniz.

9(X,8Y)

dn

dn

dn(X,Y)
11
29
1

4

o

4
(3.1.11) ve (3.1.12) den

bulunur.

e

1
4

1

4
1
2

[5171 T2 1‘3}

[Il To !173:|

¢ (Y) = (Y2, —y1,yy2)

0 1

(37192 - l’zyl)

(dz — ydz) — dy = d (% (dz — ydx))

1
—§dyAdx

1
idx/\dy,

1
§dxAdy (X,Y)

(dx (X) dy (V) — dy (X) dz (Y))

0
(dm (xla_:v + a9

24_ 3 d
ay oz ) Y

0

Ty1=— + Ty=— + T3—

ox

dy 0z

(3711/2 - 33291)

dn (X,Y) = g(X,¢Y)

29

8>dx(y18

1+y?2 0 —y

0
1

—U1

Ox

(14 v%) y2 — ¥y

—YY2 + YYo

Y2
—
YYy2

(3.1.11)



Teorem 3.2.4.
n- boyutlu bir M manifoldu tizerinde bir 1 — form w olsun. M iizerinde
nA (dw)” # 0

ve

(dw)"™ =0

oldugunu kabul edelim. O zaman her bir noktanin bir komgulugunda

p
w = dyp+1 _ Zyidl’i

=1

olacak sekilde bir (z!, 22, ..., 27,9, ..., y"P) koordinat sistemi vardir.

Boylece (2n + 1)- boyutlu M degme manifoldunun her bir noktasinin bir komgu-

lugu {iizerinde
n=dz— Zy’dwi
i=1

olacak sekilde (z%,¢',2), (i =1,2,..,n) koordinatlar1 vardur.

(2n + 1)- boyutlu Oklid uzay1 R?"*1 de

2

1 n 1 2 n
(aj ’x 7""37 ’y ’y ""y 72)

kartezyen koordinatlarimi alahm. R?"™! de bir 1 — form 7, olmak iizere
Ny = dz — Zyidxi
i—1

ile tanimlansin. O zaman,
oA (dng)™ # 0

dir. Burada 7,, R*"™! {izerinde bir degme formdur denir, [22].
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Ornek 3.2.5.

(2n + 1) boyutlu bir Oklid uzay1 R?**! olsun. O zaman (2%, y*,2), i = 1,2,...n

kartezyen koordinatlar olmak iizere

n=dz— Xn:yidxi
i=1

1-formu R*"*! iizerinde bir degme formudur. O zaman ¢ vektor alam () dir.

n(&)—n(%) = dz (%) _ilyidxi (%) _,

n = 2 igin nA (dn)" # 0 oldugunu gosterelim.

Gergekten de

olur.

n = dz—y'det — y*da?

dn = —dy'Adz* — dy?Ada?
1
(dn)* = o (dnAdn)
1
= 5 (dylAdxlAdy2Ad:1:2 + dy2Adx2Ady1Adx1)

1
= §2dy1Ada:1Ady2Adx2

nA (dn)® = (dz — y'da' — y?da®) A (dy' Adx' Ady®Ada?)
= dzAdy'Adx' Ady? Adz?
dzAdy* Adx' Ady* Adx? # 0

oldugundan
nA (dn)" # 0

olur.
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3.3. HEMEN HEMEN DEGME MANIFOLDLARININ TORSIYON
TENSORU

Hemen hemen degme yapisi (¢,&,n) olan bir (2n + 1) boyutlu hemen hemen
degme manifold M olsun. R, bir reel dogruyu gostermek iizere M x R carpim

manifoldunu diigiinelim. O zaman M X R iizerinde her bir vektor alani

(vs2)

bicimindedir. Burada X ile M ye teget bir vektor alani, ¢ ile R nin bir noktasinin
koordinat1 ve f ile de M x R de bir fonksiyon gosterilmektedir. M x R nin tanjant

uzay1 iizerinde bir j lineer doniisiimiinii

d d
X, f— | =[0oX — X)—
J( ’fdt) <¢ f&m( )dt)
seklinde tanimlayalim. O zaman

=1

elde ederiz ve bu yiizden j lineer doniisiimii M X R {izerinde bir hemen hemen

kompleks yap1 olur. Gergekten de

P(st) = 5(ox g0 ?)
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oldugundan

P =-1

ve dolayisiyla j doniisiimii M X R {izerinde bir hemen hemen kompleks yapidir.
Tanim 3.3.1.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve ¢, M iizerinde bir (1, 1) tipinde bir tensor
alan1 olmak tizere, VX,Y € y(M) igin

Ny : x(M) x x(M) — x (M)
olmak tizere
Ny (X,Y) = ¢*[X, Y]+ [6X,0Y] — ¢ [0X,Y] — ¢ [X, ¢Y]

seklinde tammlanan (1,2) tipindeki tensor alanina ¢ nin Nijenhuis tensor alana

denir, [10].
¢ = J hemen hemen kompleks yap1 olmasi halinde

N;(X,Y) = X, Y]+ [JX,JY]-J[JX,Y] - J[X,JY]
= — [ X, Y]+ [JX,JY] - J[JX,Y] - J[X,JY]

seklinde olup N; tensor alanina J hemen hemen kompleks yapisinin Nijenhuis tor-

siyon tensori denir, [22].
Tanim 3.3.2.

Bir hemen hemen kompleks metrik manifold M, M iizerindeki hemen hemen
kompleks yap1 J olsun. J nin Nijenhuis tensor alant N; olmak tizere N; = 0 ise J

doniigiimiine integrallenebilirdir denir, [22].
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Tanim 3.3.3.

Bir (2n+1) - boyutlu hemen hemen degme manifold M ve (¢, &, n) de M tizerinde
hemen hemen degme manifold yap1 olsun. Reel dogru R olmak tizere M x R ¢arpim
manifoldu goz 6niine alinsin. Eger M x R iizerindeki J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (i, £, n) hemen hemen degme yapisi normaldir denir, [22].
Teorem 3.3.4.

(M, p,&,n) hemen hemen degme manifoldu verilsin. VX,Y € x(M) igin

(Loxn)Y = ¢(X)n(Y) —n([6X,Y])
(Len) X = &n(X) —n (€ X])
(Lep) X = [€,0X] — ¢ (¢, X])

dir, [2].
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3.4. K-DEGME MANIiFOLDLARI
Tanim 3.4.1.

M Riemann metrigi g olan bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir vektor
alan1 X verilsin. M nin her bir noktasinin bir komgulugunda X ile meydana gelen
lokal doniistimlerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X
vektor alanina Killing vektor alani adi verilir.

Boylece X bir Killing vektor alamdir < Lxg = 0 dir, [22].
Tanim 3.4.2.

Degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) olan (2n + 1) - boyutlu bir degme metrik mani-
fold M olsun. Eger £ yap1 vektor alani g ye gore bir Killing Vektor alani ise o zaman
M tizerindeki degme yapiya bir K-degme yapr ve M ye de bu yapi ile birlikte bir
K-degme manifold denir, [22].

Onerme 3.4.3.

M bir degme manifold olsun. O zaman M nin bir K-degme manifold olmasi igin

gerek ve yeter kosul
Vx§=—¢X

olmasidir.

Ispat. M bir K-degme manifold olsun. O zaman ¢ vektor alam ¢ ye gére bir
Killing vektor alamidir, yani

Leg=0
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dir. VX, Y € x (M) igin

Leg (X,Y) = Le(9(X,Y)) —g(LeX,Y) — g (X, L¢Y)
= {(g(X)Y)) = g(VeX = Vx&Y) = g (X, VY — Vy{)
= {(9(X)Y) —g(VeX,Y) + g (VxEY) — g (X, VeY) + g (X, Vv )
= §(XY)) =g (VeXY) =g (X, VeY) + g (VxEY) + g (X, VyE)
0 = (Leg) (X,Y) = g(Vx&Y) + g (X, VyE)
oldugundan
9(Vx&,Y) = —g(X,Vy)

dir. g ye gore V Riemann koneksiyonu igin

29(VxY,Z) = Xg(Y,Z2)+Yg(X,Z) - Zg(X.Y)
—I—g([X,Y],Z)—l—g([Z,X],Y) _g([sz]7X)

dir. Y yerine £, Z yerine de Y yazilirsa

29(Vx&,Y) = Xg(&Y)+&g(X,Y) - Yg(X,§)
+9([X,€.Y) +g([Y. X],§) — g (£ Y], X)
= Xn(Y)+&g(X,Y)-Yn(X)+g([X.¢,Y)
—n([X,Y]) —g([£, Y], X)

olur. Benzer sekilde

29 (Vy§, X) = Yyg(§X)+&g(V, X) - Xg(Y,E)
Y,

(
+9 (Y, €], X) + 9 (X, Y],8) —g([§, X],Y)
= Yn(X)+&g(X,Y) = Xn(Y) —g([§, Y], X)
(

+n ([X,Y]) + ¢ (1X,€],Y)
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bulunur. Boylece

29 (Vx&,Y) =29 (X, Vv€) = 2[g(Vx&Y) —g(X, Vy&)]
= Xn(Y)+&(X,Y) = Yn(X)+g(X.¢,Y) —n([X,Y])
—g9([&, Y], X) =Yn(X) = &g (X,Y)+ Xn(Y)+g ([, Y], X)
—n([X,Y]) =g ([X,€].Y)
Xn(Y)=Yn(X)—n[X,Y])

I
b

(
= 2(2dn (X,Y))

olacagindan

olur. g ye gore Killing vektor alani £ iken

9(Vx&,Y) = —g (X, Vy§)

oldugundan
2g <VX£7 Y) = 2d77 (X7 Y)
9(Vx&Y) = dn(X)Y)
dir.

esitliginin kullanilmasiyla
9(Vx&,Y) = =g (¢X,Y) = g (=¢X,Y)
bulunur. VY € y (M) igin
9(Vx&Y) = g(=9X,Y)
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oldugundan
Vx§=—0¢X

dir.
3.5. SASAKIAN MANIFOLDLAR
Tanim 3.5.1.

M, degme metrik yapisi (¢, €, 7, g) olan (2n + 1)-boyutlu bir degme metrik mani-
foldu olsun. Eger M nin degme metrik yapisi normal ise, M bir Sasakian yapiya ya
da normal degme metrik yapiya sahiptir denir. Sasakian yapiya sahip (M, ¢,&,n, g)

beglisine Sasakian manifold (veya normal degme metrik manifold ) denir, [22].
Teorem.3.5.2.

(2n + 1) boyutlu bir M Riemann manifoldu iizerinde bir (¢, £, 1, g) hemen hemen
degme metrik yapisi bir Sasakian yapidir. < VX, Y € x (M) igin

(Vxd)Y = g(X,Y)€—n(Y)X (35.1)
dir, [22].
Sonug.3.5.3.
M bir Sasakian manifold ve M nin egrilik tensorii R olmak tizere
R(X,Y)E=n(Y)X —n(X)Y
dir, [22].

Ispat. M bir Sasakian manifold olsun. Bu takdirde
VX,Y € x (M) ve V¢ € x (M) vektor alanlar: igin R egrilik tensor

R(X,Y)¢ = VxVyl—VyVx{—Vixyi
= Vx (Vy§) = Vy (Vx§) = Vixy§
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dir. Vx¢& = —¢X oldugundan

R(X,Y)§ = Vx(=¢Y) = Vy (=0X) - (=9 ([X,Y]))
= —Vx (oY) + Vy (¢X) + ¢ [X,Y]
= —(Vx9)Y = ¢VxY 4+ (Vy¢) X + oVy X + 6 [X,Y]
= —(Vx@)Y +(Vy¢) X — ¢ (VxY = Vy X — [X,Y])
= —(Vx¢)Y +(Vy¢) X

elde edilir. Ayrica (3.5.1) esitliginden

RX,)Y)§ = —g(X,Y)E+n(V) X +9((Y, X){—n(X)Y
= n(Y)X -n(X)Y

olur.
Teorem 3.5.4.

(2n + 1) —boyutlu bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde bir birim Killing
vektor alani € verilsin. M nin egrilik tensoriinii R ile gosterelim. Bu takdirde M

Sasakian manifolddur <
R(X,§)Y = —g(X,Y)E+ (V) X (3.5.2)
dir, [22].

Ispat. M bir Sasakian manifold olsun. Bu takdirde VX,Y € x (M) ve V¢ Killing

vektor alani igin R egrilik tensorii

R(X, )Y = VxVy&—Vyvé
= Vx(Vy§) — Vv
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dir. Vx¢& = —¢X oldugundan

R(X, )Y = Vx(=¢Y)—(¢VxY)
= —Vx (oY) +¢VxY
= —(Vx9)Y = ¢VxY + ¢VxY
= —(Vx9)Y
= —9(X,Y)E+n(Y)X

olur.

Tersine, M iizerinde bir £ birim Killing vektor alan: segilir ise (3.5.2) saglandigin-

dan Teorem (3.5.2) geregince M bir Sasakian manifolddur.
Sonug 3.5.5

M bir Sasakian manifold olsun. ¢ bir birim Killing vektor alani olmak tizere
VXY € x (M) igin

dir, [22].
Sonug 3.5.6.

M bir Sasakian manifold olsun. ¢ Killing vektor alanina ortagonal olan X birim
vektorleri icin

R(X,§) X =¢

dir, [10].
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Sonuc.3.5.7.
(2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifold (M, ¢,£,n, g) olsun. VXY € x (M) i¢in

R(X,)Y)$Z = OR(X,Y)Z+q(6X,2)Y —g(Y,2) X (3.5.3)
+9(X,2) Y — g (oY, Z) X

dir, [22].
Sonuc.3.5.8.
(2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifold (M, ¢,£,n, g) olsun. VX, Y € x (M) i¢in

RX,Y)Z = —¢R(X,Y)¢Z+g(Y,Z)X —g(X,2)Y

—9(0Y, Z) 9X + g (X, Z) ¢Y
dir, [22].
ispat.
(3.5.3) denkleminin her iki tarafina ¢ doniistimiinii uygularsak

OR(X,Y)0Z = ¢$R(X,Y)Z—g(Y,2)&*X +9(X,2)¢’Y
+9(¢X,2) ¢Y — g (¢Y, Z) pX
elde ederiz. Boylece (3.1.2) den
OR(X,Y)9Z = —R(X,Y)Z+g(Y,2)X —g(X,2)Y
+9 (60X, Z) ¢Y — g (oY, Z) o X
R(X,Y)Z = —¢R(X,Y)¢Z+g(Y,2)X —g(X,2)Y
+9(9X,2) ¢Y — g(¢Y, Z) X
dir.
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Tanim.3.5.9.

Sasakian yapist (M, ¢,&,n, g) olan (2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifold M
olsun. ¢ Killing vektor alanina ortogonal olan bir X birim vektorii igin {X, ¢ (X)}
ortonormal olacak sekilde bulunabiliyor ise { X, ¢ (X)} diizlemi ile M nin ara kesitine

M de bir ¢—kesit ad1 verilir. Bu durumda
K(X,¢(X)) =g (R(X,0X) 09X, X)
kesit egriligine M nin bir ¢p—kesit egriligi adi verilir, [22].
Tanim.3.5.10.

Sasakian yapisi1 (M, ¢,&,n,g) olan (2n + 1)-boyutlu bir Sasakian manifold M
olsun. M sabit ¢-kesit egriligine sahip ve bu egrilik ¢ ise Sasakian uzay formu

olarak adlandirilir ve M (c) ile gosterilir, [21].
Teorem.3.5.11.

M (c) Sasakian uzay formunun R egrilik tensorii i¢in VX,Y,Z € x (M) olmak

lizere

RXY.Z) = (et8)[0(V.2)X —g(X.2)¥] = L (e~ D)[n(X)n(2)Y
0 (V)n(2) X +g(X.2)n(V)E~g(V, 2)n(X)€
+9(0Y, Z2) 9X — g (60X, Z) ¢Y + 29 (0 X,Y) ¢Z]

dir, [22].
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4. BOLUM

4.1. DEGME MANIFOLDLARIN SLANT ALTMANIFOLDLARI
Tanim 4.1.1.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M ve & €
X (M) olsun. M iizerinde indirgenmis metrik g ve Levi-Civita konneksiyonu V olmak

tizere herhangi bir X € x (M) igin
6X = TX + NX (4.1.1)

seklinde ifade edilir. Burada T'X, ¢ X in teget bilegseni ve N X, ¢.X in normal bileseni-
dir. O halde T bir tanjant demeti endomorfizmi ve N normal-demet degerli bir

1-formdur.

(4.1.1) de N =0 ise , yani VX € x (M) i¢in ¢X € x (M) ise M altmanifolduna
invaryant altmanifold denir. Diger taraftan eger T = 0 ise , yani VX € x (M) igin

¢X € x* (M) ise M altmanifolduna anti-invaryant altmanifold denir.

Simdi ¢ vektor alaninin M ye teget oldugunu kabul edelim. Boylece x (M) de &

ye ortogonal distriibiisyonu D ile gosterirsek
X(M)=Ds <>

ortogonal toplamini goz oniine alabiliriz.



Teorem 4.1.2.

Bir degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M olsun. Bu durumda

herhangi bir XY € x (M) igin

g(I'X,)Y)+g(X,TY)=0 (4.1.2)
dir.
Ispat. (3.1.6) esitliginde (4.1.1) yerine yazilirsa
g(TX+NX)Y)+g(X,TY +NY)=0
elde edilir. Buradan, g metrigi lineer oldugundan
g(TX,Y)+g(NX,)Y)+g(X,TY)+¢g(X,NY)=0

yazilabilir. X € x (M) ve NY € x* (M) oldugundan g (NX,Y) = 0 ve ayn gekilde
g (X, NY) =0 dir. Buradan

g(TX,Y)+g(X,TY) =0

bulunur.

(4.1.1) deki esitlik endomorfizm dogurur. Bu 7" endomorfizminin karesi olan 72, Q
ile gosterilsin. M iizerinde tamimlanan 7' ve @) endomorfizmleri (1, 1)-tipinde birer
tensor alamdir.

Boylece; T2, yani Q self-adjointtir.

T,Q ve N tensor alanlarinin kovaryant tiirevleri, VX € x (M) i¢in

(VxT)Y = VxTY —TVyxY (4.1.3)
(VxQ)Y = VxQY —QVxY
(VxN)Y = VxNY — NVyY

seklinde tanimlanir.
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Tanim 4.1.3.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M olsun. Her
bir p € M ve X, € T,M icin {X,,&,} vektorleri lineer bagimsiz olmak tizere ¢ X, ve
T,M arasindaki 6(X,) Writinger agisi, p ve X, nin secilisinden bagimsiz ise M ye,
M de slant altmanifold denir. 6 = §(X,) sabit agisma, M nin M iizerindeki slant
agise denir, sla(M) ile gosterilir ve 6(X,) € [0, 7/2] dir.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldunun ;
e anti-invaryant altmanifoldlar1 7 /2 slant agili slant altmanifoldlardir,

e invaryant altmanifoldlar: ise sifir slant acili slant altmanifoldlardir.

Bir slant altmanifold invaryant ya da anti-invaryant degil ise proper slant alt-

manifold olarak adlandirilir, [6].
Teorem 4.1.4.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir altmanifoldu M ve £ €

X (M) olsun. Bu durumda M nin slant olmasi i¢in gerek ve yeter sart
T°=-ANI-1n®¢) (4.1.4)

esitligini saglayan A € [0, 1] sabitinin mevcut olmasidir. Ayrica bu durumda M nin
slant acis1 6 ise

A\ = cos? 0

dir, [4].

Ispat. Kabul edelim ki M slant altmanifold olsun. VX € y (M) i¢in TX ile ¢.X

arasindaki aci 6 ise

cosf (X) = % = sbt
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dir. Diger taraftan

9(¢X, TX)

[ X [T X

g(TX, TX)

X [T X]
T

[ X[ [T X]

17Xl

X1l

cosf(X) =

bulunur. Buradan

X[ = lloX]l cosf (X)

g(TX, TX) g (6X,0X)cos? 0 (X) (4.1.5)

elde edilir. (4.1.5) den

—g (X, T°X) = g(¢X,0X)cos’6(X)
9(X,T°X) = g(X,¢°X)cos®0(X)
T°X = cos?0(X)¢*X
T°X = —cos’0(X)(X —n(X)&)

bulunur. cos®f = X € [0, 1] oldugundan
7= A @0
bulunur.

Tersine T? = —\ (I — n ® &) olacak sekilde bir A sabiti mevcut olsun. O zaman
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X € x (M) —(§) igin

9(0X,TX)
[ X[ TX]|
g(TX + NX,TX)
[ X[ | TX]|
g(TX, TX)+g(NX,TX)
X[ | TX]|
g(TX, TX)
[ X[ TX]|
 g(X,T%X)
[ X[ | TX]|
g (X, ¢"X)
[ X[ [ TX]]
[ X[ | TX]|
~M = l1X]7]
[ X[ | TX]|
o X|]

I7X|

cosf (X) =

= -\

olur.

Diger taraftan
_ 17Xl

0s(X) = 115%]

dir. Boylece

X
0sf (X) = )\% ve cosf (X)

oldugundan taraf tarafa bu esitlikler carpilirsa,

x|
[oX]

A = cos? 0 (X)

elde edilir. O halde 6 (X) sabittir ve dolayisiyla M slanttr.
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Sonuc.4.1.5.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin 6 acisina sahip bir slant alt-

manifoldu M olsun. Bu takdirde herhangi bir X,Y € x (M) i¢in
g(TX.TY) = cos®0(g(X,Y) —n(X)n(Y)), (4.1.6)
g(NX,NY) = sin®0(g(X,Y)—n(X)n(Y)) (4.1.7)
dir, [4].
Ispat. (4.1.2) de X yerine TX yazilir ve (4.1.4) esitligi uygulamrsa
g(TX,TY) = —g(T?°X,Y)
g(TX,TY) = —g (—cos2H(X —n(X)¢) ,Y)
= - (— cos?0g (X,Y) + cos* On (X) g (€, Y))
= 08’0 (g(X,Y) = n(X)n(Y))

bulunur ve (4.1.6) ispatlanmig olur.

(4.1.7) nin ispat1 i¢in (3.1.5) ve (4.1.1) esitlikleri kullanilirsa

g(0X,0Y) = g(X.Y)—n(X)nY
g(TX + NX,TY + NY) = g(X,Y)—n(X)n (Y
g(TX, TY) + g(TX,NY)+g(NX,TY) +g(NX,NY) = g¢(X,Y)=n(X)n(Y
g(TX,TY)+g(NX,NY) = g(X,Y)=n(X)n(Y
g(NX,NY) = g(X,Y)—=n(X)n
g(TX,TY)

elde edilir. (4.1.6) dan g (T'X,TY) gekilerek bu esitlikte yerine yazilirsa
g(NX,NY) = g(X,Y)—n(X)n(Y)— (cos®0(g(X,Y) —n(X)n (V)
= (1—cos®0) (9(X,Y) = n(X)n(Y))

= sin?0 (g (X,Y) —n(X)n(Y))
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bulunur. Béylece (4.1.7) ispatlanmig olur.
Onerme 4.1.6.

Bir K- degme manifoldu M nin bir slant altmanifoldu M olsun. M nin slant

agisini 6 ile gosterelim. Bu takdirde herhangi bir XY € x (M) igin
(VxQ)Y = cos” 8 (g (X, TY) € = (Y) TX)

dir, [4].

ispat. M, M nin slant altmanifoldu olsun.

(VxQ)Y = VxQY —QVxY
oldugundan
9((VxQ)Y.Z) = g(VxQY.Z) — g(QVxY, Z)

yazilabilir. Diger taraftan

Vxg(QY,2) = (Vxg)(QY,Z) +g(VxQY,Z) +g(QY,VxZ)
9(VxQY,Z) = Vxg(QY,Z) —g(QY,VxZ)
= Vxg(T?Y,Z) — g (T?Y,VxZ)
= Vxg (=AY + M (Y)E 2Z) =g (=AY + A (Y) €, Vx2)
= “AVxg(Y.Z) + M (Y)Vxg(§ Z) +Ag (Y, VxZ)

—M(Y)g (&, VxZ)

= “AM(Vxg) (Y, 2)+9(VxY,Z) +g(Y,VxZ))
+2(Y) ((Vxg) (§,2) + 9 (VxE, Z) + 9 (£, VxZ))
A9 (Y, VxZ) = M (Y)n(VxZ)
= Mg (VxY,Z) = Ag(Y,VxZ)+ A n(Y)g(VxE, Z)
M (Y)n (VxZ)+ g (Y, VxZ) = M (Y)n(VxZ)
9(VxQY,Z) = —Xg(VxY,Z) = (Y)g(¢X,Z)
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bulunur. Diger taraftan

g(QVxY,Z) = ¢(T°VxY,2)
= g(=AVxY + A (VxY)¢E 2)
= XN (VxY,Z2)+ \n(VxY)n(2)

bulunur. Bu durumda

g(VxQ)Y,Z) = —Xg(VxY,Z) =M\ (Y)g(¢X,Z)+ A g(VxY,Z) = I (VxY)n(2)

= “A(Y)g(6X,Z)+n(VxY)n(2))

olur. Boylece

(VxQ)Y = -A(n(Y) ¢X +1(VxY)¢E) (4.1.8)

olur. Ayrica

Vxg(Y.&) = g(VxY,§)+g(Y,VxE)
= g(VxY, &) +g(Y,—¢X)
= g(VxY,§) —g(Y,0X)

dir. Buradan

n(VxY)=g(¢X,)Y) (4.1.9)

bulunur. (4.1.8) esitliginde (4.1.9) yerine yazilirsa

(VxQ)Y = =A(n(Y)TX +g(0X,Y)¢)
= cos’0(g(X,TY)¢E—n(Y)TX)

bulunur.
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Onerme 4.1.7.

Bir M hemen hemen degme metrik manifoldunun altmanifoldu M ve & € x (M)

olsun. Eger herhangi bir XY € x (M) igin

(VxT)Y = A(g (X, Y)E=n(Y)X) (4.1.10)

olacak sekilde bir A fonksiyonu mevcut ise herhangi bir X, Y € x (M) i¢in

dir, [4].

(VxQ)Y = A(g(X,TY)§ —n(Y)TX)

Ispat. (4.1.10) da Y yerine TY yazilir ve (4.1.3) esitligi kullanilirsa

(VxTYTY = Xg(X,TY){—n(TY)X)

ViT(TY) = T (VxTY) = Ag(X,TY)¢ -3 (TY)X)

VxT(TY) = Mg (X, TY)E—n(TY)X)+ T (VxTY)

elde edilir. Diger taraftan Q = T2 oldugundan (4.1.3) den

(VxQ)Y = (VxT?)Y
= VxT?(Y)-T*Vx (V)
= VxT(TY)-T(T (VxY))

bulunur. Burada yukarida verilen V7T (TY) nin egiti yerine yazilir ve (4.1.3) ile
(4.1.10) esitlikleri kullamlirsa

(VxQ)Y

AMg(X,TY)E=n(TY) X) + T (VxTY) =T(T (VxY))
AMg(X,TY)E—n(TY)X) + T (VxTY) =T (VxTY — (VxT)Y)
AMg(X,TY)E—n(TY)X)+ T (VxTY) =T (VxTY) + T (VxT)Y
Mg (X, TY)E—n(TY)X)+ T (VxT)Y



olur. Teorem (3.1.2) den ¢ =0 veno¢ =0 dir. ¢ =0 ise (4.1.1) den
T€ + NE =0

yazilabilir. Buradan teget ve normal bilegenlerin her ikiside sifir olacagindan T¢ = 0

ve N¢ = 0 elde edilir. Diger taraftan VX € x (M) igin 1 (¢X) = 0 oldugundan

n(TX+NX) = 0

n(TX)+n(NX) = 0

bulunur. Buna gore egitligin sol yanindaki teget ve normal bilegenlerin sifir olmasi

gerektiginden 1 (T'X) = 0 yani n o T = 0 olur.

(VxQ)Y = AMgX,TY)E—n(TY)X)+T (A (g (X, Y)E—n(Y) X))
= AMgXTY)E—n(TY) X))+ g (X, Y)TE—n(Y)TX

esitliginde T¢ = 0 ve n o T' = 0 yerine yazilirsa
(VxQ)Y =g (X, TY){ —n(Y)TX

bulunur.
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Lemma 4.1.8.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin bir anti-invaryant olmayan
slant altmanifoldu M olsun. Bu takdirde M, indirgenmis metrige gore & vektor
alan1 yapist ve ¢ = (secf)T ile verilen hemen hemen degme yapi ile bir hemen

hemen degme metrik manifolddur. Burada 6, M nin slant agisidir, [5].
Ispat. VX € y (M) icin Teorem 4.1.4 * den
T?°X =cos® 0 (=X +n(X)¢)

yazilabilir. Buradan

T°X
=-X X
cos? 6 +n(X)¢
bulunur. Ayrica,
¢ = (sec) T
esitliginden
X =-X—+n(X)¢ (4.1.11)

bulunur. Diger taraftan (4.1.2) den herhangi X ve Y vektor alanlar: igin
g(TX,TY)=—g (T°X,Y)
yazilabilir. Burada (4.1.4) esitligi yerine yazilirsa

g(TX,TY) = —g(—cos®(X —n(X)¢),Y)
= cos’fg (X,Y) —cos’On(X)g(£,Y)

= cos’f(g(X,Y) —n(X)n(Y))
bulunur. ¢ = (sec#) T oldugundan son esitlik
9 (60X, 0Y) =g (X.Y) —n(X)n(Y) (4.1.12)
seklini alir.
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(4.1.11) ve (4.1.12) esitliklerinden (a,ﬁ,n,g), M iizerinde bir hemen hemen

degme metrik yapidir.
Degme geometride , Kaehlerian slant altmanifoldlara benzer kavram , [4] de
gosterildigi gibi herhangi bir X, Y tanjant alanlari igin
(VxT)Y =cos’0 (g (X, V)¢ —n(Y)X) (4.1.13)

esitligini saglayan uygun 6 slant altmanifoldlari ile verilir. Fakat bu durumda ¢ ile
verilen hemen hemen degme metrik yapi bir Sasakian yap:1 degildir.

Ciinkii (4.1.13) den herhangi bir X, Y € x (M) i¢in
(Vx0)Y =cosf (g(X,Y)§—n(Y)X)

oldugunu gormek kolaydir. Fakat M iizerinde bir Sasakian yap1 elde etmek icin
(4.1.13) sarti degistirebiliriz. Eger herhangi bir X,Y € x (M) i¢in

(VxT)Y =cosf (g (X, Y)¢—n(Y)X) (4.1.14)

ise M nin ¢ ile verilen indirgenmis bir Sasakian yapiya sahip oldugu ispatlanabilir.

Bununla birlikte agagidaki sonucu verebiliriz.
Onerme 4.1.9.

(4.1.14) esitligini saglayan bir K- degme manifoldun uygun M slant altmanifold-
lar1 mevcut degildir, [16].

Ispat. Yukaridaki iki 6nerme ve (4.1.14) esitligi kullanilirsa
(VxT)Y = cosf (g (X,Y)E—n(Y)X)
oldugundan Onerme 4.1.7 ye gore
(VxQ)Y = cosb (g (X, TY) ¢ — 5 (Y) TX)
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olur. Halbuki bir K- degme manifoldun bir slant altmanifoldunun mevcut olmasi

icin Onerme 4.1.6” nmin saglanmasi gerekir.

Gercekten , eger M uygun bir slant altmanifold ise ¢ indirgenmis yapinin degme

metrik yapi olmadigim gormek kolaydir, Ciinkii herhangi bir XY € x (M) igin
D (X,Y)=g(X,0Y) =seclg (X, TY) =secOdn(X,Y)
dir. Halbuki M bir Sasakian manifolddur ve baylece bir degme metrik manifolddur.
Teorem 4.1.10.

Bir K- degme manifold M nin bir altmanifoldu M ve ¢ € x (M) olsun. 6 €
[0, /2] olmak iizere agagidaki ifadeler denktir, [16].

i) M, 0 slant agis1 ile M de slanttir.
ii) Herhangi bir = € x (M) i¢in £, i kapsayan T, M nin her 2-diizleminin kesitsel

egriligi cos? @ dir.

O halde asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.1.11.

Bir K- degme manifoldu M nin bir slant altmanifoldu M olsun. Bu takdirde,
M nin K-degme olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir invaryant altmanifold

olmasidir, [5].
Ispat. Teorem 4.1.10’ dan dogrudan goriilebilir. Terside bilinen bir sonuctur.

Boylece, bir Sasakian manifoldun bir non-invaryant slant altmanifoldu tizerine

ne bir Sasakian ne de bir K- degme yap1 indirgemek miimkiin degildir.
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4.2. 3-BOYUTLU SLANT ALTMANIFOLDLAR
Lemma 4.2.1.

Bir hemen hemen degme metrik manifoldu M nin, 3-boyutlu bir altmanifoldu
M olsun. & vektor alam M ye teget olmak iizere, M ye teget ey, es vektor alanlar

icin, {ey, e2,&} ortonormal baz
T€1 = )\62 y T€2 = —/\61
esitliklerini saglar.

Burada A\, M iizerinde lokal olarak tanimli bir fonksiyondur. Eger M, 6 slant

acisi ile slant ise A = cos @ dir, [6].

(M , 5, E, , g) ile (H, o, &,m, g) iki hemen hemen degme metrik manifold olmak

uzere
¥ (Maaagaﬁvg) - <M7¢a§7777g)
doniigiimii bu iki hemen hemen degme metrik manifold arasinda bir immersiyon

olsun. Farzedelim ki bu immersiyon izometrik olsun yani x € M igin

g= 90*9 ve gp*xéz - gap(z)
Ozel olarak ¢ € x (M) dir.

® ve ® sirasi ile M ve M nin temel 2-formlari olsunlar. M tizerinde X,Y € x (M)
icin
PrO(X,Y) =@ (p. X, 0.Y) = g (0. X, dp.Y)

seklinde tanimli ©*® temel 2-formunu gozoniine alalim.

Simdi herhangi bir X € x (M) i¢in X ve ¢, X i 6zdes alacagiz.
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Eger M, 3- boyutlu ve ¢, 6 slant acili bir immersiyon ise, o halde ® ile ¢*®

arasinda asagidaki baginti verilebilir.
Onerme 4.2.2.

Yukaridaki sartlarda
©*® = F (cos ) @

dir, [5].
Ispat. Immersiyon anti-invariyant ise
PP =0

oldugu icin sonug agikardir. Boylece ¢ yi anti-invaryant olmayan bir slant immer-

siyon olarak kabul ederiz.
e1, M ye teget ve £ ye dik bir birim lokal vektor alani olsun. Eger
ey = (secd) T,

alirsak Sonug 4.1.5" den {e; e3, £} nin x (M) nin bir lokal ortonormal ¢atisi oldugunu

biliyoruz. O halde
dey = 9(561,62) €2

g (561,5€1> = g (561, 62) g (561, 62)

olur. Simdi

der =Fea,  dey = Fe (4.2.1)

oldugundan

g (561,561) =1
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oldugu agiktir.

X = X'ep+ X%y +n(X)€

Y = Ylei+ Y%+ n(Y)€
iki lokal tanjant vektor alanlari olsunlar. O halde (4.2.1) den
Q(X,Y)=g(X,¢Y) =+X"VFXY' (4.2.2)

olur. Diger taraftan

TY = —cosfY?%e; + cos Y e,

oldugundan

P (X,Y) = @(p.X,0.Y) =g(X,0Y) =g(X,TY)
= —cosfX'Y? + cos XY (4.2.3)

dir. Boylece (4.2.2) ve (4.2.3) den sonug goriiliir.
Simdi Onerme 4.2.2 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.
Teorem 4.2.3.

(M, @, E, m, §) ve (H, 0, &,m, g) iki degme metrik manifold olsun.

P =¢

olacak gekilde

o:M—M
invaryant olmayan bir slant immersiyon mevcut degildir. (M = 3 boyutlu), [5].
Ispat. Teoremdeki sartlar saglayan
o: M —M

o8



non-invaryant slant immersiyon mevcut oldugunu kabul edelim.

Bu takdirde ¢ bir izometrik immersiyon ve ¢, = ¢ oldugundan p*n = 7 ve

boylece M bir degme metrik manifold oldugu i¢in

d(g*n) =dn=o (4.2.4)

olur.

Onerme 4.2.2 den M bir degme metrik manifold oldugu icin

d(¢™n) = ¢*dn = ¢"® = T (cos ) © (4.2.5)
elde ederiz.

Fakat eger 6 # 0 ise bu durumda (4.2.4) ve (4.2.5) arasinda bir celigki goriiliir

ve bu da ispati tamamlar.
Sonug 4.2.4.

Bir Sasakian manifoldu M nin 3-boyutlu bir slant altmanifoldu M olsun. Bu
takdirde M Sasakian yapisinin M iizerine bir K-degme yap1 indirgemesi icin gerek

ve yeter sart M nin bir invaryant manifold olmasidir, [5].

Ispat. Gerek kismi Teorem 4.2.3’ den dogrudan goriiliir. Tersi iyi bilinen bir

sonuctur.

29



Lemma 4.2.5.
¢ € x (M) olmak iizere

¢: (M,g)— (M,0,&m,9)

doniigiimii bir Riemann manifolddan bir hemen hemen degme metrik manifolda
izometrik bir immersiyon olsun. boy M = m + 1 ve x (M) nin lokal bir orto-
normal gatist {ej ..., e, &} olsun. ¢ immersiyonun slant olmasi icin gerek ve yeter

sart V7, k =1,2,..,m icin

m

> g (dej,e) g (dex, er) = A (4.2.6)

i=1
olacak gekilde sabit bir A € [0, 1] mevcut olmasidir. Ayrica bu durumda M nin slant

agist 6 ise A = cos? 6 dir, [5].

Ispat. Farzedelim ki ¢, 6 acisma sahip bir slant immersiyon olsun O halde D de

bulunan VX birim tanjant alani i¢in

m

D g (60X, e:) g (¢X, e;) = cos (4.2.7)

=1

olur. Eger (4.2.7) de X = e; alirsak
ig (pej, ei) g (de;,e;) = cos? O
i=1
dir. Buda j =k ve A = cos® 0 igin (4.2.6) y1 verir.
Farzedelim ki j # k olsun. Bu takdirde

X = (Bj + ek)

1
V2
¢ ye dik bir birim lokal vektor alanidir. (4.2.7) kullamlarak

m

cos®§ = %Zg (9ej,€:) g (¢€j7€i)+%zg (den, €3) g (dex, i)+ Y g (dej, ei) g (Pex, e:)
=1 =1

=1
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elde ederiz. Bu da j # k igin (4.2.6) y1 verir.

-1

Tersine (4.2.6) kullanilarak ¢ nin cos™ v\ agst ile slant oldugunu gérmek ko-

laydir.
Teorem 4.2.6.

M tizerinde bir (M L0, 6,7, g) hemen hemen degme metrik yapisinmi goz oniine

alalim. Vo € M igin

olsun. M ve M nin temel 2- formlarimi sirasi ile ® ve ® ile gosterelim.
©*® 2- formunu da goz oniinde bulunduralim. Farzedelim ki bir k£ € [—1, 1] sabiti

mevcut olsun, dyle ki

Do ® = kP

dir. O halde ¢ slanttir ve cos™ |k| slant agisina sahiptir, [5].

Ispat. M bir hemen hemen degme metrik manifold oldugu icin M de
B = {ul, ooy Uy DU, .., DUy, f} ile verilen bir ¢ — basis secebiliriz.
M nin boyutu 2m + 1 dir. Lemma 4.2.5’ e uygulamak i¢in VX, Y € B — {{} i¢in

m m

> 96X, u) g (@Y w) + > g (6X, dui) g (4Y, pus) (4.2.8)

i=1 =1

degerlendirmek istiyoruz. Bu durumda simdi

P =k
oldugu i¢in
9 (60X, w) = kg (6X,w;) = —kg (X, du;) (4.2.9)
elde ederiz. 7 (u;) = 0 oldugu i¢in
9 (60X, ou;) = kg (6X, du;) = kg (X, w,) (4.2.10)
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dir. Bu yiizden eger (4.2.9) ve (4.2.10) 1 (4.2.8) de yerine yazarsak

K (ZQ (X,Euz-) g (Ya Euz) + ZQ (X, u:) g (Y, Uz)) (4.2.11)

=1

elde ederiz.

B de X ve Y nin secimine gore (4.2.11) i kontrol ederek Lemma 4.2.5 de A\ = k?
oldugunu gormek kolaydir. Bu yiizden, ¢ bir slant immersiyondur ve cos™! |k| agisina

sahiptir.
Sonug 4.2.7.

M manifoldu 3- boyutlu olsun. O halde ¢ nin slant olmasi i¢in gerek ve yeter
sart *® = k® olmak tizere bir k € [—1, 1] sabitinin mevcut olmasidir. Dahasi, bu

durumda |k| = cos @ dir, burada 6 slant immersiyon agisin1 gosterir, [5].
Ispat. Onerme 4.2.2 ve Teorem 4.2.6 kullanilirsa
©*® =T (cosf) @ ve *® = kP

oldugundan

k® =7 (cos ) @

olur. Bu durumda

|k| = cosf

bulunur.
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