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1. GENEL KAVRAMLAR
1.1. Temel Tanimlar
Tanmm 1.1.1. X #J bir kiime ve K kompleks sayilar cismi olmak iizere;

+: XxX—> X,
SKxX > X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X kiimesine K skaler cismi iizerinde bir

vektor uzay1 (lineer uzay) adi verilir. Her x, y, zeX ve her A, p € K igin
i) x+y=y+z
i) (x+y)tz=x+(y+z)
i) Her x € X i¢in x+6 = x olacak sekilde bir X vardir.
v) Her bir x e X i¢in x+(-x)=6 olacak sekilde bir (-x) eX vardir.
V) Ix=x
Vi) Ax+y)=Ix+Aiy
vil) (At x=Ax+ux
Vi) A)=(ax [1]
Tanim 1.1.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Her x, y, z € X i¢in
1) dx,x) >0
1) dx,y)=0 =>x=y
i) d(x,y)=d(y,x)
v) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

Ozelliklerine sahip d: X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay

denir [1].
Tanim 1.1.3. X, K cismi iizerinde bir lineer uzay olsun.

1: X — R

x|



doniisiimii agsagidaki sartlart sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X,

|) ikilisine de bir

normlu uzay denir. Vx,y € X igin
N1) |x[|=0
N2) [x|=0<x=6
N3) x| =] (a sater
N4) ey < x|+ ]

(N3) sart1 p>0 olmak tizere ||ax|| = |a'|p ”X” sart1 ile degistirilirse bu taktirde X’e
bir p-normlu uzay denir [2].

Tamm 1.1.4. Bir (X,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik uzaya

tam metrik uzay denir [2].

Tamm 1.1.5. Bir (X,

. ) normlu uzay1 tam ise, yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi
bu uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzayi denir [2].

Tanmm 1.1.6. Kompleks terimli biitiin x=(xx), (k=1,2,3...) dizilerinin kiimesini w ile

gosterecegiz. x=(x), y=(y) ve « bir skaler olmak iizere;
x+ty=(xx)+ ()
ax=(axy)

seklinde tanimlanan iglemler altinda w bir lineer uzaydir. w’nin her alt uzayina bir dizi

uzay1 denir [2].

Tanim 1.1.7. Bir X vektor uzayinin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y;, y, € Y oldugunda
M:{er:y:/Iyl+(1—ﬂ,)y2,0£/1£1}CY

oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [2].

Tanimm 1.1.8. Bir A c R kiimesinin her agik Ortiisiinlin sonlu bir alt ortiisli varsa 4 ya

kompakt kiime denir, 4 kiimesi kompakt ise her 4 agik Ortiisiiniin sonlu sayida, 6rnegin



n tane, agik kiimeden olusan bir {A e€A:i=1,..,n}alt siufi vardir ve AgUAi
i=1

yazilabilir [3].
Tamm 1.1.9. X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzay1 ve

r.:X->C, r(x)=x (k=1,2,3..)

K
dontisiimii siirekli ise X°e bir BK-uzay1 denir [4].
Tanmm 1.1.10. (Minkowski Esitsizligi)
1) p=1vek=12,...,nicin a;,by>0 ise
) ] ]
Shaenr | <[Shar | spr|
ey P P
esitsizligi saglanir [1].

i) 0<p<lolsun. ¢, 5 €K (i=1,2,...,n) olmak lizere;
n p n p n p
Ste ] <3l + 341

Tanim 1.1.11. (Hélder  Esitsizligi) /<pg<co ve £l + z =1
P 9

a.p €K(K=R,C)(i=12,..n)olmak iizere

n n i/p n Iq
Sa.pl<(Slel | (ol |

esitsizligi saglanir [1].

olsun.

Tamm 1.1.12. (p) kesin pozitif reel sayilarin siirh bir dizisi ve H=sup pj olsun. Bu

taktirde D=max( I,ZH'I) ve ay, by € C olmak tlizere
0, +6," <D{ja " +[p]"}

esitsizligi saglanir [5].

(1.1.1)



Tamm 1.1.13. (Hausdorff Metrigi) (X,d) bir tam metrik uzay olsun. X’in bos olmayan

biitliin kompakt alt kiimelerinin simifin1 77( X ) ile gosterelim. 4,Ben( X ) kiimeleri i¢in

A kiimesinin B kiimesine uzaklig1 d(x,B)=inf d(x,y) olmak iizere
yeB

d(A,B)=supd(x,B)

xed

seklinde tanimlanir. A ve B kiimeleri i¢in genellikle d(4,B)# d (B,A) dir (Sekil 1.1).

m d(AB)
\_

Sekil 1.1. Iki kiimenin birbirlerine uzakliklari

Burada d(4,4)=0 oldugu aciktir. 4, B, C € n( X ) kiimeleri i¢gin
d(A,B)<d(A,C)+d(C,B)
bagintist saglanir. Gergekten, her z eC noktasi igin

d(A,B):Supinfd(x,y)Ssupinf[d(x,z)+d(z,y)]

x€A4 yeB xed yeB
<supd(x,z)+infd(z,y),VzeC
xed yeB

yazilabilir. Bu bagint1 sag taraftaki her iki terimde de C kiimesinin her z noktasini
yerlestirdigimizde gecerli olduguna gore birinci terimde d(x,z) uzakligini minimum,

ikinci terimde ise d(z,y) uzakligin1 maksimum yapan z noktalarini kullanirsak;

d(A,B)<supinfd(x,z)+supinfd(z,y)=d(A,C)+d(C,B)

xed zeC 2eC yei
buluruz.

Simdi 7(X )iizerinde bir h:n(X)xn(X)—> R* {0} fonksiyonunu her
A,Ben(X) igin;

h(A,B)=max{d(A,B),d(B,A4)} (1.1.2)



seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyon 7( X ) {lizerinde metrik sartlarin1 saglar. Yani bu 4

kiime fonksiyonu gercekten bir metrik olup Hausdorff metrigi adini alir [3].
1.2. Istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavramm Fast [6] ve Schoenberg [7] tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak verilmistir. O zamandan beri istatistiksel yakinsaklik,
farkli isimler altinda Fourier analiz, ergodic teori ve sayilar teorisinde kullanilmistir.
Her iki arastirmaci tarafindan sinirlt istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir
oldugu ifade edilmistir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik, Fridy [8], Salat [9], Connor
[10], Mursaleen [11], Tripathy [12], Savas [13], Fridy ve Orhan [14] gibi bircok
matematikci tarafindan ¢alisilmistir. Son zamanlarda, kuvvetli integral toplanabilmede
ve lokal kompakt uzaylar tizerindeki sinirlt siirekli fonksiyonlarin ideallerinin yapisinda

istatistiksel yakinsakligin genellestirilmesi goriilmektedir.

Tamm 1.2.1. K < &V olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

S(K)= limi\{k <n:kekl}

n—0 n

seklinde tanimlanir. Burada ‘{k <n:kek }‘ifadesi K kiimesinin n den biiyiik olmayan
elemanlarinin sayisin1 gostermektedir [15].

Eger o(K ) =0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tamm 1.2.2. Herhangi bir x=(x;) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu bir
kiime disinda biitiin & ’lar i¢in sagliyorsa, (x;) dizisi hemen hemen her k i¢in P 6zelligini

sagliyor denir. “h.h.k” bi¢iminde gosterilir [8].

Dogal yogunluk kavramindan faydalanarak istatistiksel yakinsaklik tanim

asagidaki gibi verilir.

Tanim 1.2.3. x=(x;) kompleks terimli bir dizi olmak tizere, her £>0 igin

limi {kS n: |xk —L| 25}‘ =0

n—w n

veya h.h.k i¢in |xk —L|<5 olacak sekilde bir L sayis1 varsa x=(x) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve S-/imx;=L veya x, — L biciminde gosterilir.



Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L=0 ise
x=(x;) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin

kiimesi Sy ile gosterilir. Buna gore;

S=qx=(x ):lizni‘{kﬁn:hk—L|28}‘:0

k

\

S, = {x =(x,): lilni‘{k <n: |xk| > 5}‘ = 0}

seklinde tanimlidir.

Acikea goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx;=L

ise S-limx;=L’dir, fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

Xk

1, k=m’, m=12,..
0, k=m’

seklinde tanimlanmis x=(x;) dizisini géz Oniine alalim. Her £>0 igin;
HkSn.'|xk|28}‘£‘{k£n:xk iO}‘S\/;

oldugundan

limi\{k <n:x, #0}< i
"n "oon

elde edilir. Bu S-/imx;=0 oldugu anlamina gelir. Ancak (x;) yakinsak degildir.

Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirli olmak zorunda degildir. Yani

/. ve Suzaylari birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir. Gergekten

{\/E k=m’, m=12,..
x, =

1, k#m’

dizisi sinirhidir, ancak istatistiksel yakinsak degildir.



Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S-/imx;=L,,

S—limkaLg 1se L[ :Lg dir.

Tanim 1.2.4. Bir x=(x;) kompleks terimli dizisini géz oniine alalim. & > 0 verilsin. Eger

h.h.k i¢in |xk - xN| < ¢ olacak sekilde bir N=N(¢) dogal sayis1 varsa yani,

limi‘{k <n: |xk —xN| > 6‘}‘ =0

ise x=(x) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [8].
Teorem 1.2.5. S-limx;=a, S-limy,=b ve c bir reel say1 olsun. Bu taktirde

1) S-limex,=ca

i1) S-lim(xi+yi)=a+b
dir [6].

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.
Teorem 1.2.6. Asagidaki onermeler denktir.

1) x dizisi istatistiksel yakinsaktir,

i) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

i) h.h.k i¢in x;=yy olacak sekilde yakinsak bir y=(y;) dizisi vardir [8].
1.3. Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik
Tamm 1.3.1. 0= (kr ) , pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. ko=0 olmak tizere
r—o i¢in h.=k-k.;—>co ise @=(k ) dizisine lacunary dizi denir. 6 =(k,)dizisi
tarafindan belirlenen araliklar 7, =(k,_,,k, ] ile gosterilecektir. Lacunary dizilerinde

k}’
2 fel=2lxl
1 1

i=ky_j+1 iel,

olarak alinacak ve g, = L olacaktir.

r—1

Tamm 1.3.2. Herhangi bir 8 =(k, ) lacunary dizisi igin



kel

li’m{hi2|xk —L|J =0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa (xi) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir

ve kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin kiimesi N, ile gosterilir yani

r kel

N,= {x =(x.): lilm[hLZ|xk—L|j = O}

dir.
1 o
Ny uzay1 ||x||9 = sup(h—zmg normu ile bir BK-uzayidir [16].
r kel
Lacunary istatistiksel yakinsaklik, Fridy ve Orhan [14] tarafindan asagidaki gibi
tanimlanmistir.

Tamm 1.3.3. 6 =(k,) bir lacunary dizi olsun. Eger her >0 igin;
1
hlnh_,‘{k el : |xk —L| > g}‘ =0

ise x=(x) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.

Eger x=(x;) dizisi bir L sayisina lacunary istatistiksel yakinsak ise bu
So - limx;=L veya x; — L(Sg biciminde gosterilir. Lacunary istatistiksel yakinsak
dizilerin uzay1 Sy ile gosterilir, yani,

4

1
S,=1x=(x,): lilnh—r‘{ke]r : |xk —L|Z€}‘=0

dir.

Teorem 1.3.4. 6 = (k) bir lacunary dizi olsun. Bu durumda
) x LN, ise x, > L(S,)
i) xel, vex —>L(S,)ise x, >L(N,)

1i1) SN, =N,N/,



2. BULANIK KUMELER VE BULANIK SAYI DiZiLERIi

Bu boliimiin ilk kisminda bulanik kiimenin tanimini ve bu kiimenin bir sonraki
kisimda tanimi yapilacak olan bulanik sayi taniminda kullanilacak bazi 6zelliklerini

verecegiz. Ikinci kistmda bulamk sayilar arasindaki bazi cebirsel islemlerden ve bu

sayilarin olusturdugu L(R) bulanik sayilar kiimesinin iizerinde tanimlanan metrigin

yapisindan bahsedecegiz. Ugiincii kisimda ise bulanik say1 dizilerini ve bu dizilerin
istatistiksel yakinsakligi kavrami hakkinda kisa bir bilgi sunacagiz. Bu kisimda ayrica,
reel say1 dizilerinde tanimlanan istatistiksel yakinsaklik ve sinirlilik kavramlarinin
bulanik say1 dizileri bakimindan karsiliklarini ifade etmek igin agiklayict Ornekler
ekleyecegiz. Dordiincii kisimda ise bulanmik sayilarimin hemen hemen lacunary

istatistiksel yakinsakligi kavramindan bahsedecegiz.
2.1. Bulamk Kiimeler

Bulanik kiimeyi tanimlamadan once bir kiimenin karakteristik fonksiyonunu

tanimlamak gerekir. Bir 4 kiimesinin karakteristik fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir.
Tamm 2.1.1. X herhangi bir kiime ve 4, X in bir alt kiimesi olsun. Bu durumda

1, xe A ise

-

0, xg A ise

seklinde tanimlanan f,: X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

denir. Buna gore X in bir 4 alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A:{xeX:fA(x)zl}
seklinde de tanimlayabiliriz.

Karakteristik fonksiyonu kullanarak X’in herhangi bir elemaninin 4 kiimesinin
elemant olup olmadigini kesin olarak anlayabiliriz.
Tamm 2.1.2. y, elemanlar x ile gosterilmis bir nesneler kiimesi olsun.  kiimesinde
bir 4 bulanik kiimesi y deki her bir noktay1 [0, 1] araligindaki bir reel sayiya karsilik

getiren bir X,(x) karakteristik fonksiyonu ile karakterize edilir [17].



% deki bir A4 bulanik kiimesinden bahsedilirken X, :y —[0,1] seklinde bir
karakteristik fonksiyon daima mevcuttur. Bu fonksiyon x € 4 i¢in X, (x)e(0,1],.x ¢ 4

icin X ,(x)=0 biciminde tanimlanabilir. Bu sekilde tanmimlanmis karakteristik

fonksiyona bundan sonra iiyelik fonksiyonu diyecegiz.

Uyelik fonksiyonun tanimindan yararlanarak bir 4 bulanik kiimesini
A={xey: X, (x)e(01]}

seklinde tanimlayabiliriz. Burada Xy(x)’in degeri A bulanik kiimesindeki x noktasinin
tiyelik derecesini gostermektedir. Buna gore Xy(x)’in 1’e yakin degeri, 4 bulanmik
kiimesindeki x’in en yiiksek tiyelik derecesidir. Eger 4 kiimesi klasik anlamda bir kiime
ise Uyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 degerlerini alir. Burada Xy(x)=1 veya Xy(x)=0
olmasi x’in 4’ya ait olmas1 veya olmamasi demektir. Buna gore X,(x), A4 kiimesinin

bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenmis olur.

Tanim 2.1.3. Bir 4 bulanik kiimesinin normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart X(xy)=1

olacak sekilde en az bir x, € y olmasidir.

Konvekslik kavrami, klasik kiimelerdeki pek ¢ok o6zellik korunacak sekilde
bulanik kiimelere genisletilebilir. Bu kavram, bulanik say1 tanimini yapabilmek i¢in
gerekli olan 6nemli 6zelliklerden birisidir. Konveksligin tanimini vermeden 6nce A4“ ile

gosterilen 4 nin a-kesimini
A" ={xe;(:XA(x)2a}
seklinde tanimlayalim [17].

Bu tanmimin benzeri olan ve bulanik kiimelerde sik kullanilan “Destek”

kavramini su sekilde tanimlayabiliriz.

Tamm 2.1.4. 4 bir bulanik kiime olsu. 4 nin destegi, iiyelik derecesi sifir olmayan tiim

noktalarin kiimesidir yani
Supp(A)z{xe;(:XA(x)>0}

dir [17].
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Tamm 2.1.5. y, n boyutlu R”boyutlu Oklid uzay1 olsun. Bir 4 bulanik kiimesinin
konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her o 6(0,]] icin A* kiimesinin konveks

olmasidir [17].

Konveksligin diger bir tanimi ise soyle verilebilir.
Tanmm 2.1.6. Bir 4 bulanik kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
A €[0,1] veher x,x, € y igin

X, (ﬂx, +(1—/1)x2) > min{XA (x,).X, (xz)}

esitsizliginin saglanmasidir. Bu tanimdan X,(x)’in x’e bagl bir konveks fonksiyon
oldugu anlagilmalidir [17].
2.2. Bulanik Sayilar

Bulanik say1 kavramini tanimlamadan 6nce reel aralik kavramini tanimlayalim.

Tanim 2.2.1. a ve b iki reel say1 olmak {izere
{xeR:anSb}
seklinde tanimlanan reel say1 kiimesine kapali bir aralik denir.

A bir aralik olmak iizere bu araligin u¢ noktalarimi 4 ve A ile gosterecegiz.
Yani A4 :[A,Z] seklinde bir gdsterim kullanacagiz. Ayrica bir [a, o] araligini a reel
sayisina karsilik getirecegiz.

A ve B yukaridaki sekilde tanimlanmis iki aralik olmak iizere reel sayilar igi
tanimlanmis olan “<” ve “<” swralama bagmtilarii araliklar icin asagidaki gibi

genisletebiliriz:

A<B< A<B ve A<
A<B< A< B ve A<

Wl =

A= [42} ve B = [ﬁﬁ] olmak tlizere;
|4,4]+|BB|=| 4+B,A+B]

seklinde tanimlanir. Buna gore iki araligin toplami yine bir araliktir.
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A ve B araliklar arasindaki ¢ikarma islemi de
[47]-[85){4-53-1]
seklinde tanimlanir.
Reel sayilar dogrusu iizerindeki biitiin kapali ve sinirl [42] araliklarinin

kiimesini D ile gosterelim. Herhangi 4, B €D igin

’

d(A,B) = max(|4—§

i-7)

seklinde tanimlanmig bir d fonksiyonunun D iizerinde bir metrik tanimladig1 ve (D,
d)’nin de bir tam uzay oldugu kolayca gosterilebilir [18]. Ayrica “<” bagintist D

tizerinde kismi siralama bagintisidir.

Tanmm 2.2.2. Bir reel bulanik sayisi asagidaki sartlar1 saglayan bir X :R’—)[O,]]

fonksiyonudur.

1) X normaldir, yani X(xg)=/Iolacak sekilde bir x, € K mevcuttur,
1) X bulanik konvekstir, yani herhangi x,ye R ve 0 <A <1 igin
X(/1x+(1—ﬂ,)y) > min{X(x),X(y)}

esitsizligi saglanur,

iil)  Xst-yari-siireklidir,

iv) X"=(xeR:X(x)>0) kimesinin kapams1 kompakttir [19].

Tim reel bulanik sayilar kiimesini L(R) ile gosterecegiz. L(R) kiimesinde
o-kesim kiimeleri i¢in bazi aritmetik islemler su sekilde tanimlanir.

X,YelL (R) bulanik sayilarinin toplami ve fark: sirasiyla

(X+Y)(x) = supmin{X(y),Y(z)}

x=y+z

\(

12



(X—Y)(x) = supmin{X(y),Y(z)}

x=y-z
seklinde tanimlanir.
X ve Y gibi iki bulanik sayisinin a-kesim kiimelerine gore toplami ve farki ise su

sekilde tanimlanir.  X,Y eL(R) ve bunlarin o-kesim kiimeleri ae/0,1] igin

[XT] :[ga,}a} ve [Y]" :[X“,I_/a}olsun. Bu taktirde;

[X+¥] = X+ X7+,

[x -] :[f Y, x” —z“]
dir.

Bir X bulanik sayisinin bir k£ € R" reel sayisiyla ¢carpimi da
ko <[k k] XX = kXX

seklindedir.

Her bir reel say1 kendisinin karakteristik fonksiyonuyla ifade edilebilir. Ayrica

bulanik sayinin tanimina gore her bir karakteristik fonksiyon bir bulanik say1 olur. Yani

reR icin re L(R)bulanik sayisi

- 1, x=r ise
V(X)={ .

0, x#r Iise

seklinde tanimlanir. Boylece her reel say1 i¢in r= [r,r] seklinde bir gosterim vardir. Bu

diistinceden hareketle Rreel sayilar kiimesi, L(/R) bulanik sayilar kiimesine

gomiilebilir [20].

Bulanik sayilar kiimesi iizerindeki siralama bagintisi, reel araliklar arasindaki

siralama bagintisina benzerlik gosterir.

X YeL(R) i¢in “<” kismi siralama bagintisi

X <Y e Vael0l]igh X <Y ve X <Y

seklinde tanimlanir [21].
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Tanmm 2.2.3. Ac L(R) kiimesi verilsin. Her XeA4 bulanik sayist i¢gin X <U olacak

sekilde bir U bulanik sayis1 varsa A kiimesine iistten sinirlidir ve U bulanik sayisina da
A kiimesinin bir {st sinir1 denir. Eger 4 kiimesinin her p st sinirt i¢in U< u ise U
bulanik sayisina 4 kiimesinin en kii¢lik {ist sinir1 (supremumu) denir. Bir kiime i¢in

alttan sinirlilik ve infimum kavramlar1 da benzer sekilde tanimlanir [22].

L(R)iizerinde Hausdroff metrigi olarak bilinen metrik,

X -7

d(X“,Ya)=max(\f _Y"

|

olmak tlizere

d:L(R)xL(R)— R

d(X.Y)=supd(X“,Y")

0<a<l
seklinde tanimlanir. (L(R)E) bir tam metrik uzaydir [23]. Bu metrik, /& {izerindeki

mutlak deger metrigine indirgenir.

C(R"™, R" 6klid uzayinin bos olmayan, kompakt ve konveks alt kiimelerinin
ailesini gostersin. Bu taktirde C(R") iizerinde toplama ve skalere ¢arpma her 4, B €
C(R")i¢in;

A+B:{z:z=x+y, xed veyeB}
ve her AEC(R") ve A€ R igin

/1A={z.'z=lx,xeA}

seklinde tamimlanir. Buradaki toplama ve ¢arpma islemleri C(R ") lizerinde bir lineer

yapi Uretir.

A ve B kuimeleri arasindaki uzaklik

o, (A,B) = max{sup inf"a —b|[,sup inf”a —b”
ac4b<B beB 4

14



Hausdroff metrigiyle tanimlanir. Burada |||| sembolii ile R"’deki alisilmis Oklid normu

©

gosterilmektedir. (C (R” ),5 ) uzayinin bir tam metrik uzay oldugu bilinmektedir [23].

Bir bulanik saymin tanimi1 asagidaki bicimde genellestirilebilir.
Tamm 2.2.4. n-boyutlu Oklid uzayr R " iizerindeki bir bulanik say1 asagidaki sartlari
saglayan bir X : R" —[0,1] fonksiyonudur:

1) X normaldir, yani X(x)=1 olacak sekilde en az bir xpe R " mevcuttur,

1) X bulanik konvekstir, yani herhangi x,y e R" ve 0 <A <1 i¢in

X(ix+(1—ﬂ,)y) > min{X(x),X(y)}

esitsizligi saglanur,

1i1) X ust-yari-siireklidir

v) X' = {x eR": X (x) > 0} kiimesinin kapanis1 kompakttir.

R" tzerindeki biitiin bulanik sayilarin kiimesi L(R”) ile gosterilir.

0<a <1 igin X* kesim kiimesini gz 6niine alalim. Tanimindan, X“ € C (R)
oldugu aciktir. L(Z/x?”) ’deki toplama ve skaler ile carpma X,Y € L(R") ve ke R
olmak tizere;
[X+Y]" =X“+Y" ve [kX] = kX"
seklinde tanimlanir.
Simdi, her bir /< g <ooigin

1
1 q

d,(X,Y)= U&w (xe.r) daJ

0

Ve

d, zsupdn(X“,Y“)

0<a<l

metriklerini tanimlayalim. ¢<'s i¢in d, <'d, olmak lizere
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d (X.Y)=limd, (X,Y)

* g—>0
oldugu aciktir. (C (R” ),dq) metrik uzay1 tamdir [24].

Bundan sonraki kisimlarda d, yerine d notasyonu kullanilacaktir.

Acikca n=1 igin L(ZR’”) kiimesinden, L(R ) ve lizerinde tanimli metrik elde
edilir.
2.3. Bulanik Say1 Dizileri ve Istatistiksel Yakinsakhg

Tamm 2.3.1. Bulanik sayilarinin bir X = (X k)dizisi, dogal sayilar kiimesinden L(R”)

icine tanimli bir X fonksiyonudur. Bu durumda her bir k£ pozitif tamsayisina bir X(k)

bulanik sayis1 karsilik gelir. Bundan sonraki boliimlerde X(k) yerine X; yazacagiz [25].
Tamm 2.3.2. X, e L(R”) ve ¢ > 0 verilsin. Buna gore X, bulanik sayisinin e-
komsulugu d (X X 0) < ¢ olacak sekilde biitiin X bulanik sayilarinin kiimesidir. Bir X)

bulanik sayisin e-komsulugu K (X, &) ile gosterilir [25].

Tanmm 2.3.3. X =(X,) bir bulamk say1 dizisi olsun. Her ¢ > 0 sayisi igin k> N iken
d(X ¢ 0) < ¢ olacak sekilde bir N sayis1t mevcut ise (X)) dizisi yakinsaktir ve limiti

Xy dir denir. Bu durumda {im X, =X, yazilir. Eger limX; mevcut degilse (X;) dizisi

raksaktir denir [25].
k 2-3k 3k-2 :
X+ , X€ 4| ise
k+2 k+2 k
Ornek 2.3.4. X (x)= * x+5k+2, x e 4,5k+2 ise
k+2 k+2 k

0, diger durumlarda

seklindeki X=(X;) bulanik say1 dizisini g6z oniine alalim. Bu dizinin limiti

x-3, xe[3,4] ise
X,(x)=1-x+5, xe[45] ise

0, diger durumlarda
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dir (Sekil 2.1). Tiim yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini ¢(F) ile gosterecegiz.

Sekil 2.1. (X) bulanik say1 dizisinin X, bulanik sayisina yakinsamasi
Teorem 2.3.5. Yakinsak bir X= (X}) bulanik say1 dizisinin limiti tektir [25].

Teorem 2.3.6. X= (X)) ve Y= (¥;) bulanik say1 dizilerinin limitleri sirasiyla X, ve Yy

olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir [25].

i) lim(X, +Y,)=X,+Y,

if) Zim(X, -Y,) = X,-Y,

0

iii) lim(X,.Y,)= X, ¥,

v) lilzn (%] = % (Eger biitlin k’lar i¢in 0 ¢ sup pY, ve 0¢sup pY,)

k 0

Tamm 2.3.7. Her ¢ > 0 i¢in k,m > N oldugunda d(X,,X,)<¢ olacak sekilde pozitif
bir N tamsayis1i mevcutsa X= (Xj) bulanik say1 dizisine bir Cauchy dizisi denir [25].

Reel say1 dizilerinde oldugu gibi yakinsak her bulanik say1 dizisi ayn1 zamanda

bulanik Cauchy dizidir.

Tanmm 2.3.8. Her ke V sayisiigin L <X, <U olacak sekilde L ve U bulanik sailari

mevcut ise X= (X;) bulanik say1 dizine sinirlidir denir [25]. Biitiin sinirli bulanik say1

dizilerinin kiimesini 7, (F)ile gosterecegiz.

Teorem 2.3.9. Yakinsak her bulanik say1 dizisi sinirlidir [25].
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Tamm 2.3.10. Bir X= (Xj) bulanik say1 dizisini ve dogal sayilarin artan bir {kn} dizisini
g6z Oniine alalim. Bu durumda (X kn) dizisine (X, ) dizisinin bir alt dizisi denir [25].
Teorem 2.3.11. Yakinsak bir X= (Xj) bulanik say1 dizisinin her alt dizisi de yakinsaktir
ve alt dizinin limiti X= (X}) dizinin limiti ile aynidir [25].

Reel say1 dizilerinin istatistiksel ve kuvvetli Cesaro yakinsakligi kavramlari
birbirlerinden bagimsiz olarak tanimlanmis ve ilk ortaya ¢iktig1 zamanlardan gliniimiize
kadar birbirlerinden bagimsiz bir sekilde ayri ayr1 olarak gelistirilmelerine devam
edilmistir. Bununla birlikte bu iki tanim genel yapi itibariyle birbirlerine benzemekte

olup smirh diziler i¢in denktirler.

Reel say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik kavrami pek ¢ok matematikci

tarafindan c¢aligilmistir.

Bulanik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavrami Nuray ve Savas [26]
tarafindan tanimlanmigtir. Daha sonra Kwon [27] bulanik say1 dizilerinin istatistiksel
yakinsakligi ile bulanik say1 dizilerinin kuvvetli Cesaro yakinsaklig1 arasindaki iliskiyi

incelemistir.

Tanim 2.3.12. X=(X}) bir bulanik sayis1 olsun. Her ¢ > 0 i¢in,

lim— ‘k<n d(X,X,)zel|=0

n—>0

olacak sekilde bir X, bulamk sayis1 mevcut ise, yani h.hk i¢in d(X, X,)<¢

esitsizligini saglayan bir X bulanik sayisi varsa X= (X;) bulanik say1 dizisi X, bulanik

sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. (Xj;) dizisi X, bulanik sayisina istatistiksel

yakinsak ise X, = X, (S(F)) yazilir [26].
S (F )ile istatistiksel yakinsak bulanik say1 dizilerinin kiimesini gosterecegiz.
Ozel olarak X, =0 alirsa S (F) yerine S,(F) yazacagiz.

Bilindigi gibi sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bundan dolay1

¢(F) < S(F) kapsamasi agiktir. Bu kapsamanin kesin oldugunu da asagidaki ornekte

gorebiliriz.
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Ornek 2.3.13: X= (X,) bulanik say1 dizisini

x—k, xe[k,k+]]
_ 3.
—x+k+2, xe[k+1k+2] k=n"ise

X (x)=
k( ) 0, diger durumlarda n=12....

X,(x) k #n’ ise
olacak bigimde tanimlayalim. Burada

x—1, xe[],Z] ise
X,(x)=1—x+3, xe[2,3] ise
0, diger durumlarda

olup, her £ >0 igin

{keN:d(X, X,)2¢elc{827,64.}

oldugundan 5({k eN: d(Xk,XO) > g}) =(0dir. Bu nedenle X= (X;) dizisi Xj’a

istatistiksel yakisaktir. Ancak {k eN:d(X,X,)> 5} kiimesi sonlu oldugu i¢in (Xp)
dizisi X) a yakinsak degildir (Sekil 2.2).

A
1

0
Sekil 2.2. (Xy) bulanik say1 dizisinin X, bulanik sayisina istatistiksel yakinsamasi

S(F) ve /7, (F ) uzaylar1 birbirlerini kapsamazlar. Yukaridaki ornekte verilen

X=(X;) bulanik say1 dizisini gbz Oniine alalim. Bu dizi istatistiksel yakinsaktir fakat
siirli degildir. Simdi de sinirl olup istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi drnegini

verelim.
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Ornek 2.3.14:

x—1, xe[1,2]
—x+3, xe[2,3] k tek ise
0, diger durumlarda
X, (x)=
x=38, xe[8,9]
—x+10, xe[9,10] k ¢ift ise

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan (X;) bulanik say1 dizisi smirlidir, ancak istatistiksel yakinsak

degildir (Sekil 2.3).

Xi (ktek ise) Xy (k gift ise)

Sekil 2.3. istatistiksel yakinsak olmayan, ancak sinirli olan bir bulanik say1 dizisi

Yakinsak her bulanik say1 dizisi ayn1 zamanda hem istatistiksel yakinsak hem de

simrh oldugundan  S(F)n/,(F)#@dir. Hatta ¢(F)cS(F)n/,(F)kapsamasi

kesindir. Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir:
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Ornek 2.3.15: X= (X,) bulanik say1 dizisini

X+ , xe|—— 4
k+2 k+2 k

—k 5k+2 [ 5k+2} .
4 ise

ko 2-3k [3/(—2 } , k=n'ise
X se

X+ , X€
X.(x)=k+2 k+2 k
0 , diger durumlarda
X, (x), k #n’

seklinde tanimlayalim. Burada

x=38, xe[8,9] ise
X,(x)=1-x+10, x€[9,10] ise

0, diger durumlarda

olup X= (Xj) dizisi hem sinirlidir, hem de X bulanik sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Ancak bu dizi yakinsak degildir (Sekil 2.4.)

8 9 10

Sekil 2.4. Yakinsak olmayan, ancak istatistiksel yakinsak bir bulanik say1 dizisi

Tanim 2.3.16. X= (X}) bir bulanik say1 dizisi olsun. Eger

limly d(x,x,)=0

n—0 n =1

olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 varsa X= (Xi) bulanik dizisi X, bulanik sayisina
kuvvetli Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli Cesdro yakinsak bulanik dizilerinin

kiimesini w(F) ile gosterecegiz. Bir baska ifadeyle
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n—w n T

w(F)={X=(Xk):limiid(Xon)=0’ en az bir X i¢in }

dir. X=(X;) bulanik dizi X, bulanik sayisina kuvvetli Cesdro yakinsak ise
X, > X,(w(F)) yazacagiz [27].

Nuray [28], 6=(k, ) lacunary dizisini kullanarak istatistiksel yakinsaklik

kavramini asagidaki sekilde bulanik say1 dizilerine genisletti.

Tamm 2.3.17. Eger her & >0 igin

i
{ingh—r {kel :d(X,X,)2¢=0

olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 varsa, X=(X;) bulanik dizisi X, bulanik sayisina

lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S, —/im X, = X, yazilir. Lacunary
istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, (F ) ile sifira Lacunary istatistiksel yakinsak
dizilerin kiimesi ise S;(F) ile gosterilir.

2.4. Bulanik Say1 Dizilerinin Hemen Hemen Lacunary Istatistiksel Yakinsakhg

Bu kisimda bulanik sayr dizilerinin hemen hemen lacunary istatistiksel
yakinsakligi ve kuvvetli hemen hemen yakinsakligi kavramlarini tanimlayacak ve
bunlar arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Bulanik say1 dizilerinin benzer 6zellikleri Altinok [29] ve Altin [30] tarafindan

verildi.

Tamm 2.4.1. 0= (kr)bir lacunary dizisi ve X=(X}) bulanik sayilarinin bir dizisi olsun.

Her £ >0 igin

i
{ingh—r {kel :d(x,X,)2el|=0

olacak sekilde bir X, bulanik sayis1 varsa X= (X;) bulanik say1 dizisi X, bulanik
sayisina lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsak denir. Bu durumda X, — X (S )
veya §6 —limx, = X, yazilir.

Bulanik sayilarinin biitlin lacunary hemen hemen istatistiksel yakinsak dizilerinin

kiimesi 3’9 ile gosterilir. Ozel olarak 0 = (2") alinirsa 3’9 yerine S yazilir.

22



Tanim 2.4.2. 6= (kr) bir lacunary dizisi ve p=(pi) pozitif reel sayilarin herhangi bir

dizisi olsun. Eger
limh 'Y [d(X,..X,)]" =0
o kel,

olacak sekilde bir X, bulanik sayisi varsa X= (Xy) bulanik say1 dizisi X, bulanik
sayisina hemen hemen kuvvetli lacunary yakinsaktir denir.

Bu durumda X, — X [M,, p] yazilir. [M,, p] bulanik sayilarin1 hemen hemen

kuvveti lacunary yakinsak dizilerinin kiimesini gdstermek i¢in kullanilir. Ozel olarak

0=(2") ve py=1 biitiin k € N i¢in [M,, p] yerine sirasiyla [AC, p] ve [AC], yazilir.
Teorem 2.4.3. (X;) ve (Y;) iki bulanik say1 dizisi olsun. Bu taktirde
1) §e —IimX, =X, ve ceR ise gg —limcX, =cX,  dir.

i) S, ~limX, =X, ve S, ~limY, =Y, ise S, -lim(X, +Y,) =X, +Y,

dir [31].
Ispat:
i) a € [0,1] ve ce R olsun. Xy+i, Yk+i, Xo ve Yo nin o seviye kiimeleri sirasiyla
XY X" ve Y, olsun.
8, (X, "5eX, ) =le[8, (X, X,")
oldugundan

cX,)=l|c[d(X,,..X,)

elde edilir. Buradan

hi‘{k el :d(cX,,,cX,)> 8}‘ Shi

k+i?

T T

{k el :d(cX,,,cX,)=> ﬁ}
c

yazabiliriz. Boylece §e —limceX, =cX, dr.

ii) Kabul edelim ki S,~limX, =X, ve S,~limY, =Y, olsun. 8, metriginin

tanimindan
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8, (X + Y, X+ Y, ) <8, (X Y, X+ Y ) +8, (X + YL X+ YY)

. k+i 2 k+i 2 k+ 2
= 80(; (Xkﬂa’Xoa ) T 690 (YkarlOl + YO& )

yazilabilir.

Minkowski esitsizliginden

d(Xk+i’Yk+i’X0 +Yo) < d(Xk+i’X0)+d(Yk+i’Y0)
bulunur.

Bu nedenle

1

h—\{k el (X, +Y,,. X, +Y,) > &l

< hi\{k el :d(X,,,X,)+d(Y, . Y,) 2 ¢

1 1
Sy {k el :d(X,..X,) z%} o {k el :d(Y,.Y,) z%}

dir. Béylece S, — lim(X, +Y,)=X, +Y,dur.

Asagidaki sonug, Teorem 2.4.3 {in bir sonucudur.
Sonuc 2.4.4. Xi ve Yy iki bulanik say1 dizisi olsun.

i) Eger S—lim X, =X, veceR ise bu taktirde S—lim cX, =cX, dir.

i) Eger S—limX, =X, ve S-limY, =Y, ise S—lim(X, +Y,)=X,+Y,dr
[31].

Teorem 2.4.5. 6 = (k;) bir lacunary dizi ve X= (Xy) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu
taktirde

i) liminf q, > 1 i¢in [AC,p] <= [M,,p]
ii) liminf q, < oo igin [M,]<[AC,p]
iii) Eger 1< liminf q, <limsup, q, <o ise [M,,P]=[AC,P]dir.

ispat:

1) Xe [AC,p] ve liminfg, >1 olsun.
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Bu durumda her r > 1 i¢in q; > 1+ olacak sekilde 6 > 0 mevcuttur. Bu taktirde

X €[AC,p]igin

1 " 1 kr X 1 krfl "
P I:d(le’Xo):'p :_Z[d(kaxo) ' __Z[d(Xk+i’Xo):|p
h i h = h &

r K€l r K= r

k . kp - kr_l 71kr—1 -
:h—‘(kr Z[d(XkH’XO)} )_h_(krl ;[d(kaxo)] ]

yazilabilir.

|~
[a—
+
n
~

h, =k, -k _, oldugundan, —+< ve — < — elde edilir.

! h = 8 h

o |~

k:li[d(Xkﬂ,Xo)Tk ve k;_l]ki[d(xwxo)]"k terimlerinin her ikisi de r—»o
k=1

k=1

icin sifira diizgiin yakinsar (i ye gore diizgiin). Boylece X e [Me,p] dir.

i1) Kabul edelim ki limsupq, <oo olsun. Buna gore her r >1i¢in g, < B olacak

sekilde B > 0 vardir. X e[M,,p]ve & > 0 verilsin.

Bu taktirde;

A = hLZ[d(XM,XO)]pk <¢ herj >R ig¢in olacak sekilde R > 0 sayis1 vardir.
j kel
Her j= 1,2,... i¢in A; < K olacak sekilde K > 0 bulunabilir. n sayisi r > R olmak

tizere k,_ <n <k, sartin1 saglayacak sekilde alinsin. Bu taktirde

1 Pk 0 & Pk 4 Pk
_Z[d(Xk+i’X0):| Skr—lg[d(xkﬂ’xo):l :kHZI:d(Xkﬁ’XO):I

n o kel

2 [d(X LX) [+ DA (X LX) [

kely kel

_ kl‘_lk;lZ[d(XWXO )]
r—1

kel
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+k2_k1 (k —k )—lz[d(Xk+i’X )]p
-1 kelp
kR _kR—l -1 Pk
ot (e -k -1) T [A(X,0X,)]
r-1 kel
k —k_l -1 Pk
o = — (k, -k -1)" > [d(X,..X,)]
r-1 kely
k, -k k, —k
=—A +2—A L+ B—RLA
r-1 r-1 r-1
+kR+l _kR A 4. 4 1

r-1 r-1

g(supA.j K +(supA)k‘_kR <K Ke +¢B
20 )k ')k k

2R

r-1 - r—1

elde edilir.

n—o0 iken Ky —0 oldugundan i ye diizgiin

n

L > [d(X,..X,)]" = 0bulunur,

n

olarak

Teorem 2.4.6. 6=(k,) lacunary dizisi ve X = (Xj) bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu

taktirde 0 <h=Infp, <p, <supp, =H olmak iizere
1) X, > XO[Me,p] =X, > xo(ge)
i) X e £, (F) ve X, >X,(S,)= X e[M,,P]

i) X e ¢, (F) ise S, =[M,,p] [31] dur.
Ispat:

)e>0ve X, =X, [Me,p] olsun. Buna gore i ye gore diizgiin olarak
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_Z[d ] [d s X z [d(Xk+i’X0)]pk

r kelp kel kel
" d(Xsi Xo)Z d(Xg+i.Xp)<e
Pk
2 X [a(XnX,)]
d(Xk+ Xo)
>L 3 e
h kel

d(X+i-Xo)ze

v

1 .
— E min (ah et )
h kel

d(X+i-Xo)2e

‘{kel d(X,,.X,)2 ‘mln[e &' ]

-

yazilabilir. Boylece X, — X, (Se) dir.

if) Kabul edelim ki X € ¢, (F) ve X, >X,(S,)dr. X e ¢, (F) oldugundan

d(X,..X,)<T olacak sekilde sabit bir 7> 0 vardir . Verilen & > 0 i¢in

Sy faxLX)] = Y [T

r kel r kel

d(Xg+i Xo)ze
Ly X))
d(Xk+ Xo)es
1
; max(Th,TH)+h— ; €,
(Xt Xo)os " (Xt Ko e

Smax(Th,TH);r ‘{kel 1d(X,,,X, )2 }\
+max(8h,sH)
olur. Béylece X, €[M,,p]dir.
iii) i ve ii den elde edilir.
Teorem 2.4.7. 6=(k,) bir lacunary dizi ve X = (X;) bir bulamk say1 dizisi olsun. bu

taktirde

A

i) limsup_q <o ise S, < S,
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A A

i) liminf q, >1 ise Sc S,
ii1) 1<liminf q, <limsup_q, <o ise S= §9 [31] dur.
Ispat:
1) Eger limsup_q, < oo ise herr i¢in g, < T olacak sekilde bir 7> 0 vardir. Kabul

edelim ki X, — X, (S,) ve her biri > 1 icin

N, ‘{kel d(X,,.X,)>¢ }‘ olsun. Bu taktirde

k+i?

0
—D<e 1
h M

T

olacak sekilde bir 1, € N vardir.

M=max{Nr <r<r}olsun ve k_ <n<k olacak sckilde n segelim. Bu

takdirde her bir i > 1 i¢in;

‘k<nka+l,X) e} < kl {k<k :d(X,..X,)>z8)

k+i?

= —{Nli ANy A AN N Nri}
r—1
M 1 N N
<—r1+—-dh 4L 4h
kr—l kr—l ’ hr0+1 hr
N,
<£r +L sup—- {hr+1+ .+hr}
kP1 k. =0 h, 0
M kr_kr
<—r1, +¢ .
kr—l kr—l
<—r0+?qu
r—1
<—r1 +ekK

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

28



i1) Kabul edelim ki liminfiq; > lolsun. Bu durumda yeterince biiyiik r’ler i¢in

g:=>1+0 olacak sekilde bir >0 vardir. k; = k; - k;.; oldugundan %2% elde edilir.
+

T

X, X, (ﬁ) olsun. Bu taktirde her i ve € > 0 igin

1
k_‘{kﬁkr Id(XHi’XO)ZS}‘
> ffkel, d(X,0X,) 28
o 1
th—‘{kEIr :d(Xk+i’X0)28}‘

dir. Béylece S < @e bulunur.
iii) (i) ve (ii) den elde edilir.

Teorem 2.4.8. 0<p, <q, ve (q,/p,) smrh olsun. Bu taktirde [M,,q] =[M,,p] [31]
dur.

Ispat: X =(X,)e[M,,q]olsun. Her ke N i¢in wk“:[d(XkH,Xo)]qk ve Kk:&
dy

diyelim. Bu taktirde her k e N i¢in 0 <A, <1 olur. A sayistherke N i¢in 0<A <A, <1

olacak sekilde segilsin (uk,i) ve (Vk,i) dizilerini asagidaki gibi tanimlayalim:

w,2liginu =w_ vevy, =0

1

w,<liginu =0vevy, =w,

Herk € N i¢in

W =u, +W,

A Ak Ak
wk,i - uk,i + Vk,i

olur. Buradan da uX <u,, <w,_, ve v;¥ <v; bulunur. Bunedenle
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A
bdylece h 'Y vt <h > v, +(h" )[hr'1 > VkJ
kel kel kel

Buna gore X e[ 9,p] elde edilir.

Teorem 2.4.9. [AC,p]. {X (X,): sup— Z[d o <oo}’

kOl

(m,p) = {X =(X,): sgp[d(Xk,O)]pk < oo}

olmak tizere [AC, p], = (m, p) [31].

Ispat: l:—Z[d ke Tk:_Z[d 0)]"

nis nicn
alalim. Bu durumda
supt, = sup el [d :ka 21 = sup|:d ]
kol
ve
SUpt,, Zsupt,, _sup[d 0]
elde edilir.

(2) ve (3) den [AC, p],, =(m, p) elde edilir.
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