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OZET

Mevcut ¢alisma toplamda alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, ilgili konunun
tanim1 ve referans tarihcesi verilmistir. Ikinci béliimde, calismanmn esas kisminda
kullanilan bazi temel kavramlar ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde, genel olarak 1-
boyutlu p-Laplacian problemi ve ¢oziimleri olan genellestirilmis trigonometrik
fonksiyonlar verilmistir. Takip eden dordiincii béliimde, sonlu bir aralikta Bessel operatorii
icin ters problemin ¢dziimii verilmistir. Ozellikle nodal noktalar (6zfonksiyonlarin sifirlari)
kullanilarak potansiyel fonksiyon i¢in matematiksel bir formiil verilmistir. Besinci
boliimde, dordiincii boliimde elde edilen sonuglar genellestirilerek p -Laplacian Bessel
probleminin ters problemi incelenmistir. Son olarak, elde edilen sonuglar ve ileride

hedeflenen amaglar i¢in bazi detaylar verilmistir.



SUMMARY
Solution of Inverse Problem for p-Laplacian Sturm-Liouville Operator

This thesis is prepared in six parts. In the first section, definition and historical process
of the study are given. In second part, some main conceps using in the study are presented.
In third part, one dimensional p -Laplacian problem and generalized trigonometric
functions are given. In following section, solution of Bessel operator is given on finite
interval. Especially, a definitiation of potantion is given with zeros of eigenfunctions In

fifth section, results obtained in fourth section are given for p -Laplacian Bessel problem.

Eventually, some details about the obtained results and next goals are given.
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1.GIRIS

Lineer diferensiyel operatorlerin spektral analizinde 6nemli ¢alisma alanlarindan biri
ters problemlerdir. Bu problemler spektral veriler ile lineer diferansiyel operatdriin
formunun bulunmasi olarak tanimlanir. Spektral analizin ters problemleri ile matematiksel
fizikteki lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziilmesinde yeni yontem ve metotlar
gelistirilmekte ve bu problemler matematik, fizik, miihendislik, meteoroloji ve tip gibi
bircok alanda karsilasilan 6nemli problemlerin ¢oziimiinde kullanilmaktadir (Suhubi,
2001).

Sturm-Liouville teorisi 1830'lu yillarda Sturm ve Liouville’in ¢alismalari ile baslamistir.

Yazarlar ¢aligmalarinda; A bir kompleks parametre , q(x) [0,1] araliginda karesel

integrallenebilen bir fonksiyon olmak lizere 2.mertebeden lineer

-y"+q(x)y=A4y, 0<x<1 diferansiyel denklemi i¢in sinr deger problemini ele

almiglardir. Bu denklem i¢in bazi1 6zel ¢oztimler ele alinarak bu ¢éziimlerin 6zdegerleri ile
bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar1 elde etmislerdir. Elde edilen bu 6zdegerler
ile spektrum kavramini tanimlamislardir (Levitan, 1978).

Spektral teoride Onemli rol oynayan Sturm-Liouville operatori ly=y"+q(X)y

bi¢ciminde tanimlanir. Bu Operatore Schrodinger operatorii de denilmektedir. Bdoyle
operatorlerin spektral teorisi tizerine 20. Yiizyilda birgok matematikg¢i tarafindan onemli
caligmalar yapilmistir. Spektral teorinin ters problemleri ile ilgili temel sonuglar, 20.
yizyilin ikinci yarisinda elde edilmistir. 1929°da Ambartsumyan’in  yaptig1 calisma
Sturm-Liouville operatorii i¢in ters problem teorisinin  baglangicin1 olusturmaktadir.
Ambartsumyan c¢aligmasinda

—y"(x)+[2-a()]y(x) =0,

y'(0)=y'(1)=0

ile verilen Sturm-Liouville problemini ele alarak bu problemin 6z degerlerinin kiimesinin

(1.1)

A, :(n7r)2 olmasi haline =0 olacagim gostermistir (Ambartsumyan, 1929). Ancak

Ambartsumyan’nin bu diisiincesi genel olarak dogru olmamakla birlikte spektral teori

alaninda ¢alisacak olan matematikgilere yol géstermesi bakimindan 6nemlidir (Chadan,



Colton, Paivarinta ve Rundell, 1997). Borg ayni problemi farkli sinir degerleri ile ele

alarak q(x) potansiyel fonksiyonunun tek olarak belirlenebilecegini gostermistir (Borg,

1946). Sonraki yillarda konu tlizerine 6nemli ¢alismalar yapilmistir.

Lineer operatorlerin spektral teorisinde 6nemli ¢alisma alanlarindan biri de p -Laplacian

6zdeger problemidir. Sturm-Liouville problemi bu problemin 6zel bir halidir. p -Laplacian

ozdeger problemi p>1ve Qc R" olmak iizere

{=div(vy|"* V) +ae)ly" y = 20()|y|"” v, tzerinde w2
y =0,0Q sinirinda

seklinde tanimlanir. Onceki zamanlarda p -Laplacian dperatdrii iizerine ¢alismalar yapilmis

ve bir cok o6zelligi ortaya konulmustur (Binding ve Rynne, 2008; Law, Lian ve
Wang,2009; Cheng ve Lian, 2011). ©=(0,1) olmas:1 halinde p -Laplacian 6zdeger

problemi.
I( a ) n' -
{—(|y| "2 Y)Y = (p-D(2e() -0y, w3
y(0)=y(@)=0
bigimindedir. @(X)=1 ve q=0 olmas1 durumunda bu problemin 6zdegerleri agik olarak
2
verilebilir. Ozdegerler 7, = P olmak iizere
sin(Z)

Ay =(nz,)?,n=123,..
seklindedir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyon S (x) ile gosterilir (Wang, 2010).
Ozdegerler ve nodal parametrelerin detayli asimptotik ifadelerini verebilmek icin S, (x)

fonksiyonunun bazi 6zellikleri gereklidir.

S,(x) fonksiyonuyla, Priifer tipindeki doniistimler tanimlanarak bu déniisiimler altinda

p -Laplacian i¢in Sturm-Liouville teorisinde 6zdegerler, nodal parametreler ve (

potansiyeli i¢in yapilandirma formiilii elde edilebilir.

Bu tez c¢alismasinda genel anlamda P -Laplacian problemi kullanilarak Priifer

doniisiimii yardimiyla
_(y'w—l))' =(p-D(A-w(x))y*?  1<x<a (1.4)

yO=y(@=0 (1.5)



probleminin 6ncelikle p =2 i¢in 6zdegerleri, nodal noktalar1 (6zfonksiyonlarin sifirlart),

nodal uzunluklar1 ve son olarak potansiyel fonksiyonu elde edilmistir. Daha sonra ayni

ifadeler genel anlamda p -Laplacian Bessel problemi i¢in elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1. (Hilbert Uzayl) X,Y,Z,... elemanlarmin bir kiimesi H olsun. Asagidaki

ozellikler saglaniyorsa H uzayina bir soyut Hilbert uzay1 denir.
i.  Hbir lineer uzaydir NRRCZ

il H uzayindaki her X,yeH eleman ¢iftine, bu elemanlarin i¢ ¢arpimi denilen,
asagidaki aksiyomlar1 saglayan ve +(X,Y) ile gosterilen bir gercel say1 karsilik
gelir.

a. (xy)=(.%
b. (x+2,y)=(xy)+(z,y)
c. (Ax,y)=A(XY),(her A eRigin)
d. x=0 ise (x,y)=0
iii.  p(xy)=|x—y]| ile verilen metrige gére H uzay: tamdur.

iv.  H uzayi sonsuz boyutludur.
Bu aksiyomlardan sadece i), ii), iii) saglaniyorsa, H ye Hilbert uzayi denir (Bayraktar,
2006).

Tanmm 2.2. (L, [a, b] Uzay) [a, b ] araliginda tanimli karesi integrallenebilen,dl¢iilebilir,
kompleks degerli f(x) ,g(x) ,... fonksiyonlarmin olusturdugu uzaya L,[a,b] uzay:
denir. L,[a,b] uzayy, her f,gel,[a,b]icind:L,[a,b]xL,[ab]>R"
1
b , )2
d(f,g)=(j|f(x>—g(x)| dx]
metrigi ile bir metrik uzay; ||:L,[a,b] >R

- flreof o

normu ile bir nomlu uzaydir. Burada i¢ carpim,

(f.9) = f()g(x)dx



seklinde tanimlanir. L, [a, b ] uzay1 bir Hilbert uzayidir (Suhubi, 2001).

Tanim 2.3. (1, Uzayr) x=(&,&,,...) ve Y=(u4, 14,,...) olmak tizere

Dl <o s Ylul <o

k=1 k=1

ozelligini saglayan kopmleks sayilarin sonsuz sayi dizilerinin olusturdugu uzaya |, uzayi

denir. Bu uzay her X,y €l, i¢in d :1,xl, - R* olmak iizere

d(x,y) :(ikfk _/uk|2)2

metrigi ile bir metrik uzay; || :l, > R olmak iizere

1
- 2
M-( Sl
k=1
normu ile bir normlu uzaydir (Suhubi, 2001). |, uzayinda i¢ garpim

() =D Gt

olarak tanimlanir. Bu sekilde verilen i¢ ¢arpima gore |, uzay: bir Hilbert uzayidir (Suhubi,

1978).

Tamm 2.4. (C[a,b] Uzayr) [a,b] araliginda tanimli siirekli, reel ya da kompleks degerli
tim fonksiyonlarin olusturdugu uzayaC[a,b] uzay: denir. Bu uzay f,geC[ab] ve
d:C[ab]xC[a,b] >R" olmak iizere
d(f,g) =max|f (x)-g(x)|
metrigi ile bir metrik uzay |||:C[a,b] >R olmak iizere
[ £l =max| f ()

normu ile bir normlu uzaydir. Bu sekilde tanimlanan metrige Chebishev metrigi

denilmektedir. Bu uzayda i¢ carpim

(f.9)=] f(x)g(x)dx



olmak lizere

||f||=[f|f<x>|2 dsz

normuna goére tam olmayan bu uzay Hilbert uzay1 degildir (Suhubi, 2001).

Tamim 2.5. (Oz fonksiyon-Oz deger) L lineer olmak iizere y # 0 icin Ly =1y oluyorsa
y’ye L’nin 6z fonksiyonu (veya 6z vektorii), A°’ya ise L operatoriiniin bir 6z degeri

denir (Levitan ve Sargsjan, 1975).

Tanim 2.6. (Sturm-Liouville Operatérii) p ,q ve p, [a,b] arahginda tanimh ve siirekli

olmak iizere
a,y(a)+a,y'(a)=0, by(b)+b,y'(b)=0 (26.1)

sinir sartlaria sahip

[POIY' (] +[ 2000 —d()]y(x) =0 (2.6.2)
diferansiyel denklemi verilsin. Burada o fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir (Freeling

ve Yurko, 2001).

d2
L=——+q(x
o "9
seklindeki operatére Sturm-Liouville (S-L) operatorii adi verilir. L operatorii igin en

onemli sinir sartlart a, B e [O, 7r) olmak tizere

y(a)cosa+Yy'(a)sina =0,

y(b)cos S+ y'(b)sin g =0. (2.6.3)
dir. Bu simir sartlarina ayrik sinir sartlari denir. (2.6.2) denkleminin p(x) = p(x) =1 6zel

hali olan

2

d
v ¥+q(x)y:/ly (2.6.4)
X

denklemi g6z oniine alinsin. (2.6.3) - (2.6.4) kaynaklarda (S-L) sinir deger problemi olarak

tanimlanir. (2.6.3) smur sart1 sina =0 ve sin f#0 igin
y(a)cota+Yy'(a) =0,
y(b)cot S+y'(b) =0,



bi¢iminde yazilabilir. Burada cotex =—h ve cot f=H alinirsa
y'(@)-hy(@) =0,
y'(b)+Hy(b) =0
olur. Bu simir sartlarina impedance sabitli sinir sartlarr, h ve H sabitlerine ise impedance
sabitleri denir (Gelfand ve Levitan, 1951).
p ,q ve p fonksiyonlari R iizerinde tanimli ve hepsi periyodik fonksiyonlar ise
(2.6.2) denklemine;
y@=yb) . y(@=ylb)
periyodik sinir sart1 ve
y@)=-y(b), y(@)=-y(b)
anti periyodik sinir kosulu ile (S-L) periyodik (veya anti periyodik) sinir deger problemi
denir. Bu sartlarla birlikte (2.6.4) denklemine Hill denklemi denir.

Tanim 2.7. (Regiiler Sturm-Liouville Problemi) Asagidaki 6zellikleri saglayan (2.6.1)-
(2.6.2) siir deger problemine regiiler (S-L) Problemi denir.
i. a,a,,bveb, reeldir.
ii.  p(x) ,q(x) ve p(x) Kkatsayr fonksiyonlari, u¢ noktalari igeren her yerde reel ve
stireklidir.
iii.  Ug noktalari igeren her yerde p(X), p(X) > Odir.

Regiiler olmayan (S-L) problemine, singiiler (S-L) Problemi denir (Lusternik ve Sobolev,
1968).

Tanim 2.8. (Baslangic ve Siir Kosullar)) Baslangigta modellenen probleme uygun
¢Ozlimiin bulunabilmesi i¢in problem olusturulurken bazi yardimci sartlar gerekir. Bu
sartlar genel olarak iki baslik altinda toplanabilir.

i.  Siir Sartlari: kismi diferansiyel denklemin saglandigi Q boélgesinin I' simir1
boyunca saglanmasi gereken sartlardir. Sinir sartlarinin ti¢ farkli sekli ¢ , f ve @
fonksiyonlar1 [ iizerinde tanimli fonksiyonlar olmak iizere Gzel isimleriyle su
sekildedir.

Dirichlet sarti: U|.=g ,



Neumann sarti: Z—u |-= g(veyaO0),
n

Karisik (mixed) veya Robin sarti: au + Z—U =g .
n

ii.  Baslangi¢ sartlari: Sistemin baslangicinda QQ bolgesi boyunca saglanmasi gercken
sartlardir. Genel olarak, baslangi¢ sartlar1 fonksiyonun ve zamana gore tiirevinin

kombinasyonu seklindedir (Lusternik ve Sobolev, 1968).

Tamm 2.9. (Nodal Nokta Kiimesi) (2.6.1) - (2.6.2) 6z deger probleminin nodal nokta
bilgisi y,(x) 6z fonksiyonlarinin kokleri olan{x}”)} , 1=14n-1 n>2 kiimesidir. {XE”)}

kiimesi (2.6.1) - (2.6.2) problemindeki p,p ve q parametrelerine ve a,a,,b,b,,aveb
degerlerine baglidir (Browne, 1996, Hald,1978).

Tamm 2.10. (Diiz Problem) (2.6.1) - (2.6.2) Sturm-Liouville problemi saglanacak sekilde
A, 0z degerleri ve bu degerlere karsilik gelen Y, 6z fonksiyonlarimi belirleme problemidir

(Freeling ve Yurko, 2001).

Tamm 2.11. (Ters Problem) Klasik bir ters spektral problemde potansiyel fonksiyon, 6z
degerlerin iki kiimesi veya 6z degerlerin bir kiimesi ile normlastirict sabitlerin bir kiimesi
gibi spektral bilgiler kullanilarak elde edilir. Bu problemler, ters 6z deger problemi olarak
adlandirilir. Bagka bir alternatif ise 6z fonksiyonlarin sifirlar1 olan nodal noktalarin
bilgisini kullanarak potansiyel fonksiyonu elde etmektir. Bu tiir problemlere, ters nodal

problem denir (Hald ve Mclaughlin, 1989).

Teorem 2.1. (1. Sturm Karsilastirma Problemi)
u”+g(x)u=0,
V' +h(x)v =0,
denklemleri verilsin. [a,b] araligi iizerinde g(X)<h(X) ise, birinci denklemin asikar

olmayan herhangi bir ¢éziimiiniin her iki kokii arasinda, ikincinin en az bir kokii vardir

(Levitan ve Sargsjan, 1975).



Teorem 2.2. (II. Sturm Karsilastirma Problemi) u(x) , u”+g(x)u=0denkleminin
u(@)=sina , u'(@d)=—cosa baslangic kosullarin1 saglayan bir ¢ozimi; V(X) ,
V'+h(x)v=0 denkleminin ayn: kosullar1 saglayan ¢oziimii olsun. Ayrica [a,b] aralig:
tizerinde g(X) <h(X) olsun eger u(x) ¢oziim foksiyonu a<x<b araliginda m tane sifira

sahipse, V(X)¢0ziim fonksiyonunun sayisi ayni aralikta mden az degildir (Levitan ve

Sargsjan, 1975).

Teorem 2.3. (Sturm Osilasyon Teoremi)
—y"+q()y =41y
y(a)cosa +y'(a)sina=0
y(b)cos g+ y'(b)sin 5 =0
ile verilen Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6z degerlerinin sinirsiz,artan bir dizisi

Ay <A <A, <..olsun. A4, 6z degerine karsilik gelen m. 6z fonksiyonun [a, b] araliginda

tam olarak m tane sifirt vardir (Levitan ve Sargsjan, 1975).

Tamim 2.12. (Bir operatoriin Rezolventi) T , H Hilbert uzayinda yogun olan bir
climlede tanimli, kapali lineer bir operatér olsun. T operatoriiniin rezolventi

R, =(T —al)™" ile gosterilen A parametreli bir operatordiir (Levitan ve Sargsjan, 1975).

Tamm 2.13. (Rezolvent Ciimlesi ve Spektrum) X bos olmayan kompleks normlu bir
uzay ve T:D(T) —> X verilsin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa A’ya T operatoriiniin bir
regiiler degeri denir.

i.  R,(T)mevcut
i, R,(T)smurh
iii.  R,(T), X de yogun bir ciimlede taniml.
T operatoriiniin tiim regiiler degerlenin ctimlesine rezolvent ciimlesi denir ve p(T) ile
gosterilir. Bu ciimlenin tiimleyeni o(T)=C—p(T) seklinde olup, T operatoriiniin

spektrumu adimi alir. A €o(T) ise A ya T operatoriiniin spektrali veya 6z degeri denir

(Levitan ve Sargsjan, 1975; 1988).



Tanim 2.14. (Adjoint Operator) X bir Hilbert uzayi, B(X) ise X iizerinde tanimli tim
lineer sinirlt operatorlerin uzayir olsun. T € B(X) olmak tizere T* ile gosterilen T
operatriiniin adjointi; her X,ye X igin (Tx, y>=<X,T*y> esitligini saglayan B(X)

uzayinin bir tek elemanidir (Suhubi, 2001).

Tammm 2.15. (Self-Adjoint Problem) T € B(x) olsun T=T" ise, T operatoriine self-

adjoint veya hermityen operator denir (Suhubi, 2001).

Tanim 2.16. (Biiyiik O Notasyonu) Her n>0 tam sayisi igin f(n) negatif olmayan bir
fonksiyon olsun. Her n=n, i¢in f(n) <Cg(n) olacak sekilde bir n, tamsayisi ve C >0

sabiti varsa f(n)=0(g(n)) dir denir. Biiyik O notasyonunun bazi matematiksel

dzellikleri asagidaki sekildedir (URL1,2012).
a) f(n)=0(g,(n)) ve f,(n)=0(g,(n)) olsun
i f,(n)+ f,(n) = O(maks{g,(n), g,(n)})
i.  O(f,(n)).O(f,(n))=0(f,(n).f,(n))
iii.  k=0,0(kf (n))=0(f,(n))
iv. — O(k+ f,(n))=0(f,(n))
b) f,(n) ve f,(n) fonksiyonlart her n>0 tam sayist icin pozitif fonksiyonlar olmak iizere

f(n) _
f.(n)

f(n) =0(f,(n)

f(n)=f,(n)+f,(n) ve L>0 i¢in lim L olsun. Bu durumda;

seklindedir.
c) f(n)=0(g(n)) ve g(n)=0(h(n))ise f(n)=0(h(n)) seklindedir.
d) f(n) ve g(n) sonlu bir aralik iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar ve n>n, icin

f(n) =0(g(n)) olsun. Bu durumda

n

jf(y)dy=0{j|g(y)|dy} n=n,

Ny

seklindedir.

e) i=12,..k olmak iizere f.(n)=0(g.(n)) olsun. Bu durumda

10
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seklindedir.
f) verilen bir h fonksiyonu i¢in

1
m—l'i‘()(h(n))
i, log[1+O(h(n)] = O(h(n))
iii.  exp[O(h(n))]=1+O(h(n))

seklindedir (Freeling ve Yurko,2001).

Tanmm 2.17. (Kii¢iik o Notasyonu) f(n)=0(g(n)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

olmasidir. Bu asimptotik olarak ihmal edilebilir anlamina gelir. “ f(n),g(n) in kigik o
sudur” diye okunur. Sezgisel olarak bunu anlami sudur; n—n, iken g(n), f(n)

isleminden ¢ok daha hizl biiyiir. Kiiciik o notasyonu i¢in asagidaki 6zellikler vardir

(Freeling ve Yurko,2001).
a) o(f)+o(f)=o(f)
b) o(f).o(g) =0(fg)
c) o(o(f)=o(f)
d) o(f)=0(f).

Ornek 2.1. (Biiyiik O notasyonuna iliskin bir 6rnek) f(n)=8n+128 fonksiyonu
verilsin. Her n>0 i¢in f(n)>0 oldugu gorilmektedir.. f(n)=0(n*) oldugunu
gosterelim.

f (n) =0(n®) olmast icin gerekli olan kosul her n>n, igin f(n)<Cg(n) olacak sekilde
bir n, tamsayisi ve C >0 sabitinin var olmasidir. C reel degeri mevcut oldugu siirece C
degerinin ne oldugu énemli degildir. Ornegin C =1 alinsin

f(n)<Cn’= f(n)<n?

—=8n+128<n?

11



—n’*-8n-128>0
= (n-16)(n+8)>0

olur. Her n>0 i¢in (N+8) >0 oldugundan (n—16)>0 oldugu a¢iktir. Yani n, =16 dir.
Bu sebeple C=1 igin n,=16 ve her n>0 igin f(N)<Cn’ olur. Bundan dolayz,
f(n)=0(n®) dir. n=16 noktasmin sag tarafinda f(n)=n* fonksiyonu f(n)=8n+128
fonksiyonundan daha biiyiiktiir. Elbette n, ve C nin bagka birgok degeri vardir. Ornegin;

C =2 alinirsa n,=10.2 , C =4 alinirsa n, =6.7.

Ornek 2.2. (Kiiciik o notasyonuna iliskin bir 6rnek) x —0 iken x—sinx=0(x) olur.

Gergekten

. X—=sinx
lim =

x—0 X

0

seklindedir. Kii¢iik o notasyonunun tamimi geregi X—sinx=0(x) elde edilir (URL4,

2012).

Tamim 2.18. (Yogun Kiime) X metrik uzayinin bir M alt ciimlesi verildiginde eger

M =X oluyorsa, M ciimlesi X uzayinda yogundur denir. BuradaM , M ciimlesinin

kapanisi olarak adlandirilir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.4. (Rouche Teoremi) Basit, kapali bir C ¢evresinin i¢inde ve iizerinde f(z)
ve ¢(z) fonksiyonlar: analitik ve C de |g(z)|<|f(z)| olsun. Bu taktirde f(z) ve

f(z)+9(2) fonksiyonlarinin C yaymin igindeki sifirlarinin sayisi esittir (Ulugay, 1978).

12



3. GENEL ANLAMDA P-LAPLACIAN STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

Bu boliimde genel anlamda p -Laplacian Strum-Liouville problemi i¢in temel bazi

tanim Ve teoremler verilecektir.
3.1 Genellestirilmis Trigonometrik Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Elementer fonksiyonlarin dnemli 6rneklerinden biri trigonometrik fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlar ile geometrik, cebirsel ve analitik problemler ile Fourier serilerini igeren
problemler c¢oziilebilir. Tiim trigonometrik fonksiyonlarin tanimi, Sinlis ve Cosiniis
fonksiyonlari ile tanimlanabilir. Ayrica tiim bu fonksiyonlarin 6zelikleri

(sinx)' =cosx, sin(0) =0
(cosx)"=—-sinx, cos(0) =1

diferansiyel denklemi ya da

sinx 1
X = j (1-t?) 2dt
0
integral 6zelligi kullanilarak elde edilebilir.
Gergekten Oklid uzayindaki siniis ve kosiniis fonksiyonlart

{y’=x, y(0)=0

=y %(0)=1 (3.1.1)

diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii olarak tanimlanabilir. Bu esitlikler t ’ye gore

turetilirse denklem

"

yII:X!:_y:y!!_"_y:O’
X"=-y'=—x=Xx"+x=0,

ve baslangi¢ kosullari
y'(0)=x(0)=1=y'(0) =1,
X'(0)=-y(0)=0=x'(0)=0
seklinde elde edilir. Bu sistem (3.1.1) sistemine denktir. (3.1.1) sisteminde birinci denklem
y ile, ikinci denklem x ile ¢arpilip taraf tarafa toplanirsa
Yy + XX = yx+(=yx) =0

ve boylece



i(lx%lyzjzm
dt\ 2 2

elde edilir. Buradan her iki tarafin t ye gore integrali alinirsa
x*+y°=c, (c=1)
olur. Diger yandan sint=y(t), cost =x(t) olmak tizere |Sil’lt|2 +|COSt|2 =1, elde edilir.

Siniis fonksiyonu ayni zamanda

t
I ! ds,0<t <],
0

NI
-t

—j ! ds,—1<t <0,
0

N

seklinde de tanimlanabilir.(Wang,2010).

sin't =

Asagida siniis ve cosiniis fonksiyonlarinin bazi temel 6zellikleri verilmistir.
1) Pisagor trigonometrik esitligi
sin® x+cos’ x =1
2) Tirev formiilleri

dsin x d cos x ;
=COS X, =-sinx
X dx

(sin x)" +sinx =0,
(cos x)" +cosx=0.
3) Simetrik ve periyodik 6zelligi
a) sin(—x) = —sin x,cos(—x) = cos(X).

b) sin(% —X) =COS X, cos(% —X) =sinx.

c) sin(2z —Xx) =—sin x,cos(27 + X) = COSX.

4) Integrasyon formiilleri

sinx 1 1 1
X = j 1-t?) 2dt, |x|= j (1-t?) 2dt.
0

COsX

Tamm 3.1.1. (Oklid Say1s1)

r=2sin"'(1) = 2j'

1
s,
o \/(1-5%) i

14



sayisina Oklid Sayis1 denir. Bu x* + y® =1 dairesinin alanidir (Wang, 2010).

p>1 olmak lizere genellestirilmis siniis fonksiyonu S (x) ile genellestirilmis cosiniis

fonksiyonu C_(x) ile gosterilir. Bu fonksiyonlar igin yukaridaki (4) integrasyon

formiilleri
Sp(X) 1 1 1
X = j (1-t%) 2dt, |x= j 1-t?) 2dt,
0 C, (%)

bi¢cimindedir (Chen,2008). p=2 oldugu zaman bu formiiller klasik siniis ve cosiniis

formiillerine doniisiir.

Benzer yaklasimla birgok trigonometrik ifade elde edilebilir.
¢(8)=|€|H g,peR”, kuvvet fonksiyonu ve sin (t)=y(t), cos (t)=x(t), almsin.
Burada x(t) ve y(t)
y'=¢(x), y(0)=0
{x'=—¢(y), X(0) =1 (3.12)
lineer olmayan baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiidiir. (3.1.2) ifadesinde ilk denklem

#(y)ile, ikinci denklem ¢@(x) ile garpilip taraf tarafa toplanirsa

#(Y)Yy'=d(y)p(X),
p(X)X' =—d(X)p(Y),

ve
(Y)Y '+a(x)x' =0,
bulunur ki burada
p00=X""x o =|y""y,

olmak tzere

p

Y| Zyy +|x|p_2 xx =0
Pyl <o

(3.1.3)
i{lyp +1Xp}20
dt [ p p

1

()" +]y(t)|" =

denklemine genellestirilmis pisagor esitligi denir ve sin (t)=y(t) Ve cos,(t)=x(t)

oldugundan

15



. p p
[sin, (t)|" +|cos, )] =1,
seklinde yazilir. (3.1.2) sistemi asagidaki ikinci mertebeden baslangi¢ kosullu diferansiyel

denklemine denktir. Diger yandan
§y) =x=[40)] =X =-4(y),
§(x)=-y=[¢¥)] =y =),
(67 0)] +o(0) =0,
[¢76)] +6(9 =0,

olur. Baslangi¢ kosullar1 ise

y (0) = ¢(x(0)), x(0) =1,

y (0) =¢(1) =1,

ve
X (0) =—¢(y(0)), y(0) =1,
x (0) =—¢(0) =0,

olmak tizere

y(0)=0, y(0)=1,
x(0)=1, x(0)=0,

olarak bulunur. Diger taraftan p=2 olmasi durumunda benzer sekilde ters siniis

fonksiyonu ise

sin_'t=

seklinde olur ( Wang,2010).
Tamim 3.1.2 (Genellestirilmis Pi) Genellestirilmis Pi sayis1

t
7,=2| ——s, (3.1.4)
0

1



seklinde tanimlanmistir. Bu ise |X|p +|y|p =1 seklinde gosterilen bolgenin alanidir. (3.1.4)

de p =2 alinirsa bilinen Pi sayis1 elde edilir ( Wang,2010).

Tanim 3.1.3. ( Genellestirilmis Siniis Fonksiyonu)

~(85"7) = (p-Dsp”?
$,(0)=0,5,(0) =1,

baglangi¢ deger probleminin S (x) ¢6ziim fonksiyonuna, genellestirilmis siniis fonksiyonu

denir (Wang 2014).
Lemma 3.1.1. Herhangi bir keZ ve herhangi birXERiginx¢(k+%frp) olsun. O

halde

i S;) # 0 omak tlizere

(5

i.  (S,5¢?) :\s'p\" —(p—1)\sp\" =1 p\sp\" =(1-p)+ p\s'p\",

S
SP

ii. (\s‘p\"—\sp\p)=—2psgp-1>sp,

dir (Chen,2009).

Tamim 3.1.4. (Priifer Tipi Dontistimler) Bir boyutlu p -Laplacian denklemi
(") = (p-D(A() —a(x)y*"™, (3.15)

seklinde tanimlanir. Burada p=2 ve o(X)=1 alinirsa

-y +ay =4y,
klasik Sturm-Liouville denklemi elde edilir. (3.1.5) de @(x)=1 alinirsa, genellestirilmis

Priifer doniistimii

y(x) = p(X)S, (270(x)),

Y (X)= 2" p(x)S, (A°6(x))

o(X) #1 alinirsa
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y(x) = R(X)S, (2° (X)),

1
y (X) = R(X)S, (A" (x)),
seklinde tanimlanir (Wang, 2010).

Lemma 3.1.2. Yukarida verilen Priifer doniistimleri dikkate alinirsa

|

i op0=1-9%
i. (x)=1 1

i. p(X)= il{
AP

olur (Wang, 2010).

S, (70(x)

p

+(Aa(x) -q(x))

1

S, (A°p(x)

1

S, (A°p(X)

ispat :
i. o(x)=1 alnirsa
Y _ 455
y Sy
oldugundan
‘ 1 1 1 1
(ljzz:’ S,AP0S,-S A" :/1% S.S,A°0 —(S,)? 170
y S; S?

p

e

ve



dir. Yukarida bulunan ifadeler son esitlikte yerine yazilirsa

EEEL e

bulunur. Bu ifadeler daha sonra kullanilacaktir. Simdi bir boyutlu p—Laplacian

denklemini ele alalim.

(p-1) p-1)

~(y") =(p-)(A-q(x)y
(P-Dy"y =~(p-D(A-q())y"", (3.1.7)

(ij Y _(a-q0),
y y

.\ P—2 1 C\ P2
Y (3| (3.1.8)
y S,

seklindedir. (3.1.6) ve (3.1.8), (3.1.7)’ de gbz Oniine alinirsa

(S (8] (8] (S |-
T 40 { eHe) 1) ]‘“‘q“”

(66807 ()] (S} .
20 [T{S—] }A[S—p] =—~(2-4(3),

olur. (S;)(S'p)p’2 =-S 571 oldugu dikkate alinirsa

A0 5 S p A 5 p— A
—(Sp)p,l— S_p + S_p =—(1-q(x))

A0 |1 (5,)° A S p— A
- +W + 5 =—(2-0q(x))

p

P R O 9

_ (Sp)p + S_p —_( —Q(X))
A0 =(A=d(X)(S,)" +A(S,)’

20 =A[(S,)" +(S;)" |-a(x)(S,)"

e'=1—%sg,

elde edilir. Ayrica

ii.  (x)=1 alinirsa
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S

’
p

SP

y
y

oldugundan

1 1

(l] _A'pS,S,— 48,8,
2

y Sp

elde edilir. Diger taraftan

ve buradan

0]

olur. Yukarida bulunan ifadeler son esitlikte yerine yazilirsa
i s (s Y (s Y
Y gl 2|2 |4 20| L (3.1.9)
y Sp Sp SP

olur. Bu ifadeler daha sonra kullanilacaktir. Diger taraftan @(X)#1 olmak iizere bir

boyutlu p— Laplacian denklemini ele alalim.

—(y ) =(p-D(Aw-q(x)y
(p-0y""y =—(p-D(Aw-q(x)y"
»-2) y =—(ﬂ,a)—Q(X))y(M) (3.1.10)

[lj Y (hw-qx)),
y y

elde edilir. Ayn1 zamanda
N ) C N\ P2
(Lj _[S
y Sy

seklindedir. (3.1.9) ve (3.1.11) ifadeleri (3.1.10) da g6z 6niine alinirsa

(p-1) (p-1)

)
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AN EONEAANEAT

S_p @ S_p_S_p +S_p =—(1w-0q(x))
R TR R W

® S_pS_p _S_p +S_p =—(Ao—q(x))

|y (s)] (s,
2 %{S_p] HS—Z] =~(0-q(x),

p

olur. (Sp)(Sp) P2=_3§ 571 oldugu dikkate alinirsa
tleset (s (s
AP P _| P Pl ——(Aw-
q)[(sp)pl (SPJ ]_'_(Sp] ( @ Q(X))
1 +\ P
oo 1 §
AP {1+ }(—"} =—(1o—q(x))
(S,)° S,

1

P9 =(2o—q(x))(S,)" +(S,)",

bulunur ve

p 1

S,(2Pp(N)| +[S, (2 (X))

0= L{W(X) ~4()
/’l p

|

Tamm 3.1.5. (Beta ve Gamma Fonksiyonlar1) Beta ve Gamma fonksiyonlari sirasiyla

elde edilir.

B(m,n) = j' X" (1L—x)"dx,

r'(n)= j X" e *dx,
0
seklinde tanimlanir. Bu iki fonksiyon arasinda

(. — C)
r'(m+n)
bagintis1 vardir (Balc1 2009).
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Teorem 3.1.1. Herhangi p > 1 igin

-1

.l[(l—tp)pdtz

- |3

)

dir (Chen, 2009).

ispat:
X =t" almsm dx = pt°'dt = itl"’dx =dt,

olur. Bu ifadeler, beta ve gamma fonksiyonlarinin tanimi kullanilarak

1-p

1 -1 11 ) -1 11 1, 1y
j(l—tp)pdt:—jxp(1—x)de=—jxp A-x) " dx,
0 PYo P35

Lgf1 et 2 ) G

p\p P pr[1+p—1] P T@

PP

F(l) =1ve F(a)F(l—a) = oldugundan a = 1 icin

sin(ar)
Jl'(l—tp)pdt= P

Sl

bulunur.

Tamm 3.1.6. Herhangi bir p > 1 i¢in S (X) fonksiyonu asagidaki bigimde tanimlanir:

Sp(X) -1
. Tp 7Tp | . . P\p
a) Herhangi Xe{—7,7} icin X = I (l—|t| )p dt,

0

b) Biitiin x e R ,bazi te{—%,%} ve herhangik e Z i¢in x=t+kz, olup
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S, (t+kms)=(~1)"S, (t), dir (Chen, 2008).

Teorem 3.1.2. Her x e R ve herhangi me Z igin
Sp(x+ m;zp):(—l)m S, (%),

dir (Chen, 2009).

Lemma 3.1.3
i (f(P))I=p|f|p*1
i, (| |) pf PV

seklindedir (Chen, 2009).

Lemma 3.1.4.

n — ooi¢in p(X) fonksiyonu [1.a] araliginda siirekli olmak tizere
h p(aYp 1 —
[ P(x){S2(27°0(x, 4,)) = tdx = 0(1)
p
1
dir (Wang, 2011).

Teorem 3.1.3. Her xeR i¢in

a) Sp(—x)z—Sp(x),

b) S, (k;rp —x) = (-1 S, (%),
seklindedir (Wang, 2010).
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4. BESSEL PROBLEMI ICIN TERS NODAL PROBLEMIN COZUMU

-y'=(A-w(x))y ,1<x<a (4.1)
yd=y(@)=0 (4.2)

C I(1+1)
problemi géz oniine alinsin. Burada @(X) = @,(X)+ Z 1=012,..,, p>1, a=0,

a>1ve o(x)el? [1, a] dir. Bu tiir problemler literatiirde p -Laplacian Bessel problemi
olarak bilinir. (4.1) - (4.2) problemi igin ters nodal problemle ilgili pek ¢ok sonug
mevcuttur.

Bu bolimde amag sonlu ve regiiler bir aralik iizerinde tanimli Bessel problemi igin A,

Ozdegerleri, X? 0zdegerlerin sifirlarini, I?

nodal uzunluklar1 ( ardisik iki sifir arasindaki
mesafe) ve bu uzunluklar yardimiyla @(X) potansiyel fonksiyonun varligini bulmaktir.

Burada ters nodal problemle kastedilen; nodal noktalar yardimiyla potansiyel fonksiyonu

bulma islemidir.

Lemma4.1.

Priifer doniistimii
y(x) = R(X)Sin(A?6(x, 1)) (4.3)
y (x) = (I +1) AV?R(x) Cos(1¥20(x, 1)) (4.4)

olmak tzere

(@(x) - A)Sin* (2720(x, 1))

0'(x, 2) = (1 +1) Cos? (1720(x, 1)) - A(1+12)

dir.
Ispat :
(4.3) — (4.4) denklemleri birbirine oranlanirsa

YO _ gz C.OS(WH(X’ V)
y(X) Sin ()t“@(x, /1))

elde edilir. Buradan



olur. Simdi Priifer doniisiimii yardimiyla 8(X, A1) fonksiyonu bulunacaktir.
5)
y

=(1+D26 (. 2) [Sin2 (2726(x, 2))+Cos? (A720(x, ;t))}
- Sin”(270(x, 1))

dir. Diger taraftan

y(x)

. 2 2( 712
[MJ =(|+1)2,1C?S (A70(x,2))
Sin® (2?0(x, 1))

(14D 222726 (x, 2)(-Sin (2%6(x, A))sin(2%20(x, 2)) B
- Sin? (4"20(x, 1))

AY20'(x,2) Cos(A720(x, 4) ) (I + 1) A** Cos (AY20(x, 1) )

sin®(2%6(x, 1))

(14116 (x, 2)

- Sin?(2%0(x, 4))

L))

oldugundan (4.3) - (4.4) ifadeleri (4.5)’te yerine yazilirsa

—(1+1D) A6 (x, 1)
sin®(2*°0(x, 1))

Y _
y

elde edilir. Diger taraftan (4.1) den

+(1+D%2

Lﬂ:a)(x)—ﬂ
y

elde edilir. Boylece

ve

0 (x,A)

olarak bulunur.

w(X)—A4

Cos?(40(x, 1))

sin® (2%6(x, 1))

 (1+1)*ACos® (270(x, 1))~ (1 + D A6 (x, 2)

Sin’ (2%20(x, 2))

~ (1+1)*2Cos? (226(x, 2)) - (@(X) - 2)Sin* ( 16(x, 1) )

A(1+2)

(@(x) - A)Sin* (1%°0(x, 2))

= (1+1)Cos* (2*°6(x, 1)) -
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Teorem 4.1. (4.1) - (4.2) probleminin 6zdegerleri

/1;/2=T””2 NG Iw(x)dx+0[1]
(a-1) 2nz, A

1

1 1 ~
seklinde olup burada (I+1)| 1-=+ =1 dir,
2" 201+1)°

ispat:
Bu agamada (4.1) - (4.2) probleminin A, 6zdegerlerini bulmak i¢in (4.9) denkleminin
1’den a ya kadar integrali alinirsa

(@(x) - 2)Sin’ (170(x, 1))
dx
A(1+1)

0(a, 1) —0(1 1) = j (1+1) Cos® (4*°0(x, 4) ) dx - j

= (1+1) I(COS (2%6(x z))—%+ jd

1
(I +1)

J(Sm 11/249 xl))—1+£jdx+
) 22

j( (x)Sin? W@(x /1))—%+%]dx

elde edilir. Burada 6(a, A1) = 27[2 ve 61, 1) =0 alinirsa

nz, _(I+1)(a—1)+(|+1)(a—1) 1 _[a)(x)dx+0 L
z

vz 2 201+ 2A(1+
1 1 -

ve (|+1) l-—+——0 =| olarak alinirsa
2 2(1+1)

nﬁz_l( _ )_

< 1
?— a-1 ZE(I '|.a)(x)dx+0[/1n]

bulunur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

1/2: n7l'2 (I (lj
2 T(a—1)+ I, ! w(x)dx +0 (4.10)

elde edilir.
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Teorem 4.2. (4.1) - (4.2) probleminin nodal noktalari

v 32 2
W1 ia-1) jl (a-1)

FTTTN+D) 201+ [@toax+ f Sin?(2°6(x, 2))dx +

I U PR C N 1
(|+1)2!(1 - )Sin?(4 e(x,z))dx+o[n3)

n

seklindedir.

Ispat :
(4.1) - (4.2) probleminin nodal noktalarin1 hesaplamak icin (4.9) denkleminin 1 den x{e
kadar integrali alinir. Buna gore;

(@(x) - A)Sin® (1720(x, 1) )
A(1+1)

0'(x) = (1+1)Cos’ (1*°0(x, 2)) -

TA) - = X?—'ZJ/Z 1 XT@_-zvz
O(x7, 1) - 0L 2) = (1+1) ! (1—Sin?(2¥26(x, A))dx 041 I ( i 1)Sin2(A¥20(x, A))dx

Iz, Ny X?-z Y2 1 1 ~O(X)\ a2, 12
ﬁ =(1+1)( -~ (1 +2) ! Sin?(4 9(x,ﬁ))dx+(l+1) ! (1 - )Sin?(A¥?0(x, 1)) dx

n

n

bulunur. Buradan gerekli islemler yapilirsa

T G2 4o
=14 ila-y jl (a213) :
: n+1) 2(+)°n'x

0 o(X)dx + | Sin?(AY20(x, A))dx +
o

n
Xj

“J +11)2 Ja- w/ix))Sinz(/lme(x,/l))dx+O(%j (4.11)

n

elde edilir.

Teorem 4.3. (4.1) - (4.2) probleminin nodal uzunluklari

o(X)dx + j Sin?(A¥20(x, A))dx +

n
Xj

p_la-)  Ta-y f
P+ 201+1)°%n°22 )
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1 a)(X) " 1
(1217 ! i —20)Sin® (AY%0(x, ﬂ))dx+0( j

seklindedir.

Ispat:
(4.1) - (4.2) probleminin nodal uzunluklari i¢in (4.9) denkleminde X;denX; ;e kadar
x e gore integral alinirsa

(@(x) - 2)Sin* (1?6(x, 1))

0/ (x) = (1+1) Cos* (20(x, 7)) - 20+1)

O(x! ., A) - 00, A) = (|+1)Xj (1-Sin?(A¥?0(x, 1))dx —

J

000 a2y 2
735 j ( : 1)Sin?(AY26(x, 1))dx

?—(Hl)(xm—x?)—(l+1)Xjf18in2(/1”29(x,/1))dx 1) j (“’(X) ~1)Sin?(A"20(x, A))dx

n
%

bulunur. Buradan

" ia-) T(@-1’

¢ ta s 20912
= 07D 2R j o(x)dx+ [ Sin(2720(x, 2))dx+

n
Xj

(|+1) j (1- “’(X))Sm (2%20(x, i))dx+0[ 1) (4.12)

elde edilir.

4.1. Potansiyel Fonksiyonun Bulunmasi

(4.1) - (4.2) probleminde @(x) potansiyel fonksiyonunu bulmak ig¢in Ijn nodal

uzunluklar1 denkleminde @(X) fonksiyonu gerekli islemler yapilarak yalniz birakilir.

n
X]

+1 X]n+l a)( X)

1%
n=—"T2 4= dx -+
: (I+1)/1; 2XJ 2(|+1)2X 2(|+1) J A,

dx +
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n
Xj

+fsin2(ﬁ29(x,ﬁ))dx f% ‘(|+11)2 I

n
Xj

(1- “’(X))(Sm (A¥20(x, ﬂ))——)dx

n

lJr]_ l+ E+l n
122" 2(1 +1 2 c
M_g 201+ ’1 (”1) jd A [ o(dxe+
T, X
222" (141 212
2D it 2000, ) - Do J - “’(X)stn (0%, 22) - )0

T
J

olur. Burada n — o i¢in
/12 j+1
o j o(X)dX— o(X)

J

4 1
242 (1+1)2 "¢

24 (+D)° j (Sin?(A¥20(x, /1))——)dx—>0
VA
232" % 1
“h j (1—@)(Sin2(ﬂ29(x,/1))——)dx—>o
X" ﬂ“n 2
olmak tizere
1.
. 220
o(x)=1im22 (1+1)| —I1i -1 (4.13)
n—o0 2

bulunur. Béylece (4.1) - (4.2) denkleminin potansiyel fonksiyonu elde edilir.
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5. P- LAPLACIAN BESSEL PROBLEMI ICIN TERS NODAL PROBLEM

—(y’(”’l))’ =(p-D(A-0(x)y*"?, 1<x<a (5.1)

yd=y(@=0 (5.2)
problemi gdzoniine alinsin. Burada p>1, a=0 ve o(x) e L’ [1,a] dir. Bu boliimde genel

anlamda p -Laplacian Bessel problemi igin sonlu ve regiiler bir aralik lizerinde 4

n

Ozdegerleri, X? ozdegerlerin sifirlarini, |7 nodal uzunluklar (ardisik iki sifir arasindaki

]

mesafe) ve bu uzunluklar yardimiyla @(X) potansiyel fonksiyonun varligini gésterilecektir.
Lemma 5.1. Priifer doniisiimii
y(x) =R(x)S,(A"76(x, 1))
"(y) — v (Y
y(x)=>1+D)A pR(X)Sp(/1 PO(x, 1))

olmak lizere

0'(x,2) = (1+1) {—(I s+ eper - D *2@ co(x)}SE(/Wp@(x, )
dir.
Ispat :
’ 4 Yp
Yy _(14DA% S, (17°0(x, 1))
y(x) S, (2770(x, )

Priifer doniisiimii bulunur. Bu ifadenin karesi alinirsa

[y] =(1+1)2%2 [s ) (5.3)

elde edilir.

yY o S;(AP0(x ) (S, (2" 0(x A) )
(yj =(+D4 H(X’ﬂ)[sp(ﬁpe(x,@) S, (77°0(x, 1) (.4)

bulunur.



! ! ", N, 1 ! 2 1/ 1 2 ! !
R e M S TR b B
y y? y Ly y Ly y

~(y*?) =(p-D(2-0(x)y*?
NP2y
—(i] L —(2-0(0)
y y

,\(P-2) AN \2
_(Lj {(l] +(lj }—(i—a)(X)) (5.6)
y y y

bulunur. (5.3) ve (5.4) ifadeleri (5.6) da yerine yazilirsa

olur. Ayrica

_ 1 — (p-2) 9(p-2)/p
o(x)-A=(1+D)"2 (Sp(ﬂ"e(x,l))

1(q1p ' Up 2 , Yp 2
[(Hmypa(xyl{sp(z 6(x, 1)) (sp(ﬂ, e(x,ﬂ,))J]+(I+l)2/12/p(sp(/1 0(x,/1))]]

S, (A°0(x, @)J“"Z)

S,(27°0(x,2)) | S,(A"*0(x, 2)) S,(27°0(x, 2))

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

(1+1)*?
A

0'(x,2)=(1+1) {—(I +D)+(1+D)" P - a)(x)}S‘;(/t]/ PO(x, 1)) (5.7)

bulunur.

Teorem 5.1. (5.1) - (5.2) probleminin 6zdegerleri

@-miP % 1)P-2 2
o D) 71 @ w(x)dx+0[—1_lj
@-1) ozt 1 <

1 1 -
seklinde olup burada (I+1)| 1-=+ =1 dir.
P p(+D°

Ispat :

Burada verilen ispat Teorem 4.1 in ispatina benzer olup

1 @1 (+n*»? 1
i — '!-a)(x)dx+0 e (5.8)
n p n p
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/1]”,_ (|+1)(1_p)| (a 1)P2 %
! I(a 1) p(nz,)"*

oldugu kolayca goziikebilir.

j a)(x)dx+0( L j (5.9)

Teorem 5.2. (5.1) - (5.2) probleminin nodal noktalari n — co olmak iizere

X,_]:1+j(a—1)l~_ i’ (a=1)°
j (+)n  p(l+1)Pn"izP

j'a)(x)dx

n
Xj

v 1t TPy
+!sp(m e(x,/l))dx—(Hl)p !(1 @

(nz,)°

0)) g1 (2001x, }t))dx+0( J j

p+1

seklinde olur.

Ispat :

Bu teoremin ispat1 Teorem 4.2 deki ispata benzer olup

I 1o I [ G L
X: =1+ — " w(x)dx
: (+Dn  p(I+1)°n* 7z} -1[

n n
X Xj

S 1 1" (@=1)"0(X)\ s, 15 j
+!sp(ﬂ Q(X,A))dx—(lﬂ)pjl.(l N )SE(A7P(x, i))dx+0( ] (5.10)

seklinde elde edilir.

Teorem 5.3. (5.1) - (5.2) probleminin nodal uzunluklari

|Jn _ I~(a—1) _ r (a 1) pl ja.UO(X)dX
n(+1) pl+1)°n"7}

n
X1 X]

+ j Sh(A1P0(x, i))dx——

p
x]

+1

(- I (a 1) CO(X))SP(EJ/PQ(X ﬂ,))dX+O( :FI)'HJ

J

seklindedir.

Ispat :
Burada verilecek ispat Teorem 4.3. deki ispata benzer olup nodal uzunluklar

Ijn:f(a—l)_ I (a— 1)pl Tw(x)dx
n(+1) p(+)°n""z)
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S S L O L ) N 1
( +1)p;f?(1 (n7,)" )S;(4 6’(x,/1))dX+O( j (5.11)

n p+1

+ j SP(21PO(x, A))dx —

seklinde bulunur.

5.1. p-Laplacian Bessel Probleminin Potansiyel Fonksiyonun Bulunmasi

Teorem 5.4 . (5.1) - (5.2) probleminin potansiyel fonksiyonu

1

. L IAP
o()=lim p4, (11" -1 -1

p

seklinde olup j = j, (x) =max{ j: x] < x| dir.

Ispat:

Burada verilecek ispat dordiincii boliimdeki potansiyel fonksiyonun bulunmasi ile
benzer olup potansiyel fonksiyon j = j,(x)=max{j:X] <X} olmak iizere

1
2]
n n
"1
p

o(x) =lim pA (1+1)°*

seklindedir.
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6.SONUC

Klasik anlamda Sturm-Liouville problemi igin ters problemin ¢éziimii ile ilgili pek gok
sonu¢ olmasina ragmen ters nodal problemin ¢O6ziimii sonuglara kolay ulasilmasi

bakimindan daha ilgi ¢ekicidir.

Bu calismada sonlu bir aralikta regiiler olan Bessel denklemi i¢in ters nodal problem

¢oziiliip, Ozellikle son kisimda bir boyutlu p-Laplacian problemin ters c¢oziimii

incelenmistir. Ozellikle nodal noktalar kullanilarak denklemin katsayilarindan olan

potansiyel fonksiyonun varlig1 incelenmistir.

Mevcut galisma sonlu bir aralik {izerinde olup, sinir sartlarinda 6zdeger parametresinin
olmasi ve problemin singiiler olmasi durumunda benzer sonuglarin elde edilmesi

ontimiizdeki zamanlarda ulagmak istedigimiz hedeflerdir.
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