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OZET

Bu calisma bes boliimden olusmaktadar.

Birinci boliimde okuyucuya yardimci olacak temel tanimlara yer verilmistir.

Ikinci boliimde potansiyel teoriye giris baghg1 altinda basit tabakanin Newton potan-
siyelleri, ¢ift tabakanin Newton potansiyelleri, basit ve ¢ift tabakanin logaritmik potan-
siyelleri konularina yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde potansiyel teorinin esas denklemleri baghg1 altinda Laplace diferan-
siyel denklemi ve Poisson denklemine yer verilmigtir.

Dordiincii boliimde Green formiilleri ile harmonik fonksiyonlarin genel 6zellikleri ve
potansiyellerin sonsuzluktaki durumu ve siireksizlik ozellikleri incelenmistir.

Beginci boliimde logaritmik potansiyel i¢in ters problem ve ters problemin ¢oziimiiniin
aprior degerlendirilmesi yer almistir. Ayrica ters logaritmik potansiyel problemin bir

¢oziimiiniin varhigi icin gerek ve yeter kosullar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Kiitle, Yogunluk, Newton kuvveti, Kiitle yogunlugu, Cizgisel

yogunluk, moment, Gravitasyon, Harmonik, Potansiyel.
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SUMMARY

Potential Theory And Applications

This study consist of five chapters.

In the first chapter; are given some fundemental definitions.

In the second chapter; under headline entry of potential theory entry are given newton
potential of simply layer , newton potential of double layer ,logarithmic potential of simply
and double layers.

In the third chapter; under headline foundation eqoations of potential theory are given
laplace differantial equation and poisson equation.

In the fourth chapter; are given laplace green equations with general properties of
harmonic function and infinity state of potential which transitory properties, finally in the
fifth chapter; invers problem to logarithmic potential and aprory evaluation of solution
of invers problem. In addition a description of necessary and sufficient conditions for the
existence of a solution to the inverse logarithmic potential problem subject to constraints

on the source density modulus has been obtained.

Key Words : Mass, Density, Newton force, Mass of density, Line of density, Moment,

Gravitation, Harmonic, Potential.
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1. GIRIS

Bu calisma beg boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde okuyucuya yardimci olacak
temel tanimlara yer verilmistir. Ikinci boliimde potansiyel teoriye giris bashg altinda
basit tabakanin Newton potansiyelleri, ¢ift tabakanin Newton potansiyelleri ve basit ve ¢ift
tabakanin logaritmik potansiyelleri konular: yer alir. Uciincii boliimde potansiyel teorinin
esas denklemleri baghig1 altinda Laplace diferansiyel denklemi ve Poisson denklemine yer
verilmistir. Dordiincii boliimde Laplace Green formiilleri ile harmonik fonksiyonlarin genel
ozellikleri ve potansiyellerin sonsuzluktaki durumu ve siireksizlik ¢zellikleri, son olarak da
beginci boliimde logaritmik potansiyel icin ters problem basghigi altinda ters problemin

¢oziimiiniin aprior degerlendirilmesi yer almigtir.



2. TEMEL TANIMLAR

Tanim 2.1. Baglangigtan gegen bir dogrunun (veya bir P noktasinin yer vektoriiniin)

X, ¥, z - eksenlerinin pozitif yonleriyle olusturdugu agilara dogrultman agilar: denir.[1]

Sekil 2.1 (P noktasinin xyz-eksenlerinin pozitif yonleriyle olusturdugu agilar)

Tanim 2.2. Dogrultman agilarin kosiniis degerlerine dogrultman kosiniisleri denir.[1]
Tamim 2.3. Aralarindaki uzaklik r olmak iizere m; ve my kiitlelerine sahip iki cisim

birbirlerini, kiitlelerin ¢arpimi ile dogru aralarindaki uzakligin karesiyle ters orantili olacak

sekilde cekerler.

Bu kuvvet G gravitasyon sabiti olmak iizere

olarak ifade edilir.[1]

Tanim 2.4. Elektrik yiikleri birbirlerine itme veya ¢ekme kuvveti uygularlar. Bu
kuvvet, yiiklerin miktarlar: ile dogru, aralarindaki uzakligin karesi ile ters orantilidir.
Buradan Coulomb Kanunu

41492
F=k0a

CGS birim sisteminde F - dyn, (- stot coulomb

r —cm iken k=1 Nm?2/c?

MKS birim sisteminde F - Newton, ¢ - coulomb
r —metre iken k= 9210° Nm?/c? dir.[3]
Tanim 2.5. xyz uzaymnda bir P (z, y, z) noktasi verilmis olsun. P noktasimin orjine

olan uzakligl p, OP dogru parcasinin OZ - ekseni ile pozitif yonde yaptigr aginin dlgiisii



f olsun. OP dogru parcasinin x0y diizlemindeki dik izdiigtimii [OP,} , Ve [OP,} dogru
parcasinin Ox - ekseni ile pozitif yonde yaptigr aginin 6lgiisii ¢ olsun. O halde ‘OP" =p

sin # oldugundan

T = psin 6 cos ¢
Yy = psinfsin @
z = pcosf

olur. Boylece zyz— koordinat sisteminden pfp koordinat sisteminde bir bélge doniigtimii
elde edilir. O halde P noktasimin pfy - sistemindeki koordinatlar ( p, 6, ¢ ) olur ki bunlara

P noktasmin kiiresel koordinatlari denilir.[2]

?i Px.y.2)

o ¥

Y
[ %/
x

P

=

Sekil 2.2 (P noktasinin kiiresel koordinatlar:)

Tanim 2.6. Bilinmeyeni n degiskenli u (z1, 2, ... z,) fonksiyonu igin z; lere gore u

" nun ikinci mertebeden siirekli tiirevleri mevcut olacak sekilde

n
9%u

2
i=1 Or;

=0

kismi diferensiyel denklemine Laplace denklemi denir. Laplace denkleminin ¢oziimlerine
harmonik fonksiyon denir.[2]

Tamm 2.7. Maddelerin 1 cm?’ iiniin gram cinsinden kiitlesine yogunluk denir. Kiitle
(m) ve hacim (v) arasinda d = m/v bagmtisi vardir.

Yogunlugun birimi g/ecm? diir. Saf maddelerin (element ve bilesik) yogunluklar: sabit-
tir. Karigimlarin yogunluklar ise sabit degildir.[3]

Tamim 2.8. Bir iletken iizerinde birim uzunluk bagina diisen yiik miktarina ¢izgisel

yiik yogunlugu denilir.



Tanim 2.9. Bir cismin yiizeyine dagilmis elektrik yiiklerinin o yiizeyin alanina oraninin
bir noktadaki limitine yiizeysel yiik yogunlugu denilir.

Tanim 2.10. Uzayin herhangi bir bolgesindeki elektrik yiiklerinin, o bélgenin birim
hacmindeki miktarina hacimsel yiik yogunlugu denilir.

Tanmim 2.11. Kuvvetin dondiirme etkisine moment denir. Moment vektorel bir nice-
liktir, donmenin yoniine gore + veya - igaretli olabilir. F kuvvetinin O noktasina gére
momenti y = F.d.sin 0 egitliginden bulunur. Kuvvet O noktasina gore 4+ yonde dondiire-
ceginden, momentin isareti + olacaktir. Eger bir cisme birden fazla kuvvet uygulanirsa
bu kuvvetlerin bileske momenti hesaplanabilir. Bunun i¢in kuvvetlerin moment alinacak
noktaya gore momentleri igaretleri ile bulunarak toplami alinir.[5]

Tanim 2.12. Bir cisim iizerine etkileyen kiitle ¢ekimlerinden kaynaklanan kuvvete
kiitle cekim kuvveti denir.

Tanim 2.13. Newton 'un genel cekim kuralinda oranti sabiti olarak verilen gravita-
syon sabiti; iki kiitlenin aralarindaki uzakhigin karesinin kiitle ¢cekim kuvvetiyle ¢arpiminin,
kiitlelerin ¢carpiminin oranima esit, evrensel cekim sabiti de denilen ve degeri G = 6.672592107 11
Nm?/kg? olan sabittir.[3]

Tanim 2.14. B C R? simirh bir bolge olsun. p (), B bolgesinde tanimlanmig verilen
bir fonksiyon olsun. O halde

v 0%
Av(ﬂf):WJra—yg:P(@’)

zeB denklemine Poisson denklemi denilir.[1]



3. POTANSIYEL TEORIYE GIiRiS
3.1. Basit Tabakanin Newton Potansiyelleri

Birbirlerini Newton Kanunu’ na gore ¢eken ve P (x,y,z), Q (§,7n,() gibi iki noktada

toplanmig olan m ve mkiitlelerini gozoniine alirsak ¢ekim kuvveti

mmi
2

K=c (3.1)

r

olur. Burada c, gravitasyon sabiti ve

r=@—&2+ (-’ + (-0 (3.2)

dir. P noktasi gekilen nokta yani hareketli nokta (iist nokta), @ ise geken nokta yani sabit
(kaynak nokta) olsun. em = 1 kabul edersek
my

K=_2
7“2

olur. Eksen dogrultusundaki kuvvet bilegenleri olan dogrultman agilar1 sirasiyla «, 3,7
olmak tizere
x=Kcosa, y=Kcosf, z= K cos~y

olup burada cos «, cos 3, cos v degerleri r’ in dogrultman kosiniisleridir. Bunlar yerine,

E—x — (—z

cosaq = >——, cosﬁzu, cosy = (3.3)
r r
degerleri de konulabileceginden
_ m1§—a: Y_mln Y Z_mlg—z
27 r2 r r2 r
_ mlé—gﬂf y — mln Y . Z=m C—32
r r
bulunup bu ifadeler ise
mi
= — 34
p=" (34)

fonksiyonun kismi tiirevleri olurlar. Buna gore



d¢ 0 0r  —mi2(x—§) E—zx

X = or Ordx 12 o s (3.5)
_ 09 _060r _—mi20y-m) __ n-y
9y Ordy 12 or Vg

7 _ %_%ﬁ_—Tm?(Z—O_mC—Z
9z Ordz 2 or 173

yazilabilir . Bu ¢ fonksiyonuna, m; kiitlesinin potansiyeli ad1 verilir.
Buna gore @, (&,,7,,(,) gibi n maddesel noktadaki m,, kiitlelerini gozoniine alacak

olursak bu halde bunlarin potansiyeli

n

o=3 " (3.6)

v=1

olup, 7, degeri v— maddesel noktasinin, hareketli noktaya olan mesafesidir. Burada her za-
man icin hareketli olan P noktasinin @), noktalarindan herhangi biriyle iist iiste diismedigi

kabul ediliyor. Aksi halde (3.6) ifadesindeki toplam sonsuz olur.

Aralikli n - maddesel noktadan tegekkiil eden bu sistemden, bir G hacmini dolduran
kiitleye gececek olursak bunun, diginda bulundugunu kabul ettigimiz P hareketli noktasina
bir kuvvet uygulandigr kabul edilebilir. d, = d,dyd, gibi bir uzay elemaninin kiitlesi dm

ile gosterilirse potansiyel icin

et~ ]2
G

ifadesi elde edilir. Eger genel olarak degisken kabul ettigimiz kiitle yogunlugu

kiitle elemana

. __dm __ ant_
H (ga 7, 4) 18€ b= "4 = hacim elemam

ve bir G uzay parcasi i¢in Newton potansiyeli

ug (2,y, 2) = ///%df (3.7)
G

Kiitlesi m olan bir F' yiizeyi gozoniine alinirsa bu yiizey diginda bulunan bir P nok-

seklinde gosterilir.

tasinin Newton kanununa gore tesir eder. Bu halde bir F' yiizeyinin Newton potansiyeli

olarak

up (z,y,2) = //%dw (3.8)



ifadesi elde edilir. Burada p (€, 1) yiizey yogunlugudur.

Cizgisel yogunlugu p (s) olan, bir C' uzay egrisi i¢in Newton potansiyeli

uc (z,y,2) = /%ds (3.9)
C

olur. Bu u potansiyel fonksiyonlarinin 6zelligi sudur: Bunlarin koordinat eksenleri dogrul-
tusundaki tiirevleri, kuvvetin aym dogrultulardaki bilegenlerini verir. Ancak P, ceken
bolgenin herhangi bir noktasi ile cakigmamalidir.

Kuvvetin keyfi bir S dogrultusundaki Kg bilegeni bilindigi gibi

Kg = X cos (s,z) + Y cos (s,y) + Z cos (s, 2)

olur. Fakat bir u (z,y, z) fonksiyonunun herhangi bir S dogrultusundaki tiirevinin

u ou ou
i (s, o) + % cos (s,y) + 5, ¢ (s,2) (3.10)

oldugu diisiiniiliirse

Kg=— (3.11)

olur.
Newton’ un ¢ekim kanunu seklen, Coulomb kanunu ile agiklanir. Bu son formiile gore
m ve my gibi iki elektrik miktar1 bir r mesafesinde birbirlerini (3.1) ifadesiyle belirtilen K

gibi bir kuvvetle gekerler.

Elektrostatikteki olcii sistemine gore ¢ = 1’ dir. Ornek olarak p kiitle yogunlugu sabit
olan ve 1 yaricapl bir kiiresel yiizeyin potansiyelini hesaplayalim:

Bu maksatla koordinat sisteminin baglangic noktasi olarak kiire merkezini ve x— ekseni
olarak da P(z,0,0) hareketli noktasindan gegen dogruyu alalim.

Buna gore yiizey potansiyelini hesapladigimiz igin (3.8) ifadesini kullanirsak,

B udw
e (0:2) _/1?/\/(95—5)24‘7724‘(2

yazilabilir. Burada r, P noktas: ile kiire yiizeyi iizerindeki herhangi bir @ (§,,()

noktasi arasindaki mesafedir. p kiitle yogunlugu sabit oldugu i¢in, integral digina alirsak



dw
up (r,y,2) = M/! \/(w EPTRIYE (3.12)

elde edilir. Kiire yiizeyi tizerindeki noktalar icin kiiresel koordinatlar1 kullanirsak :

& =cost, n=sindcosy, ( =sin¥sinp
r?=(z—&)*+n*+¢ (3.13)
dw = sin ¥dvdy
olur. Burada r ifadesinde &, 7, ( degerlerini yerine yazarsak,

12 = (z — cos¥)? + (sind cos )2 + (sin ¥ sin )?
= 22 — 2z cos ) + cos? ¥ + sin? ¥ cos? p + sin® ¥sin? ¢
= 22 — 2z cos ) + cos? ¥ + sin? V) [0052 ¢ + sin? cp]
= 22 — 22 cos ¥ + cos® ¢ + sin’ ¢
=22 +1—2zcos?

elde edilir. Bunlar ile (3.12) potansiyeli i¢in,

T in 0 [ in 0
sin sin
uzuo/dspo/\/xQ—i—l—QxcosﬂZQWMO/\/xQ—i—l—Qa:cosﬂ (3.14)

bulunur. r? ifadesinden her iki tarafin diferensiyeli alinirsa

2rdr = 2xsinddd

= rdr = xsin¥dv

= % = sin 9dv

elde edilir. Bu ifade ve 72 degeri son integralde yerine yazilirsa

/ Snd gy = 1 / dr

olur. Simdi integrasyon sinirlarini tesbit edelim:

¥,a¢1 degeri kiire merkezi olan O noktasindan @) noktasina dogru O—Cj’ nun x—ekseni
ile pozitif yonde yaptigi acidir. 9 acis1 0— 7 araliginda degisirken r hangi aralikta degisir,
hesaplayalim: Bunun i¢in P noktasinin kiirenin i¢cinde ve disinda bulunmasi hallerini ayr:
ayr1 inceleyelim.

a) P hareketli noktas: kiirenin disindadir.

@ 0 @ °P

] ] —




¥ =m degeri i¢in Q) noktast Q)1 ile cakisir ve r = xz + 1 olur.
¥ =0 degeri i¢gin Q) noktast Q2 ile ¢akigir ve r = x — 1 olur.

Boylece;
9 14z 5 4
g T T
=" [dr =T o4 1)~ (- 1)) =
z—1

b) P hareketli noktas: kiirenin igindedir.

4 1 I

(T)_[ 0 p ([)3

¥ = 7 degeri i¢in @ noktast @1 ile cakigir ve r = x + 1 olur.
¥ = 0 degeri igin @ noktas: Q3 ile ¢akigir ve r = 1 — z olur.

Boylece;

14z
2 2
u2:ﬂ/dr:ﬂ[(1+x)—(1—x)]:47r,u
x T
1—x

elde edilir.

P noktasi kiirenin digindan kiire yiizeyine yaklagtirilirsa |z| — 1 ve u; — 4wy olur. Bu
deger ise kiire igerisinden, kiire yiizeyine yaklagildiginda usg igin bulunacak limit degerine
egittir.

Buna gore icten ve digtan kiire yiizeyine yaklagildiginda bulunacak limit degerleri
sirasiyla u; ve u, ile gosterirsek

U = Ugq
olur. Eger = degeri co olursa ( ki bu P nin sonsuz uzakhga gotiiriilmesidir. )

u1 = 0 olur. Kiire igerisinde

ou
a—; =0
olur. Potansiyel fonksiyonun 6zelligi geregince bu P ye etki eden kuvvetin z—ekseni dogrul-
tusundaki bilegenidir. O halde
%1;2 = 0 olmasi, P’ ye x - ekseni dogrultusundaki bir kuvvetin etki etmemesi anlamina

gelmektedir. Ornegimizde z—eksenini P den gecen dogru olarak almistik.

O halde P kiire igerisinde ise, bu noktaya hicbir kuvvet tesir etmez. Kiire diginda ise



Ou; 4w
)

£
dir. Zira 47y, biitiin kiire yiizeyi boyunca yayili olan toplam kiitleyi gosterir. O halde

digindaki bir noktaya kiire, sanki biitiin kiitlesi merkezinde toplanan bir maddesel nokta
gibi tesir eder.

Simdi bu potansiyelin normal yoniindeki tiirevini arayalim. Kiire yiizeyinin i¢ normali,
kiire yarigap1 yoniinde olup 0’ dan geger.

Bizim 6rnegimizde P noktasi z—ekseni iizerinde hareket ettirildiginden

ou ou

on Oz
olur. Burada (-) igareti normalin (+) yoniiniin, z—ekseninin yoniiniin tersi oldugunu

ifade eder. P noktas: kiire i¢inde ise
8UQ
2 _9
on
olacag1 aciktir. Nokta igten kiireye yaklagtikca

).
on z—1

Ou _ Odw _ Amp
on  Oxr a2

elde edilir. Kiire yiizeyine digtan yaklagimda :

8u1
el —4
( on >z—>1 i
elde edilir. Buna gore

Quay  _(Qw o _ (Qu) (0w _
on ), 4 on ), ., \on/, on), a

olur. ¢ ve a indisleri normal tiirevin i¢ veya dis limit degerlerini karakterize eder.

olur. Digtan yaklagimda ise

Buradan anlagilmaktadir ki hareketli noktalarin, yiizeyin bir tarafindan diger tarafina
gecmesi halinde Newton’ un yiizey potansiyelinin normal tiirevi, —4mu kadar bir atlama
gosterir. Daha ileride goriilecegi gibi bu ¢zellik genellikle biitiin bu tip yiizey potansiyelleri

icin gecerlidir.
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3.2 CGift Tabakanin Newton Potansiyelleri

FElektrostatikten bilindigi gibi Dipol kavrami, birbirinden A mesafesinde bulunan ve
+m ile —m gibi egit fakat ters isaretli elektrik yiikleri ile yiiklenmis, iki noktadan ibaret
bir sistemdir. Acaba b&yle bir Dipol’ iin ¢ potansiyeli ne kadardir? m’ in koordinatlar:
m (§,n,¢) ve —m’ in ise m (£ + h,n, () olsun. Hareketli P noktasinin m’ den mesafesi r,
-m’ den mesafesi r; ve bu noktanin +1 yiikiine sahip oldugu kabul edilirse

o=-2+p=m(%-3)

dir. Burada % degeri % ifadesinden, & dogrultusunda h kadar ilerlemek suretiyle elde

edilebilecegi icin Taylor’ a gore lineer terimlere kadar alinirsa

1 _ 1 a(3)
ot hee
ve buradan

11 ,913)
T = b

ifadesi potansiyelde gozoniine alinirsa

o(L
o= mh—gr)
olur. Burada h kiigiilecek ve ayni sekilde m de biiyticek olursa, tyle ki
limy_,¢ (mh) =v mevcut olsun, sonugta

a(3)

¢ = v
ifadesi Dipol potansiyeli ve v de moment olarak belirtilmis olur. Bunu, bir yiizeyin

¢ift tabakali potansiyelini elde ederken kullanabiliriz.

Sekil 3.1 (F ve F, tabakas: iizerindeki P noktasinin gekici ve itici kuvvetleri)

F gibi bir yiizey ile bunun her noktasindaki normalini diigiinelim.
Bu normallerin iizerinde aym bir A mesafesi kadar alacak olursak yeni ve F’e paralel
bir F; yiizeyi elde ederiz.

Yine kabul edelim ki F pozitif ve F; de negatif elektrik ile yiiklii olsun.
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Bu elektrik yiikleri, iizerinde +1 birim yiikii bulunan bir P noktasina cekici ve itici

kuvvetler uygularlar. (Bkz, Sekil 3.1)

P noktasina itici ve ¢ekici bir tesir uygulayan F tabakasinda potansiyel

ul——//%dw

F
dir. Burada p, F tabakasi iizerindeki yiikiin yogunlugudur. Benzer olarak F;’ in

potansiyeli, ayni p yogunlugu kabul edilirse,
Uy = + / -;'f; dw

olur. Buna gore toplam potansiyel

'LL_U1+'LL2// - — = dw—//,uhr1 ~ dw

h dogrultusu yiizeyin, normal dogrultusuna intibak ettiginden

1_+h()

1 on

olur. Kabul edelim ki i — 0 iken p yiik yogunlugu 6yle biiyiisiin ki

limp o (@ h) = v sabit kalsin. Buna gore

o [ o

yazﬂlr Burada v’ ye ¢ift tabakanin momenti ve v’ ya da ¢ift tabakalanmig F' yiizeyinin

potansiyeli ad1 verilir ve

quz/]) ;%) dw (3.16)

F
ile gosterilir. (3 16) daki potansiyeli bagka bir sekilde de ifade etmek miimkiindiir.

r= \/ (x — (y—n)*+ (z— )% yi &n ve ¢ nin bir fonksiyonu olarak diigiinecek

olursak bu takdirde

Or _0rog  oron  Orog
on  0¢0n  Ondn  OCOn

or
73

N
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olur. Yani g—g = % olup, halbuki sekle gore

>

Sekil 3.2 (x ekseni ile r yarigapr arasindaki o agisinin goriintiisii)

a, = ekseni ile r arasindaki ag1 oldugundan «, cos (r, z) olarak da ifade edilebilir. Yani
"’“"775‘ = cos (r,z) = §;—‘r = —cos (r,x)

dir. Tiim bu agiklamalardan sonra,

% =—cos(r,m), g =—cos(ry), Gt =—cos(r,z)
olur.

%ﬁ“ = cos (n,§) = cos (n,z), %Ll = cos (n,y), %LC; = cos (n, 2)

ve buna gore

% = —[cos (1, z) cos (n,z) + cos (r,y) cos (n,y) + cos (r, z) cos (n, 2)]
= —cos (r,n)
O halde,

d(2) 1 9r _cos(r,n)
on 2 on 12

((3.16a))

up = //vmdw (3.17)
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olarak bulunur. Simdi bu husus ile ilgili bir 6rnek verelim. ( Bkz. Sekil 3.3 )

Sekil 3.3 (P noktasi dairesel levhada dik dogru iizerinde)

Cift tabakalanmig daire seklinde bir levhanin potansiyelini hesaplayalim:

Bu maksatla ¢ift tabakanin momenti sabit olsun ve hareketli nokta, dairesel levhanin
merkezinden ¢ikilan dik dogru iizerinde bulunsun. (3.17) ifadesini uygulamak igin ( Sekil
3.3)” den agagidaki bagintilar gikarabilir.

r?2 =p?+ 22, dw = p dpdyp

Levha yiiziiniin normali, z’ nin 4+ dogrultusunda olduguna ve r, @’ dan P’ ye dogru
alindigina gore

cos (r,n) = +%

ve aranilan potansiyel igin

R 27

R
u = // vzpdpdy UZQ?T/—p dp
p? + 22) 3/2 ) (p2+z2)3/2

S

bulunur. Burada z pozitif ise V22 = +2z ve eger negatif ise V22 = —z kabul edilir.

Buna karsihk gelen u degerleri "), (z > 0 igin ) ve u® (z < 0 igin)

uV) = 42710 [1 - \/R%ﬂ?}
u® = $27v [—1 — \/ﬁ]

olarak bulunur. Eger z ekseni boyunca (levhanin normali boyunca) sabit yiizeye yukari-
dan yaklagilacak olursa u(!) simr degeri +27v olur ve eger agsagidan yaklagilacak olursa bu
deger —27v olarak ifade edilir. Boylece levhanin bir tarafindan diger tarafina levha iginden
gecildigi takdirde u potansiyeli u; — u, = +47mv degerinde bir atlama gosterir. (Normalin

pozitif dogrultusunda z ekseninin pozitif dogrultusu ile yiizeyin i¢ kismi belirtilmektedir.

)

14



z — oo icin uM) ve u? degerleri L’ Hospital in uygulanmasiyla da goriilebilecegi gibi,

sifira giderler. Normal tiirev ise bagka tiirlii degisir. Bu

ou

on

OuL)
on

@
0z’
—2mvR2  Ou? B

(R2 4 22372 On

—2mvR?
(R? 4 22)%/2
Ou® i ou®

lim = lim
z—0 On 2—0 On

(@)~ (@),

seklinde olup normal tiirevin, sabit levha icerisinden siirekli olarak gectigini ifade eder.
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3.3 Basit Ve Cift Tabakanin Logaritmik Potansiyelleri

u ve U potansiyelleri, Newton’un gravitasyon kanununun gegerli oldugu bir uzay igin
tarif edilmisti. Diizlemde bagka bir kuvvet sistemi kabul edilirse, bu suretle bagka bir
potansiyel elde edilmis olur.

Mesela x,y diizleminde bulunan P ve ) gibi iki noktada m ve m; kiitleleri mevcut

olsun ve bunlar birbirlerini

mmi

K=c 3

. (3.18)

ifadesi ile belirtilen bir kuvvetle ¢eksinler. Ayrica

r=\@-+(y-n’ (3.19)
kabul ediliyor. Burada kuvvetin, Newton’ un c¢ekim kanununda oldugu gibi noktalar
arasindaki mesafenin karesi ile ters orantili olmayip aksine, mesafenin kendisi ile ters
orantili oldugu kabul edilmektedir. Kuvvetin bileginleri kolayca hesaplanabilecegi gibi
(em = 1ligin),

§—x n—vy
S Ty =
r2 ’ m r2

szl

olarak bulunur. x’ e ve y’ ye gore kismi tiirevleri sirasiyla X ve Y’ ye esit olan bir fonksiyon

arandiginda boyle bir fonksiyonun

1
1 = mq log - (3.20)

oldugu goriilebilir. Eger B, bir diizlemsel boélge ise bu halde bu bolgenin logaritmik potan-

siyeli

vp (x,y) = //u log%dw (3.21)
B

olur. p yine kiitle yogunlugudur.
Burada yine hareketli noktanin, sabit kiitlenin herhangi bir noktasi ile iist iiste diismedigi

kabul edilmektedir. Keyfi bir C' egrisinin logaritmik potansiyeli

1
ve (z,y) = /,ulog ;ds (3.22)
C
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olur. Aynen Newton potansiyelinde oldugu gibi burada da ¢ift tabakalanmig bir C' egrisinin

logaritmik potansiyeli tanimlanabilir. Bu amagla (3.16a) ifadesi yerine burada gegerli olan

9 (log1) _cos(r,n)
on r

(3.23)

ve

ve (z,y) = /va(Lg%)ds = /vwds (3.24)

on r
C C

ifadeleri elde edilir. Ornek olarak basit tabakalanmis bir daire egrisinin logaritmik potan-

siyelini hesaplayalim. (Bkz Sekil 3.4)

Sekil 3.4 (Bir daire egrisinin logaritmik potansiyeli)

( 3.22 ) denkleminden kiiresel koordinatlar yardimu ile,

2 27
1 1
v= /,u log ;R dy = [LR/ log ;dw (3.25)
0 0

elde edilir. Bu integrali hesaplayabilmek icin, integral i¢inin seriye agilmasi gerekir. Bu

ise kosiniis formiiliinden

r2 = p*+ R?>—2R pcos(p — 1) (3.26)

= p>+ R*—Rp2cos(p—1)

e + e~ = 2 cos a oldugundan
7”‘2 = p2 + R2 — Rp [ei(‘P_w) + e_i(ﬂﬂ_ip)]
r2 = p? 4+ R2 — Rpei(¥=¥) — Rpe~ile—¥)
’[”2 = [p — Rei(@fw)] [p — Reii(ﬂofuj)]

2 __ R _i(p— R _—i(p—
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2= 2 [1 _ Eez’«p—w] [1 _ Ee—z‘w—w)} (3.27)
p p

olur. Her tarafin -1/2. dereceden kuvveti alinirsa

31— Bt 2 1 Betoa]

D
ve logaritma alinirsa

ot =tog {3 [1 - Bete=0) 1 2] ]

ve logaritma fonksiyonunun ¢zelliklerinden

, —1/2 , —1/2
10g% = log% + log [1 — %ez(‘/’_’z’)} + log [1 — %6_1(‘/’_’”)}
log% = logz—l) — %log [1 — %eiw—w} — 1log [1 — %e_i(%’_w}
elde edilir. Simdi log (1 —z) = —z — %2 - I—; — ... serisini kullanirsak, bu seri |z| < 1

i¢in yakinsaktir. Dolayisiyla yukaridaki iki serinin yakinsak olabilmesi igin
’%ei(‘p_w‘ < 1 olmas gerekir. Bilindigi iizere }eio‘} = 1 oldugundan, !ei(w_w)‘ = 1’ dir.
O halde,

’%‘ < 1 yani % < 1 veya p > R olmalidir, bu ise P noktasinin dairenin diginda kalmasi

demektir. O halde,

2
r p 21|p 2\ p
2
+1 Ee_i(ﬂﬂ—w) + 1 E e_2i(<ﬂ—1/’) + ...
21p 2\ p

elde edilir. alt alta duran terimlerin toplanmas: halinde ( 3.26) ifadesini de gozoniine

alirsak

1 1 R 1 (R\?
log— =log— + —cos(p— )+ = <—> cos2(p—1)+ .. (3.28)
r PP 2\p

ifadesi bulunur.
P noktas: dairenin i¢inde iken R > p’ dur. Buradan, % < 1 yani |%| < 1 sonucuna
varilir. O halde seriye agabilmek igin ( 3.27 ) ifadesi yerine R parantezinde,
r2 = [R — pei(wfw)] [R — pe*i(s%l/))]
=R[1- %ei(sa—w)] [1- %e—i(s@—tb)}
=g [ g 1 e

ifadesi segilirse

L oL 4 2 cos(p— )+ = (L) _
logr—logR—i—Rcos(go ¢)+2(R> cos2(p— ) + ... (3.29)
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elde edilir. Bu ( 3.29 ) ifadesi yardimiyla ( 3.25 ) ifadesine gidilirse ve integral seri igine

dagitilirsa
2m

/cosn(go —Y)dy =0, (n=1.2,..)

0
denkleminden istifade etmek suretiyle, serinin ilk terimi hari¢ tiim integraller sifir olur.

Buradan i¢ bolgenin potansiyeli igin

2
1
oM = uR / log Zdy) (3.30)
0
1 _ 1
v = uRQWlogE

bulunur. ( 3.28) ve ( 3.25) denklemleri yardimiyla da dig bolgedeki potansiyel i¢in

2m
v = ,uR/ logldw (3.31)
, p
@ _ 1
v = uR2mlog ;

ifadesi elde edilir. Eger P noktas: igten daire gergevesine yaklagirsa p — R igin ( 3.30 )’
dan

v; = 2R log %

ve P digtan daire gevresine yaklagirsa p — R igin ( 3.31 )’ den

v = 2R log %

ve sonugta

v; = vg elde edilir. Boylece eger p — oo olursa v, —co ” a yaklagir. Tiirevin i¢ normal

dogrultusundaki durumunu inceleyelim. Burada p, 0’ dan P’ ye yoneltilmig oldugundan

02 __ 0

on —  Op

ve (13.30) ile ( 3.31)’ e gore de
o) 91

“n = 9y =0

(—a§:)> n [QW,MR%} e 27 ve (%)i - (%)a = —2mp elde edilir.
p= P
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4. POTANSIYEL TEORININ ESAS DENKLEMLERI
4.1 Laplace Diferansiyel Denklemi

Simdiye kadar incelenmis olan, gegitli potansiyel kavramlar: agagidaki su 6nemli 6zelligi
karakterize ederler. Bunlar Laplace diferensiyel denkleminin ¢oziimleridir.

Once tek tabakali Newton potansiyellerini gozoniine alalim.
1 1

T V@6 (y—n)?+(z—0)?

fonksiyonunun kismi tiirevleri

9(3) _ 268 (o),

oz 2r2y r3

P o3 EEY) 3w 1
ox? (r3)? -7 5 3
P _ 3oy () 3—y)? 1
oyr (r3)2 T 5 3
a0 I e (St G o N () SO
922 (r3)> T8

dur. Boylece

elde edilir. ( 3.24 ) ifadesinden buna gore

Aug—///MA )dr =0

ve A (r) = O bulunur. ur i¢in de ayni neticede edilecegi agiktir.
Cift tabakanin Newton potansiyellerini incelenirken A operasyonunun z,y, z’ e gore

normal dogrultudaki tiiretmede £, ve ¢ ’ larin degisken olduklarina dikkat edelim.

o[- 0] -

Sonug olarak; hareketli nokta ¢eken bolgenin diginda kaldigi miiddetge Newton potan-

siyelleri Laplace diferensiyel denklemini gercekler.



Au = ox2  0y?2 022
1 1
log o= log - -
\/(w—ﬁ) +(y—mn)
fonksiyonu asagidaki

0 (log %) -z

ox o2
9? (log %) _ —r2 — 27“(2(962;&)) (& —x) _2 (€ —x)? 1
Ox? (r2)? A 2
?(logd)  —rP-22EE(-y) 2(-y)® 1
Oy (r2)? v )

tiirevleri dolayisiyla

2 1 2 1
A(log%) _ 9? (log 1) +8 (log 7)

Ox? Oy?
_ 2@’ 1 20—y 1
’1"4 7«2 7’4 ’1”2
2r2 2
= L4 5 =0
T T

sonucuna varilir. Boylece goriilebilir ki logaritmik potansiyel de

2 2
Av:@ 07

922 T Y

Laplace denklemini saglar.
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4.2 Poisson Denklemi

Hareketli nokta sabit kiitlenin diginda kaldigi miiddetce, Newton ve logaritmik potan-
siyeller Laplace denklemini saglamaktadir. Bundan sonra ise hareketli nokta ile sabit
kiitlenin herhangi bir noktasinin iistiiste gelmesi halinde bu potansiyellerin hangi den-

klemi gercekledigi arastirilacaktir. Ornek olarak logaritmik yiizey potansiyelini
v(ay) = [ [nentog tagan

gozoniine alalim. g’ niin birinci mertebeden siirekli bir tiirevinin mevcut oldugunu
farzedelim. Hareketli P noktasi B bolgesinin iginde degigsin. Daha 6nceden v fonksiyonu,

birinci mertebeden tiireviyle beraber, P nin B bélgesinde olmas: hali i¢in dahi siirekli bir

fonksiyondur. Burada r = \/ (z — &)* 4 (y — n)? oldugundan

or 2x—-¢ (x—=§  or

ox 2r r o€’
o 20y-mn _W-m __Or
dy 2r r an

olur ve v’ nin birinci tiirevleri igin
v )
7w p(&:m) dfd (& n) —5~dédn
x

ov B B )
= / 6,m 20982 ey / (e,m) 208 5) yeg, (4.2)

ifadeleri bulunur. Burada —

9(log 1)
B3

yerine eger log % konulacak olursa mesela, bir yiizey
potansiyelinin x’ e gore tiirevi elde edilmis olur.

(Aym sey vo = / w(&,m)log %ds formundaki bir egri potansiyeli iginde gegerlidir )

C
(5.1) denkleminde A (&,m) = u (&, 1) log% ve B = 0 konulur ve integrasyon degiskenleri

olarak &, n alimirsa yukaridaki integrali degisik sekilde ifade etmeye yarayan

ou 1 9 (log %) B 1
//8—£log ;d§d77+ //ua—édfdn = /,ulog ;dn
B B

C

1
= —/,ulog;cos(n,f) ds

c

denklemi elde edilir. Bu sonug yardimiyla ( 4.2 )’ in ilk denklemi
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B ou 1 ] 1
= //8—€log ;d§d77+/ucos (n,&)log rdS
B c

seklini alir. O halde % tiirevi, g—’é yogunlugunda bir yiizey potansiyeli ile yine ucos (n, &)
yogunlugunda bir egri potansiyelinin toplami gseklinde ifade edilmis olur.

x’ e gore alinacak ikinci tiirev ise yukarida yapildigi gibi, her iki integralde log % yerine

1
—8(127?) koymak suretiyle elde edilebilir:
92w aﬂa log
O = [neosn.e 2082y, —// et dsdn
o
ve benzer olarak ve bunlari toplarsak
9% 0% [0 (log 1) 9 (log 1)
5z + 8—y2 = —/M Tgcos(n,ﬁ) + Tncos(n’n) ds

_// 9 (log 1) +a_u8(log%)] dedn

KEES on  On

(1 O O (1 op 0 (log L
- /u— Og d—//[“ 0g +8_/;%]dgdn(4.3)

(4.2) ifadesi yardimiyla sonuncu ¢ift kath integrali, u yerine u ve log % yerine v koyarak
degigtirelim. Burada log ifadesi (z,y) noktasimnda sonsuz olacagindan bu noktayr p

yarigapli bir daire ile ¢evirelim; geriye kalan bolge B’ olsun. ( Bkz sekil 4.1) Bu durumda;

Sekil 4.1 (P noktasinin p yarigaph daire ile kapsanisi)

o5 0¢ on  On
d (log & d (log &
_ —/u.—M.ds—/M.M.ds—//u.mogl.dg.dn
an on T
C B
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log% harmonik bir fonksiyon oldugundan sonuncu ¢ift kath integral sifir olur. I' boyunca

olan integrasyonda ise n normalinin dogrultusundan dolay1

1 1
a(lgf 2 8(12?) = —% ve (p, V) polar koordinatlar: ile de
P 1 2 2
og 1
— [ p=pdd = — | pdd
Ju=githas = [upar = [
r 0 0

elde edilir. p — 0 igin sinir degeri olarak —27mp bulunur. Boylece ( 4.4 ) ifadesi p — 0

icin bu sonucu vermis olmaktadir ve B’ tekrar B bolgesine doniisiir.

1 9 (log L d (log &
//[6/18 og +3M (Ogr)]dgd?]:—/ﬂ_(ao—;mds+27rﬂ(x7y)

a J

ve ( 4.3) ifadesinden
0%v 0%
92 T P —2mp (z,y) (4.5)

denklemi elde edilir. Buna ” Poisson Diferensiyel Denklemi ” adi verilir.
Tesir eden kiitleye ait noktalarda yiizey tabakali logaritmik potansiyel
0%v 0%

Av = @—Fa—yz = 2mp(z,y)

Poisson denklemini saglar.“ Her (x,y) noktasinda Av, —27 ile bu noktadaki p kiitle
yogunlugunun ¢arpimina egittir. Eger (x,y) noktasi kiitlenin diginda ise bu halde p = 0
olur ve Poisson denklemi Laplace denklemine doéniisiir.”

Aym diferensiyel denklem diger logaritmik potansiyeller tarafindan da saglanir. Buna
karsilik Newton potansiyelleri eger, hareketli nokta sabit bolgenin herhangi bir noktasiyla
cakigmigsa

v v v

= — R _:_4
A’U 81‘2 + 8y + a D) T (ZL’,y,Z)

olur.
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5. GREEN FORMULLERI HARMONIK FONKSiYONLARIN GENEL
OZELLIKLERI

Gauss Integral teoreminden
// [8‘4 %) Bg;”] dady = [AGwy)dy—Boy)da) )
C

hareket edelim.

Burada B, kisim kisim diizgiin olan bir kenar egrisi ile sinirlandirilmis kapali bir bolge
olsun. Egri iizerinde pozitif doniis yonii olarak B bolgesi daima solda kalacak sekilde bir
yon segelim. Pozitif normalin yonii B bolgesinin igine dogru yoneltilmig olsun. C' egrisinin
tegetlerinin pozitif yonii olarak da pozitif normalin +7 kadar dondiiriilmesiyle elde olunan
yonii kabul edelim. Ayrica A (z,y) ve B (x,y) fonksiyonlar: ile birinci tiirevleri de siirekli
olsunlar.

Burada ( 5.1 ) ifadesi bagka tiirliide yazlabilir.

dx = ds cos (n,y); dy = —ds cos (n,x)

ve bunlar yardimiyla ( 5.1 )

// [814 z,y) 838(;,9)] drdy = —/ [A (x,y) cos (n,z) — B (z,y) cos (n,y)]ds (5.2)

C

yazilir. Bu son ifade de A = u% ve B = 0 koyalim. v ve v ikinci mertebeye kadar siirekli

olan kismi tiirevlere sahip olsunlar. Buna gore;

ou 81} 82 ov
// [83: o ] dxdy = —/u% cos (n,x)ds (5.3)
C

elde edilir. Eger A =0ve B = u% ise,

ou 81} 82 ov
// [ay oy ] dxdy = —/ua—y cos (n,x)ds (5.4)
C

bulunur. ( 5.3 ) ve ( 5.4 ) ifadelerini toplamak suretiyle

OJudv  Oudv
// [&U&L‘ 8@/8 ]dxdy = —//uAvdxdy
B
v ov
—/u <% cos (n,z) + a cos (n,y)> ds
C

= —//uAvdxdy - /u%ds (5.5)
B C



u yerine koymak suretiyle elde edilecek ikinci denklemi yukaridakinden ¢ikaracak olur-

sak bu suretle Green formiilii elde edilmis olur.

// [uAv — uAu] dxdy = —/ [u% - v%] ds (5.6)
B

C
Bu formiiliin bir ka¢ 6zel halini inceleyelim.

u = i¢in ( 5.5 ) den

/B/ [<%>2+ (g_Z>2] dxdy:—c/u%ds—/B/UAU dwdy (5.7)

ve v =1ig¢in ( 5.6 )’ den
ou
Audxdy = — [ —d 5.8
/ udzdy 5, 45 (5.8)
B C
bulunur. Eger u, B bolgesinde regiiler harmonik bir fonksiyon ise Au = 0 olur ve bu
takdirde ( 5.7 )’ den
@ds =0

on
C

elde edilir. Bu denklem, harmonik bir fonksiyonun normal tiirevinin smr degeri
hakkinda gayet énemli bir 6zellige dikkat ceker.

Eger u yine harmonik bir fonksiyon ise ( 5.7 ) ifadesinden

/Z [(%)2 + (%)1 dxdy = —C/u%ds (5.9)

bulunur. Eger u ve v harmonik fonksiyonlar ise ( 5.6 )’ den

ov ou
/ [u% - U%] ds =0 (5.10)
C

bulunur. Bu denklemde v yerine v = log% seklinde 6zel bir harmonik fonksiyon alalim.
Bu fonksiyon C' ile simirlanmig bolge olan B bélgesinde regiiler olsun. r» = 0 igin log %
sonsuz olacagindan (£, n) noktasim p yarigapli ufak bir daire ile ayiralim.

Bu halde kenar egrisi, C' ile I' daire g¢evresinden ibaret olur. Buna gore;

10u 0 (log %) 10u 0 (log %) B

r

I boyunca 8—8n = % ve r = p olacagindan (( 5.8 )’ e bakiniz )
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10u 1 [ou
/log;%dS—log;/%dS—O
I

r
olur. Burada
1 og 1
B(IEiT) _ 8(18§r) — _% oldugundan
9 (log 1 1
/uﬂds — ——/uds (5.12)
on P
r

dir. Bu sonuncu integralde (p,¢) kutupsal koordinatlarina gegilerek p — oo yapilacak

sekilde olursa bu suretle tekrar baglangictaki bolge elde edilir:
2m 21

%/u(p,cp)pdcpz/u(ﬂ%@)d‘%’

0 0
u nun siirekliliginden dolay1 yeteri derecede kiiciik bir p yarigapi i¢in dairenin orta

noktasindaki u degeri, gevre iizerindeki u degerinden az fark edilecektir.
Burada ¢, p ile beraber sifira gitmek sartiyla

u(p,p) = up—o + € yazilabilir. Boylece
2w 2w

/u (p, @) dp = 2mup—o + /5dgp ve p — 0 i¢gin

0 0
2

lim,—o /u (p, ) dp = 2mup—o = 21w (€, 1)
0
elde edilir ve ( 5.10 ) ifadesi de

1
lim,—g / u%ds = —2mu (&)

r
olur. Sonugta ( 5.11 ) den dnemli olan

u(&,n) = %/ [u%ﬁl%) —lo %% ds (5.13)
C
denklemi elde edilir.

"Eger harmonik bir fonksiyonun ve onun normal tiirevinin, bir bélgenin sinir1 iiz-
erindeki degerleri biliniyorsa ( 5.12 ) ifadesi yardimiyla u fonksiyonunun bélge i¢inde bir (
&,n ) noktasindaki degeri hesaplanabilir.”

ueon) = [ () geas+ [ (-5 tog bas

C c
seklinde yazilacak ve bu, basit ve ¢ift tabakali logaritmik potansiyel ifadeleri olan ( 3.22

) ve ( 3.24 ) denklemleriyle karsilagtirilacak olursa goriiliir ki birinci integral, momenti

v o= %u olan bir ¢ift tabakanin logaritmik potansiyeli ve ikinci integralde yogunlugu

W= %% olan bir basit tabakanin logaritmik potansiyelini tegkil eder. ( Burada wu ile %
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nin, C iizerinde verilmisg oldugu kabul ediliyor. ) Bu suretle agagidaki ifade ispat edilmis
olmaktadir:

"B bolgesinde harmonik olan iki degiskenli her fonksiyon bu bélgenin simir1 olan C
egrisi iizerinde, bir basit tabakanin logaritmik potansiyeli ile bir ¢ift tabakanin logaritmik
potansiyelinin toplami olarak diigiinebilir.”

C egrisi 6zel olarak R yarigapl bir I' cemberi ise a% = —% olur. Bu takdirde ( 5.12 )
ifadesinden

1 1 [ou

1 1
u(&m) 2 8 R/J On ds + 2R uds 2R uds (5.14)
I I I

Bu takdirde Aritmetik ortalamanin Gauss teoremi elde edilir:
”Harmonik bir fonksiyonun bir ¢emberin orta noktasindaki degeri, bunun cevre iiz-
erindeki degerlerinin ortalamasina egittir.”

Ve buradan da

Sekil 5.1 (Bir ¢cemberi ¢inde harmonik fonksiyonun ekstrem degerleri)

”Bir ¢ember igerisinde bir sabite egit olmayan harmonik bir fonksiyonun ekstrem degerleri,
bolge icinde olmayip sadece siniri iizerinde bulunabilir.” Bu sonuncusu ise agagidaki sekilde
genellegtirilir.

”Bir B bolgesi icinde harmonik olan bir fonksiyonun ekstrem degerleri sadece bu bol-

7

genin siniri iizerinde bulunabilir. ” u nun, bolgenin P gibi bir i¢ noktasinda, bir ekstrem
degere sahip oldugunu kabul edelim. P yi tamamen bolge icinde kalan bir g¢ember ile
gevirecek olursak buna yukaridaki ifadeyi uygulamak miimkiin olur. Bu cember iginde
u bir sabite esit olmalidir. Biitiin B bolgesini bu gekilde cemberlerle kaplayacak olursak

gosterilebilir ki u, biitiin bolgede sabit olmak zorundadir.

Bu boliimde sadece diizlemde gecerli olan bir takim incemeler ileri siiriilmiistii. Simdi

de uzay igin birkag formiil verilecektir. Gauss integral teoreminden,

/// [%+%_5+%} dT:_//[ACOS(TL»J?)+BCOS(n,y)+Ccos(n,z)]dw
G F
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olup burada G, F yiizeyi ile simirlanmig bir uzay parcasidir. A (z,y,2) , B (z,y,2) ve
C (z,y, z) fonksiyonlar A gibi bir vektoriin bilegenleri ise bu takdirde bilindigi gibi

04 1 0B | 90 — giv A

olur. Acos(n,z)+ Bcos(n,y) + Ccos(n, z) = Xn — A’ nin normal bilegenidir. Buna
gore Gauss teoremi bilindigi gibi

/ /G/ divAdr = — /F/ A pduw

seklinde ifade edilir. Aym sey Green formiilii i¢gin de uygulanabilir. ( 5.14 ) yerine

w(€,1,€) 4//[ 2 —%%}dw

elde edilir. Harmomk bir fonksiyonun, R yarigapl bir kiirenin &£, 7, { orta noktasindaki

degeri igin ( 5.14 ) ifadesinden, benzer olarak

u(&nC) = 4WR2//udw

denklemi elde edlhr.
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5.1 Potansiyellerin Sonsuzluktaki Durumlar1 Siireksizlik Ozellikleri

Simdiye kadar daima hareketli noktanin, sabit kiitleden sonlu mesafelerde bulundugunu
ve bu noktanin sabit kiitleye ait herhangi bir noktayla cakismadigi kabul edilmigti. Simdi
hareketli noktanin sonsuza gitmesi veya sabit kiitlenin herhangi bir noktasiyla ¢akigmasi
halinde potansiyellerin durumu arastirilacaktir.

ug (x,y,2) = / / / dTm ifadesi Newton’ un cisim potansiyeli olsun.
G

Hareketli P noktast G’ nin diginda bulunsun. P’ nin cisim noktalarina olan en yakin
mesafesini d ve en uzak mesafesini de D ile gosterelim. Bu takdirde,

d<r<D

olur. Buradan

>

S
S =
vV
al— O

<;<

[ =[] <[]

yazilir. Bu cismin kiitlesini M ile gosterirsek

M= ///dm (5.15)
G

3=

ve bunun yardimiyla

M

<ug < (5.16)

M
D

iligkisi elde edilir.
P noktas1 sonsuza itilecek olursa d ve D de aym sekilde sonsuza giderler ve ( 5.16 )

ifadesinden,

lim ug =0 (5.17)

P—oo
Bulunur. Diger bir ifade de Ru garpimini olugturmak suretiyle elde edilebilir. Eger R =
V2 +y? + 22 ile, P noktasinin sifir noktasina olan mesafesi gosterilirse ( 5.16 )’ dan

—— < Rug < — (5.18)



ve bunun yardimiyla ( 5.18 )’ den,

lim Rug =M (5.19)

P—oo

elde edilir. Cift tabakanin Newton potansiyelleri igin énce ( 5.17) ifadesine kargilik olarak

lim u=0 (5.20)

P—oo

sonucu bulunur. ( 5.19) ifadesi yerine de

lim Ru=0 (5.21)

R—o0
elde edilir. ( 5.19 ) ve ( 5.21 ) sonuglari, eger cift tabakanin kiitlesi sifir olarak alinirsa,
birbirleriyle temas ederler. Logaritmik potansiyellerin durumu farklidir. Logaritmik bir

yiizey potansiyelini gbzoniine alalim:

vp = //,ulog%dw — //ulogrdw
B B

Burada kabul edelim ki 7’ nin degeri 1’ den daima biiyiiktiir. Bu takdirde yukaridaki
gibi
d<r<D

logd < logr <logD,

//,ulogd dw < //ulogr dw < //ulogD dw

Burada W yiizeyin kutle yogunlugudur

G = dm = pdw

e

dir. Buradan M logd < |v| < MlogD iligkisini elde ederiz. Eger P noktasi co a

giderse bu halde limlog D = lim log d, +oc0 yani lim |v| = 400 ve |v| = —oo oldugundan,
lim v = —o0 (5.22)
P—oo

olur. Cift tabakanin logaritmik potansiyeli iginde

lim v =0 (5.23)

P—oo

neticesi tahmin edilebilir ve bu netice dogrudur. Simdi potansiyellerin bu 6zelliklerini,
daha 6nceki numaralarda bulunmus sonuglara bagl olarak, bir érnege uygulayabiliriz.

Kiitle yogunlugu sabit olan kiiresel bir kabugun potansiyelini hesaplayalim:
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Bu kabuk ayni merkezli iki kiire ile sinirlandirilmig olsun ve c¢ekilen nokta biiyiik
kiirenin diginda bulunsun. Burada tekrar R = \/x2 + y2 + 22 ise bu suretle aranan
u (z,y,z) potansiyel fonksiyonunun sadece R’ ye baghh oldugunu kabul edebiliriz. Bu

takdirde v’ nun saglamak zorunda oldugu ( 4.1 ) Laplace denklemi ne sekilde yazilabilir.

ou  Ou OR  Ouzx

O OR’ 0r ORR
82u_82u 2 Ou (1 2
@—@ﬁ+@<ﬁ—ﬁ>

Ayni gekilde giyé” ve ?)275‘ ifadeleri olusturulursa bunlar1 toplamak suretiyle

Pu  Pu O%u
Ay = w+a—y2+@ (5.24)

Ay = Pulz?+y?+22] w3 2?+y+27
 OR2 R? OR | R R3
0%u 2 Ou
Au = smt RaR

elde edilir. Burada u, sadece R in bir fonksiyonu oldugu i¢in dogrudan dogruya ” d ”

yazilabilir.

A — d2_u + zd_u
Y T 4r’ T RdR
PU 2du 1 d [
dR?  RdR  R2dR dR
oldugu goz oniinde tutularak u(R) igin
d 5 du
R [R ﬁ] =0

diferensiyel denklemi veya

1 1
/du——a/ﬁdRéu——a<—E+c>

—ac = bigin u = +% +b elde edilir. b ve a sabitlerini belirleyebilmek icin ( 5.3 ) ve ( 5.5
) i kullanalim. Burada limgp — oo, u = 0 oldugundan b = 0 olmali. Boylece u = +% =
Ru = +a olur.

(5.3 ) den +a = M bulunur. Bu suretle aranan potansiyel



olarak elde edilir. Potansiyellerin taniminda gimdiye kadar daima hareketli noktanin, sabit
bolgenin herhangi bir noktasi ile ¢cakigmadigim kabul ettik. Aksi halde » = 0 olur. Bu

duruma ragmen asagidaki teorem gecerlidir.

TEOREM 5.1:
uG = / / / Bdr, up = / / Bdw ifadesi ile verilen Newton potansiyelleri, sabit bol-

genin herhangi bir noktasi ile hareketli noktanin iist iiste diismesi halinde de siirekli
kalir. 3. boliim’ deki 3.17 deki ornekte goriilmektedir ki yiizey potansiyelinin normal
tiirevi,hareketli noktanin yiizey igerisinden ge¢gmesi halinde —4mp degerine esit bir siirek-
sizlik olugur. Genellikle p degeri F' boyunca degisir. Bu halde hareketli noktanin yiizeyi

gectigi yerdeki yiizey yogunlugunun degeri y,, ile gosterilirse agagidaki teorem gegerli olur.

TEOREM 5.2: Hareketli noktanin, yiizeyi o noktasinda gecmesi halinde basit tabakaya

ait Newton yiizey potansiyelinin normal tiirevi

<%>i - (%)a =~y (5.25)

degerinde bir siireksizlik ihtiva eder.
3. boliim’ deki 3.2’ deki ornekte goriildiigii gibi ¢ift tabakali bir yiizeyin Newton potan-
siyelide hareketli noktanin yiizey icinden ge¢cmesi halinde, siireksiz olarak degigsmektedir.

Burada cift tabakali yiizeyin o gecis noktasindaki momentini v,ile gosterirsek genellikle

U; — Ug = +470, (5.26)

gecerli olur.
Logaritmik potansiyeller halinde takip eden aragtirmalardaki énemi dolayisiyla cift
tabakalanmig bir egrinin logaritmik potansiyelini daha ayrintili olarak inceleyelim ve bu

maksatla once,

vt = /Mds (5.27)

r
C

seklinde c¢ift tabakanin momentinin 1’ e egit oldugu 6zel bir potansiyeli gézoniine alalim.
C egrisinin kapali bir egri oldugu ve agagida yapilacak olan incelemeler i¢in bazi kabulleri
sagladig1 farz ediliyor. Burada v* degerinin geometrik olarak manalandirabiliriz. ds yay

elemaninin P noktasindan itibaren, P etrafina cizilen 1 ve r yaricapl daireler iizerine
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izdiigiiriilmesinden elde edilen izdiisiimlere sirasiyla do ve d diyelim.Bu takdirde dv, P
noktasindan ds’ nin goériindiigii ac1 olur.
do = dscos (n,r)
do = rdd
ve bu halde,
~ cos(r,n)

4y = = g (5.28)

r

olur. Bunlardan yararlanarak ( 5.27) igin

vt = /dﬁ (5.29)

C

yazilabilir. O halde ( 5.27 ) potansiyeli ¢ekilen P noktasimmdan C egrisinin goriindiigii agiya
esit olur. Bu durumda cekilen noktanin konumuna gore ti¢ farkli hal meydana gelir.

1 ) Cekilen P noktas1 C egrisinin smirlandigr alanin digindadir. ( Bzk. Sekil
5.2)

Sekil 5.2 (P noktasiin C egrisinin sinirladigi alan diginda)

Q noktasini C egrisi iizerinde dolagtiralim. Eger Q, egri tizerinde dolagarak baglangic-
taki konuma gelirse bu halde ¥ agisi sifir degerini alir. Buna gére P noktasi B bolgenin

digsinda ise v* sifir olur.

2 ) Hareketli nokta C egrisi tizerindedir. ( Bzk. Sekil 5.3 )

-
E(J(f.___ﬁ.w--—n

- ———

N

Q3

Sekil 5.3 (P noktasinin C egrisinin simirladig alan iizerinde)
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Sekilden goriilebilecegi gibi bu halde v*, m degerine sahiptir. Yani P, C egrisi iizerinde
v* = 7 olur.

3 ) P noktasi, C egrisinin simirlandig: alan igerisindedir. ( Bzk. Sekil 5.4 )

Sekil 5.4 (P noktasinin C egrisinin simirladigr alan iginde)

Bu halde 9 agis1 0’ dan 27" ye kadar degisir. Buna gore P,C egrisinin siirladigi alan
igerisinde v* = 27 olur.

Goriiliiyor ki v* degeri biitiin dig bolgede sifira egittir. Eger cekilen P noktasi dis
bolgeden C egrisi iizerine kayarsa v* degeride sifirdan 7’ ye atlar. Eger nokta i¢ bolgeye
gecerse bu halde atlama 27’ ye esit olur. v’ nin siireksizligini v degiskenine gore arastirirken
bu sonuglardan yaralanabiliriz.

Burada hareketli noktanin, C egrisini ge¢gmesi halini gozoniine alacak olursak bu halde
C egrisi iizerinde degigen bir noktay1 s ve ayni egri iizerindeki gegme noktasini o indisi ile

gosterdigimiz takdirde

UCOS / UV — V5 + V) Mds (5.30)
T

c

cos ( cos (r,n
Vg————— ds+/ vV —Vg) )ds
C

Q\ Q\

olur. Once

9_/(7)_“0)%&9

fonksiyonun, o noktasinda yani s = o ve dolayisiyla » = 0 halinde siirekli oldugunu
gosterelim.

o noktasini p yarigaph bir k cemberi ile ¢evirelim. Bu ¢ember C egrisi iizerinde C7 gibi

bir parca ayirir. Boylece;
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S -

C c-Cq C1
olarak inceleyelim. Eger ¢ekilen nokta k ¢emberi igerisinde ise g; integrali stireklidir. k

¢emberinin p yaricapini uygun bir tarzda kiiciik sececek olursak ve bu halde o, C} parcasi
iizerinde olursa |v — v,| < ¢ yapabiliriz. Bu suretle

|92| < €/|cos(rr,n)|d5

C1
bulunur. Yukaridaki integral sonlu bir degerin altindadir zira bu, ¢ekilen P noktasindan

(] yay elemanlarinin goriindiigii acinin mutlak degerinin toplamini ifade eder.

v, ile, cekilen nokta digtan C egrisine dogru yaklagirken, v’ nin sahip olacag limit
degeri gosterelim. Buna benzer olarak hareketli noktanin igten yaklagmasi halindeki limit
deger v; ve v’ nin o daki degeride v, ile gosterilsin. Bu ii¢ deger arasinda ne gibi bir iligki
mevcuttur. g fonksiyonu, C' egrisinin gegilmesi halinde siirekli kaldig1 vakit g; = g» = gq

cos(r,n)

olur. Yukaridaki diigiincelerden sabit v i¢in bilindigi gibi v, / ———ds degeri dig bolgede

r

C
sifira esit, o noktasinda v, ve i¢ bolgede ise 2mv,” dir. ( 5.30 ) igin
V= Vg / Mds + g yazilabilir.
C
O halde
Ja = V4 — 05 go = Vo — TVs; gi = V; — 2TV,
ve eger

9o = go = gi 1s€

Vg = Vg — TV = V; — 2TVy (5.31)
Vi = Vg — T
Vg = Vg — Vg
ve buna gore
1
5 (Vi —vg) = TV, (5.32)
1
5 (vi+va) = v

olur. Burada

Vo = /vwds ((5.32a))

r
C

olup, ¢ egrinin belli bir noktasi, s yine C egrisi iizerinde degigen bir nokta, n i¢ normal

dogrultusu ve r ise s ile o noktalar: arasindaki mesafedir. ( 5.32 ) ve ( 5.32a ) denklem-
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lerinden

v = TrUJ—i—/des (5.33)
T
C
Vg = —7w,,+/vmds
T
C

bulunur. ileriki boliimde siireksizlik sartlar: bu sekilde kullanilacaktir.
Simdi basit tabakanin logaritmik potansiyelinin siireksizlik durumlari sadece kisa olarak
verilecektir. Basit olrak tabakalanmig bir egrinin logaritmik potansiyeli olan
vo = / wlog %ds
C
hareketli noktanin C egrisini ge¢mesi halinde stirekli olarak degigir. Normal tiirev ise
ters olarak siireksizdir.

Bundan sonraki kisimlarda bu harmonik fonksiyonlar ve bunlarla potansiyeller arasin-

daki bagintilar incelenecektir.
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6. LOGARITMIK POTANSIYEL iCiN TERS PROBLEM

Bu boliimiin sonuglarini kisaca 6zetleyelim.

[9] galismasinda, polinom seklinde dig potansiyeller olugturan ve bilinen sabit yogunluga
sahip kiitlelerle donatilmig tek irtibartli bolgelerde diizlemsel ters potansiyel problemin
¢oziilebilirligi icin gerekli sartlar verilmistir. Bu sartlardan ¢oziimlerin degerlendirilmesi
elde edilmigtir.

1

Teorem1: [9] da r, ¢- kutupsal bilegenler, {al,, a2,} sabitler olacak bi¢imde potan-

siyelinin goriintiisii

n 1 2 .
a,, COSMy + a;, SiInm
¢ (r,p) = —colnr + E o @rm o 4 (6.1)
m=1

seklinde, yani sonsuz uzak noktanin komsulugunda n. dereceden harmonik polinom

olan, py > 0 sabit yogunluklu kiitlelerle donatilmig tek irtibath D bolgesinin varligr igin

gerek kogullar:

Ck
€o

Co %n
co > 0; <|— e k=1,2,...,n (6.2)

Po

—
r

Burada ¢, = k& (allg + iai) sayilar1 ¢ ( > fonksiyonunun harmonik momentumlari, ;!
ise her k ve n i¢in hesaplanabilir sabitlerdir.

N
r

Buna ilaveten eger goriintiisii (6.1) seklinde olan ¢ ( ) fonksiyonu icin bir D bolgesi

1

Co 1 C()< 1 1)5
— <r<, ) —(14+=+...+— 6.3
V po 4o (n) V Po 2 n (63)

halkasinda kapsaniyor. o (n) her n igin hesaplanabilirdir.

mevcutsa bunun siniri

Bu boliimdeki sonuglar [9] ve [10] da elde edilen sonuglarin devami olarak goz oniine
alinabilir.

Tanim 1: Eger D bolgesinde negatif olmayan her harmonik

T, (r, ) = bo + Z r’m (bin cosmep + b2, sinmyp) >0, (6.4)
m=1

polinomu icin by, b}, b2, sabit reel sayilar olmak tizere



n
U (Tn) = agbo + Y m (ak,bl, + a2,b2,) > 0
m=1
kosulu saglaniyorsa, (¢p,) : ¢y =m (a}n + ia?n) ,m=0,1,.. ag = 0 sayilar dizisine D
bolgesinde negatif olmayan harmoniktir denir.
Sy dairesinin dig kisminda harmonik olan her ¢ (r) igin (r — oo iken) |¢ (r)] < M Inr

olmak tizere

[ee)
¢ (r,p) =—aplnr+ Z (ak, cosmep + a2, sinmep) /r™ (6.5)

m=1

seri acilimi soz konusudur.

Teorem?2: ¢ (r) fonksiyonu, tek irtibathh D bolgesinin dig kisminda harmonik, bu
bolgenin @D sinirinda tiirevleri ile birlikte siirekli ve sonsuzlukta M Inr fonksiyonundan
daha diigiik hizla artan olacak bigimde ¢ (r), D de donatilan negatif olmayan p (r) >
0 yogunluguna sahip M (r) kiitlesinin dig potansiyeli olmasi i¢in yalmiz ve yalmz (6.5)
harmonik serisinin katsayilarindan olusan (¢,,) = {co =ap, C;m =M (a,ln + iafn) }sayl dizisi
D de negatif olmayan bir harmonik dizi olmasim gerektirir.[10]

Bu teoremin ispati D bir daire oldugunda daha basittir.

Benzer gekilde 3 boyutlu durumda da ayni teorem s6z konusudur.

Bu sebeple agagidaki teorem soz konusudur.[10]

Teorem3: Merkezi orjin noktasinda yaricapt A olan 56‘ dairesinde harmonik, tiirevleri
ile birlikte siirekli olan, sonsuzlukta mInr den daha az hizla artan ¢ (r) fonksiyonu, S3 da
bulunan kiitlenin (p (r) > 0) dig potansiyeli olmasi i¢in yalniz ve yalniz agagidaki kogullarin

saglanmas1 gerekiyor:

a %01... A_lkck
AK — %vl agp... _)\k{l Cl—1 Z 07 k = 07 17 (66)
A—lkék ﬁék,l... ao
ck =k (a}, +1ia3), & =k (a} —ia}) (6.7)
Ornekl: ¢ (r,p) = —lnr—i—@‘ﬁ; co=1;¢1=0; co=4; ¢, =0,k>3

seklinde dig potansiyele sahip kiitlenin bulunabilecegi en kiigiik yarigaph dairenin bu-

lunmasini inceleyelim:
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(6.6) ye gore

16
A() = 1; Alzl; A2:1—FZO;
32 48 256
Ag = 1—;20; A4:1—F+FZO;
256 16
An = An_l -+ FAn_zl — FAn_g = O, n = 5,6,

Boylece 1 — % > 0 esitsizliginden A > 2+/4 elde ederiz. Yani, sadece 7 = 0 noktasinda
tekile sahip bu potasiyelli kiitle dagilimi yaricapi 2% den kiiciik olan dairede bulunamaz.

(6.2) ve (6.3) de bulunan sabitler i¢in [9] da asagidaki degerler gosterilmigtir:

I3=0,1875;0(3) = 3,1112

(6.2) den faydalanarak, agsagidaki esitsizligi elde ederiz:
1

4 \2
fa > (orms)* ~ 4,62

Aranan bolgenin sinirlar:

VEmm s /2 d)

halkasinda kapsandigi igin, \/% = 4,62 ele alarak, ¢ (r,¢) potansiyeline sahip, sabit
yogunluklu tek irtibatli bolgenin kapsadigi minimum halkay1 elde ederiz:

0,371 <r <6,237

Ayrica p; = (0’1;;‘575> = Pmax = 0’14875 ~ 0,047

max
dir.

=
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6.1 |p(r)| < L Igin Ters Potansiyel Probleminin G6ziimiiniin Varhig: Sartlar:

Bu paragrafin esas sonucunu ifade etmeden once agagidaki iki énemli hatirlatmalar
ifade edelim.

1. p(r) yogunluklu S} dairesinde bulunan kiitlenin dig potansiyelinin ¢ (r) fonksiyonu
olmasi igin (6.5) agilimindaki (6.7) formiilii ile tamimlanan c¢; harmonik momentumlar:

yalniz ve yalniz

Cn = /p(r, @) e drde, n=0,1,2,...
s
integral goriintiilerine sahip oldugunda miimkiindiir. Bu integralin goriintiisii,Laplace
temel ¢dziimiiniin harmonik polinomlara, agihmimin bir sonucudur.[11]
2. Kiitlenin merkezi olarak koordinat sisteminin orjin noktasini ele alirsak, harmonik
momentumlar bu durumda agagidaki esitliklerle tanimlanir:
¢op=cg, ¢1 =0

k
. . ] .
&, =y, (—1) Ch—jZhs %0 = G
Jj=0 k

burada J -binomial kat sayilardir.
k

Teorem4: ¢ (r) fonksiyonu S(I) birim dairesinin diginda harmonik, bu dairenin sinirinda
tiirevleri ile birlikte siirekli ve sonsuzlukta M Inr den daha az hizla artan olsun. p(r)
olgiilebilir ve |p ()| < L olmak {izere p (r) yogunluklu S} de bulunan kiitlenin dis potan-
siyeli ¢ (r) olacak bigimde agagidaki sartlar saglaniyor:

1. — 7L <c¢y <7l

2. B(z) fonksiyonunun z = 0 noktasmin komsulugunda Taylor serisine

B (z) =exp {% <C—20 +ez+ e+ .o+ cm”)} =v+712+ .. F 2"+ (6.8)

agilimmdaki v, 71, ..., 7, dizisi S§ de harmonik negatif olmayan bir dizidir ve
Yo =7 +7 =2coss¢.
Ispat: ¢ (r) fonksiyonunun (6.5) acilmindaki ¢, momentumlar yukaridaki sekilde ol-

mak {izere, teoremin verilen kogullardan p (r) (]p (r)| < 0) fonksiyonun varhg elde edilir.

T 1 .
1 14 re*¥z 1 /¢ 9 4
F(Z) = i//mp (7", 90) ’I“d?"d(p = z (5 +c1zt+ 2" + ...+ + ) (69)
-7 0
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2| <1,z =|z|€?, F(z) fonksiyonu S§ de regiilerdir ve reel kismi
0

r?|zf?
ReF (z drd
2L//1—27’|z | cos (0 + @) + 72 |z|? 4
seklinde olmak {izere, bu dairede
T
|ReF (2)] < 5 (6.10)
dir. Gergekten
r? 2] ™
ReF (2)] < / / drdp = —
| 2L 1—2r]z|cos 9+<,0)+7“2|z]2 773

|z] <1 ic¢in

1—7r
Zl — 21 |2| cos (6 —‘i- 10) + 72 |z]2d(p =

integrali # dan bagimsizdir. (6.10) esitsizliginden S(]j regiiler olan

F(2) = exp (iF (2))

fonksiyonunun reel kisminin bu dairede pozitif olmak iizere bir Karateodori fonksiyonu
olacag elde edilir ve

Re F (2) = |F (2)| cos (Re F (2)) > 0

Boylece Karateodori-Tepliteze teoreminden dolay1 (v,,) dizisinin S} de negatif olmayan
bir harmonik dizi oldugu elde edilir. Teoremdeki 1.kogulunun gerekligi ise agikardir. Teo-
rem ispatlanmigtir. [8]

|co| < wL olsun. Aksi takdirde v, = 0 olacak bigimde () negatif olmayan dizi oldugu
icin v, = 0 olur. Buise ¢ =0, k = 1,2, ... demektir.

Boylece agagidaki Lemma sz konusudur:

Lemma 1: c¢g # 0 olmak {izere co, c1, ..., Cp, ... dizisi Sol de negatif olmayan harmonik

dizi olsun. Bu takdirde ¢,%, ..., n‘jj?), ... dizisi de Sé de harmonik negatif olmayan bir
dizidir.

Ispat: Negatif olmayan harmonik dizisinin tanimindan faydalanarak Lemma’y1 ispat-
layalim:

co,0,0,...0, ... dizisinin negatif olmamasi, cg > 0 ve § > 0 demektir. Yani ¢,0,...0,.

dizisi de negatif degildir. cg,c1,0,...0, ... dizisinin negat1f olmamasi ¢y > 0 ve
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cobo + aibi + a?b? demektir.
Burada ¢; = a} + ia? ve by > 0; b},b? sayilar1 gember iizerinde negatif olmayan

trigonometrik polinomun ilk katsayilaridir. Bu takdirde

>0

2 3 3 6

Cobo 1 a%b% + a%b% . <Cobo + a%b% + a%b%) + C()b()

olur. Bu ise ¢, %,0,...0,... dizisinin negatif olmamasi anlamma geliyor. k > n icin

¢ = 0 olmak tizere (cy,) dizisi ve j > n+1icin ¢; = 0 olmak tizere (¢;) dizisi i¢in Lemma’min
saglandigini varsayalim. (6.9) esitsizliginden dolay cg, c1, ..., ¢n, 0, ...0, ... dizisinin negatif

olmamasi m = 1,2,...,n — 1 i¢in ¢, cq, ..., Cm, 0, ... dizisinin negatif olmamasi demektir.

Dolayisiyla ¢cember iizerinde negatif olmayan her trigonometrik
k

Ty = by + Z (bll cosly + blzsinlgo) s k>n
=1
polinomu igin

aobo + Y _ (apby +azbp) >0, @y = kaj, aj =kai, k> 1 (6.12)
k=1
agby  ~= [ aibt  aib?
St} —kk oy hk ) > =1,2,..,n—1 1
2 +;<k+2+k+2 20, m=12..n (6.13)
m
agbo + Y _ (@pby +agby) >0, m=1,2,..,n—1 (6.14)
k=1

baglntllarlm elde ederiz. Bu durumda

+Z<k+2 + k+2) =0

oldugunu gostermek gerekiyor. Eger a.bL+a2b? > 0ise ispat agiktir. Eger (d}lb}Z + d%bi) <

0 ise
~ ~ n—1
aobo allcbllc aibi 1 ~171 | ~232
— > b b b 6.15
2 +Z<k+2+k+2 “ 2 a00+;(akk+akk) (6.15)

esitsizligini gostermek yeterlidir.
Tiimevarim y(jntemi (Indiiksiyon) ile (6.15)’yi ispatlayalim. (6.13) ve (6.14)’den

_ agbo .
n =1 igin 40 > %
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n = 2 igin

bo 1, _ 1 8 N
_a02 04 3 (a}b% + a%b%) = 1 (aobo + ajbi + a%b%) +
1 (agbo ~ albl + a2b? 1
= Zagh
1 ( > T3 g
1
> (agbo + agbi + aib?)

elde ederiz.

j = n—1i¢in (6.15) esitsizliginin saglandigini kabul edip, j = n igin gosterelim.

Gergekten,
agbo - by + dibi 1 bo + nzl (~1bl + ~2b2)
— — a a a
2 k+2  k+2) n+1 |07 Rk T Ok
k=1 k=1
=2, ~171 ~9279 n—2
= — — b b b
) <k+2+k+2 T |cobo D (ko) + o)
k=1 k=1
> 0

buluruz. Fakat

n—1
aobo + Y _ (arbj, + akbz)] >0
k=1

n—1
_ B 1
aobo + % (ajby + akbz)] >~ —

n+1

Boylece (6.15) esitsizligi, yani Lemma ispatlanmigtir.
Lemma 2: ¢y, cy, ..., Cy, ... dizisinde ¢; = 0 olsun. Bu takdirde (6.8) agihmindaki -,,

sayilarindan olusgan (vy,,) dizisi agagidaki sekilde tanimlanir.

Yo = 2cos 26—2; v =0; v, = %n!cne%, n=23,.. (6.16)

Bu Lemma’nin ispat1 (6.8)’1 differensiyellersek hemen elde edilir.
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7. SONUC

Bu tezde, potansiyel teorinin esas denklemleri baghgr altinda laplace diferansiyel den-
klemi ve poisson denklemi olmak iizere Laplace Green formiilleri ile harmonik fonksiyon-
larin genel 6zellikleri ve potansiyellerin sonsuzluktaki durumu ve siireksizlik ozellikleri, log-
aritmik potansiyel i¢in ters problem ve ters problemin ¢éziimiiniin aprior degerlendirilmesi
ve boylece yogunluk modiilii kaynaginda kisitlanan ters logaritmik potansiyel problemin
bir ¢oziimiiniin varlig: icin gerek ve yeter kogullarda tanimi elde edilmigtir. Bu tanimin bir
sonucu olarak yogunluk ve bu potansiyelin kaynagimin yerel bolgede biiyiikliigiinii tahmin
etmek miimkiindiir. Sonuglar harmonik polinomlar ile potansiyel alanlarin incelenmesinin

numeriksel yaklagim kararliligini geligtirmek i¢in kullanilabilir.
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