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ÖZET 

 

     Bu  tez dört bölümden oluşmaktadır. 

     Birinci bölümde konunun literatürdeki önemini ve hazırlanan çalışmanın kısa bir taslağını içeren 
giriş bölümüdür. 
 
     Đkinci bölümde bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

     Üçüncü bölümde fonksiyon dizilerinin m. farkları oluşturulup yakınsaklık ve düzgün 
yakınsaklık kavramları incelenmiştir. Sınırlı fonksiyon dizilerinin uzayı, yakınsak fonksiyon 
dizilerinin uzayı ve sıfıra yakınsak fonksiyon dizilerinin uzayları tanımlanmış bunlar 
arasındaki ilişki incelenmiştir. m. farkları oluşturulan fonksiyon dizilerinin  istatistiksel 
yakınsaklığı ve düzgün istatistiksel yakınsaklığı tanımlanmış ve istatistiksel yakınsaklıkla 
Cesaro toplanabilirlik arasındaki ilişki incelenmiştir. 

     Dördüncü bölümde farkları genelleştirilen fonksiyon dizilerinin α. dereceden istatistiksel 
yakınsaklığı ve  α. dereceden düzgün  istatistiksel yakınsaklığı tanımlanmış ve α. dereceden 
Cesaro toplanabilirlikle arasındaki ilişki incelenmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Fonksiyon dizisi, Đstatistiksel yakınsaklık, Dizi uzayı, Cesaro 
toplanabilme 
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SUMMARY 

 

 

m. Difference Of Sequences Of Functions with  Its Statistical Convergence 

     This thesis consist of four chapters. 

     In the first chapter the significance of the subject in literature and also a brief overwiew of the 

study. 

     In the two chapter, we give some fundamental definitions and theorems. 

     In the third chapter the sequence of functions m. differences created in the concepts of 

pointwise convergence and uniform convergence. We define bounded sequences of functions 

spaces convergent sequences of function spaces and null sequences of function spaces and this 

spaces examined the relationship between. We define generalized difference sequences of 

functions pointwise statistical convergence and uniform statistical convergence and examined 

the relationship between the statistical convergence  and Cesaro summability. 

     In the four chapter we define generalized difference sequences of functions pointwise 

statistical convergence of order α and uniform statistical convergence of order α and examined 

the relationship between the statistical convergence  and Cesaro summability of order α. 

 

 

Key Words: Sequences of functions, Statistical convergence, Sequences spaces, Cesaro 

summability.  
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SĐMGELER LĐSTESĐ 
 

ℕ                 : Doğal sayılar kümesi  

IR  : Reel sayılar kümesi 

m∆  : Genelleştirilmiş fark operatörü 

ω  : Reel terimli dizilerin uzayı 

h.h.k          : Hemen hemen her k 

h.h.k(α)      : α’ya göre hemen hemen her k 

( )1,C  : Cesaro yakınsak dizilerin kümesi 

[ ]1,C  : Kuvvetli Cesaro yakınsak dizilerin kümesi 

..stp

→  : Noktasal istatistiksel yakınsaklık 

..stu

→  : Düzgün istatistiksel yakınsaklık 



 

 

 

     1.GĐRĐŞ 

     Toplanabilme teorisinin en geniş uygulama ve araştırma alanlarından biri, 1951 yılında 

birbirinden bağımsız olarak Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafından tanımlanan istatistiksel 

yakınsaklık metodudur. Bu yakınsaklık tipi klasik anlamda yakınsaklığın bir genelleşmesi 

olup pozitif tamsayı kümelerinin doğal yoğunluğu kavramına dayanmaktadır. Đstatistiksel 

yakınsaklık günümüze kadar çok sayıda matematikçi tarafından üzerinde çalışılmış ve halen 

çalışılmakta olan bir konudur. Özellikle Schoenberg [3], Salát [4], Freedman ve Sember [5], 

Fridy [6], Fridy ve Orhan [7-8] , Connor [9-10], Kolk [11] gibi birçok matematikçi istatistiksel 

yakınsaklığın gelişimine önemli katkılarda bulunmuşlardır. 

     Buck [12] reel ve kompleks diziler için istatistiksel yakınsaklığı geliştirerek bu kavramın 

genelleştirme fikrini ortaya atmıştır. Schoenberg [3] toplanabilme teorisi ile istatistiksel 

yakınsaklığın ilişkisini incelemiştir. Freedman ve Sember [5] yoğunluk ve negatif olmayan 

matrisler arasındaki ilişkiyi incelemiş ve Connor [10] istatistiksel yakınsaklık kavramında 1C  

Cesàro matrisi yerine negatif olmayan regüler A matrisi alarak A-istatistiksel yakınsaklık 

kavramını tanıtmıştır. 

     Đstatistiksel yakınsaklıkla ilişkili diğer önemli yakınsaklık tipleri ise sırası ile Fridy ve 

Orhan [8] ve Mursaleen [13] tarafından tanıtılan lacunary istatistiksel yakınsaklık ve λ-

istatistiksel yakınsaklıktır. 

     Fridy ve Orhan [8], klasik limit noktası kavramını baz alarak, bir reel dizinin istatistiksel 

limit ve istatistiksel yığılma noktası kavramlarını yine Fridy ve Orhan [8] bir dizinin 

istatistiksel üst ve alt limiti ve istatistiksel çekirdeği kavramlarını tanıtmışlardır. 

Ayrıca istatistiksel yakınsaklığın Fourier serileri, fonksiyonel analiz, sayılar teorisi [14], ölçü 

teorisi[15], topoloji [16] ve yaklaşım teorisi [17] gibi matematiğin temel alanlarıyla da ilişkisi 

vardır. Son zamanlarda, Di Maio vd. [18] ve Djurcic vd. [19] tarafından yapılan çalışmalarda 
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istatistiksel yakınsaklığın asimptotik analiz, seçme prensipleri ve oyun teorileri gibi farklı 

alanlara da uygulandığı görülmektedir. Mursaleen ve Edely [20] ve Móricz [21] istatistiksel 

yakınsaklığı çift indisli dizilere genişletmişlerdir.  

     Fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı ile ilgili Duman ve Orhan [38], Gökhan ve 

Güngör [40] çalışmalar yapmışlardır. 

     Bu çalışmanın ikinci ve üçüncü bölümünde fonksiyon dizilerinin m. farkları oluşturulup bu 

dizilerin noktasal yakınsaklığı ve düzgün yakınsaklığı incelenmiş sınırlı, yakınsak, sıfıra 

yakınsak fonksiyon dizilerinin uzayları tanımlanmış ve bazı özellikleri incelenmiştir. m. 

farkları tanımlanan fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı düzgün istatistiksel 

yakınsaklığı tanımlanmış ve çalışılmıştır. Farkları tanımlanan fonksiyon dizilerinin Cesaro 

toplanabilirliği tanımlanmış ve istatistiksel yakınsaklıkla arasındaki ilişki incelenmiştir. Daha 

sonra fonksiyon dizileri için λ- istatistiksel yakınsaklık tanımlanmıştır. 

     Dördüncü  bölümde fonksiyon dizileri için α. dereceden noktasal istatistiksel yakınsaklık 

ve düzgün istatistiksel yakınsaklık kavramı tanımlanmış. α. dereceden Cesaro toplanabilirlikle 

arasındaki ilişki incelenmiştir. 



 

 

 

2. GENEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 2.1.1. X boş olmayan bir küme ve  K  kompleks sayılar cismi olmak üzere 

 

,: XXX →×+  

 

XXK →×⋅ :  

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa,  X   kümesine  K   skaler cismi üzerinde bir 

vektör uzay (lineer uzay) adı verilir. Her  Xzyx ∈,,   ve her  K∈µλ,   için 

i)  xyyx +=+  

ii)  ( ) ( )zyxzyx ++=++  

iii) Her  Xx ∈   için  xx =+θ   olacak şekilde bir  X∈θ   vardır. 

iv) Herbir  Xx ∈   için  ( ) θ=−+ xx   olacak şekilde bir  ( ) Xx ∈−   vardır. 

v)  xx =.1  

vi)  ( ) yxyx λλλ +=+  

vii)  ( ) xxx µλµλ +=+  

viii) ( ) ( )xx λµµλ =   [22]. 

 

Tanım 2.1.2. X   boş olmayan bir küme olsun. Her  Xzyx ∈,,   için 

i)  ( ) 0, =xxd  

ii)  ( ) yxyxd =⇒= 0,  

iii)  ( ) ( )xydyxd ,, =  

iv)  ( ) ( ) ( )zydyxdzxd ,,, +≤  

özelliklerine sahip  R→× XXd :   fonksiyonuna metrik ve  ( )dX ,   ikilisine de metrik uzay 
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denir [22]. 

Tanım 2.1.3. X  ,  K   cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.  

xx

X

→

→ +
R:.

 

dönüşümü aşağıdaki şartlar sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve  ( ).,X   ikilisine de bir 

normlu uzay denir.  Xyx ∈∀ , için 

N1) 0≥x  

N2) θ=⇔= xx 0  

N3) xx αα = ( )skaler α  

N4) yxyx +≤+  

(N3) şartı  0>p   olmak üzere  xx
p

αα =   şart ile değiştirilirse bu taktirde X   e bir  −p  

normlu uzay denir [23]. 

 

Tanım 2.1.4. Bir  ( )dX ,   metrik uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu metrik uzaya tam 

metrik uzay denir [23]. 

 

Tanım 2.1.5. Bir ( ).,X   normlu uzay tam ise, yani bu uzayda alınan her Cauchy dizisi bu 

uzayın bir noktasına yakınsıyorsa bu normlu uzaya Banach uzayı denir [23]. 

 

Tanım 2.1.6. Kompleks terimli bütün  ( ),kxx = ( ),...3,2,1=k   dizilerinin kümesini  ω   ile 

göstereceğiz.  ( ),kxx = ( )kyy = ve α   bir skaler olmak üzere  

( ) ( )kk yxyx +=+  

 

( )kxx αα =  

şeklinde tanımlanan işlemler altında  ω   bir lineer uzayıdır.  ω   nin her alt lineer uzayına bir 

dizi uzayı denir [24]. 
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Tanım 2.1.7. Bir  X   vektör uzayının bir  Y   alt kümesi verilsin. Eğer  Yyy ∈21,   olduğunda  

( ){ } YyyyYyM ⊂≤≤−+=∈= 10 ,1: 21 λλλ  

 oluyorsa Y   alt kümesi konvekstir denir [23]. 

 

Tanım 2.1.8. Bir  R⊂A   kümesinin her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa  A   ya 

kompakt  küme denir. Yani  A   kümesi kompakt ise her  A   açık örtüsünün sonlu sayıda, 

örneğin  n   tane, açık kümeden oluşan bir  { }niAi ,...,1: =∈A   alt sınıfı vardır ve  i

n

i

AA
1=

⊆ U   

yazılabilir [25]. 

 

Tanım 2.1.9. X   bir dizi uzayı olsun.  X bir Banach uzayı ve 

 

( ) ( ),...3,2,1     ,: ==→ kxxX kkk ττ C  

dönüşümü sürekli ise X  e bir BK −  uzayı denir [27]. 

 

Tanım 2.1.10. (Minkowski Eşitsizliği) 

 i) 1≥p   ve  nk ,...,2,1=   için  0, ≥kk ba   ise  

( )
p

p

k

n

k

p

p

k

n

k

p

p

kk

n

k

baba

/1

1

/1

1

/1

1








+








≤








+ ∑∑∑

===

 

eşitsizliği sağlanır. 

ii)  10 ≤< p   ve  nk ,...,2,1=   için  0, ≥kk ba   ise  

( ) p

k

n

k

p

k

n

k

p

kk

n

k

baba ∑∑∑
===

+≤+
111

 

eşitsizliği sağlanır [26]. 
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Tanım 2.1.11. (Hölder Eşitsizliği) ∞<< qp,1   ve  111 =+
qp

  olsun.  ,0, ≥kk ba ( )nk ,...,2,1=  

olmak üzere  

q

q

k

n

k

p

p

k

n

k

kk

n

k

baba

/1

1

/1

11
















≤ ∑∑∑

===

 

eşitsizliği vardır [26]. 

 

Tanım 2.1.12. ( )kp   kesin pozitif reel sayların sınırlı bir dizisi ve  kpH sup=   olsun. Bu 

takdirde  ( )12,1max −= HD   ve  C∈kk ba ,   olmak üzere 

{ }kkk p

k

p

k

p

kk baDba +≤+  

eşitsizliği sağlanır [22]. 

 

2.2. Đstatistiksel Yakınsaklık 

     Đstatistiksel yakınsaklık kavramı Fast [1] ve Schoenberg [3] tarafından birbirlerinden 

bağımsız olarak verilmiştir. O zamandan beri istatistiksel yakınsaklık, farklı isimler altında 

Fourier analiz, ergodic teori ve sayılar teorisinde kullanılmıştır. Her iki araştırmacı tarafından 

sınırlı istatistiksel yakınsak bir dizinin Cesaro toplanabilir olduğu ifade edilmiştir. Daha sonra 

istatistiksel yakınsaklık, Šalàt [4],  Fridy [6], Fridy ve Orhan [7], Connor [9-10], Mursaleen 

[13], Tripathy [28], Savaş [29] gibi birçok matematikçi tarafından çalışılmıştır. Son 

zamanlarda, kuvvetli integral toplanabilmede ve lokal kompakt uzaylar üzerindeki sınırlı 

sürekli fonksiyonların ideallerinin yapısında istatistiksel yakınsaklığın genelleştirilmesi 

görülmektedir. 

 

Tanım 2.2.1. N⊂K   olmak üzere bir  K   kümesinin doğal yoğunluğu 

( ) { }Kknk
n

K
n

∈≤=
∞→

:
1

limδ  

şeklinde tanımlanır. Burada  { }Kknk ∈≤ :   ifadesi  K   kümesinin  n   den büyük olmayan 

elemanlarının sayısını göstermektedir. Eğer  ( ) 0=Kδ   ise  K   kümesine sıfır yoğunluklu 

küme denir [14]. 
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Tanım 2.2.2. Herhangi bir  ( )kxx =   dizisinin terimleri bir  P   özelliğini sıfır yoğunluklu bir 

küme dışında bütün  k   lar için sağlıyorsa,  ( )kx   dizisi hemen hemen her  k   için  P   

özelliğini sağlıyor denir ve h.h.k biçiminde gösterilir [6]. 

Doğal yoğunluk kavramından faydalanılarak istatistiksel yakınsaklık tanımı aşağıdaki gibi 

verilebilir. 

 

Tanım 2.2.3. ( )kxx = kompleks terimli bir dizi olsun, her  0>ε   için  

{ } 0:
1

lim =≥−≤
∞→

εLxnk
n

k
n

 

veya h.h.k için  ε<− Lxk   olacak şekilde bir  L   sayısı varsa  ( )kxx =   dizisi  L   sayısına 

istatistiksel yakınsaktır denir ve S Lxk =− lim   veya  Lx
s

k →   biçiminde gösterilir [6]. 

Đstatistiksel yakınsak dizilerin uzay  S   ile gösterilir. Eğer özel olarak  0=L   ise  ( )kxx =  

dizisine istatistiksel sıfır dizisi denir. Đstatistiksel yakınsak sıfır dizilerinin kümesi  0S   ile 

gösterilir. Buna göre 

( ) { }








=≥−≤== 0:
1

lim: εLxnk
n

xxS k
n

k  

ve 

( ) { }








=≥≤== 0:
1

lim:0 εk
n

k xnk
n

xxS  

şeklinde tanımlıdır. 

Açıkça görüleceği gibi yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. Yani  Lxk =lim   ise 

LxS k =− lim   dir. Fakat bunun tersi doğru değildir. Gerçekten, 





≠

==
=

2

2

,0

,...2,1,,1

mk

mmk
xk  

şeklinde tanımlanmış ( )kxx =   dizisini göz önüne alalım. Her  0>ε   için 

{ } { } nxnkxnk kk ≤≠≤≤≥≤ 0:: ε  

olduğundan 
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{ } 0lim0:
1

lim =≤≠≤
n

n
xnk

n n
k

n
 

elde edilir. Bu S 0lim =− kx   olduğu anlamına gelir. Ancak  ( )kx   yakınsak değildir. Diğer 

taraftan istatistiksel yakınsak bir dizi sınırlı olmak zorunda değildir. Yani  ∞l   ve  S  uzayları 

birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar vardır. Gerçekten, 

 





≠

==
=

,,1

,...2,1,,
2

2

mk

mmkk
xk

 

şeklinde tanımlanan  ( )kxx =   dizisi için S 1lim =− kx   dir, ancak  ∞∉lx   dir. ( ),...0,1,0,1=x

dizisi sınırlıdır. Ancak istatistiksel yakınsak değildir. 

Bir dizi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S− limx k = L1 , S− limx k = L2  

ise  L1 = L2   dir. 

 

Tanım 2.2.4. Bir  ( )kxx =  kompleks terimli dizisini göz önüne alalım.  0>ε verilsin. Eğer 

h.h.k için  ε<− Nk xx   olacak şekilde bir  =N ( )εN   doğal sayısı varsa yani,  

{ } 0:
1

lim =≥−≤
∞→

εNk
n

xxnk
n

 

ise ( )kxx =   dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [6]. 

 

Teorem 2.2.5. ,lim axS k =− byS k =− lim   ve  c   bir reel sayı olsun. Bu taktirde 

[1]  cacxS k =− lim dr, 

[2]  ( ) bayxS kk +=+− lim   dir [1]. 

 

Bu teoreme göre istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi bir lineer uzay olur. 
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Teorem 2.2.6. Aşağıdaki önermeler denktir. 

1) x dizisi istatistiksel yakınsaktır, 

2) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir, 

3) h.h.k için  kk yx =   olacak şekilde yakınsak bir  ( )kyy =   dizisi vardır [6]. 

 

2.3. α. Dereceden Đstatistiksel Yakınsaklık 

 

Tanım 2.3.1. 10 ≤< α ( R∈α ) olmak üzere  ℕ  nin bir  E   alt kümesinin  −α  yoğunluğu,

{ }Eknk ∈≤ : , E   nin  n   den küçük olan elemanlarının sayısını göstermek üzere, 

( ) { }Eknk
n

E
n

∈≤= :
1

lim
ααδ  

şeklinde tanımlanır. ( )kxx = dizisi 0  −α  yoğunluklu bir küme dışında hemen hemen her  k   

için  )(kP   özelliğini sağlıyorsa  kx   ya " α   ya göre  hemen hemen her "k   için  )(kP   

özelliğini sağlıyor denir ve kısaca " ).(.. αkhh  " ile gösterilir.  ℕ  nin sonlu bir alt kümesinin  

−α  yoğunluğu sıfırdır ve  10 << α   için  ( ) ( )EE
c

αα δδ −= 1   genelde doğru değildir, sadece  

1=α   için doğrudur.  1=α durumunda herhangi bir kümenin  −α   yoğunluğu o kümenin 

doğal yoğunluğuna indirgenir [30]. 

 

Tanım 2.3.2. ( )kx   bir reel sayı dizisi  10 ≤< α   olsun. Her  0>ε   için 

{ } 0:
1

lim =≥−≤
∞→

ε
α

lk
n

xnk
n

 

olacak  şekilde bir  l   reel sayısı varsa  ( )kx   dizisine  l   reel sayısına  .α   dereceden 

istatistiksel yakınsaktır denir ve  l=− kxS limα   şeklinde gösterilir.  .α dereceden 

istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini  α
S   ile göstereceğiz.  .α dereceden 0  a istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesini  α
0S   ile göstereceğiz. Her bir  10 ≤< α   için  α

0S
α

S⊂   olacağı 

açıktır.  1=α  olması halinde .α   dereceden istatistiksel yakınsaklık istatistiksel yakınsaklık 

ile aynıdır  [30]. 
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2.4. −λ Đstatistiksel Yakınsaklık 

 

Λ  ile pozitif sayıların 1,1 11 =+≤+ λλλ nn özelliğini sağlayan sonsuza giden ve azalmayan 

( )nλλ =  dizilerinin kümesini gösterelim. [ ]nnI nn ,1+−= λ  olmak üzere genelleştirilmiş de la 

Vallée-Poussin ortalaması 

( )
k

Ikn

n xxt

n

∑
∈

=
λ

1
 

şeklinde tanımlanır. 

Eğer  ∞→n   iken  ( ) Lxtn →   ise  ( )kxx =   dizisine  L   sayısına  ( )−λ,V  toplanabilirdir 

denir [31]. 

Eğer  nn =λ   ise bu durumda  ( )−λ,V  toplanabilme,  ( )−1,C  toplanabilmeye indirgenir. 

Kuvvetli  ( )−1,C  toplanabilir ve kuvvetli  ( )−λ,V  toplanabilir dizilerin kümeleri sırasıyla 

[ ] ( )








=−∈∃== ∑
=

∞→
0

1
lim,:1,

1

Lx
n

LxxC k

n

k
n

n R  

ve 

[ ] ( )












=−∈∃== ∑
∈

∞→
0

1
lim,:, LxLxxV k

Ikn
n

n

n
λ

λ R  

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.4.1. Λ∈λ  ve 0>ε verilsin. 

{ } 0:
1

lim =≥−∈
∞→

ε
λ

LxIk kn

n
n

 

ise =x ( )kx   dizisi  L   ye  −λ  istatistiksel yakınsaktır veya  L   ye  −λS  yakınsaktır denir 

[13]. Bu durumda  Sλ − limx = L   veya  ( )λSLxk →   yazılır. 

 

nn =λ   alınırsa λS   ile  S   uzaylar birbirine denk olur. 
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Teorem 2.4.2. Λ∈λ   olsun. Bu takdirde 

i)  [ ] ( )λλ SLxVLx kk →⇒→ ,   ve  [ ] λλ SV ⊂,   kapsaması kesindir. 

ii) Eğer  ∞∈lx   ve  ( )λSLxk →   ise  [ ]λ,VLxk →   dir. 

iii)  [ ] ∞∞ ∩=∩ ll λλ ,VS   dir [13]. 

 

Teorem 2.4.3. λSS ⊆   olması için gerek ve yeter şart  0inflim >
∞→

n
n

nλ   olmasıdır [13]. 

 

2.5. Fark Dizi Uzayları 

 

Fark dizisi ve fark dizi uzayları, ilk defa 1981 yılında Kızmaz [32] tarafından tanımlanmıştır. 

 

Tanım 2.5.1. ( )kxx = kompleks terimli bir dizi ve  ( )1+−=∆ kk xxx   olmak üzere  ( ),∆∞l ( )∆c   

ve  ( )∆0c   dizi uzayları 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ },:

,:

,:

00 cxxxc

cxxxc

xxx

k

k

k

∈∆==∆

∈∆==∆

∈∆==∆ ∞∞ ll

 

şeklinde tanımlanır. Kızmaz, bu uzayların  

∞
∆+= xxx 11

 

normu ile birer BK uzayı olduğunu göstermiştir. Daha sonra Et ve Çolak [33],  ,N∈m

( )kxx =∆0 , ( )1+−=∆ kk xxx , ( ) ( )1
11

+

−− ∆−∆=∆=∆ k

m

k

m

k

m

k

m
xxxx , ( ) ik

i

mi
m

i

k

m
xx +

=








−=∆ ∑ 1

0

  

olmak üzere  

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ },:

,:

,:

00 cxxxc

cxxxc

xxx

m

k

m

m

k

m

m

k

m

∈∆==∆

∈∆==∆

∈∆==∆ ∞∞ ll

 

dizi uzaylarını tanımlamış ve bu uzayların 
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‖x‖Δ = ∑
i=1

m

|x 1 | + ‖Δm x‖∞

 

normu ile birer BK −  uzayı olduklarını göstermişlerdir. 

Daha sonra Et ve Nuray [34],  X   herhangi bir dizi uzay olmak üzere yukarıdaki dizi 

uzaylarını  XΔm    dizi uzaylarına genişleterek bu uzayların bazı özelliklerini incelemiştir. 

Fark dizi uzaylar ile ilgili baz özellikleri şöyle sıralayabiliriz. 

 

Teorem 2.5.2. Eğer  X   bir lineer uzay ise  ( )mX ∆   de bir lineer uzaydır [34]. 

 

Teorem 2.5.3. Eğer  YX ⊂   ise  ( ) ( )mm YX ∆⊂∆   dir [34]. 

 

Teorem 2.5.4. X   bir lineer uzay ve  XA ⊂   olsun. Bu takdirde  A   konveks ise  ( )mA ∆   

uzayı ( )mX ∆   uzayında konvekstir [35]. 

 

Teorem 2.5.5. Eğer  ,X ⋅   normu ile bir Banach uzayı ise  ( )mX ∆   uzayı da 

xxx
m

i

n

i

∆+=∑
=

∆
1

 

normu ile bir Banach uzayıdır [34]. 

 

Tanım 2.5.6. ( )kxx = kompleks terimli bir dizi olsun. Buna göre her  0>ε   için  

{ } ,0:
1

lim =≥−∆≤ εLxnk
n

k

m

n
 

yani h.h.k. için  ε<−∆ Lxk

m   ise  ( )kxx =   dizisi  L   sayısına  −∆m  istatistiksel yakınsaktır 

denir.  −∆m istatistiksel yakınsak dizilerin uzay  ( )mS ∆   ile gösterilir. Özel olarak  0=L  

olması halinde  ( )m
S ∆0 , yani sıfıra  −∆m  istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı elde edilir [34]. 
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Sonuç 2.5.7. ( )mS ∆   uzayı bir lineer uzaydır [34]. 

Tanım 2.5.8. p  pozitif bir reel sayı ve  ( )kxx =  kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer  

0
1

lim
1

=−∆∑
=

p

k

m
n

k
n

Lx
n

 

olacak şekilde bir  L   sayısı varsa  x   dizisi  L   ye kuvvetli  −∆m

p  Cesàro yakınsaktır denir. 

Kuvvetli  −∆m

p  Cesàro yakınsak dizilerin kümesi  

( ) ( )








>=−∆==∆ ∑
=

için bir  azen  ,0 ,0
1

lim:
1

LpLx
n

xxw
p

k

m
n

k
n

k

m

p  

ile gösterilir ve  ( )m

pwx ∆∈   olması durumunda  ( )( )m

pk wLx ∆→   yazılır [34]. 

 

Teorem 2.5.9. ∞<< p0   olsun. 

i)  ( )( )m

pk wLx ∆→   ise  ( )( )m

k SLx ∆→   dir. 

ii)  ( )mx ∆∈ ∞l   ve  ( )( )m

k SLx ∆→   ise  ( )( )m

pk wLx ∆→   dir [34]. 

 

Sonuç 2.5.10. i) ( ) ( )mmSS ∆∩∆⊂∩ ∞∞ ll  

ii)  ( ) ( ) ( ) ( )mm

p

mm wS ∆∩∆=∆∩∆ ∞∞ ll   [34]. 

 

Tanım 2.5.11. ( )kxx = kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her  0>ε   için  

{ } 0:
1

lim =≥∆−∆≤
∞→

εN

m

k

m

n
xxnk

n
 

olacak şekilde bir  ( )εNN =   sayısı varsa  ( )kxx =   dizisine  −∆m  istatistiksel Cauchy dizisi 

denir [34]. 
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Teorem 2.5.12. −∆m  istatistiksel yakınsak her dizi  −∆m  istatistiksel Cauchy dizisidir [34]. 

 

Teorem 2.5.13. ( )kyy =   dizisi  −∆m  istatistiksel yakınsak bir dizi olsun. Eğer  ( )kxx =   

h.h.k. için  
k

m

k

m
yx ∆=∆   olacak şekilde bir dizi ise ( )kyy =   −∆m  istatistiksel yakınsak bir 

dizidir[34]. 



 

 

 

 

3. FONKSĐYON DĐZĐLERĐNĐN 
m∆ - NOKTASAL YAKINSAKLIĞI, m∆ -DÜZGÜN  

YAKINSAKLIĞI  VE  m∆ - ĐSTATĐSTĐKSEL YAKINSAKLIĞI 

 

3.1. Fonksiyon Dizilerinin m∆ -Noktasal ve m∆ -Düzgün Yakınsaklığı 

 

Tanım 3.1.1. A⊂ℝ ve F(A) da A üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyonların kümesi olsun. 

  S:ℕ⟶F(A) 

şeklinde tanımlanan S fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi veya değişken terimli dizi adı verilir 

[36]. 

 

Tanım 3.1.2.{ }kf  fonksiyon dizisine  her 0>ε  ve her Ax ∈  için 0kk ≥  olduğunda  

ε<− )()( xfxf k  
olacak şekilde bir ∈0k ℕ sayısı varsa  A üzerinde f fonksiyonuna noktasal 

yakınsaktır denir [36]. 

 

Tanım 3.1.3.{ }kf , A üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun.  { }kf  dizisine  0>∀ε  

ve her bir  Ax ∈   için 0kk ≥  olduğunda ( ) ( ) ε<−∆ xfxfk

m

 
olacak şekilde bir ∈0k ℕ sayısı 

varsa f   fonksiyonuna m∆ -noktasal yakınsaktır denir. A  kümesi üzerinde f  fonksiyonuna 

m∆ -noktasal yakınsak fonksiyon dizilerinin kümesini 

( ) ( ) ( ) ( ){ }AxfxffFFc k
k

k

m

n ∈∀=∆==∆  ,xlim:, m  

sıfıra m∆ -noktasal yakınsak fonksiyon dizilerinin kümesini de  

( ) ( ) ( ){ }AxxffFFc k
k

k

m

n
∈∀=∆==∆  ,0lim:, m

,0  

ile göstereceğiz. 

Burada ∈m ℕ, ( ) ( ),0
xfxf kk =∆ ( ) ( ) ( )( ),1 xfxfxf kkk +−=∆  ve ( ) ( ) ( )xfxf vk

v

mv
m

v

k

m

+

=








−=∆ ∑ 1

0

 

dir.
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Örnek 3.1.4. ( ) ( )21
k

xxf k −=   biçiminde tanımlanan { }kf  dizisi [ ]1,1−=A  üzerinde ( ) 0=xf

fonksiyonuna m∆ -noktasal yakınsaktır. Gerçekten ( ) =∆ xf k

m

0=
∑
v

m

( ) 







−

v

mv1 ( )21
vk

x
+

−  

olacağından 

( ) ( )

0

210
2

2
1

 

2

1

1

1

2
1

0
lim

2
1

1
0

limlim

=

+−=

+
−

+
−−−

∞→
=










+
−










−

=
∑

∞→
=∆






















































































































∞→

m

mmmm
x

mk
x

m

m

k
x

m

k
x

m

k

vk
x

v

mv
m

vk
x

k
f

m

k

mLm

mLm  

elde edilir. Dikkat edilirse ( )( )xf k   dizisi  ( ) 2xxf =  fonksiyonuna noktasal yakınsak ancak 

( )( )xf k

m∆   dizisi 0’a noktasal yakınsaktır. 

 

Tanım 3.1.5.{ }kf   dizisine   0>∀ε   için  0k∃   öyle ki  0kk >∀   ve  Ax ∈∀   için  

( ) ( ) ε<−∆ xfxf k

m   olacak şekilde bir ∈0k ℕ sayısı varsa  f   fonksiyonuna  A   üzerinde 

m∆ - düzgün yakınsaktır denir. 

A  kümesi üzerinde f  fonksiyonuna m∆ -düzgün yakınsak fonksiyonların kümesini 

( ) ( ) ( ) ( ){ }AxfxffFFc k
k

k

m

d ∈∀=∆==∆  düzgün, ,xlim:, m

 

sıfıra m∆ -düzgün yakınsak fonksiyonların kümesini de  

( ) ( ) ( ){ }AxxffFFc k
k

k

m

d
∈∀=∆==∆  düzgün, 0lim:, m

,0  

ile göstereceğiz.  

 

Örnek 3.1.6. ( ) k

k xxf =  fonksiyonun [ ]2
1,0=A  aralığında ( ) =xf 0 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olduğunu biliyoruz. Bu fonksiyonun farkının da  ( ) =xf 0 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olduğunu gösterelim. Bu işlemi m=1 için yapalım. Genel durumu aşağıdaki 
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teoremden sonra ifade edeceğiz. 

( ) ( ) ( ) 1
1

+

+ −=−=∆ kk

kkk xxxfxfxf olup, 

2

1
0 ≤≤ x için

k

kk
xx

2

1
0 1 ≤−≤ + eşitsizliğini sağlayan her ∈k ℕ için

k

kk
xx

2

11 ≤− +

yazabiliriz.  

 

0>ε  verilsin ε<
k2

1
 eşitsizliğini hangi k  lar için sağlandığını görelim. 0

2

1
ln <

 
olduğundan 

 

2

1
ln

ln
ln

2

1
ln

2

1 ε
εε >⇔<⇔< kk

k
 

olur. Buna göre 

2

1
ln

ln
0

ε
=k  alınırsa 0kk >∀  için ε<

k2

1
 ve dolayısıyla  

( ) ( ) ε<−=− +

+

1
1

kk

kk xxxfxf  

Bulunur ki bu ( )kf∆  dizisinin 0=f  fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğunu gösterir. 

 

Teorem 3.1.7. 
k

m
f∆  ( Nk ∈∀  için) ve  f   fonksiyonları  [ ]baA ,=   aralığı üzerinde sürekli 

olsunlar.  { }k

m
f∆  dizisinin f   fonksiyonuna düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart 

( ) )(max xfxfc k

m

bxa
k −∆=

≤≤
 

eşitliğiyle tanımlanan  ( )kc   dizisinin bir sıfır dizisi olmasıdır. 

 

Đspat: { }kf   dizisi  f   fonksiyonuna m∆ -düzgün yakınsak olsun. Herbir k için  ff k

m −∆

fonksiyonları A aralığı üzerinde sürekli olduğundan maksimum değerini A’ nın bir  ( )kx   

noktasında alır.Yani  ff
m −∆ 1   fonksiyonu  1x  noktasında  ff

m −∆ 2   fonksiyonu  2x   

noktasında ff k

m −∆   fonksiyonu  kx   noktasında  maksimum değerini alır.  
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( ) )( kkk

m

k xfxfc −∆=  

diyelim. Düzgün yakınsaklık tanımından biliyoruz ki, 0>∀ε   için  0k∃   öyleki  0kk >∀   ve  

Ax ∈∀   için  ( ) ( ) ε<−∆ xfxf k

m   yazabiliriz. Buna göre  0kk >∀   için 

( ) ε<−∆= )( kkk

m

k xfxfc  

olur ki bu  ( )kc   dizisinin bir sıfır dizisi olduğunu gösterir.  

Tersine ( )kc  bir sıfır dizisi olsun. Sıfır dizisinin tanımından  0>∀ε   için  0k∃   öyle ki  

0kk >∀   için  ε<kc    kalır.  ( ) )(max xfxfc k

m

bxa
k −∆=

≤≤  
olduğundan 0kk >∀   ve  Ax ∈∀   

için 

( ) ε<≤−∆≤ kkkk

m
cxfxf )(0  

kalır ki bu { }k

m
f∆   dizisinin  f   ye düzgün yakınsak olduğunu gösterir. 

 

Örnek 3.1.8. ( ) k

k xxf =  fonksiyonun [ ]2
1,0=A  aralığında ( ) =xf 0 fonksiyonuna düzgün 

yakınsaktır. Bu fonksiyonun m. farklarının da düzgün yakınsak olduğunu gösterelim. Teorem 

3.1.7.’den faydalanalım. 

( ) ( ) ( ) 1
1

+
+ −=−=∆ kk

kkk xxxfxfxf olup, bu fonksiyonun ( ) =xf 0 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olup olmadığına bakalım. 















∈−−= +

2

1
,0:0max 1

xxxc
kk

k dizisi düzgün sıfır dizisidir. Gerçekten  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1
,0

011

21

111

+
==⇒

=+−=+−=
′

−=
′

∆ −−+

k

k
xx

xkkxxkkxxxxf
kkkkk

k

 

x 
                     0                   

1+k

k
 

f(x) - + - 
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( )xf k∆ fonksiyonu 
1+

=
k

k
x  de yerel maksimuma sahip olup  

00
1

1
1

1
lim

11
limlim

1

==






+
−









+
=





















+
−









+
=

∞→

+

∞→∞→ ek

k

k

k

k

k

k

k
c

k

k

kk

k
k

k
 

olup )( kc sıfır dizisi olduğundan ( )xfk∆  fonksiyonu sıfıra düzgün yakınsaktır. 

( ) ( ) ( ) ( ) 21
21

2 22 ++
++ +−=+−=∆ kkk

kkkk xxxxfxfxfxf  fonksiyonu ( ) =xf 0 fonksiyonuna 

noktasal yakınsaktır. Bu fonksiyonunun ( ) =xf 0 fonksiyonuna düzgün yakınsak olup 

olmadığına bakalım,  















∈−+−= ++

2

1
,0:02max 21

xxxxc
kkk

k

 

olup, 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1,
2

,0

0212

2122

321

21

11212

=
+

==⇒
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dir. Buna göre  

x  
 0 

2+k
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olup ( )xfk

2∆  fonksiyonu 
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=
k

k
x  de yerel maksimuma sahiptir. 
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olduğundan )( kc  sıfır dizisi olduğundan ( )xf k

2∆  fonksiyonu sıfıra düzgün yakınsaktır. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 321
321

3 3333 +++
+++ −+−=−+−=∆ kkkk

kkkkk xxxxxfxfxfxfxf  fonksiyonu ( ) =xf 0 

fonksiyonuna noktasal yakınsak olup, fonksiyonunun  0’a düzgün yakınsak olup olmadığını 

inceleyelim, 


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
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x  
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3+k

k
                     1 

( )xf  - + - - 

     

 

olup ( )xf k

3∆  fonksiyonu 
3+

=
k

k
x  de yerel maksimuma sahiptir. 
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3
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Bu şekilde devam edilirse fonksiyonun m. farkı için ( )kc  dizisinin bir sıfır dizisi olduğu 

gösterilebilir. Gerçekten 
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( ) ( ) ( ) ( )∑∑
=

+

=
+ 








−=








−=∆

m

v

vkv
m

v

vk

v

k

m
xxfxf

v

m

v

m

00

11 olup ( )( )xf k

m∆  dizisi ( ) =xf 0 

fonksiyonuna noktasal yakınsaktır. Şimdi yakınsaklığın düzgün olduğunu gösterelim. 

Bunun için 

( )



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








∈−
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
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=

+
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0
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v
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k
v
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dizisinin sıfır dizisi olup olmadığına bakalım. 
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elde ederiz. ( )xf k

m∆  fonksiyonu
mk

k
x

+
=  de yerel maksimuma sahiptir. Gerçekten  
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11

 

olduğundan { }k

m
f∆   dizisi ( ) 0=xf  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. 

 

Uyarı:  { }kf  fonksiyon dizisi f  fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğunda { }k

m
f∆  dizisi f  

fonksiyonuna düzgün yakınsak olmak zorunda değildir.  Bunun için aşağıdaki örneği 

inceleyelim. 

 

Örnek 3.1.9. ( ) ( )21
k

xxf k −=   biçiminde tanımlanan  { }kf   dizisi  [ ]1,1−=A   kümesi üzerinde  

( ) =xf 2
x   eşitliği ile verilen  f   fonksiyonuna düzgün yakınsaktır.  

( ) ( )∑

=
+

−−=∆ 












m

v
vk

xx
k

f
m

v

m

0

2
11 şeklinde tanımlayalım. { }kf  dizisinin m∆ -düzgün 

yakınsaklığını inceleyelim. Bunun için ( )
2

1
1

2
1 













+
−−−=∆

k
x

k
xx

k
f   alarak  { }kf∆   

dizisinin düzgün yakınsaklığını inceleyerek başlayalım.  { }kf∆ dizisi 0'a noktasal yakınsaktır.  
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olup 

0lim =
∞→k

kc
 
olduğundan { }kf∆   dizisi 0'a düzgün yakınsaktır. 
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2
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k
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k
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k
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k
f  şeklinde tanımlanan fonksiyon =f 0 

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. Gerçekten 
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olup 
 

0lim =
∞→

k
k

c olduğundan ( )( )xf k

2∆   dizisi 0=f fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. Bu 

şekilde devam edilirse  ( ) ( ) ( )
2

0

11∑
=

+
−








−=∆

m

v

v

k

m

vk
x

v

m
xf   olarak tanımlanan  ( )( )xf k

m∆   dizisi

0=f  fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. Bu durunu aşağıda gösteriyoruz.  
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dır. 0lim =
∞→

k
k

c
 
olduğundan ( )( )xf k

m∆   dizisi sıfıra düzgün yakınsaktır. 
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Not: ( )ff k

m −∆   fonksiyonları sürekli olmadıklarında veya A kümesi kapalı ve sınırlı bir 

küme olmadığı durumlarda maksimum mevcut olmayıp supremum var olabilir. Bu durumda 

( ) )(sup xfxfc k

m

Ax
k −∆=

∈

 

alınarak düzgün yakınsak olup olmadığı araştırılabilir. 

Örnek 3.1.10. [ )∞,0  aralığı üzerinde tanımlanan ( )
kx

x
xf k

+
=  şeklinde tanımlanan 

fonksiyonunun m. farkının  düzgün yakınsak olup olmadığını araştıralım. 

( ) ( ) ( )
1

1
++

−
+

=−=∆ +
kx

x
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x
xfxfxf kkk  

( ) 0
1

limlim =
++

−
+∞→∞→

=∆
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x
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x

k
k

k
xf  

( )xf k∆  fonksiyonu 0’a noktasal yakınsak olduğu görülür. ( )xfk∆  in düzgün yakınsaklığını 

araştıralım. 
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olup, türev alırsak
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dır. 0lim =
∞→

k
k

c
 
olduğundan ( )xf k∆  fonksiyonu sıfıra düzgün yakınsaktır. 

 

Teorem 3.1.11. 
k

m
f∆   fonksiyonları ∈∀k ℕ, Ax ∈∀  için A üzerinde tanımlı sürekli 

fonksiyonlar olsunlar.  ( )( )xf k  dizisi A üzerinde  f   fonksiyonuna m∆ -düzgün yakınsak ise  

f   fonksiyonu A üzerinde süreklidir. 

 

Đspat: ( ),k

m
f∆  f   fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğundan  0>∀ε   için öyle bir  0k   

bulunabilir ki her  0kk >   ve her  Ax ∈   için  

( )
3

)(
ε

<−∆ xfxf k

m  

olur.  
0k

m f∆
 
fonksiyonu 0x   da sürekli olduğundan öyle bir  0>δ   sayısı vardır öyle ki  

δ<− 0xx   şartını sağlayan her  Ax ∈   için  

( ) ( )
3000

ε
<∆−∆ xfxf k

m

k

m  

yazılabilir. 

( ) ( ) )()()()()()( 0000 0000
xfxfxfxfxfxfxfxf k

m

k

m

k

m

k

m −∆+∆−∆+∆−=−  

olduğundan  A’ nın  δ<− 0xx   şartını sağlayan x elemanları için  

( ) ( )

( ) ( )

333

)()()()(

)()()()()()(

000

0000

0000

0000

εεε
++<

−∆+∆−∆+∆−≤

−∆+∆−∆+∆−=−

xfxfxfxfxfxf

xfxfxfxfxfxfxfxf

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

 

bu da  f   nin  0x   da sürekli olduğunu gösterir. 0x  keyfi seçildiğinden  f   fonksiyonu A 

üzerinde süreklidir. 

 

Uyarı: kf   fonksiyonları ∈∀k ℕ, Ax ∈∀  için A üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlar 

olduklarında, 
k

m
f∆   fonksiyonları  A üzerinde tanımlı ve sürekli fonksiyonlar olurlar. Fakat 
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k

m
f∆   fonksiyonlarının sürekli olması kf   fonksiyonlarının sürekli olmasını gerektirmez. 

Hem aşağıdaki hemde yukarıdaki teoremde daha özel bir durum olan 
k

m
f∆  fonksiyonlarının 

sürekli olması durumunu ele aldık. 

 

Teorem 3.1.13. RA ⊂  kompakt (yani kapalı ve sınırlı) bir küme { }k

m
f∆  terimleri A üzerinde 

sürekli ve A üzerinde sürekli bir f  fonksiyonuna yakınsayan bir dizi olsun. Eğer her ∈k ℕ 

için ( ) ( )xfxf k

m

k

m

1+∆≥∆  (ya da ( ) ( )xfxf k

m

k

m

1+∆≤∆ ) ise { }k

m
f∆  dizisi A üzerinde f ’e  

düzgün yakınsaktır. 

 

Đspat: Ax ∈∀  ve her ∈k ℕ için ( ) ( )xfxf k

m

k

m

1+∆≥∆  ve ( ) ( ) ( )xfxfxg k

m

k −∆=  olsun. Bu 

durumda ( )xg k  A üzerinde sürekli, ( ) 0→xgk , Ax ∈  ve Ax∈∀ ve ∈∀k ℕ ( ) ( )xgxg kk 1+≥  

olacağı açıktır. { }kg  dizisinin A üzerinde  ( ) 0=xg  fonksiyonuna düzgün yakınsadığını 

gösterelim. Herhangi bir 0>ε sayısı verilsin. 

( ) AxAxxgk ∈∀⇒∈→ ,0  için ( )
2

0
ε

<≤ xg
xk  

olacak şekilde bir ∈xk ℕ vardır. ( )tg
xk  

fonksiyonu Ax ∈  noktasında sürekli ve 

( )
2

0
ε

<≤ xg
xk  olduğuna göre Ax ∈  noktasının ( ) ( )xJAxUt =∪∈∀  için ( )

2
0

ε
<≤ tg

xk  

olacak şekilde bir  ( )xU  açık komşuluğu vardır. Her bir ( )xJt ∈  için ( )( )tg k  dizisi  monoton 

azalan olduğundan ( )xJt ∈∀  ve xkk ≥∀  için ( ) ε≤≤ tgk0  olacağı elde edilir. A kompakt bir 

küme olduğundan  

( ) ( ) ( )mxJxJxJA ∪∪⊂ ...21  

olacak şekilde sonlu { }mxxx ,..,, 21  kümesi mevcuttur. { }
mxxx kkkk ,...,,max

210 =
 
dersek her bir 

At ∈  ve her bir 0kk ≥  için ( ) ε≤≤ tgk0  olacağı ve dolayısıyla 0→kg  A üzerinde düzgün 

yakınsak olduğu elde edilir. 

 

Teorem 3.1.14. { }kf   fonksiyon dizisi  [ ]ba,   aralığı üzerinde reel değerli ve sınırlı 
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fonksiyonların bir dizisi olsun.  { }kf  fonksiyonları [ ]ba,   aralığı üzerinde integrallenebilen 

fonksiyonlar ve  { }kf   dizisi f fonksiyonuna m∆ - düzgün yakınsak ise f  fonksiyonu  [ ]ba,  

aralığı üzerinde integrallenebilirdir ve  

                             
dxxfdxxfdxxf

b

a

k

m

k

b

a

k

m

b

a
k

)()(lim)(lim ∫∫∫ =∆=∆
∞→∞→

                                (3.1.1) 

dir. 

 

Đspat: 0>ε   olsun.  { }kf dizisi [ ]ba,   aralığı üzerinde f  ye m∆ -düzgün yakınsak olduğundan 

öyle bir  0k   doğal sayısı vardır ki  0kk ≥∀   ve her  [ ]bax ,∈   için 

                                                      
( ) ( )

( )ab
xfxf k

m

−
≤−∆

3

ε
                                         (3.1.2) 

olur.  
0k

m f∆   integrallenebilir olduğundan  [ ]ba,   aralığının öyle bir P parçalanması vardır ki 

bu parçalanma için  

( ) ( )
3

,,
00

ε
<∆−∆ PfAPfU k

m

k

m&&  

olur. (3.1.2) den yararlanarak her  [ ]bax ,∈   için  

( ) ( )
( )ab

xfxf k

m

−
+∆≤

30

ε
 

yazılabilir. Dolayısıyla  

{ }

( ){ }
kkk

m

k

kkk

xxxxfM

xxxxfM

≤≤∆=

≤≤=

−

−

′

1

1

:sup

:)(sup

0

 

olmak üzere  

( )
( ) ( )

( )
3

,
3

33
,

0

1

1111

εε

εε

+∆=+∆=

∆
−

+∆=∆








−
+≤∆=

′

′′

∑

∑∑∑∑

=

====

PfUxM

x
ab

xMx
ab

MxMPfU

k

m

kk

n

k

k

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

&&

&&

 

Benzer şekilde (3.1.2)  den yararlanarak her  [ ]bax ,∈   için 
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( ) ( )
( )ab

xfxf k

m

−
+≤∆

30

ε
 

yazılabilir. Dolayısıyla 

{ }

( ){ }
kkk

m

k

kkk

xxxxfm

xxxxfm

≤≤∆=

≤≤=

−

−

′

1

1

:inf

:)(inf

0

 

olmak üzere 

( )
( ) ( )

( )
3

,
3

33
,

0

1

1111

εε

εε

−∆=−∆=

∆
−

−∆=∆








−
−≥∆=

′

′′

∑

∑∑∑∑

=

====

PfAxm

x
ab

xmx
ab

mxmPfA

k

m

kk

n

k

k

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k  

( ) ( )
3

,,
0

ε
−∆≥ PfAPfA k

m  

olduğu görülür. Böylece 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ε
εεε

=++<

−∆+∆−∆+∆−=−

333

,,,,,,,,
0000

PfAPfAPfAPfUPfUPfUPfAPfU k

m

k

m

k

m

k

m &&&&&&&&

 

olur ki bu da f  nin Riemman anlamında integrallenebilir olduğunu gösterir. Şimdi  (3.1.1) in 

doğruluğunu gösterelim.  { }kf  dizisi f   ye m∆ - düzgün yakınsak olduğundan öyle bir  0k   

doğal sayısı vardır ki her  0kk ≥   ve her  [ ]bax ,∈   için 

( ) ( )
ab

xfxf k

m

−
<−∆

ε
 

olur. Dolayısıyla  

( ) ( ) ( ) ( ) ε
ε

=
−

<−∆≤−∆ ∫∫∫∫ dx
ab

dxxfxfdxxfdxxf

b

a

k

m

b

a

b

a

k

m

b

a

 

olur ki 

( ) ( )dxxfdxxf

b

a

k

m

b

a
k ∫∫ =∆lim  

demektir.  k

m

k
ff ∆= lim

 
olduğundan yukarıdaki eşitlik 
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( ) ( )dxxfdxxf k

m

k

b

a

k

m

b

a
k

∆=∆
∞→∞→ ∫∫ limlim  

şeklinde de yazılabilir. 

 

Tanım 3.1.15 { }kf  bir A kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. { }kf  bir m∆

-düzgün Cauchy dizisidir ⇔ 0>∀ε   için  0k∃   öyleki  0, klk >∀   ve  Ax ∈∀   için  

( ) ( ) ε<∆−∆ xfxf l

m

k

m
 dir. 

 

Teorem 3.1.16 { }kf , A üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. { }kf , A üzerinde  m∆

- düzgün Cauchy dizisidir ⇔ { }kf , A üzerinde m∆ - düzgün yakınsaktır. 

 

Đspat:{ }kf  dizisi A üzerinde bir f fonksiyonuna m∆ - düzgün yakınsak olsun. Bu taktirde 

0>ε verildiğinde öyle bir ∈0k  N bulunabilir ki 0kk >∀  ve Ax ∈∀  için 

( ) ( )
2

ε
<−∆ xfxf k

m  olur. Eğer 0, klk >  seçilirse her Ax ∈  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ε
εε

=+<

∆−+−∆≤∆−+−∆=∆−∆

22

xfxfxfxfxfxfxfxfxfxf l

m

k

m

l

m

k

m

l

m

k

m

 

olur. Bu da { }kf  dizisinin m∆ - düzgün Cauchy dizisi olduğunu gösterir. 

Karşıt olarak { }kf  bir m∆ - düzgün Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde reel terimli ( )( )xf k

m∆  

dizisi bir Cauchy dizisidir. R deki her Cauchy dizisi yakınsak olduğundan ( )( )xf k

m∆  dizisi bir 

( )xf  fonksiyonuna yakınsar. Dolayısıyla A üzerinde ( ) ( )xfxf k

m

k
∆= lim  eşitliği yardımıyla 

bir f  fonksiyonu tanımlanmış olur. 0>ε olsun. { }kf m∆ - düzgün Cauchy dizisi olduğundan 

öyle bir Nk ∈0  bulunabilir ki 0, klk >∀ ve  her Ax ∈  için ( ) ( ) ε<∆−∆ xfxf l

m

k

m olur. 

Böylece  her Ax ∈  ve her 0kl >  için  
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( ) ( ) ( ) ( ) ε≤∆−∆=−∆
∞→

xfxfxfxf k

m

l

m

k
l

m lim  

olur. Bu { }kf  dizisinin f  fonksiyonuna A üzerinde  m∆ - düzgün yakınsak olduğunu gösterir. 

 

 

Tanım 3.1.17. { }kf , A üzerinde m∆ - düzgün sınırlıdır. ⇔ Her Nk ∈  ve Ax ∈∀  için 

( ) Mxf k ≤∆m  olacak şekilde bir M sayısı vardır.  

Şimdi fonksiyonların farklarını kullanarak birkaç fonksiyon uzayı tanımlayacağız ve bu 

uzaylar arasında birkaç bağıntı vereceğiz. 

 

Tanım 3.1.18. ∈m ℕ olmak üzere ( )xf k  fonksiyon dizisi A   kümesi üzerinde tanımlı bir 

fonksiyon olsun. ( ) ( ),0
xfxf kk =∆ ( ) ( ) ( )( ),1 xfxfxf kkk +−=∆  ( )( )xff k

mm 1−∆∆=∆  ,  

( )( )xff k

mm ∆=∆  , olmak üzere 

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( ) ( )( ){ }AxcxffFFc

AxcxffFFc

AxxffFF

k

m

k

m

n

k

m

k

m

n

k

m

k

m

∈∈∆==∆

∈∈∆==∆

∈∈∆==∆ ∞∞

  ve:,

  ve:,

  ve:,

0,0

ll

 

uzaylarını tanımlayalım.  

 

Teorem 3.1.19. ( )Fm ,∆∞l  bir lineer uzaydır. 

Đspat: ( )i  ( )Fgf m ,, ∆∈ ∞l  olsun. Bu taktirde Ax ∈∀ için ( ) ∞<∆
∈

xf
k

m

Nk

sup
 

ve 

( ) ∞<∆
∈

xg
k

m

Nk

sup
 
dır.  Bu taktirde Ax∈∀  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ∞<∆+∆≤∆+∆
∈∈∈

xgxfxgxf
k

m

Nk
k

m

Nk
k

m

k

m

Nk

supsupsup  

elde edilir. Buradan  da ( ) ( )Fgf m ,∆∈+ ∞l dır. 

( )ii  ( )ff m ,∆∈ ∞l  ve ∈c ℝ olsun. Böylece Ax∈∀  için 

( ) ( ) ∞<∆=∆
∈∈

xfcxcf
k

m

Nk
k

m

Nk

supsup  
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elde edilir. Buradan  da  ( )Fcf m ,∆∈ ∞l dır. 

 

Teorem 3.1.20.  ( )Fm ,∆∞l   uzayı ( )xff
k

m

AxNk

m ∆=∆
∈∈∞

supsup   olmak üzere  

( )
∞=

∆
∆+∑= fxff

m

i

m

i 1
  normu ile bir normlu uzaydır.   

Đspat: ( )Fgf m ,, ∆∈ ∞l   ve  λ   bir skaler olsun. 

)1N  ( )
∞=

∆
∆+∑= fxff

m

i

m

i 1
 olduğundan 0≥

∆
f dır.  

)2N  ∈∀k ℕ için ( ) 0=xf k  ise ( ) 0
1

=∑
=

xf i

m

i

 ve ( ) ( ) 01
0

=







− +

=

∑ xf vk

v
m

v
v

m

 
olup 

( ) 0
1

=∆+∑=
∞=

∆
fxff

m

i

m

i  
elde edilir. 

Şimdi 0=
∆

f  olsun. Bu durumda 

( ) 0
1

=∑
=

xf i

m

i

ve ( ){ } 0supsup =













∆

∈∈

xf k

m

AxNk

 dır. 

Böylece ( ) 01 =xf , ( ) 02 =xf ,…, ( ) 0=xfm  ve ∈∀k ℕ ve Ax∈∀  için ( ) ( ) 01
0

=







− +

=

∑ xf vk

v
m

v
v

m

dır, yani 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01...11 1
10

10
=








−++








−+








− ++ xfxfxf mk

m

kk
m

mmm
 dır. 

1=k  için ( ) 01 =+ xfm  

2=k  için ( ) 02 =+ xfm  

Ve bu şekilde devam edilirse ∈∀k ℕ  Ax ∈∀  için  ( ) 0=xf k   elde edilir. 

)3N  ∆∆
= ff λλ

 
olduğunu gösterelim. 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

∆

+

=∈∈=

+

=∈∈=

+

=∈∈=

+

=∈∈=
∆

=



















−+=









−+=









−+=









−+=

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

f

xfxf

xfxf

xfxf

xfxff

vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

v

m

v

m

v

m

v

m

λ

λ

λλ

λλ

λλλ

1supsup

1supsup

1supsup

1supsup

01

01

01

01

 

)4N  ∆∆∆
+≤+ gfgf

 
olduğunu gösterelim. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

∆∆

+

=∈∈

=

+

=∈∈=

+

=∈∈

+

=∈∈==

++

=∈∈=
∆

+=









−+

+







−+=









−+









−++≤

+







−++=+

∑

∑∑∑

∑

∑∑∑

∑∑

gf

xg

xgxfxf

xg

xfxgxf

xgxfxgxfgf

vk

v

v

m

AxNk

i

m

i

vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

vk

v

v

m

AxNk

vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

i

m

i

vkvk

v

v

m

AxNk
ii

m

i

v

m

v

m

v

m

v

m

v

m

1supsup

1supsup

1supsup

1supsup

1supsup

0

101

0

011

01

 

 

Teorem 3.1.21. ( )Fm ,∆∞l   uzayı 

( ) ( ) ( )xfxff vk

v

v

m

AxNk
i

m

i

m

v

m
+

=∈∈=









−+=∆ ∑∑ 1supsup

01

 

normu ile  bir Banach uzayıdır. 

 

Đspat: ( )Fm ,∆∞l   nin tam olduğunu göstermek için  ( ) ( ) ( )ffff msss ,,..., 21 ∆∈= ∞l   olmak 

üzere  ( )sf , ( )Fm ,∆∞l   de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda  ∞→ts,   için  
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( ) ( ) ( ) ( )( ) 0supsup
1

→−∆+−=−
∈∈=

∆ ∑ xfxfxfxfff
t

k

s

k

m

AxNk

t

i

s

i

m

i

ts  

dır. O halde  mk ≤   ve   her  Ax ∈   için  

( ) ( ) 0→− xfxf
t

k

s

k  
( )∞→ts,  

ve her  ∈k ℕ ve her  Ax ∈   için 

( ) ( ) ( )( ) 01
0

→−







− ++

=

∑ xfxf
t

vk

s

vk

v

v

m

v

m
 ( )∞→ts,  

yazabiliriz. Diğer taraftan her  Ax ∈   için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )xfxf

xfxfxfxfxfxf

t

mk

s

mk

t

k

s

k

t

vk

s

vk

v

v

m
t

mk

s

mk

m

m

m

v

m

11

0

1

0
...1

−+−+

++

=

++

−







+

+−







+−








−≤−

−

∑
 

olması nedeniyle her  ∈k ℕ  ve her  Ax ∈  

( ) ( ) 0→− xfxf
t

k

s

k  
( )∞→ts,  

elde edilir. Buna göre  ( ) ( ),..., 21
kk

s

k fff =   her sabit k=1,2,3,...  ve her  Ax ∈  için ℝ  de  bir 

Cauchy dizisidir. ℝ  tam olduğundan  ( )s

kf  ℝ  de yakınsaktır.  ( ) ( )xfxf k

s

k
s

=lim

( )Axk ∈= her ,...,2,1  diyelim. ( ) ( )Ff ms ,, ∆∞l  de bir Cauchy dizisi olduğundan her  0>ε   

için  Nts ≥,   oldukça  ε≤−
∆

ts
ff   olacak şekilde bir  ( )εNN =   doğal sayısı vardır.  O 

halde  Nts ≥,   için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) εε ≤−







−≤− ++

==

∑∑ xfxfxfxf
t

vk

s

vk

v

v

m
t

i

s

i

m

i
v

m
1  ve

01

 

dur. Bu son iki ifadede  ∞→t   için limit alınırsa her  Ns ≥   için 

( ) ( ) ( ) ( ) ε≤−=− ∑∑
==

xfxfxfxf i

s

i

m

i

t

i

s

i

m

i
t

11

lim  

ve 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ε≤−∆=

−







−=

−







−=−∆

++

++

=

++

=

++

∑

∑

xfxf

xfxf

xfxfxfxf

vk

s

vk

m

vk

s

vk

v

v

m

t

vk

s

vk

v

v

m

t

t

vk

s

vk

m

t

v

m

v

m

1

1limlim

0

0

 

bulunur. Buradan  Ns ≥   için  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ε21supsup
01

≤−







−+−=− ++

=∈∈=
∆ ∑∑ xfxfxfxfff vk

s

vk

v

v

m

AxNk
i

s

i

m

i

s

v

m
 

dur. Bu ise  ff
s

s
=lim   demektir. 

Şimdi de  ( )( ) ( )Fxff
m

k ,∆∈= ∞l   olduğunu gösterelim. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )xfff

xfxfxf

xfxfxf

xfxf

NmN

N

vk

v

v

m
N

vkvk

v

v

m

N

vk

N

vkvk

v

v

m

vk

v

v

m

k

m

v

m

v

m

v

m

v

m

∆+−≤









−+−








−≤

−−







−=









−=∆

∆

+

=

++

=

+++

=

+

=

∑∑

∑

∑

11

1

1

00

0

0

 

olması nedeniyle  ( ) ( )Fff
m

k ,∆∈= ∞l   elde edilir. O halde bu uzay bir Banach uzayıdır. 

 

Teorem 3.1.22. ( ) ( ) ( )FcFcFc
mmm ,,, 0

1 ∆⊂∆⊂∆ −   dir. 

 

Đspat: { } ( )Fcf
m

k ,1−∆∈  olsun. Bu taktirde 0>∀ε   için  0k∃   öyle ki  0kk >∀   için  

( )
2

)(1 ε
<−∆ −

xfxf k

m   olacak şekilde bir )(xf  fonksiyonu vardır. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ε

εε

=

+<

−∆+−∆=

∆−+−∆=∆−∆=∆

+
−−

+
−−

+
−−

22

)()(

1
11

1
11

1
11

xfxfxfxf

xfxfxfxfxfxfxf

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m

k

m
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Sonuç 3.1.23. ( ) ( )FcFc
m ,0 ∆⊂   dir. 

 

Đspat: ( )( ) cxf k ∈   olsun. Bu taktirde 0>∀ε   için  0k∃   öyle ki  0kk >∀   için  

( ) ε<− )(xfxf k   dur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 01...
0

0
1

1...
0

0
1

1...
0

0
1

1...
0

0
1

11...
0

0
1

0

0
1

1...
0

0
11...

0

0
1

1...11

1
1

0

0
1

1...11

1
1

0

0
1

=−++−<

−++−+

−+−++−−≤

−++−+

−−+−++−−−≤

−++−−−++−+

+−+++−+−

=

+−+++−+−








































































































































































































=∆

εε
m

mmm

xf
m

mm
xf

m

xfx
mk

f
m

mm
xfx

k
f

m

xf
m

mm
xf

m

xf
m

mm
x

mk
f

m

mm
xf

m
x

k
f

m

xf
m

mm
xf

m
xf

m

mm
xf

m

x
mk

f
m

mm
x

k
f

m
x

k
f

m

x
mk

f
m

mm
x

k
f

m
x

k
f

m
xf k

m

 

olduğundan ( )( ) ( )Fcxf
m

k ,0 ∆∈   dir. 

Bu kapsama kesindir.  ( )( ) ( )xkxf k =   alınırsa { }kf   dizisi ıraksaktır. Fakat 

( )( ) ( )xkxkxf k 1+−=∆   dizisi sıfıra yakınsaktır. 

 

Teorem 3.1.24. ( )Fc m ,∆  ile ( )Fm,∆∞l  uzayları birbirini kapsamazlar fakat ortak elemanları 

vardır. 

 

Örnek 3.1.25. ( ) ( )
kx

kx
xf

k

k
+

−
=

1

1
, [ ]2,1∈x  şeklinde tanımlı fonksiyonu göz önüne alalım. 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 









++++

+++
−=

++

+−
−

+

−
=∆

+

112

1222
1

11

11

1

1
22

221

xkxkk

xkxkk

xk

xk

kx

kx
xf

k
kk

k
 olup ( ) 2≤∆ xf k  dır, 

fakat  ( ) ( ) 2lim,2lim −=∆=∆ xfxf k
k

k
k

  olduğundan yakınsak değildir.. 

( )xf1  bilinen bir fonksiyon olmak üzere ∈x  ℝ için ( ) ( ) ∑
−

= +
+=

1

1

2

1 1

k

n

k
nx

nx
xfxf  olarak 

tanımlanırsa ( )
kx

kx
xf k

+
=∆

1

2

 olarak elde edilir. Burada  ( )xfk∆  fonksiyonu ( ) xxf =  

fonksiyonuna yakınsaktır fakat sınırlı değildir. 

 

3.2. Fonksiyon Dizilerinin m∆ -Noktasal  Đstatistiksel Yakınsaklığı, m∆ -Düzgün 

Đstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 3.2.1. { }kf , A üzerinde tanımlı bir fonksiyon dizisi olsun. Eğer  0>∀ε   için  

( ){ } 0için bir her  )(:
1

lim =∈≥−∆≤
∞→

Axxfxfnk
n

k

m

n
ε  

ya da hemen hemen her k   için 

( ) ( )  ε<−∆ xfxf k

m  

olacak şekilde bir  )(xf   fonksiyonu varsa  ( )( )xf k   dizisi  )(xf   fonksiyonuna  m∆ -  

noktasal istatistiksel yakınsaktır denir. ( )( )xf k  dizisi )(xf   fonksiyonuna  m∆ - noktasal 

istatistiksel yakınsak ise ( ) )(lim xfxfst k

m
p

=∆−   veya  ( ) )(
..

xfxf
stp

k

m →∆   yazılır.   

Bunun anlamı her bir 0>δ  için, her 0>ε  ve her ( )( )xNNn ,,δε=>  için 

( ){ } δε <∈≥−∆≤ için bir her  )(:
1

Axxfxfnk
n

k

m  

olacak şekilde bir N  sayısı vardır. 

m∆ - noktasal istatistiksel yakınsak fonksiyon dizilerinin uzayı 

( ) ( ) ( )








∈∀=∆−==∆ AxxfxfstfFFS k

m
p

k

m

p ),(lim:,  

ile gösterilir. 
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( )FS m ,∆  kümesi boş değildir. Aşağıdaki örnek ( )( )xf k   dizisinin m∆ - noktasal istatistiksel 

yakınsak olduğunu gösterir. 

 

 

 

Örnek 3.2.2. ( )( )xf k   dizisini, ∈x ℝ [ ]1,1−−  için 

( )
[ )

...3,2,1,
 0

,...2,1 3,3)(
=



 =+∈−

= k
durumlardaergdi

ppkx
xf

ppk

k (
 

şeklinde tanımlanırsa  

 

( )

( )
( ) ( )

( )












+<≤−+−

−+<≤−−−

<≤−−−

=∆
+

+

durumlardaergdi

pkpx

pkxx

kx

xf
ppk

ppkk

ppk

k

 0

313

133

313
1

1

(

 

olur.  Buna göre 

( ){ }
( )

pk

pp
Axfnk

n 3.2

1
için bir xher  0:

1 +
≤∈≠∆≤  

ve böylece, ℝ [ ]1,1−−   üzerinde  ( ) =∆− xfst klim 0 dır. Fakat  ( )xf k
k

∆
∞→

lim   yoktur. 

Bu örnek aynı zamanda ( ) ( )FSFc mm ,, ∆⊂∆  kapsamasının da kesin olduğunu gösterir. 

 

Teorem 3.2.3. { }kf  ve { }kg , A üzerinde tanımlı iki fonksiyon dizisi olsun. A üzerinde  

( ) ( )xfxfst k

m =∆− lim   ve  ( ) ( )xgxgst k

m =∆− lim   olsun 

( )i ( ) ( )xfxfst k

m =∆− lim ve R∈c   ise  ( ) ( )xcfxcfst k

m =∆− lim  

( )ii ( ) ( )xfxfst k

m =∆− lim ve ( ) ( )xgxgst k

m =∆− lim  ise 

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxfst kk

m +=+∆− lim   dir. 

 

Đspat: i) 0=c   ise durum açıktır.  0≠c ise (i) nin ispat aşağıdaki eşitsizlikten elde edilir. 
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( ) ( ){ }

( ) ( )












∈≥−∆≤≤

∈≥−∆≤

için birxher  :
1

için bir xher  :
1

A
c

xfxfnk
n

Axcfxcfnk
n

k

m

k

m

ε

ε

 

ve  

ii) nin ispatı aşağıdaki eşitsizlikten elde edilir. 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( )








∈≥−∆≤+









∈≥−∆≤≤

∈≥+−+∆≤

için bir  xher  
2

:
1

için bir  xher  
2

:
1

için bir xher  )(:
1

Axgxgnk
n

Axfxfnk
n

Axgxfxgxfnk
n

k

m

k

m

kk

m

ε

ε

ε

 

 

Tanım 3.2.4.{ }kf   A kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun.  { }kf  dizisi ∀

0>ε  Nlk >∀ ,    için 

( ) ( ){ } 0için her x :
1

lim =∈≥∆−∆≤
∞→

Axfxfnk
n

l

m

k

m

n
ε  

ya da hemen hemen her k  için  

( ) ( )  ε<∆−∆ xfxf l

m

k

m  

olacak şekilde  ( )( )xNN ,ε=   varsa  { }kf   dizisine  m∆ -istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

 

Teorem 3.2.5.{ }kf   A üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. Aşağıdaki durumlar 

denktir. 

)(i  { }kf , A üzerinde m∆ - noktasal istatistiksel yakınsaktır, 

( )ii  { }kf , A üzerinde m∆ - istatistiksel Cauchy dizisidir, 

( )iii  { }kf , A üzerinde tanımlı bir fonksiyon dizisi olsun. Bu taktirde h.h.k. her Ax ∈  için  

)()( xgxf k

m

k

m ∆=∆  olacak şekilde noktasal yakınsak bir { }k

m
g∆  dizisi vardır. 
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Đspat: ( )iii ⇒  Farz edelim ki A üzerinde  ( ) ( )xfxfst k

m =∆− lim   ve  0>ε   olsun. O zaman 

h.h.k. ve her Ax ∈  için  ( ) ( )
2

ε
<−∆ xfxf k

m   ve ( ) ( )
2

ε
<−∆ xfxf N

m olacak şekilde bir N 

seçebiliriz, h.h.k. ve her  Ax ∈   için  

( ) ( ) ( ) ( ) ε
εε

=+<−∆+−∆≤∆−∆
22

)()( xfxfxfxfxfxf N

m

k

m

N

m

k

m  

yazabiliriz. Böylece  { }k

m
f∆   bir istatistiksel Cauchy dizisidir. 

( )iiiii ⇒  (ii) doğruluğunu kabul edelim ( ) ( )[ ]1,1 +∆−∆= xfxfI N

m

N

m    aralığı h.h.k. ve her  

Ax ∈   için  ( )xf k

m∆  i içerecek şekilde bir N sayısı seçelim. Şimdi 

( ) ( )[ ]2
1

2
1 , +∆−∆=′ xfxfI M

m

M

m   h.h.k. ve her  x ∈ A   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerecek şekilde bir M 

sayısı seçelim. Bu taktirde  

( ){ }
( ){ } ( ){ }için her x :için her x :

için her x :

AIxfnkAIxfnk

AIIxfnk

k

m

k

m

k

m

∈′∉∆≤∪∈∉∆≤=

∈′∩∉∆≤
 

olduğundan dolayı III ′∩=1   h.h.k. her  Ax ∈   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerir. Bu nedenle  

( ){ }

( ){ } ( ){ } 0için her x :
1

limiçin her x  :
1

lim

için her x :
1

lim

=∈′∉∆≤+∈∉∆≤≤

∈′∩∉∆≤

∞→∞→

∞→

AIxfnk
n

AIxfnk
n

AIIxfnk
n

k

m

n
k

m

n

k

m

n

 

dır. Böylece 1I   h.h.k. ve her  Ax ∈   için  ( )′
∆ xf k

m   i içeren ve uzunluğu 1' den küçük veya 

1'e eşit olan kapalı bir aralıktır. Şimdi  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4
1

24
1

2 , +∆−∆=′′ xfxfI N

m

N

m   h.h.k. ve her 

Ax ∈  için  ( )′
∆ xfk

m   i içerecek şekilde  )2(N  sayısı seçelim. Yukarıdaki düşünceyle  

III ′′∩= 12  aralığı h.h.k. ve her  Ax ∈   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerir ve  I2   'nin uzunluğu  2
1   ye 

eşit veya daha küçüktür. Tümevarım metodunu  kullanarak her m için  1+⊇ mm II   olacak 

şekilde  bir  { }∞

=1mmI  kapalı aralıklar dizisini inşa ederiz.  mI   'in uzunluğu  m−12   'den daha 

büyük değildir ve h.h.k. her  Ax ∈   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerir. Böylece A üzerinde tanımlı bir  
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( )xλ   fonksiyonu vardır öyle ki  ( )xλ , I
∞

=1m

mI   'a eşittir. Her Ax ∈  için ( )xfk

m∆  fonksiyonu 

mI  aralığında olacak şekilde mI  aralıklarının kullanarak  

                 
( ){ }

m
AIxfnk

n
Tn mk

m

m

1
için her x  :

1
 ,   ise <∈∉∆≤>                          (3.2.1) 

olacak şekilde pozitif tamsayıların artan bir  { }∞

=1mmT   dizisini seçelim. 

Şimdi  1Tk >   olacak şekilde tüm terimleri  ( )xf k

m∆   ' in terimlerinden oluşan  ( )( )xf k

m∆   ' in  

( )( )xzk   alt dizisini tanımlayalım ve  1+≤< mm TkT   ise her  x ∈ A   için  ( ) mk

m
Ixf ∉∆   ' dir. 

Sonra her  Ax ∈   için 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )



∆

∆
=∆  

 

ise bir terimiin   ,

durumlardaergdixf

xzxfx
xg

k

m

kk

m

k

m

(
λ

 

ile ( )( )xg k

m∆   fonksiyon dizisini tanımlayalım. O zaman A üzerinde  ( ) ( )xxgk

m

k
λ=∆

∞→
lim

01 >>
m

ε   ve  mTk >   için  ( )xf k

m∆   hem A üzerinde  ( ) ( )xxg k

m λ=∆   olacak şekilde  

( )( )xzk   dizisinin bir terimidir hem de A üzerinde  ( ) ( ) mk

m

k

m
Ixfxg ∈∆=∆   ve her  Ax ∈   

için  ( ) ( )
mk

m
Ixxg ≤−∆ λ   'in uzunluğu  ≤ m−12   dir. Şimdi h.h.k. ve  her  Ax ∈   için  

( ) ( )xfxg k

m

k

m ∆=∆   olduğunu iddia ediyoruz.  1+<< mm TnT   için  

( ) ( ){ } ( ){ }için her x :için her x : AIxfnkAxfxgnk mk

m

k

m

k

m ∈∉∆≤⊆∈∆≠∆≤  

olduğundan (3.2.1) ile ele alırsak 

( ) ( ){ } ( ){ }
m

AIxfnk
n

Axfxgnk
n

mk

m

k

m

k

m 1
için her x :

1
için her x :

1
<∈∉∆≤≤∈∆≠∆≤  

dir. Böylece  ∞→n   için limit 0 dır ve h.h.k ve  her Ax ∈   için  ( ) ( )xgxf k

m

k

m ∆=∆   dir. 

( )iii   sağlanır. 

Son olarak  ( )iii   sağlandığını farz edelim. Bu durumda  h.h.k ve  her Ax ∈   için  

( ) ( )xgxf k

m

k

m ∆=∆   ve A üzerinde  ( ) ( )xfxgk

m

k
=∆

∞→
lim   dır.  0>ε verilsin. O zaman her bir 

k için A üzerinde  ( ) ( )xfxg k

m

k
=∆

∞→
lim   olduğundan  
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( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }için her  :için her  :

için her  :

AxxfxgnkAxxgxfnk

Axxfxfnk

k

m

k

m

k

m

k

m

∈≥−∆≤∪∈∆≠∆≤⊆

∈≥−∆≤

ε

ε
 

yazılabilir sonra  ( )xll ,ε=   e tamsayıların sabit bir dizisini içerdiğini söyleriz. Bu nedenle 

h.h.k  her Ax ∈   için  ( ) ( )xgxf k

m

k

m ∆=∆   olduğundan dolayı 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ } 0limiçin her  :
1

lim

için her  :
1

lim

=+∈∆≠∆≤≤

∈≥−∆≤

∞→∞→

∞→

n

l
Axxgxfnk

n

Axxfxfnk
n

n
k

m

k

m

n

k

m

n
ε

 

dır. 

Bu yüzden h.h.k ve her Ax ∈   için  ( ) ( ) ε<−∆ xfxf k

m   olup (i) sağlanır ve bu ispatı 

tamamlar. 

Tanım 3.2.6. { }kf ,  A üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. 0>∀ε   için ve her 

Ax ∈   için  

( ) ( ){ } 0içinA her x :
1

lim =∈≥−∆≤
∞→

εxfxfnk
n

k

m

n
 

yani h.h.k ve A  x ∈∀ için 

                                                  
( ) ( )  ε<−∆ xfxf k

m                                                          (3.2.2) 

oluyorsa  { }kf   fonksiyon dizisi  f   fonksiyonuna  m∆ -  düzgün istatistiksel yakınsaktır denir. 

Bu durumda  ( ) ( )xfxfst k

m
u

=∆− lim  veya  ( ) )(
..

xfxf
stu

k

m →∆   olarak yazılır. m∆ - düzgün  

istatistiksel yakınsak fonksiyon dizilerinin uzayı  

( ) ( ) ( ) ( )








∈∀=∆−==∆ AxxfxfstfFFS k

m
u

k

m

u ,lim:,  

ile göstereceğiz. 

 

Teorem 3.2.7. 
k

m
f∆  ( ),...3,2,1=k   ve  ,f  fonksiyonları   [ ] R, ⊂= baI   üzerinde sürekli 

fonksiyonlar olsunlar. I  aralığı üzerinde  ( ) ( )xfxfst k

m
u

=∆− lim  olması için gerek ve yeter 

şart  ( ) ( )xfxfc k

m

Ix
k −∆=

∈
max   ile tanımlanan  ( )kc  dizisinin istatistiksel sıfır dizisi olmasıdır. 
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Đspat: I  aralığı üzerinde her k için  ( ) ( )xfxfst k

m
u

=∆− lim  olsun. Her bir k için  

( ) ( ),xfxf k

m −∆
 

I  üzerinde sürekli olduğundan bir Ixk ∈   noktasında mutlak maksimuma 

sahiptir. Bu durumda Ixx ∈,..., 21  için 

( ) ( )

( ) ( )

...

2222

1111

xfxfc

xfxfc

m

m

−∆=

−∆=

 

yazabiliriz ve böylece ...3,2,1=k  için
 

( ) ( )
kkk

m

k xfxfc −∆=  dizisini oluşturabiliriz. Düzgün 

istatistiksel yakınsaklığın tanımından  0>∀ε  ve h.h.k. için 

( ) ( )  ε<−∆ kkk

m
xfxf  

yazabiliriz. Böylece  0lim =− kcst   dır. 

Tersi açıktır. 

A kümesi üzerinde ( )xf k

m∆  fonksiyonu ( )xf  fonksiyonuna düzgün yakınsak iken 

( ) ( )xfxfst k

m
u

=∆− lim  dir, tersi doğru değildir. Aşağıdaki örnekte bu durumu açıklıyoruz.  

 

Örnek 3.2.8. )(xf  fonksiyonu her [ ]1,1−∈x   için 

( )
( )

...3,2,1
 

,...3,2,1 3
21

2

=




−

==
= k

durumlardaergdix

nnk
xf

k

k (  

şeklinde tanımlayalım. Bu fonksiyon 2)( xxf =   fonksiyonuna düzgün istatistiksel 

yakınsaktır. Buradan  

( )
( )

( )
( ) ( )







−−−

−=−−

=−−

=∆

+

+

durumlardaergdixx

nkx

nkx

xf

kk

k

k

k

 

13

3

2

1
121

221

22

1
1

(
 

olup 
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[ ]
( )

( )








−=−

=

=−∆=

+

++
−∈

durumlardaergdi

nk

nk

xfc

kk

kk

k
x

k

 

13

3

0max

22

2

1
142

2

2

1,1 (
 

olduğundan 

( ) [ ]{ }
n

nn
xxfnk

n n
k

n

+
≤−∈≥−∆≤

∞→∞→
limiçin 1,1 0:

1
lim ε  

0lim =− kcst dır. Dolayısıyla düzgün istatistiksel yakınsaktır. Fakat ( )xf k∆ dizisi düzgün 

yakınsak değildir. 

 

Tanım 3.2.9. { }kf , A üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi  0>p   bir reel sayı olsun. 

( ) ( )( ) 0
1

lim
1

=−∆
=

∞→
∑

p

k

m
n

k
n

xfxf
n

 

olacak şekilde  ( )xf   fonksiyonu varsa  { }kf   dizisi  f   fonksiyonuna A kümesi üzerinde 

p
m∆  - Cesaro noktasal yakınsaktır denir. { }k

m
f∆  dizisi f   fonksiyonuna p- Cesaro yakınsak 

ise  ( ) ( )xfxfw k

m

p =∆− lim   veya  ( )xfxf
pw

k

m →∆ )(   yazılır. 

−∆ p
m  Cesaro yakınsak fonksiyon dizilerinin uzayı 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )








=−∆==∆
=

∞→
∑ için bir  azen  0

1
lim:,

1

xfxfxf
n

fFFw
p

k

m
n

k
n

k

m

p  

şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 3.2.10. { }kf   A üzerinde fonksiyonların bir dizisi  0>p   bir reel sayı olsun. 

( ) ( ) 0
1

lim
1

=−∆
=

∞→
∑

p

k

m
n

k
n

xfxf
n

 

olacak şekilde  ( )xf   fonksiyonu varsa  { }kf   dizisi  f   fonksiyonuna kuvvetli  m

p∆  - Cesaro 

noktasal yakınsaktır denir. 

{ }k

m
f∆  dizisi f   fonksiyonuna p- Cesaro yakınsak ise  ( ) ( )xfxfw k

m

p =∆− lim   veya  
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( )[ ]pk

m wxfxf →∆ )(   yazılır. 

Kuvvetli  −∆ p
m  Cesaro yakınsak fonksiyon dizilerinin uzayı 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )








=−∆==∆
=

∞→
∑ için bir  azen  0

1
lim:,

1

xfxfxf
n

fFFw
p

k

m
n

k
n

k

m

p  

şeklinde gösterilir. 

 

Teorem 3.2.11. ∞<< p0   ve  Ax ∈   olsun.  ( )( )xf k   dizisi f fonksiyonuna kuvvetli  m

p∆ - 

Cesaro noktasal yakınsak ise  ( )( )xf k

m∆  dizisi f  fonksiyonuna  noktasal istatistiksel 

yakınsaktır. 

 

Đspat: ( )( )xf k  dizisi f   fonksiyonuna kuvvetli  m

p∆ -Cesaro noktasal yakınsak ve 0>ε  olsun. 

Bu taktirde 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ){ }εε

εε

≥−∆≤≥

−∆+−∆=−∆ ∑∑∑
≥−∆

≤≤

<−∆

≤≤=

xfxfnk

xfxfxfxfxfxf

k

mp

p

k

m

xfxf

nk

xfxf

nk

p

k

m
p

k

m
n

k

k
m

k
m

:

111
 

elde edilir. 

Şimdi de la Vallée-Poussin ortalamasını kullanarak m∆ -noktasal istatistiksel yakınsaklığı ve 

m∆ -Cesaro noktasal yakınsaklığı genelleştireceğiz ve aralarındaki bağıntıyı inceleyeceğiz. 

 

3.3. Fonksiyon Dizilerinin ( m∆ , λ ) Đstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 3.3.1. ( )nλλ =  pozitif sayıların 1,1 11 =+≤+ λλλ nn   şartını sağlayan bir dizisi olsun. 

Bu şartları sağlayan dizilerin kümesini Λ  ile göstereceğiz. [ ]nnI nn ,1+−= λ   olmak üzere  

( ) ( )xfFt k

m

Ikn

n

n

∆= ∑
∈λ

1
 

olsun. ( ) fFtn
n

=
∞→

lim  olacak şekilde bir f fonksiyonu varsa ( )( )xf k  dizisi f fonksiyonuna 
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( )( )FV m ,, ∆λ  yakınsaktır denir. ( )( )FV m ,, ∆λ  yakınsak fonksiyonların kümesi 

( )( ) ( ) ( )( )












=−∆∃==∆ ∑
∈

∞→
0)(

1
lim,için :,, xfxfffFFV k

m

Ikn
n

k

m

n
λ

λ  

ile gösterilir. Bu durumu ( )( )λ,)( Vxfxf k

m →∆  ile göstereceğiz. 

 

Tanım 3.3.2. Λ∈λ  ve ( )( )xf k  bir A kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. 

( ) 0)(
1

lim =−∆∑
∈

∞→
xfxfk

m

Ikn
n

n
λ

 

olacak şekilde bir ( )xf  fonksiyonu varsa ( )( )xf k  dizisi f fonksiyonuna kuvvetli ( )( )FV m ,, ∆λ  

yakınsaktır denir. Kuvvetli ( )( )FV m ,, ∆λ  yakınsak fonksiyonların kümesi 

[ ][ ] ( ) ( )












=−∆∃==∆ ∑
∈

∞→
0)(

1
lim,için :,, xfxfffFFV k

m

Ikn
n

k

m

n
λ

λ  

ile gösterilir. 

f  fonksiyonuna  kuvvetli ( )λ,V   toplanabilir  ( )( )xf k  fonksiyon dizilerinin kümesi 

( )( )FV m ,, ∆λ  yakınsaktır denir. 

 

Tanım 3.3.3. Λ∈λ  ve ( )( )xf k  bir A kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. 

( ) ( ){ } 0için her x :
1

lim =∈≥−∆∈ AxfxfIk k

m

n

n
n

ε
λ

 

olacak şekilde bir f  fonksiyonu varsa  ( )( )xf k  dizisi f  fonksiyonuna ( )λ,m∆ -istatistiksel 

yakınsaktır denir ve ( )( )λ,)( Sxfxf k

m →∆  ile gösterilir. ( )λ,m∆  istatistiksel yakınsak 

dizilerin kümesi 

( ) ( ) ( ) ( ){ }








=∈≥−∆∈==∆ 0için her x :
1

lim:, AxfxfIkfFFS k

m

n

n
n

k

m ε
λ

λ  

ile göstereceğiz. 

 

Teorem 3.3.4. Λ∈λ   olsun. O zaman 
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( )i ( ) ( )xfxf k

m →∆ [ ]λ,V   ise  ( ) ( )xfxf k

m →∆ ( )λS  ve  [ ]( ) ( )fSfV
mm ,, ∆⊆∆ λλ   kapsaması 

kesindir. 

( )ii ( )( ) ( )fxf
m

k

m ,∆∈∆ ∞l  ve ( ) ( )xfxf k

m →∆ ( )λS   ise o zaman  ( ) ( )xfxf k

m →∆ [ ]λ,V  

 

Đspat: 0>ε   ve  ( ) ( )xfxf k

m →∆ [ ]λ,V  olsun. 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ){ }için her x : AxfxfIk

xfxfxfxf

k

m

n

xfxf

Ik

k

m

k

m

Ik

n
m

nn

∈≥−∆∈≥

−∆≥−∆ ∑∑
≥−∆

∈∈

εε

ε  

elde edilir.Bu nedenle  ( ) ( )xfxf k

m →∆ [ ]⇒λ,V ( ) ( )xfxf k

m →∆ ( )λS   dır. 

 

Aşağıdaki örnekte  [ ] ( )λλ SV
≠
⊂,   göstereceğiz. ( ) ( )nn =λ  alalım ve  ( )( )xff k=  dizisini 

[ ]1,0∈x  için 

( )


 =

=
durumlardaergdi

nkxk
xf k

 0

22

(  

şeklinde tanımlayalım. Buna göre 

( ) ( )








−=+−

=

=∆

durumlardaergdi

nkxk

nkxk

xf k

 0

ise 11

ise 
22

22

(
 

dır. Bu taktirde  ( )( ) ( )fxf k ,∆∉∆ ∞l   ancak 

( ){ } 0
2

limiçin her x 0:
1

==∈≥−∆∈
∞→ n

n
AxfIk

n
kn

n

ε
λ

 

olup ( )F,λ -istatistiksel yakınsaktır, ancak  

( ) ∞→−∆∑
∈

0
1

xf k

Ikn n
λ

 

yani [ ]λ,0 Vf →/  dır. 

 

)ii   Farz edelim ki  ( ) ( )xfxf k

m →∆ ( )λS   ve  ( )( ) ( )fxf
m

k ,∆∈ ∞l   olsun. O zaman her  ∈k ℕ 
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ve her  Ax ∈   için  ( ) ( ) Mxfxf k

m ≤−∆   dir.  0>ε olsun,  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ){ } εε
λ

λλλ
εε

+∈≥−∆∈<

−∆∑+−∆∑=−∆∑

<−∆

∈

≥−∆

∈∈

için her x :

111

AxfxfIk
M

xfxfxfxfxfxf

k

m

n

n

k

m

xfxf

Ik
n

k

m

xfxf

Ik
n

k

m

Ik
n

k
m

n

k
m

nn

 

( ) ( )[ ]λ,Vxfxf k

m →∆ elde ederiz.  

 

Teorem 3.3.5. 0inflim >
n

nλ
 ise ( ) ( )fSfS

mm ,, ∆⊂∆ λ . 

 

Đspat: 0>ε  verilsin. 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }için her x :için her x : AxfxfIkAxfxfnk k

m

nk

m ∈≥−∆∈⊃∈≥−∆≤ εε  

yazabiliriz. Kapsama aşağıdaki eşitsizlikten elde edilir. 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }için her x :
1

için her x :
1

için her x :
1

AxfxfIk
n

AxfxfIk
n

Axfxfnk
n

k

m

n

n

n

k

m

n

k

m

∈≥−∆∈≥

∈≥−∆∈≥

∈≥−∆≤

ε
λ

λ

ε

ε

 

 



 

 

 

 

4. FONKSĐYON DĐZĐLERĐNĐN α. DERECEDEN  
m∆ - NOKTASAL ĐSTATĐSTĐKSEL 

YAKINSAKLIĞI  VE m∆ - DÜZGÜN ĐSTATĐSTĐKSEL  YAKINSAKLIĞI   

 

4.1. Fonksiyon Dizilerinin α. Dereceden 
m∆ - Noktasal Đstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Burada verilen sonuçlar 3. Bölümde verilen sonuçlardan daha geneldir, 1=α  alınırsa 3. 

bölümdeki sonuçların bir kısmı elde edilir. 

 

Tanım 4.1.1 10 ≤< α   verilmiş olsun. A kümesi üzerinde tanımlı bir  { }kf   fonksiyon dizisi 

her  0>ε   için  

( ){ } 0için her  ,)(:
1

lim =∈≥−∆≤ Axxfxfnk
n

k

m

n
ε

α
 

yani her  Ax ∈   ve h.h.k ( )α  için 

 

( )       )( ε<−∆ xfxf k

m  

oluyorsa { }kf  dizisi f   fonksiyonuna  .α   dereceden m∆ -  noktasal istatistiksel yakınsaktır 

denir ve  A   üzerinde  ( ) ( )xfxfS k

m =∆− limα   şeklinde gösterilir.  ( ) ( )xfxfS k

m =∆− limα

 

ifadesi her 0>δ ( )10 ≤< α ve her  0>ε  için  

( ){ } ,için her  ,)(:
1

δε
α

<∈≥−∆≤ Axxfxfnk
n

k

m  

olacak şekilde bir Nn > ( )( )xN ,,δε=   tamsayısının bulunabileceği anlamına gelir. Tüm .α   

dereceden m∆ - noktasal istatistiksel yakınsak fonksiyon dizilerinin kümesini  ( )FS m ,∆α   ile 

göstereceğiz.  1=α için ( )FS m ,∆α   yerine  ( )FS m ,∆   ve  0=f   olması durumunda  

( )FS m ,∆α   yerine  ( )FS
m ,0 ∆α   yazacağız. 

.α   dereceden noktasal istatistiksel yakınsak  [ ]1,0∈α   için iyi tanımlıdır, fakat  1>α   için iyi 

tanımlı değildir. { }kf  aşağıdaki şekilde tanımlanmış olsun. 
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( ) [ ]




∈=
≠

=
= 2

1,0...,3,2,1     
2

21
xn

nkx

nk
xf

kk  

Bu durumda ( )xfk∆  aşağıdaki şekilde olur. 

( ) [ ]




∈=
≠−

=−
=∆

+

2
1,0...,3,2,1     

21

21 1

xn
nkx

nkx
xf

k

k

k

 

Buna göre
 

( ){ } 0
2

limiçin her  ,1)(:
1

lim ==∈≥−−∆≤
∞→∞→ αα

ε
n

n
Axxxfnk

n n

k

k
n

 

ve 

( ){ } 0
2

limiçin her  ,1)(:
1

lim 1 ==∈≥−−≤
∞→

+

∞→ αα
ε

n

n
Axxxfnk

n n

k

k
n

 

dır. Yani  ( ) 1lim =∆− xfS k

α   ve  ( ) 1lim −=∆− xfS k

α

 dir. 

 

Teorem 4.1.2. 10 ≤< α   ve  { },kf  { }kg  dizileri A   kümesi üzerinde tanımlı reel değerli iki 

fonksiyon dizisi olsun. 

( )i ( ) ( )xfxfS k

m =∆− limα

 ve ,R∈c   ise  ( ) ( )xcfxfcS k

m =∆− limα , 

( )ii ( ) ( )xfxfS k

m =∆− limα

 ve ( ) ( ),lim xgxgS k

m =∆−α    

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxfS k

m

k

m +=∆+∆− limα   dir. 

 

Đspat: ( )i 0=c   ise ispat açıktır. Farz edelim ki  0≠c   olsun. O zaman  )(i   nin ispatı 

aşağıdaki eşitsizlikten elde edilir. 

 

( ){ }

( )












∈≥−∆≤≤

∈≥−∆≤

için her  ,)(:
1

için her  ,)(:
1

Ax
c

xfxfnk
n

Axxcfxfcnk
n

k

m

k

m

ε

ε

α

α

 

( )ii ’ nin ispatı ise aşağıdaki aşağıdaki eşitsizlikten elde edilir. 
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( ) ( ) ( )( ){ }için her  ,)(:
1

Axxgxfxgxfnk
n

k

m

k

m ∈≥+−∆+∆≤ ε
α

 

 

( )

( )








∈≥−∆≤+









∈≥−∆≤≤

için her  ,
2

)(:
1

için her  ,
2

)(:
1

Axxgxgnk
n

Axxfxfnk
n

k

m

k

m

ε

ε

α

α

 

[ ]1,0∈α   için her m∆ -yakınsak fonksiyon dizisi aynı zamanda  .α   dereceden noktasal 

istatistiksel yakınsaktır, yani  ( ) ( )FSFc mm ,, ∆⊂∆ α   fakat tersi doğru değildir. Bunun için 

aşağıdaki örneği inceleyelim.  

Örnek 4.1.3.  [ ]1,0∈x  için { }kf  fonksiyon dizisi 

( )






+

=
=

durumlardaergdi
xk

kx
nk

xf k  
1

1

22

2

(  

şeklinde tanımlansın. { }kf∆  dizisini aşağıdaki şekilde oluşturabiliriz. 

( )

( )

( )

( )

( )












−=

=

=∆

++

+
−

+

−
+

++

+
−

durumlardaergdi

nk

nk

xf

xk

xk

xk

kx

xk

kx
xk

xk

k

 

ise 1

ise 

2211

1
221

1221

2211

1
1

2

2

(

 







∈ 1,

2

1
α  için 

{ } 0
2

limiçin her  ,0)(:
1

lim =≤∈≥−≤
∞→∞→ αα

ε
n

n
Axxfnk

n n
k

n
 

olduğundan .α   dereceden noktasal ∆ -istatistiksel yakınsaktır, yani  ( ) 0lim =∆− xfS k

α  , 

fakat kf∆  yakınsak değildir. 

 

Tanım 4.1.4. 10 ≤< α   aralığındaki herhangi bir reel sayısı ve  { }kf  dizisi A   kümesi 

üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. 0>ε  verilsin, h.h.k ( )α  ve her  Ax ∈  için 
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( )   )( ε<∆−∆ xfxf N

m

k

m  

yani 

( ){ } 0için her  ,)(:
1

lim =∈≥∆−∆≤ Axxfxfnk
n

N

m

k

m

n
ε

α
 

olacak şekilde bir  ( )( )xNN ,ε=   sayısı varsa { }kf dizisi .α  dereceden m∆ - istatistiksel 

Cauchy dizisi denir. 

 

Teorem 4.1.5. { }kf , A   kümesi üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun .   Aşağıdaki 

ifadeler denktir. 

( )i { }kf  dizisi A  kümesi üzerinde .α  dereceden m∆ -noktasal istatistiksel yakınsak bir dizidir, 

( )ii { }kf  dizisi A üzerinde .α  dereceden m∆  istatistiksel Cauchy dizisidir ,  

( )iii { }kf  dizisi A kümesi üzerinde tanımlı bir fonksiyon dizisi olsun. Bu taktirde h.h.k. ( )α   

ve her Ax ∈  için   )()( xgxf k

m

k

m ∆=∆  olacak şekilde bir m∆ -noktasal yakınsak bir { }kg   

dizisi vardır. 

 

Đspat: ( )iii ⇒  Farz edelim ki A  kümesi üzerinde  ( ) ( )xfxfS k

m =∆− limα   ve  0>ε   olsun. 

O zaman h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için  ( ) ( )
2

ε
<−∆ xfxf k

m   ve ( ) ( )
2

ε
<−∆ xfxf N

m  olacak 

şekilde bir N sayısı bulabiliriz. Böylece h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için  

( ) ( ) ( ) ( ) ε
εε

=+<−∆+−∆≤∆−∆
22

)()( xfxfxfxfxfxf N

m

k

m

N

m

k

m  

elde ederiz. O halde  { }kf  dizisi .α  dereceden m∆  istatistiksel Cauchy dizisidir. 

( )iiiii ⇒  ( ) ( )[ ]1,1 +∆−∆= xfxfI N

m

N

m   aralığı h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için  ( )xf k

m∆  

fonksiyonunu içerecek şekilde bir N sayısı seçelim.  Şimdi  ( ) ( )[ ]2
1

2
1 , +∆−∆=′ xfxfI M

m

M

m

aralığı h.h.k. ( )α  ve  her Ax ∈   için  ( )xf k

m∆  içerecek şekilde bir M sayısı seçelim. Bu 

taktirde  
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( ){ }
( ){ } ( ){ }için her x :için her x :

için her x :

AIxfnkAIxfnk

AIIxfnk

k

m

k

m

k

m

∈′∉∆≤∪∈∉∆≤=

∈′∩∉∆≤
 

olduğundan dolayı  III ′∩=1  aralığı h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerir. Bu 

nedenle  

( ){ }

( ){ } ( ){ } 0için her x :
1

limiçin her x  :
1

lim

için her x :
1

lim

=∈′∉∆≤+∈∉∆≤≤

∈′∩∉∆≤

∞→∞→

∞→

AIxfnk
n

AIxfnk
n

AIIxfnk
n

k

m

n
k

m

n

k

m

n

 

dır. Böylece 1I  aralığı h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için  ( )′
∆ xf k

m   i içeren ve uzunluğu 1' den 

küçük veya 1'e eşit olan kapalı bir aralıktır. Şimdi  ( ) ( ) ( ) ( )[ ]4
1

24
1

2 , +∆−∆=′′ xfxfI N

m

N

m

 
aralığı 

h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için ( )′
∆ xfk

m   i içerecek şekilde  )2(N  sayısı seçelim, yukarıdaki 

düşünceyle  III ′′∩= 12  aralığı h.h.k. ( )α  her Ax ∈   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerir ve  I2   'nin 

uzunluğu  2
1   ye eşit veya daha küçüktür. Tümevarım metodunu kullanarak her m için  

1+⊇ mm II  olacak şekilde bir  { }∞

=1mmI  kapalı aralıklar dizisini inşa edebiliriz.  mI   'in uzunluğu  

m−12   'den daha büyük değildir ve h.h.k. ( )α  ve  her Ax ∈   için  ( )′
∆ xfk

m   i içerir. Böylece A 

üzerinde tanımlı bir  ( )xλ   fonksiyonu vardır öyle ki  ( )xλ ,  I
∞

=1m

mI ’a eşittir. h.h.k. ( )α  ve  her  

Ax ∈   için  ( ) mk

m
Ixf ∈∆  olması gerçeğini kullanarak 

                           
( ){ }

m
AIxfnk

n
Tn mk

m

m

1
için her x  :

1
 ,   ise <∈∉∆≤>                    (4.1.1) 

olacak şekilde pozitif tamsayıların artan bir  { }∞

=1mmT   dizisini oluşturabiliriz. 

Şimdi  1Tk >   olacak şekilde tüm terimleri  ( )xf k

m∆   ' in terimlerinden oluşan  ( )( )xf k

m∆   ' in 

bir ( )( )xzk   alt dizisini tanımlayalım ve  1+≤< mm TkT   ise her  Ax ∈   için  ( ) mk

m
Ixf ∉∆   ' 

dir. 

Sonra her  Ax ∈   için 
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( )
( ) ( ) ( )( )

( )



∆

∆
=∆  

 

ise bir terimiin   ,

durumlardaergdixf

xzxfx
xg

k

m

kk

m

k

m

(
λ

 

ile ( )( )xg k

m∆   fonksiyon dizisini tanımlayalım. O zaman A üzerinde  ( ) ( )xxgk

m

k
λ=∆

∞→
lim

01 >>
m

ε   ve  mTk >   ise o zaman  ( )xf k

m∆   hem A üzerinde  ( ) ( )xxg k

m λ=∆   anlamına 

gelen  ( )( )xzk   dizisinin bir terimidir hem de A üzerinde  ( ) ( ) mk

m

k

m
Ixfxg ∈∆=∆   ve her  

Ax ∈   için  ( ) ( )
mk

m
Ixxg ≤−∆ λ   'in uzunluğu  ≤ m−12   ' dir.  Aynı  zamanda h.h.k. ( )α  ve her

Ax ∈   için  ( ) ( )xfxg k

m

k

m ∆=∆   olduğunu iddia ediyoruz.  1+<< mm TnT   için  

( ) ( ){ } ( ){ }için her x :için her x : AIxfnkAxfxgnk mk

m

k

m

k

m ∈∉∆≤⊆∈∆≠∆≤  

(4.1.1) ile 

( ) ( ){ } ( ){ }
m

AIxfnk
n

Axfxgnk
n

mk

m

k

m

k

m 1
için her x :

1
için her x :

1
<∈∉∆≤≤∈∆≠∆≤  

dir. Böylece  ∞→n   için limit 0 ' dır ve h.h.k. ( )α  ve her  Ax ∈   için  ( ) ( )xgxf k

m

k

m ∆=∆   

dir. Bu nedenle  ( )ii   doğru iken  ( )iii   sağlanır. 

Son olarak farz edelim ki  ( )iii   sağlansın yani h.h.k. ( )α  ve her  Ax ∈   için  

( ) ( )xgxf k

m

k

m ∆=∆  ve  A üzerinde  ( ) ( )xfxgk

m

k
=∆

∞→
lim   olsun, 0>ε verilsin.  O zaman her 

bir k için A üzerinde  ( ) ( )xfxg k

m

k
=∆

∞→
lim   olduğundan  

( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }için her  :için her  :

için her  :

AxxfxgnkAxxgxfnk

Axxfxfnk

k

m

k

m

k

m

k

m

∈≥−∆≤∪∈∆≠∆≤⊆

∈≥−∆≤

ε

ε
 

yazılabilir sonra  ( )xll ,ε=   e tamsayıların sabit bir dizisini içerdiğini söyleyebiliriz. Bu 

nedenle h.h.k. ( )α  ve her  x ∈ A   için  ( ) ( )xgxf k

m

k

m ∆=∆   olduğundan dolayı  

( ) ( ){ }

( ) ( ){ } 0limiçin her  :
1

lim

için her  :
1

lim

=+∈∆≠∆≤≤

∈≥−∆≤

∞→∞→

∞→

n

l
Axxgxfnk

n

Axxfxfnk
n

n
k

m

k

m

n

k

m

n
ε

 

Bu yüzden h.h.k. ( )α  ve her Ax ∈   için  ( ) ( ) ε<−∆ xfxf k

m  dır. 
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Teorem 4.1.6. 10 ≤≤< βα   olsun. ( ) ( )FSFS mm ,, ∆⊆∆ βα   dır.  βα <   olacak şekildeki en 

az bir α   ve  β   için bu kapsama kesindir. 

 

Đspat. 10 ≤≤< βα  olsun her   > 0   için 

( ){ }

( ){ }için her  ,)(:
1

için her  ,)(:
1

Axxfxfnk
n

Axxfxfnk
n

k

m

k

m

∈≥−∆≤≤

∈≥−∆≤

ε

ε

α

β

 

ve bu da  ( ) ( )FSFS mm ,, ∆⊆∆ βα   olduğunu verir. Kapsamanın kesin olduğunu göstermek için  

{ }kf   dizisini 

 

( ) [ ].1,0...,3,2,1
  ,

 ,1

231

2

2







∈=
=

=

+

xn
durumlardaergdi

nk
xf

xk

xkk (  

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde 

( )
( )

( )
( )













−=

=

=∆

+
−

++

+

−
+

++

+
−

durumlardaergdi

nk

nk

xf

xk

xk

xk

xk

xk

xk

xk

xk

k

 

ise 1

ise 

)(

231

2

2311

21

1231

2
2311

211

2

2

(

 

olup 





∈ 1,

2

1
α  için, 

[ ]{ }

[ ]{ }

.0
2

için 1,0her  ,)(:
1

için 1,0her  ,0)(:
1

→≤

∈≥∆≤=

∈≥−∆≤

α

α

α

ε

ε

n

n

xxfnk
n

xxfnk
n

k

k

 

yazabiliriz. O zaman  ( ) ,0lim =− xfS k

α   yani  12
1 ≤< α   için  ( ),fSx α∈   fakat  2

10 ≤< β   

için  ( )fSx β∉   dır .  
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Teorem 4.1.6 da 1=β  alırsak aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

 

Sonuç 4.1.7. { }kf  dizisi 10 ≤< α   için  f   fonksiyonuna  .α   dereceden m∆ -noktasal 

istatistiksel yakınsak ise  f   fonksiyonuna m∆ - noktasal istatistiksel yakınsaktır. 

 

Tanım 4.1.8. 10 ≤< α   herhangi bir reel sayı ve  p   pozitif bir reel sayı olsun. Bir  { }kf   

fonksiyon dizisi için  

( ) ( ) 0
1

lim
1

=−∆∑
=

∞→

pn

k

k

m

n
xfxf

nα
 

oluyorsa { }kf   fonksiyon dizisi  f   fonksiyonuna  .α   dereceden kuvvetli  p
m∆ - Cesaro 

toplanabilirdir denir. Bu durumu A  üzerinde ( ) ( )xfxfw k

m

p =∆− limα

 
şeklinde göstereceğiz.  

1=α  için .α   dereceden kuvvetli p
m∆ -Cesaro toplanabilirlik kuvvetli  p

m∆ -Cesaro 

toplanabilirliğe indirgenir. .α dereceden kuvvetli  p
m∆ - Cesaro toplanabilir fonksiyon 

dizilerinin kümesini  ( )Fw m

p ,∆α   ile göstereceğiz.  ( ) 0=xf  olması durumunda ( )Fw m

po ,, ∆α   

ile ifade edeceğiz. .  

 

Teorem 4.1.9. 10 ≤≤< βα   ve  p   bir pozitif reel sayı olsun. O zaman  βα <   için  

( ) ( )FwFw m

p

m

p ,, ∆⊆∆ βα   kapsaması kesindir. 

 

Đspat: { }kf   dizisi .α   dereceden kuvvetli  p
m∆ - Cesaro toplanabilir,  10 ≤≤< βα  ve p   

pozitif  reel sayıları verilmiş olsun. 

( ) ( )
p

k

m
n

k

p

k

m
n

k

xfxf
n

xfxf
n

−∆≤−∆
==

∑∑ )(
1

)(
1

11
αβ

 

yazılabildiğinden ( ) ( )FwFw m

p

m

p ,, ∆⊆∆ βα  elde edilir. 

Bu kapsamanın kesin olduğunu görebilmek için { }kf   dizisini 
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( ) [ ].2,1 
 0

2

1 ∈


 =

= + x
durumlardaergdi

nk
xf kx

kx

k (  

şeklinde tanımlayalım.  

( )
( )













−=

=

=∆
++

+
−

+

durumlardaergdi

nk

nk

xf
xk

xk
kx

kx

k

 0

ise 1

ise 

)( 2

2

11

1
1

(

 

2
1

22
0)(

1

1
−

=

=≤−∆∑ βββ
nn

n
xf

n

p

k

n

k

 

∞→n iken 0
2
1

2 →
−β

n
  olduğundan ,  ( ) ,0lim =∆− xfw kp

β   yani  { }kf∆   dizisi  12
1 ≤< β   için  

.α   dereceden kuvvetli  −∆ p
m  Cesaro toplanabilirdir. Fakat  

p

k

n

k

xf
nn

n
0)(

1

2

2

1

−∆≤
=

∑αα
 

∞→n iken ∞→α
n

n

2

2   olduğundan,  2
10 << α   için  { }kf∆   dizisi  .α   dereceden kuvvetli  

−∆ p
m  Cesaro toplanabilir değildir. 

 

Sonuç 4.1.10. 10 ≤≤< βα   ve  p   bir pozitif reel sayı olsun. 

)(i βα =  ise ( ) ( ),,, FwFw m

p

m

p ∆=∆ βα  

)(ii   Her  ( ]1,0∈α   ve  ∞<< p0   için  ( ) ( )FwFw m

p

m

p ,, ∆⊆∆α

. 

 

Teorem 4.1.11. 10 ≤≤< βα   ve  ∞<< p0   reel sayılar olsun.  { }kf  fonksiyon dizisi  f   

fonksiyonuna  .α   dereceden kuvvetli  p
m∆ - Cesaro toplanabilir ise  f   fonksiyonuna  .β   

dereceden kuvvetli  m∆ -noktasal istatistiksel yakınsaktır. 

 

Đspat: { }kf  dizisi A   üzeride tanımlı herhangi bir fonksiyon dizisi olsun. 
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( ) ( ){ } p

k

m
p

k

m
n

k

Axxfxfnkxfxf εε .için her  ,)(:)(
1

∈≥−∆≤≥−∆
=

∑  

yazabiliriz ve buradan  

( ) ( ){ }

( ){ } p

k

m

p

k

m
p

k

m
n

k

Axxfxfnk
n

Axxfxfnk
n

xfxf
n

εε

εε

β

αα

.için her  ,)(:
1

.için her ,)(:
1

)(
1

1

∈≥−∆≤≥

∈≥−∆≤≥−∆
=

∑
 

elde edilir. 

 

Sonuç 4.1.12. 10 ≤< α   herhangi bir reel sayı ve  ∞<< p0   olsun.  { }kf fonksiyon dizisi  f   

fonksiyonuna  .α   dereceden kuvvetli  p
m∆ - Cesaro toplanabilir ise , f   fonksiyonuna  .α   

dereceden m∆ - noktasal istatistiksel yakınsaktır. 

 

4.2. Fonksiyon Dizilerinin α. Dereceden 
m∆ - Düzgün Đstatistiksel Yakınsaklığı 

 

Tanım 4.2.1. 10 ≤< α   herhangi bir reel sayı olsun. Her  0>ε   ve her  Ax ∈   için  

( ) ( ){ } 0için her  :
1

lim =∈≥−∆≤
∞→

Axxfxfnk
n

k

m

n
ε

α
 

yani 

( ) ( ) ( )αε ... khhxfxf k

m <−∆  

oluyorsa  { }kf   fonksiyon dizisi  A   üzerinde  f   fonksiyonuna  .α   dereceden düzgün m∆ -

istatistiksel yakınsaktır denir A  üzerinde ( ) ( )xfxfS k

m

u =∆− limα şeklinde gösterilir.  .α

dereceden m∆ -düzgün istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini  ( )FS
m

u ,∆α   ile göstereceğiz. .  

 

Teorem 4.2.2. f   fonksiyonu ve her  N∈k   için  kf   fonksiyonlar  [ ] R, ⊂= baA   üzerinde 

sürekli ve  10 ≤< α   olsun. A üzerinde ( ) ( )xfxfS k

m

u =∆− limα  olması için gerek ve yeter 

şart  ( ) ( )xfxfc k

m

Ax
k −∆=

∈
max   olmak üzere  0lim =− kcS

α   olmasıdır. 
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Đspat: Farz edelim ki A üzerinde  ( ) ( )xfxfS k

m

u =∆− limα  olsun. Her  ∈k  ℕ  için  

( ) ( )xfxf k

m −∆ , A   üzerinde sürekli olduğundan bir  Axk ∈   noktasında mutlak maksimuma 

sahiptir ,   yani  ( ) ( ) ( ) ( ),...,, 22221111 xfxfcxfxfc
mm −∆=−∆=   olacak şekilde  Axx ∈,..., 21   

vardır. Bu nedenle  ,...2,1=k  için
 

( ) ( )
kkk

m

k xfxfc −∆=   yazabiliriz. .α  dereceden m∆  

düzgün istatistiksel yakınsaklığın tanımından  0>ε   için ( )α... khh  için 

( ) ( )  ε<−∆ kkk

m
xfxf  

yazabiliriz. Böylece  0lim =− kcS
α   elde edilir. 

Yeterlilik açıktır. 

( )xf k

m∆ , ( )xf ’e A   üzerinde düzgün yakınsak ise, ( )xf k

m∆ , ( )xf ’e   A   üzerinde α. 

dereceden düzgün  istatistiksel yakınsaktır.  Fakat tersi doğru değildir. Bunu  aşağıdaki 

örnekte ifade ediyoruz. 

 

Örnek 4.2.3. ( ) [ ]1,0...,3,2,1
 

1 2

∈=


 =

= xk
durumlardaergdix

nk
xf

kk (   

olarak  tanımlarsak { }kf∆  dizisi aşağıdaki şekilde elde edilir. 

( ) [ ]1,0...,3,2,1

 

11

1

1

2

21

∈=








−

−=−

=−

=∆
+

+

xk

durumlardaergdixx

nkx

nkx

xf
kk

k

k

k

(
 

olarak elde edilir. Buradan [ ]1,0∈x   ve  [ ]1,2
1∈α  için  

 

( )













+









+

−=

=

=−∆=

durumlardaergdi
kk

k

nk

nk

xfc
k

kk

 
1

1

1

10

1

0max 2

2

(
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0lim =− kcS
α  olduğundan { }kf∆   dizisi  [ ]1,0   üzerinde  ( ) 0=xf   fonksiyonuna .α

dereceden düzgün  istatistiksel yakınsaktır fakat  k
k

c
∞→

lim   limiti mevcut olmadığından  { }kf∆  

dizisi [ ]1,0   üzerinde düzgün yakınsak değildir. 

 

Sonuç 4.2.4. )i  { }kf  dizisi A   üzerinde α. dereceden m∆ - düzgün yakınsak ise  ⇒ A   

üzerinde α. dereceden m∆ -noktasal yakınsak ⇒ A   üzerinde α. dereceden m∆ - noktasal 

istatistiksel yakınsaktır .  

)ii { }kf  dizisi A   üzerinde  f   fonksiyonuna  .α dereceden düzgün -istatistiksel yakınsak 

⇒   üzerinde    fonksiyonuna    dereceden noktasal - istatistiksel yakınsaktır. 

ise ( ) ( )FSFS
m

u

m

u ,   , ∆⊆∆ βα     dir.  

 

Tanım 4.2.5. ∈(0,1] herhangi bir reel sayı ve  { }kf  dizisi A kümesi üzerinde tanımlı bir 

fonksiyon dizisi olsun. 0>ε  verilsin, h.h.k. ( )α  ve için her Ax∈  

( ) ( )  ε<∆−∆ xfxf N

m

k

m   

yani 

( ) ( ){ } 0için her  :
1

lim =∈≥∆−∆≤
∞→

Axxfxfnk
n

N

m

k

m

n
ε

α
 

olacak şekilde bir    sayısı varsa    dizisi A kümesi üzerinde    dereceden 

düzgün -istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

 

Teorem 4.2.6.   ve      kümesi üzerinde tanımlı reel değerli 

fonksiyonların bir dizisi olsun. 

ve   ise   

ve   ise  

 

dir. 

m∆

A f α. m∆

)iii 10 ≤≤< βα ,

α

( ))( εNN = { }kf .α

m∆

10 ≤< α { },kf { }kg A

( )i R∈c ( ) ( )xfxfS k

m

u =∆− limα ( ) ( ),lim xcfxfcS k

m

u =∆−α

( )ii ( ) ( )xfxfS k

m

u =∆− limα ( ) ( )xgxgS k

m

u =∆− limα

( ) ( ) ( ) ( ).)lim( xgxfxgxfS k

m

k

m

u +=∆+∆−α
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