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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde konunun literatiirdeki 6nemini ve hazirlanan ¢aligmanin kisa bir taslagini i¢eren
girig boliimiidiir.

Ikinci boliimde bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde fonksiyon dizilerinin m. farklar1 olusturulup yakinsaklik ve diizgiin
yakinsaklik kavramlar1 incelenmistir. Sinirli fonksiyon dizilerinin uzayi, yakinsak fonksiyon
dizilerinin uzay1 ve sifira yakinsak fonksiyon dizilerinin uzaylar1 tanimlanmis bunlar
arasindaki iliski incelenmistir. m. farklari olusturulan fonksiyon dizilerinin istatistiksel
yakinsakligi ve diizgiin istatistiksel yakinsakligi tanimlanmis ve istatistiksel yakinsaklikla
Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligki incelenmistir.

Dordiincii boliimde farklart genellestirilen fonksiyon dizilerinin a. dereceden istatistiksel
yakinsakligi ve . dereceden diizgiin istatistiksel yakinsakligi tanimlanmis ve a. dereceden
Cesaro toplanabilirlikle arasindaki iligki incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyon dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Dizi uzayi, Cesaro
toplanabilme
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SUMMARY

m. Difference Of Sequences Of Functions with Its Statistical Convergence

This thesis consist of four chapters.

In the first chapter the significance of the subject in literature and also a brief overwiew of the
study.

In the two chapter, we give some fundamental definitions and theorems.

In the third chapter the sequence of functions m. differences created in the concepts of
pointwise convergence and uniform convergence. We define bounded sequences of functions
spaces convergent sequences of function spaces and null sequences of function spaces and this
spaces examined the relationship between. We define generalized difference sequences of
functions pointwise statistical convergence and uniform statistical convergence and examined

the relationship between the statistical convergence and Cesaro summability.

In the four chapter we define generalized difference sequences of functions pointwise
statistical convergence of order a and uniform statistical convergence of order a and examined

the relationship between the statistical convergence and Cesaro summability of order a.

Key Words: Sequences of functions, Statistical convergence, Sequences spaces, Cesaro

summability.



SIMGELER LIiSTESI

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Genellestirilmis fark operatorii
: Reel terimli dizilerin uzay1

: Hemen hemen her k

: o’ya gore hemen hemen her k

: Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

: Kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

: Noktasal istatistiksel yakinsaklik

: Diizgiin istatistiksel yakinsaklik
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1.GIRiS

Toplanabilme teorisinin en genis uygulama ve arastirma alanlarindan biri, 1951 yilinda
birbirinden bagimsiz olarak Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan tanimlanan istatistiksel
yakinsaklik metodudur. Bu yakinsaklik tipi klasik anlamda yakinsakligin bir genellesmesi
olup pozitif tamsayr kiimelerinin dogal yogunlugu kavramina dayanmaktadir. Istatistiksel
yakinsaklik giiniimiize kadar ¢ok sayida matematik¢i tarafindan iizerinde calisilmis ve halen
calisilmakta olan bir konudur. Ozellikle Schoenberg [3], Salat [4], Freedman ve Sember [5],
Fridy [6], Fridy ve Orhan [7-8] , Connor [9-10], Kolk [11] gibi bircok matematikgi istatistiksel
yakinsakligin gelisimine 6nemli katkilarda bulunmuslardir.

Buck [12] reel ve kompleks diziler icin istatistiksel yakinsaklig1 gelistirerek bu kavramin
genellestirme fikrini ortaya atmustir. Schoenberg [3] toplanabilme teorisi ile istatistiksel
yakinsakligin iligkisini incelemistir. Freedman ve Sember [5] yogunluk ve negatif olmayan

matrisler arasindaki iliskiyi incelemis ve Connor [10] istatistiksel yakinsaklik kavraminda C,

Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler A matrisi alarak A-istatistiksel yakinsaklik
kavramini tanitmistir.

Istatistiksel yakinsaklikla iliskili diger 6nemli yakinsaklik tipleri ise sirasi ile Fridy ve
Orhan [8] ve Mursaleen [13] tarafindan tanitilan lacunary istatistiksel yakinsaklik ve A-
istatistiksel yakinsakliktir.

Fridy ve Orhan [8], klasik limit noktas1 kavramini baz alarak, bir reel dizinin istatistiksel
limit ve istatistiksel yigilma noktasi kavramlarmmi yine Fridy ve Orhan [8] bir dizinin
istatistiksel {ist ve alt limiti ve istatistiksel ¢cekirdegi kavramlarini tanitmislardir.

Ayrica istatistiksel yakinsakligin Fourier serileri, fonksiyonel analiz, sayilar teorisi [14], olcii
teorisi[15], topoloji [16] ve yaklasim teorisi [17] gibi matematigin temel alanlariyla da iliskisi

vardir. Son zamanlarda, Di Maio vd. [18] ve Djurcic vd. [19] tarafindan yapilan caligmalarda



istatistiksel yakinsakligin asimptotik analiz, se¢me prensipleri ve oyun teorileri gibi farkli
alanlara da uygulandig1 goriilmektedir. Mursaleen ve Edely [20] ve Moricz [21] istatistiksel
yakinsakligi ¢ift indisli dizilere genisletmislerdir.

Fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ile ilgili Duman ve Orhan [38], Gokhan ve
Giingor [40] calismalar yapmuglardir.

Bu calismanin ikinci ve liciincii boliimiinde fonksiyon dizilerinin m. farklari olusturulup bu
dizilerin noktasal yakinsakligi ve diizgiin yakinsakligi incelenmis sinirli, yakinsak, sifira
yakinsak fonksiyon dizilerinin uzaylar1 tanimlanmis ve bazi ozellikleri incelenmistir. m.
farklar1 tanimlanan fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsakligi diizgiin istatistiksel
yakinsakligr tanimlanmis ve calisilmistir. Farklari tamimlanan fonksiyon dizilerinin Cesaro
toplanabilirligi tanimlanmig ve istatistiksel yakinsaklikla arasindaki iligki incelenmistir. Daha
sonra fonksiyon dizileri i¢in A- istatistiksel yakinsaklik tanimlanmustir.

Doérdiincii boliimde fonksiyon dizileri i¢in a. dereceden noktasal istatistiksel yakinsaklik
ve diizgiin istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmais. a. dereceden Cesaro toplanabilirlikle

arasindaki iliski incelenmistir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanmim ve Teoremler
Tamm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve K kompleks sayilar cismi olmak iizere

+: XXX =X,

T KxX 5 X

fonksiyonlart agsagidaki ozellikleri sagliyorsa, X kiimesine K skaler cismi iizerinde bir

vektor uzay (lineer uzay) adi verilir. Her x,y,z€ X veher A,ue K igin
) x+y=y+x

i) (x+y)+z=x+(y+2)

iii) Her xe X icin x+6=x olacak sekilde bir €€ X vardir.

iv) Herbir xe X icin x+ (— x) =6 olacak sekilde bir (— x)e X vardr.
v) lx=x

vi) Alx+y)=x+ Ay

vi) (A+u)x=Ax+ ux

viii) A(ux) = (Au)x [22].

Tamm 2.1.2. X bos olmayan bir kiime olsun. Her x,y,ze X icin
i) d(x,x)=0

i) d(x,y)=0=x=y

i) d(x,y)=d(y.x)

iv) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z2)

ozelliklerine sahip d : X x X - R fonksiyonuna metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay



denir [22].
Tamm 2.1.3. X , K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
: x >R*

x = [+

|) ikilisine de bir

déniisiimil asagidaki sartlar sagliyorsa bu déniisiime bir norm ve (X,
normlu uzay denir. Vx,ye X icin

N1) |20

N2) [x|=0<x=6

N3] = (st

N e+ 3| < o]+

P

(N3) sartt p >0 olmak iizere ||afx||=|0{

x|| sart ile degistirilirse bu taktirde X ebir p —

normlu uzay denir [23].

Tanim 2.1.4. Bir (X,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik uzaya tam

metrik uzay denir [23].

Tamm 2.1.5. Bir (X Rk ) normlu uzay tam ise, yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi bu

uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay: denir [23].

Tanim 2.1.6. Kompleks terimli biitiin x= (xk ), (k=1,2,3,...) dizilerinin kiimesini @ ile
gosterecegiz. x = (xk ), y= (yk )Ve a bir skaler olmak iizere

x+y=(x)+()

Ox = (axk )
seklinde tanimlanan islemler altinda @ bir lineer uzayidir. @ nin her alt lineer uzayina bir

dizi uzay1 denir [24].



Tamm 2.1.7. Bir X vektor uzayinin bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y,,y, € Y oldugunda
M={yeY : y=dy,+(1-1)y,, 0<A<l}cY

oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [23].

Tamm 2.1.8. Bir A c R kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A ya

kompakt kiime denir. Yani A kiimesi kompakt ise her A acik Ortiisiiniin sonlu sayida,

Oornegin n tane, acik kiimeden olusan bir {A,. €A :i=1,.,n} altsmfivardirve AC UA,
i=1

yazilabilir [25].
Tamm 2.1.9. X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzayi ve

7, : X >C, r(x)=x (k=123,.)

doniistimii siirekli ise X e bir BK — uzay1 denir [27].

Tamm 2.1.10. (Minkowski Esitsizligi)
)p=1 ve k=1,2,..,n icin a,,b, 20 ise
n 1/p n 1/p n 1/p
{z(aﬁbk)ﬂ} {Z} {zb;}
k=1 k=1 k=1
esitsizligi saglanir.
i) O0<p<l ve k=12,..,n icin a,,b, 20 ise
Z(ak +b, ) < Za,f +Zbk"
k=1 k=1 k=1

esitsizligi saglanir [26].



Tamm 2.1.11. (Holder Esitsizligi) 1< p,g<co ve 1+1=1 olsun. a,,b, 20, (k=1,2,...,n)

1
q
olmak tlizere
n n 1/p n 1/q
14 q
San <[ [Su)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi vardir [26].

Tanim 2.1.12. ( ) ) kesin pozitif reel saylarin sinirh bir dizisi ve  H =sup p, olsun. Bu

takdirde D= max(1,2H _l) ve a,,b, € C olmak iizere

|ak +b | < D{|ak pk}

Pk +|bk

esitsizligi saglanir [22].

2.2. Istatistiksel Yakinsaklik

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast [1] ve Schoenberg [3] tarafindan birbirlerinden
bagimsiz olarak verilmistir. O zamandan beri istatistiksel yakinsaklik, farkli isimler altinda
Fourier analiz, ergodic teori ve sayilar teorisinde kullanilmistir. Her iki arastirmaci tarafindan
sinirlt istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugu ifade edilmistir. Daha sonra
istatistiksel yakinsaklik, Salat [4], Fridy [6], Fridy ve Orhan [7], Connor [9-10], Mursaleen
[13], Tripathy [28], Savas [29] gibi bir¢ok matematik¢i tarafindan calisilmistir. Son
zamanlarda, kuvvetli integral toplanabilmede ve lokal kompakt uzaylar {izerindeki sinirl
stirekli fonksiyonlarin ideallerinin yapisinda istatistiksel yakinsakligin genellestirilmesi

goriilmektedir.

Tamm 2.2.1. K ¢ N olmak iizere bir K kiimesinin dogal yogunlugu

5(K)=1iml|{k3n : ke K}
n

seklinde tanimlanir. Burada |{k <n:kek }| ifadesi K kiimesinin n den bilyiikk olmayan

elemanlarinin sayisim1 gostermektedir. Eger 5(K ):0 ise K kiimesine sifir yogunluklu

kiime denir [14].



Tanim 2.2.2. Herhangi bir x= (xk) dizisinin terimleri bir P 06zelligini sifir yogunluklu bir

kiime disinda biitiin & lar i¢in sagliyorsa, (xk) dizisi hemen hemen her k£ i¢in P
ozelligini saghiyor denir ve h.h.k biciminde gosterilir [6].
Dogal yogunluk kavramindan faydalanilarak istatistiksel yakinsaklik tanimi asagidaki gibi

verilebilir.

Tamm 2.2.3. x = (x, ) kompleks terimli bir dizi olsun, her £ >0 igin

1iml\{k3n - L]z )| =0
n

n—o0

veya h.h.k i¢in |xk—L|<€ olacak sekilde bir L sayisi varsa x=(xk) dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve S—1limx, = L veya x, — L biciminde gosterilir [6].
Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay S ile gosterilir. Eger 6zel olarak L=0 ise x= (xk)

dizisine istatistiksel sifir dizisi denir. Istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin kiimesi S, ile

gosterilir. Buna gore
S ={x=(xk) : 1i;n%\{k <n:lx -1 25}\:0}
ve
S, = {xz (x,) : 11?%\{1{ <n:|x|2e :0}

seklinde tanimlidir.

Acikca goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, =L ise

S —limx, = L dir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten,

, k=m?*, m=12,..
X, = )
0, k#m

seklinde tanimlanmis x = (xk) dizisini goz Oniine alalim. Her £ >0 icin
fe<n:|x|zel|<ffk<n:x #0}|<vn

oldugundan



n

n

1iml|{k3n : x, 20} <lim=—=0
n n n

elde edilir. Bu S—limx, =0 oldugu anlamina gelir. Ancak (xk) yakinsak degildir. Diger

taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi sinirh olmak zorunda degildir. Yani ¢_ ve S uzaylar

birbirlerini kapsamazlar, ancak ortak elemanlar vardir. Gergekten,

{\/E, k=m* m=12,..
X, =

, k#m?,
seklinde tanimlanan x = (xk) dizisi icin S—limx, =1 dir, ancak x¢ ¢_ dir. x=(1,0,1,0,...)
dizisi sitnirhidir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S—limx; = Ly, S—limx; = L,

ise Ly =L, dir.

Tamm 2.24. Bir x= (xk) kompleks terimli dizisini géz Oniine alalim. & > 0 verilsin. Eger

h.h.k icin |xk —xN| <& olacak sekilde bir N =N (8) dogal sayis1 varsa yani,

liml‘{kSn : |xk—xN|28}‘=0
n

n—seo

isex=(x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [6].

Teorem 2.2.5. S —limx, =a, S—limy, =b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu taktirde
[1] S —limcx, =cadr,

[2] S—lim(xk +yk)=a+b dir [1].

Bu teoreme gore istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi bir lineer uzay olur.



Teorem 2.2.6. Asagidaki dnermeler denktir.
1) xdizisi istatistiksel yakinsaktir,
2) xdizisi istatistiksel Cauchy dizisidir,

3) hhkigin x, =y, olacak sekilde yakinsak bir y=(y,) dizisi vardir [6].

2.3. a. Dereceden istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 2.3.1.0<a <1( @€ R) olmak iizere N nin bir E alt kiimesinin & — yogunlugu,

|{k <n: ke E}| , E nin n den kiigiik olan elemanlarinin sayisin1 gostermek tiizere,

J,

(24

(E):nmia|{k3n : ke E}|
non

seklinde tamimlanir. x = (xk ) dizisi 0 @ — yogunluklu bir kiime disinda hemen hemen her &

1

icin P(k) Ozelligini saghyorsa x, ya" a ya gore hemen hemen her k" igin P(k)
ozelligini sagliyor denir ve kisaca " h.hk.(a) " ile gosterilir. N nin sonlu bir alt kiimesinin
o — yogunlugu sifirdir ve O0<a <1 igin J, (E ¢ ): 1-6,(E) genelde dogru degildir, sadece

a =1 icin dogrudur. ¢ =1durumunda herhangi bir kiimenin & — yogunlugu o kiimenin

dogal yogunluguna indirgenir [30].

Tamm 2.3.2. (xk) bir reel say1 dizisi 0 <@ <1 olsun. Her £>0 icin

lim%‘{kSn : |xk —f|28}‘=0
n

.
olacak sekilde bir ¢ reel sayist varsa (xk) dizisine ¢ reel sayisina «. dereceden
istatistiksel yakinsaktir denir ve  S§” —limx, =¢  seklinde gosterilir.  «.dereceden
istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S“ ile gosterecegiz. «.dereceden( a istatistiksel
yakinsak dizilerin kiimesini S ile gosterecegiz. Her bir O<a <1 igin S < S olacag

aciktir. a =1 olmas1 halinde «. dereceden istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik
ile aymdir [30].



2.4. A —istatistiksel Yakinsakhk

A ile pozitif sayillarin 4, <A +1, A, =106zelligini saglayan sonsuza giden ve azalmayan
A=(A) dizilerinin kiimesini gosterelim. I, =[n—A_+1,n] olmak iizere genellestirilmis de la

Vallée-Poussin ortalamasi

)= %

n kel,
seklinde tanimlanir.
Eger n— o iken 1, (x)%L ise x=(xk) dizisine L sayisina (V,/l)— toplanabilirdir
denir [31].
Eger A, =n ise bu durumda (V,ﬂ)— toplanabilme, (C ,1)— toplanabilmeye indirgenir.

Kuvvetli (C ,1)— toplanabilir ve kuvvetli (V,ﬂ) — toplanabilir dizilerin kiimeleri sirasiyla

[c,1]={x= (x,) :3Le R, 1imli|xk -1 =0}

n—oo n k=1

ve

[V,/%]:{x=(xn) :dLe R, EE%ZM,{ —L|=0}

n kEI”

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.4.1. A€ A ve & > 0 verilsin.

n—oo

.1
llml—n‘{ke I, : |xk —L|2€H=O

isex=(x,) dizisi L ye A— istatistiksel yakinsaktir veya L ye S, — yakinsaktir denir

[13]. Budurumda Sx —limx = L veya x, — L(S,) yazlr.

A, =n alinirsa S, ile S uzaylar birbirine denk olur.
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Teorem 2.4.2. 1€ A olsun. Bu takdirde
i) x, > LV,A=x, - L(S,) ve [V,A]cS, kapsamasi kesindir.
i) Eger xe (_ ve x, »L(S,) ise x, = L[V, 1] dir.

i) S,n¢_=[vV,A]nr_ dir[13].

Teorem 2.4.3. S  §, olmasi icin gerek ve yeter sart liminf % >0 olmasidir [13].

n—oo

2.5. Fark Dizi Uzaylan

Fark dizisi ve fark dizi uzaylari, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [32] tarafindan tanimlanmistir.

Tamm 2.5.1. x= (xk ) kompleks terimli bir dizi ve Ax= (xk —xk+l) olmak iizere /_(A), c(A)

ve ¢, (A) dizi uzaylar

0.(A)={x=(x,) : Axer_},
c(A)={x (xk) : Axe ¢},
CO(A) ={x (xk) : Axe co},
seklinde tanimlanir. Kizmaz, bu uzaylarin

[, = e+

normu ile birer BK uzayr oldugunu gostermistir. Daha sonra Et ve Colak [33], meN,

Ax = (xk )’ Ax = (xk - xk+l)’ A'x, = (Amxk): (Am_lxk - Am_lxkn )’ A'x, = Z(_ 1)i(mek+i

i=0 i

olmak uizere

e a)=fe=(x) : A"xer_}
c(A’”)z{xz(xk) : A'xe c},
Co( m):{x:(xk) . A’”xeco},

dizi uzaylarin1 tanimlamis ve bu uzaylarin

11



m
Il = D beal+ famx],
i=1

normu ile birer BK — uzayi olduklarini gostermislerdir.

Daha sonra Et ve Nuray [34], X herhangi bir dizi uzay olmak iizere yukaridaki dizi

uzaylarini X(A™) dizi uzaylarina genisleterek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.

Fark dizi uzaylar ile ilgili baz 6zellikleri soyle siralayabiliriz.

Teorem 2.5.2. Eger X bir lineer uzay ise X ( ”’) de bir lineer uzaydir [34].
Teorem 2.5.3. Eger X Y ise X(A")cy(A") dir [34].

Teorem 2.5.4. X bir lineer uzay ve. A < X olsun. Bu takdirde A konveks ise A( ’")

uzay1 X (A’" ) uzayinda konvekstir [35].

m

| normu ile bir Banach uzayi ise X (A ) uzayi da

n
_ m
[l = 2 Jl+ o]
i=1

Teorem 2.5.5. Eger X,

normu ile bir Banach uzayidir [34].

Tanimm 2.5.6. x = (xk ) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gore her £ >0 i¢in

liml{kSn :
non

K5 -1z ef =0,

yani h.h.k. i¢in ‘A”’xk —L‘<€ ise x=(xk) dizisi L sayisina A" — istatistiksel yakinsaktir
denir. A" —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay S (A’") ile gosterilir. Ozel olarak L =0

olmasi halinde SO( " ), yani sifira A" — istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi elde edilir [34].

12



Sonug 2.5.7. § (A”’) uzay1 bir lineer uzaydir [34].

Tamm 2.5.8. p pozitif bir reel say1 ve x= (xk) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

n

liml Z

S (e

P

=0

Al‘l‘l xk _ L

olacak sekilde bir L sayisivarsa x dizisi L yekuvvetli A’ — Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli A”; — Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

(e

w (A’”)z x=(x,): liml 3 A’"xk—Lp =0, p>0, enazbir Ligin
p

ile gosterilir ve xe wp( ”’) olmast durumunda x, %L(wp( '”)) yazilir [34].

Teorem 2.5.9. 0 < p <co olsun.
i) x, —>L(wp( "’)) ise x, —>L(S( ’")) dir.

i) xel_(A") ve x, —L(s(a")) ise x, —Llw, (&) dir [34].

Sonue 2.5.10. ) S N/  S(A")~e_(a")

iy S(A")ne (am)=w, (am)ne_(am) (341,

Tamm 2.5.11. x = (xk ) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >0 i¢in

liml‘{k <n A - A |2 e}\ =0
n

olacak sekilde bir N =N (8) sayisl varsa x=(xk) dizisine A" — istatistiksel Cauchy dizisi

denir [34].

13



Teorem 2.5.12. A" — istatistiksel yakinsak her dizi A" — istatistiksel Cauchy dizisidir [34].

Teorem 2.5.13. y= (yk) dizisi A" — istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger x= (xk)

h.hk. i¢cin A"x, =A"y, olacak sekilde bir dizi ise y = (yk) A" — istatistiksel yakinsak bir
dizidir[34].
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3. FONKSiYON DiZiLERINiN A". NOKTASAL YAKINSAKLIGI, A"-DUZGUN
YAKINSAKLIGI VE A"-ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIGI

3.1. Fonksiyon Dizilerinin A" -Noktasal ve A" -Diizgiin Yakinsakhig

Tamm 3.1.1. AcCR ve F(A) da A {izerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun.
S:N—F(A)
seklinde tanimlanan S fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi veya degisken terimli dizi ad1 verilir

[36].

Tanmm 3.1.2.{fk} fonksiyon dizisine her £>0 ve her xe A icin k =k, oldugunda

| fio-f (x)| < € olacak sekilde bir k, € N sayis1 varsa A iizerinde f fonksiyonuna noktasal

yakinsaktir denir [36].

Tamm 3.1.3. { fi }, A lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. { fk} dizisine V& >0
ve her bir xe A i¢in k =k, oldugunda ‘A’” folx)-r (x)( < € olacak sekilde bir k, € N sayisi
varsa f fonksiyonuna A" -noktasal yakinsaktir denir. A kiimesi iizerinde f fonksiyonuna
A" -noktasal yakinsak fonksiyon dizilerinin kiimesini
¢, F)=1{F =(£,) : ima™ £, (x) = f(x), Vxe Af
sifira A" -noktasal yakinsak fonksiyon dizilerinin kiimesini de
o, (8" F)=1{F = (£) : lima"f,(x)=0,vxe 4f

ile gosterecegiz.

Burada me N:Aofk(x)sz(x)’ Afk('x):(fk(x)_fkﬂ( )) VeAmfk i ( jfk+v )

v=0

dir.



Ornek 3.14. f, (x)= (x - %)2 biciminde tanimlanan {7 . } dizisiA= [— 1,1] iizerinde f(x)=0

fonksiyonuna A" -noktasal ~ yakinsaktir.  Gercekten A"f, (x)= f (1) (MJ (x - L)Z

v=0

olacagindan

. m . mn ( )V m 1 2
lima™f, (x)= fim 50—1 [v][x_k+v]

elde edilir. Dikkat edilirse ( i (x)) dizisi f (x) = x* fonksiyonuna noktasal yakinsak ancak

(A’” fu (x)) dizisi 0’a noktasal yakinsaktir.

Tamm 3.1.5.{f,} dizisine Ve>0 icin 3k, oyle ki Vk>k, ve Vxe A igin
‘A’" fi (x)-f (x)‘ < ¢ olacak sekilde bir k, € N sayis1 varsa f fonksiyonuna A iizerinde

A" - diizgiin yakinsaktir denir.

A kiimesi tizerinde f fonksiyonuna A" -diizgiin yakinsak fonksiyonlarin kiimesini
e, (8 F)={F =(f,) : timA" f, (x) = f(x), diizgiin, Vxe Af
sifira A" -diizgiin yakinsak fonksiyonlarin kiimesini de
co, (" F)={F =(£,) : lim A" f, (x) = 0 diizgiin, Vxe Af

ile gosterecegiz.

Ornek 3.1.6. f,(x)=x* fonksiyonun A=[O,%J araliginda f(x)=0 fonksiyonuna diizgiin

yakinsak oldugunu biliyoruz. Bu fonksiyonun farkinin da f (x)=0 fonksiyonuna diizgiin

yakinsak oldugunu gosterelim. Bu islemi m=1 icin yapalim. Genel durumu asagidaki
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teoremden sonra ifade edecegiz.
A (x) = fo (x)= fr.i (x) = x* = x** olup,

1 1
0<x< 5 icin0 < x* —x*' < o esitsizligini saglayan herk € N icin x* —x*"' < o

yazabiliriz.
| S : L o 1 y
£ >0 verilsin o < € esitsizligini hangi k lar i¢in saglandigin1 gérelim. lnz <0 oldugundan

1 1 Ine
—<eokhh—<hes k>——
2k 2 1
In—

2

1
olur. Buna gore k, = ln—f alinirsa Vk >k, igin oF < € ve dolayisiyla

In—
2

|fk (X)— fk+1 (X)| = ‘xk _ xk+1

<€&

Bulunur ki bu (Afk) dizisinin f =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.7. A" f, (Vke N i¢in) ve [ fonksiyonlart A= [a,b] aralig1 iizerinde siirekli
olsunlar. {A’" f k} dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A" £, (x) = £ ()

¢, =max

a<x<b

esitligiyle tanimlanan (ck) dizisinin bir sifir dizisi olmasidir.

Ispat: { fk} dizisi f fonksiyonuna A" -diizgiin yakinsak olsun. Herbir k igin ‘A’” fi—f ‘
fonksiyonlart A araligi iizerinde siirekli oldugundan maksimum degerini A’ nin bir (xk)

noktasinda alir.Yani ‘A’” Hi—=f ‘ fonksiyonu x, noktasinda ‘A’” HL=f ‘ fonksiyonu x,

noktasinda

Af.—f ‘ fonksiyonu x, noktasinda maksimum degerini alir.
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¢, =A"f, ('xk )_ S (x, )‘
diyelim. Diizgiin yakinsaklik tanimindan biliyoruz ki, Ve >0 i¢in 3k, oyleki Vk >k, ve

Vxe A i¢in ‘A’” fi (x)-f (x)( < ¢ yazabiliriz. Buna gore Vk >k, icin

¢ =|A" fi ('xk )_ f(x, )‘ <&
olurkibu (c,) dizisinin bir sifir dizisi oldugunu gosterir.

Tersine (Ck) bir sifir dizisi olsun. Sifir dizisinin tanimindan Ve >0 igin dk, Oyle ki

Vk >k, icin ¢, <& kalir. ¢, =max
b

asx<

A" f, (x)- f(x)‘ oldugundan Vk >k, ve Vxe A
icin

0<

Amfk(xk)_f('xk)‘ <S¢ <€

kalir ki bu {A’" fk} dizisinin f ye diizgiin yakinsak oldugunu gosterir.

Ornek 3.1.8. £, (x) = x* fonksiyonun A= lO, %J araliginda f(x)=0 fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir. Bu fonksiyonun m. farklarinin da diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim. Teorem

3.1.7.’den faydalanalim.
Af, (x)= f,(x)- f..,(x) = x* = x**" olup, bu fonksiyonun f(x)=0 fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olup olmadigina bakalim.
¢, = max{‘xk —x* - 0‘ . xe {O, ﬂ} dizisi diizgiin sifir dizisidir. Gercekten

, ’

(Af, (x) =(x* =x*") =k* = (k+D)x* =x*" (k= (k+1)x)=0

=x, =0,x, =%
X 0 k
k+1
f(x) - + -

18



k
Af, (x)fonksiyonu x= P de yerel maksimuma sahip olup

k k+1 k
lime, =lim LI = lim k 1- k :10:0
ks kool \ k +1 k+1 k=l ke +1 k+1] e

olup (c, ) sifir dizisi oldugundan Af, (x) fonksiyonu sifira diizgiin yakinsaktir.

A (x)= f,(x)=2f (x)+ fo,(x) = x* =2x*" + x***  fonksiyonu f(x)=0 fonksiyonuna
noktasal yakinsaktir. Bu fonksiyonunun f (x)=0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak olup

olmadigina bakalim,
c, = max{‘xk — xR xR —O‘ . X€ {O,—}

olup,

’

(£, () = (¢ =20 462 ) = ket =2k + 1t + (k +2)"
= 2k =2(k + Dx+ (k +2)x%)=0

=x, =0,x, :kkj’)% =1

dir. Buna gore
X k

f(x) - + - +

k
olup A’f, (x) fonksiyonu x = P de yerel maksimuma sahiptir.
+

k k+1 k+2 k 2
limc, =lim [Lj —Z[L + L =lim L 1-2 k + k
ke kool \ k +2 k+2 k+2 k= ko +2 k+2 k+2

1
=—0=0
62
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oldugundan (c,) sifir dizisi oldugundan A’ f, (x) fonksiyonu sifira diizgiin yakinsaktir.

N1 ()= £ (6)=3F () + 310 (0) = fis (1) = x* =32 43552 — x** fonksiyonu f(x)=0
fonksiyonuna noktasal yakinsak olup, fonksiyonunun 0’a diizgiin yakinsak olup olmadigini

inceleyelim,

1
c, = max{‘xk —3xM 3K = xS —O‘ D XE€E {O,—}}
2

olup

(A3fk ) ( —3x" 34 - xk+3) = kx* ™ =3(k + Dt +3(k +2)x" — (k +3)x**?
7k =3k + Dx+3(k +2)x = (k +3)x*) =0

= x, =0,x, :%,x3 =lx, =1

dir.

T~ _ ~a ~

k
olup A’f, (x) fonksiyonu x = 3 de yerel maksimuma sahiptir.
+

k k+1 k+2 k+3
limc, =1lim (Lj - 3(Lj + 3(Lj - (Lj
ke kool \k+3 k+3 k+3 k+3

k 2 3
:lim[—k j 1—3( k j+3[ k J —[ k j
k= k +3 k+3 k+3 k+3

1
=—0=0
63

Bu sekilde devam edilirse fonksiyonun m. farki i¢in (Ck) dizisinin bir sifir dizisi oldugu

gosterilebilir. Gergcekten
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I
(e}

21 0=3E0 (M) 0= (Mo at) a7

v=0 v=0

fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Simdi yakinsakligin diizgiin oldugunu gosterelim.

= max{

dizisinin sifir dizisi olup olmadigina bakalim.

Bunun i¢in

Ms
/ﬁ\
\_/

I
o
=

m
| —

Nt
N | =
| |
%/_J

v=0

Tiirev hesaplayarak

S-S

Joc ! — (’;’j (k +1)x* + (’Zj (k+2)x*" +.. . +(=1)" (’"jx“m-l

Ms

m
== (et (2] 2 e (i | <0
m
k
= X, :(),x2 = k+m,x3 =1,X4 :1,...,Xm+l =1

k
elde ederiz. A" f, (x) fonksiyonu x = k de yerel maksimuma sahiptir. Gercekten

+m

e ke (k+m)"

Ui Ak" +mAK" "+ 4+ A m"k+ A m"
=—1
e" ko (k +m)"

=0
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(e

(G fo e
LT
(e ()
=00

oldugundan {A’" fk} dizisi f(x)=0 fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

3
N
7 N\

3
-

_
N
+

|

(S
N—

[3%]
7 N\
SIS
N
7 N\

3
-

[\®)
N—
+
+

|

(S
N—

3

S
7\
3
S
[\®}
N—
7\
— N
N—
+

|

—_—
N—

3
3
;S
—_
N—
7\
—
N

()

(-1
(-1 |

Al

A
2

A
m

Uyar: { fk} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunda {A’” fk} dizisi f

fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmak zorunda degildir. Bunun icin asagidaki Ornegi

inceleyelim.

Ornek 3.1.9. £, (x) = (x - %)2 biciminde tanimlanan {f k} dizisi A= [— 1 1] kiimesi iizerinde

flx)=x7 esitligi  ile  verilen f fonksiyonuna diizgiin  yakinsaktir.

fk x)= > -1 y X — P S€Klinde tanim ayalim. fk 1Z71S1n1n uzgun
=0

14

2 2
yakinsakligini inceleyelim. Bunun icin Af, (x)= [x - %) - (x - ﬁj alarak  {Af . }

dizisinin diizgiin yakinsakligini inceleyerek baslayalim. {Afk }dizisi 0'a noktasal yakinsaktir.

1 2 1 2
c =max||x—-—| -|x-———| -0
k xe[-1,1] k k+1

= max
) k2 k+] (k+1)2

x> |~
1l

>~ | w
+

= | w

= | o

22



olup
lime, =0 oldugundan {Afk} dizisi 0'a diizgiin yakinsaktir.

k—o0

2 2 2
A2 fr (x)= (x - lj - Z(x - Lj + (x - —j seklinde tanimlanan fonksiyon f =0
k k+1 k+2
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Ger¢ekten
2 2 2
1 1
c, =maxj| x——| -2 x- +lx——| -0
k xe[-L1] k k+1 k+2
—2x 1 4x 2 2x 1 |
= max +— - 5= + 5

S k2 ke (1) k2 (e42)?

2 1 4 2 2 1

olup limck = (0 oldugundan (Az fi (x)) dizisi f =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Bu

2

1 ) olarak tanimlanan

T k+v

sekilde devam edilirse A" f, (x)=

’

f =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Bu durunu agagida gosteriyoruz.
2
+..+ (1)
o]

[ )(x (—1)0[ j(x__
Xx{(—l)()(’;’}...+(_1)m(m+2{(_1)0@ !
[ErGl el
2(—1)°[ j1+...+(_1)m( j j

+
k2
2 ‘+‘(—1)°(
< 3(m+1)

k
k

m m 1

0

m

= max
xe[-1,1]

m

+o.+(=1

m

0

m

m

1
k+m

1

kZ

m
0

m m

0

<

m

dir. lim ¢, =0 oldugundan (A’" £ (x)) dizisi sifira diizgiin yakinsaktir.
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(A" £, (x) dizisi

[

m

m

m

J

k+m

)

(k +m)2

2
g
1

k+m |
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Not: (A’" fi—f ) fonksiyonlar1 siirekli olmadiklarinda veya A kiimesi kapali ve smirl bir

kiime olmadig1 durumlarda maksimum mevcut olmayip supremum var olabilir. Bu durumda

¢, =suplA” £, (x) = £ (x)

xeA

alinarak diizgiin yakinsak olup olmadig: arastirilabilir.

Ornek 3.1.10. [(),00) araligi iizerinde tanimlanan f, (x)= seklinde tamimlanan

x+k
fonksiyonunun m. farkinin diizgiin yakinsak olup olmadigini aragtiralim.

X X

Afk('x):fk(x)_fk+l('x):

x+k x+k+1

X X

limAf, (x) = lim =0
koo 7 K koo x+k  x+k+1

Af, (x) fonksiyonu 0’a noktasal yakinsak oldugu goriilir. Af, (x) in diizgiin yakinsakligini

arastiralim.

¢, = sup |Af, (x)— f(x)| = su T —0:su| a |

k xe[O,I::)| ¢ ) | xE[O,IO)O))C+k x+k+1 xE[O,Io)o)xz +(2k+l)x+k2 +k‘
olup, tiirev alirsak

2 2 2 2

¢ +(2k+1)x+ &k~ +k—x(2x+2k +1 k™+k—x

(o, (o)) =2t e e 2kl 2)) 0
(x2+(2k+l)x+k2+k) (x2+(2k+l)x+k2+k)

x=vk*+k

bulunur. Buradan

x |

¢ = Sup)IAfk (x)- f ()| = sup|

x€(0,00 xe[0,00)

X +(2k+1)x+k2+k‘

k*+k

2
(\lk2 +kj + 2k +IWE* +k k2 4k

= Sup
xe [0,00)
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dir. lime, =0 oldugundan Af, (x) fonksiyonu sifira diizgiin yakinsaktir.

k—oo

Teorem 3.1.11. A"f,  fonksiyonlart VkeN, Vxe A i¢cin A lizerinde tanimh siirekli

fonksiyonlar olsunlar. ( i (x)) dizisi A iizerinde f fonksiyonuna A" -diizgiin yakinsak ise

f fonksiyonu A iizerinde siireklidir.

Ispat: (A’" fi ), f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan Ve >0 igin oyle bir k,

bulunabilir ki her k >k, veher xe A igin
" £
A" ()= fo| <5
olur. A"f, fonksiyonu x, da siirekli oldugundan &yle bir >0 sayist vardir dyle ki

|x— x0| <0 sartin1 saglayan her x€ A igin

a7 £ ()= A 1 () < g
yazilabilir.
F@)=f )= F )= A" f,, () + A" f, (x)=A"f () + A" fy, (x0) = £ (x,)
oldugundan A’ nin |x—x0| <0 sartim1 saglayan x elemanlari igin

@)= £ = [ = A" £, ()4 A" f ()= A" £, (50)+ A" fi (50) = £ (x0)
<|f )= A" £, () +[A" £, ()= A" £, G| +[A™ £, Crg) = £(x0)

<=+ +=
3 3 3

buda f nin x, da siirekli oldugunu gosterir. x, keyfi se¢ildiginden f fonksiyonu A

tizerinde siireklidir.

Uyarr: f, fonksiyonlart VkeN, Vxe A icin A tzerinde tanimli siirekli fonksiyonlar

olduklarinda, A" f, fonksiyonlar1 A iizerinde taniml ve siirekli fonksiyonlar olurlar. Fakat
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A" f,  fonksiyonlarmnin siirekli olmast f, fonksiyonlarinin siirekli olmasim gerektirmez.

Hem asagidaki hemde yukaridaki teoremde daha 6zel bir durum olan A" f, fonksiyonlarinin

siirekli olmasi durumunu ele aldik.

Teorem 3.1.13. A — R kompakt (yani kapali ve sinirh) bir kiime {A’" fk} terimleri A iizerinde
stirekli ve A lizerinde siirekli bir f fonksiyonuna yakinsayan bir dizi olsun. Eger her ke N
icin A"f, (x)>A"f,., (x) (ya da A"f (x)<A"f,, (x)) ise {A’”fk} dizisi A izerinde f e

diizgiin yakinsaktir.

Ispat: Vxe A ve her keN icin A"f,(x)>A"f, (x) ve g, (x)=A"f, (x)- f(x) olsun. Bu
durumda gk(x) A iizerinde siirekli, gk(x)ﬁo,xe A ve Vxe Ave VkeNgk(x)Z 8l (x)

olacag1 aciktir. {g k} dizisinin A izerinde g(x):O fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini

gosterelim. Herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin.
gk(x) —>0,xe A= Vxe A igin 0< g (x)<§

olacak sekilde bir k, €N vardir. g, (t) fonksiyonu xe A noktasinda siirekli ve

0<g, (x) <§ olduguna gore xe A noktasinin V¢e U(x)UA=J(x) icin 0< 8 () <§
olacak sekilde bir U (x) acik komsulugu vardir. Her bir te J (x) i¢cin (g ‘ (t)) dizisi monoton

azalan oldugundan Vre J(x) ve Vk > k. i¢cin 0< g, (r)<e olacag elde edilir. A kompakt bir
kiime oldugundan

Ac J(xl)uj(xz)...uj(xm)
olacak sekilde sonlu {xl,xz,..,xm} kiimesi mevcuttur. k, = max{kxl ko ek, J" dersek her bir

te A ve her bir k 2k, i¢cin 0<g k(t)S £ olacagr ve dolayisiyla g, — 0 A iizerinde diizgiin

yakinsak oldugu elde edilir.

Teorem 3.1.14. { fk} fonksiyon dizisi [a,b] aralig1 iizerinde reel degerli ve smurh
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fonksiyonlarin bir dizisi olsun. { fk} fonksiyonlari [a,b] aralig1 lizerinde integrallenebilen

fonksiyonlar ve { fk} dizisi f fonksiyonuna A" - diizgiin yakinsak ise f fonksiyonu [a,b]

aralig1 lizerinde integrallenebilirdir ve
b b b
lim j A", (x)dx = j lim A" £, (x)dx = j f(x)dx (3.1.1)
dir.

ispat: £ >0 olsun. { i }dizisi [a,b] aralig tizerinde f ye A" -diizgiin yakinsak oldugundan

oyle bir k, dogal sayisi vardirki Vk =k, veher xe [a,b] icin

A", (x) = £ () < (3.12)

3(b—a)
olur. A" f,, integrallenebilir oldugundan [a,b] araliginin Oyle bir P parcalanmasi vardir ki

bu parcalanma i¢in
il s, P Al P

olur. (3.1.2) den yararlanarak her xe [a,b] icin

)8, )+ 5

yazilabilir. Dolayisiyla
M, =sup{f(x): x,_, <x<x,}
M, = supf £ () ¢ v, <<

olmak tizere

. n n , c " . £
P)=SM <M\'Mm =) M PY7REDA
T S ol e T S e

n ’ £ o m £
= ;Mk|Axk|+§—U(A fosP)+ 5

Benzer sekilde (3.1.2) den yararlanarak her xe [a,b] icin
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A f, ()< fx)+ o—d)

yazilabilir. Dolayisiyla
m, =inf{f(x): x,_, <x<x}

mk = inf{A"’fko (x) : x,, <x< xk}

olmak uizere

n n i e n i £ n
A(f’P)— ;mk|Axk| 2 ;(mk - 3(b—a)J|Axk| = ;mkmk _m;|mk|

=1

= Zml;|Axk|_§: A(Amka’P)_g
k=1

Al P)z A8, P

oldugu goriiliir. Boylece

U(f.P)-A(f.P)=U(f,P)-U(A" f, . P)+U(A" £, . P)- Ala" £, . P)+ Ala" £, . P)- A(f, P)

olur ki bu da f nin Riemman anlaminda integrallenebilir oldugunu gosterir. Simdi (3.1.1) in
dogrulugunu gosterelim. { fk} dizisi f ye A"- diizgiin yakinsak oldugundan oyle bir £,
dogal sayisi vardir ki her k =2k, ve her xe [a,b] icin

E
b—a

A" £, ()= £ (x) <

olur. Dolayisiyla

b
jdng

a

b—a

jA’”fk (x)dx—jf(x)dx < HA’”fk (x)— f(x)(dx <
olur ki
liinj-A”’fk (x)dx = jif(x)dx

demektir. f =1i1£nAm f, oldugundan yukaridaki esitlik
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b b
lim [ A" £, (x)dx = | lim A" £, (x)dx

a

seklinde de yazilabilir.

Tamm 3.1.15 { f k} bir A kiimesi iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. { fk} bir A"

-diizgiin Cauchy dizisidir & Ve>0 i¢in 3Jk, oyleki Vk,I>k, ve VxeA igin

A" £ (x) - A" f,(x) < & dir.

Teorem 3.1.16 { fi }, A iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. {r . }’ A tizerinde A"

- diizgiin Cauchy dizisidir & { fi }, A tizerinde A” - diizgiin yakinsaktir.

Ispat: { fk} dizisi A iizerinde bir f fonksiyonuna A"- diizgiin yakinsak olsun. Bu taktirde

€ >0verildiginde oyle bir k,€ N bulunabilir ki Vk>k, ve Vxe A i¢in
‘A’" fi (x)-f (x)‘ <§ olur. Eger k,l >k, secilirse her x€ A igin

A" £ ()= A" £, () = A £, ()= £ (0)+ ()= A" £, () < A7 £, () = £ () +] £ () - A £, ()

e ¢
<—+—=¢
2 2

olur. Bu da {f, } dizisinin A"- diizgiin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
Karsit olarak { fk} bir A"- diizgiin Cauchy dizisi olsun. Bu taktirde reel terimli (A’” fi (x))
dizisi bir Cauchy dizisidir. R deki her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan (A’" fi (x)) dizisi bir

f(x) fonksiyonuna yakinsar. Dolayisiyla A iizerinde f (x) =1iI£nA’" fi (x) esitligi yardimiyla

bir f fonksiyonu tanimlanmis olur. € > 0 olsun. { i } A" - diizgiin Cauchy dizisi oldugundan

oyle bir k,e€ N bulunabilir ki Vk,[>k,ve herxe A igin

A" f,(x)= A" £, (x) < £ olur.

Boylece herxe A ve her [ >k, icin
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A" £, ()= () = lim|A” £, (x) - &7 £, () < e

olur. Bu { fk} dizisinin f fonksiyonuna A iizerinde A" - diizgiin yakinsak oldugunu gosterir.

Tamm 3.1.17. {fk}, A tizerinde A"- diizgiin siirhdir. & Her ke N ve Vxe A igin
‘Am fi (x)( <M olacak sekilde bir M sayis1 vardir.

Simdi fonksiyonlarin farklarim1 kullanarak birka¢ fonksiyon uzayi tanimlayacagiz ve bu

uzaylar arasinda birkag¢ bagint1 verecegiz.

Tanim 3.1.18. me N olmak tizere f, (x) fonksiyon dizisi A kiimesi iizerinde tanimli bir

fonksiyon ~ olsun.  A"f,(x)= £, (x). A ()= (£ (0) - fu (). A"f=ald"f(x)
A"f = (A’” fu (x)) , olmak iizere

Em(Am’F):{F:(fk) : (A”’fk(x))e L., VGXEA}
e, F)={F =(£) : (0"f,(x))e cvexe A}
Co,n(Am’F):{F:(fk) : (A”’fk(x))e Cy VEXE A}

uzaylarini tanimlayalim.

Teorem 3.1.19. 7/ _ (A’" JF ) bir lineer uzaydir.

ispat: (i) f.ge/ w(A’",F ) olsun. Bu taktirde Vxe Aigin sup‘A’” fi (x)‘ <oo Ve

ke N

sup‘A”’g . (x)( < oo dir. Butaktirde Vxe A i¢in

keN

ke N

sup‘A”’fk (x)+ A'g, (x)( < sup‘A’”fk (x)( + sup‘A’”gk (x)( < oo
keN keN

elde edilir. Buradan da(f +g)e (_ (A’” F )dlI‘.

(ii) fe ﬁw(Am,f) ve ¢ € R olsun. Bdylece Vxe A i¢in

Acf, (x)‘ = |C| i‘:lg‘Amfk (x)‘ <o

sup
keN
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elde edilir. Buradan da cf e/ W(A’", F )dlr.

Teorem 3.1.20. ﬁw(A’",F ) uzaylt HA’” f Hm =sup sup‘A’” fi (x)( olmak iizere

keN xeA
|| f || A= §| f (x)| + HA’" f Hm normu ile bir normlu uzaydir.
Ispat: f,ge/ W(A’",F ) ve A bir skaler olsun.

N |f], = g|f,(x)| +HA’"me oldugundan ||f||A >0 dur.
N2) VkeN ig¢in f,(x)=0 ise f| fx)=0 ve >(- 1)”(’3 fi,(x)=0

71, = 2f e+ 7] =0 elde eaitir,

Simdi || f || , =0 olsun. Bu durumda

i=1 keN | x€A

i|f, (x)| =0ve SUP{SUP{Amfk (X)}} =0 dir.

olup

Boylece f,(x)=0, f,(x)=0,...,f,(x)=0 ve VkeN ve Vxe A i¢in i(—l)”(r:jfm(x):O

v=0

dir, yani

() (o () s (5] <0 ar
m
k=1/igin f,,(x)=0
k=2 igin f,,,(x)=0
Ve bu sekilde devam edilirse Vke N Vxe A icin f,(x)=0 elde edilir.

N3) ||ﬂf || A =|/1||| f || , oldugunu gosterelim.
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Il = 31 )+ supsup
= [4315 ]+

= [ 217, () + A supsup
i=1

keN xeA

S (7).
S (")
Z( 0} (mj fi i

xeA

12 1160+ S (7] 0

=[A71,
N4) ||f + g”A < ||f||A +||g||A oldugunu gosterelim.

I+ &l = 1)+ &, () + supsupld”

keN xeA|,=o

< |fi(x)|+2|gi(x)|+supsup
i=1

keN xeA

ol

() o)
S0 ()t

v=0

+supsup
keN xeA
:Z|fi(x)|+supsupz ( jfkﬂ x)(+2|gi(x)|
pany keN xeA|,—q i=l
m _1 o m
raprSey (oo
= {71, +el,

Teorem 3.1.21. / (A’” ) uzay1

keN xeAl|, =0

1= S5 61+ s~ (7).

normu ile bir Banach uzayidir.

Ispat: ¢ (A’” ) nin tam oldugunu gostermek igin (f ) (fl o ) ('” f ) olmak

tizere ( f’ ), ﬁw( " F ) de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda s,z —co igin
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m

£= £, =Y @)= £ (o) + supsup|a” (£ (x)- £ (x)] - 0

‘ i=1 keN xeA

dir. Ohalde k<m ve her xe A icin
fks(x)_fkt(x)(ﬁo (S7t_>°°)

veher keNveher xe A ig¢in

m

Y [REEVA YR

v=0

yazabiliriz. Diger taraftan her x€ A icin

S0 (7 (0= 72, 00
v=0

() )= )
m—1

+ +...

() (et

Jiim (x) = fiim (X)‘ <

+

olmasi nedeniyle her k€N veher xe A

fks(x)_fkt(x)( —0 (S7t_>°°)

elde edilir. Buna gore ()= (f!, f2...) her sabit k=1,2,3,... ve her xe A igin R de bir
Cauchy dizisidir. R tam oldugundan ( f,j) R de yakinsaktir. limf; (x): fi (x)
(k=12,..herxe A) diyelim. (f*)¢_(A",F) de bir Cauchy dizisi oldugundan her &>0

icin 5,t>N oldukca “ i =f

N < € olacak sekilde bir N=N (8) dogal sayist vardir. O

halde s,7= N icin

m

> =1 (’”j (o ()= £ (x)* <¢

v=0

dur. Bu son iki ifadede # — oo icin limit alinirsaher s =2 N i¢in

fim 3] (3)- £ (= Y| 1

ve
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m

S0 (1) (0= 12,0

i 7, ()= 2., (9] = i3
S0 - s <xq

<

bulunur. Buradan s> N i¢in

b =1l = 2005 )= e supsup

keN xeA

S0 (1) - 1. )] <2

dur. Buise limf" =jf demektir.

Simdide f=(f (x))e ( " ) oldugunu gosterelim.

A" £, (x)\ = ( j frn(x ){
Sen(;

jfﬂ - £l ()= f,fiv(xq
Sen(7) s

v=0

IA

z( )(Vj(km sl

v=0

S AR R

olmasi nedeniyle f =(f,)e ¢ m( " F ) elde edilir. O halde bu uzay bir Banach uzayidir.
Teorem 3.1.22. c(A™",F)c ¢, (A", F)c c(A”, F) dir.

ispat: {f, }e c(A’”’l,F ) olsun. Bu taktirde Ve >0 i¢in Ik, Oyleki Vk >k, icin

A f (x) - f(x)\ <§ olacak sekilde bir f(x) fonksiyonu vardir.

A7 £, (o) = [A £, (o) = A f (0] = [A £ ()= £ () + £ () = A" fr ()
= ‘Am_lfk (x)_ f(xx + ‘Am_lfkﬂ (x)_ f(x)‘

E €
<—+—
2 2
=¢
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Sonuc 3.1.23. ¢(F) c ¢, (A", F) dir.
ispat: ( fi (x))e ¢ olsun. Bu taktirde Ve > 0 icin dk, oyleki Vk >k, icin
|fk (x)—f(x)| <& dur.
m 0 1
1= 0 () 0 (7 e () )

05 ) (7 0 ()

(s ({0t (2to)

(
<l (-0 o)

= < =
N— ~— N— ~—
+ | +

oldugundan (f, (x))e ¢, (A’”,F ) dir.
Bu kapsama kesindir. ( fi (x))= (x/;x) alinirsa { fk} dizisi raksaktir. Fakat

(Af, . (x)) = (\/Ex —vk+ lx) dizisi sifira yakinsaktir.

Teorem 3.1.24. C(Am,F ) ile ﬁw(Am,F ) uzaylar birbirini kapsamazlar fakat ortak elemanlar1
vardir.

Ornek 3.1.25. f,(x)= (=1) ke

Ty Xe [1,2] seklinde tanimli fonksiyonu goz 6niine alalim.
+

35



)R )+l (267 + 2k + (2K + 1)x
4, x) = T+ke 1+ (k+1)x =t ((k2+k)x2+(2k+1)x+1j olup |&;(x} <2 dir.

fakat lim Af, (x)= 2,lim Af, (x)=—-2 oldugundan yakinsak degildir..

k-1 2

fi (x) bilinen bir fonksiyon olmak iizere x€ Ricin f, (x) =f (x)+ Z 1’::)6
nx

olarak

n=

2

tanimlanirsa Af, (x)= olarak elde edilir. Burada Af, (x) fonksiyonu f(x)=x

1+ kx

fonksiyonuna yakinsaktir fakat sinirli degildir.

3.2. Fonksiyon Dizilerinin A" -Noktasal Istatistiksel Yakmsakhg, A" -Diizgiin
Istatistiksel Yakinsakhg

Tanim 3.2.1. { fi }, A {izerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olsun. Eger V& >0 igin

liml‘{k <n : |A"f, (x)~ f(0] 2 € herbir xe Aigin] =0

n—oo n

ya da hemen hemen her & i¢in

A" f, ()= o) <&
olacak sekilde bir f(x) fonksiyonu varsa ( fi (x)) dizisi f(x) fonksiyonuna A"-

noktasal istatistiksel yakinsaktir denir. ( fi (x)) dizisi f(x) fonksiyonuna A"- noktasal

p.st.

p
istatistiksel yakinsak ise st—limA" f, (x)= f(x) veya A" fi (x)> f(x) yazilr.

Bunun anlami her bir d > 0 igin, her £ >0 ve her n > N (: N (8, o, x)) icin
lHk <n: ‘A’"fk (x)- f(x)‘ > gherbir xe Aigin} <0
n

olacak sekilde bir N sayis1 vardir.

A" - noktasal istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerinin uzayi
S (A", F)= {F —(£.) : st—limA" £, (x) = f(x),Vxe A}
P > k) o k s

ile gosterilir.
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S(A", F) kiimesi bos degildir. Asagidaki 6rnek (f, (x)) dizisinin A”- noktasal istatistiksel

yakinsak oldugunu gosterir.

Ornek 3.2.2. (f,(x)) dizisini, xe R —[-1,1] i¢in

_4\k P 2p —
f )]0t ke 3 3+ p)p L2y 10y
0 diger durumlarda
seklinde tanimlanirsa
—(=x)™! 37 1<k <3’
A (x) = (—x) =(=x)" 3" <k<3"+p-1
¢ (- x)* 3+ p—-1<k<3’+p
0 diger durumlarda

olur. Buna gore

%|{k£n . Af, (x)# Oherbir xe Aiginﬂg%

ve boylece, R — [— 1, 1] tizerinde st —1limAf, (x)= 0 dir. Fakat %im Af, (x) yoktur.

Bu 6rnek ayn1 zamanda C(Am JF ) cS (A’” JF ) kapsamasinin da kesin oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.3. { f k} ve {g . }, A iizerinde tanimli iki fonksiyon dizisi olsun. A iizerinde
st—lim A" f,(x) = f(x) ve st—1limA"g, (x)=g(x) olsun

(i) st—lim A" £, (x)= f(x)vece R ise st—LimA"cf, (x)=cf(x)

(ii) st —lim A" £, (x) = f(x)vest —limA" g (x) = g(x) ise

st —lim A" (fk (x)+ 8. (x))= f(x)+ g(x) dir.

Ispat: i) ¢ =0 ise durum agiktir. ¢ # Oise (i) nin ispat asagidaki esitsizlikten elde edilir.
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‘{k <n: ‘A’"cfk (x)=cf (x)( > cherbirxe A igin}‘

S |-

<

S |~

{k <n: ‘A’"fk (x)- f(x)( > ﬁher birx € Aigin}
c

ve

11) nin ispat1 asagidaki esitsizlikten elde edilir.

1‘{/‘5” - ‘A’”(fk(x)+gk(x))—(f(x)+ g(x))‘Zeherbirxe Aigin}‘

n

sl{kSn : \A’”fk(x)—f(x)(zgherbir xe Aigin}
n
1 m & ) . .
+—{k£n : ‘A gk(x)—g(x)(zaherblr X € A1gm}
n

Tamm 3.2.4. { fk} A kiimesi iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. { fk} dizisi V

£>0 Vk,I>N icin

n—oo

liml‘{k <n:|A"f (x) A", () 2 eher xe Aigin}‘ =0
n

ya da hemen hemen her k icin

‘Amfk (x)_Amfz (x)( <€

olacak sekilde N(= N(s,x)) varsa {fk} dizisine A" -istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.2.5. { i } A tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Asagidaki durumlar
denktir.

0 { i }, A tizerinde A" - noktasal istatistiksel yakinsaktir,

(ii) {f.}, A iizerinde A" - istatistiksel Cauchy dizisidir,

(iii) { fi }, A iizerinde taniml bir fonksiyon dizisi olsun. Bu taktirde h.h.k. her xe A i¢in

A" f, (x) = A" g, (x) olacak sekilde noktasal yakinsak bir {A’" g k} dizisi vardir.
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Ispat: (i = ii) Farz edelim ki A iizerinde st —limA" f,(x)= f(x) ve £>0 olsun. O zaman

A" f(x)- \<— ve

h.h.k. ve her xe A igin A" fN( ‘< —olacak sekilde bir N

secebiliriz, h.h.k. ve her xe A i¢in

A1) = 8 £ () < A () = S | A ()= o <S4 D=
yazabiliriz. Boylece {A” £, } bir istatistiksel Cauchy dizisidir.
(ii = iii) (ii) dogrulugunu kabul edelim 7 =[A" £, (x)-1LA" f, (x)+1] araligi h.hk. ve her
xe A icin A"f (x) i icerecek sekilde bir N sayis1  secelim.  Simdi
I'= [A’"fM (x)—%,A’"fM (x)+%] h.hk. ve her x € A i¢cin A"f, (x) i icerecek sekilde bir M
sayis1 secelim. Bu taktirde

{kSn c A" f (x)e InT herxe Aigin}
={k£n . A"f (x)g Therxe Aigin}u{kﬁn : A" f.(x)e I'herx e Aigin}

oldugundan dolay1/, =1 nI” h.hk.her xe A igin A"f, (x) i icerir. Bu nedenle

hm—‘{k <n:A"f(x )¢ INI herxe Algln}‘

n—oo

< lim— ‘{k<n A’"fk( )& I herxe A1g1n}‘+11m ‘{k<n A" f (x )& I’her x € Algln}‘

n—e g

dir. Boylece I, h.hk. veher xe A igcin A"f, (x) i igeren ve uzunlugu 1' den kii¢iik veya
I'e esit olan kapali bir aralikur. Simdi 17 = [A” Fri () =2, A fym x)+1] hhk ve her

xe A igin A"f, (x) i icerecek sekilde N(2) sayisi secelim. Yukaridaki diisiinceyle

I,=1,N1" arah@ hhk veher xe A igin A"f,(x) iigerirve I» 'nin uzunlugu % ye
esit veya daha kiiciiktiir. Tiimevarim metodunu kullanarak her m icin [/, D/ olacak

m = " m+l

m

sekilde bir {I ” }::1 kapal1 araliklar dizisini insa ederiz. I 'in uzunlugu 2" 'den daha

bityiik degildir ve h.h.k. her xe A igin A"f, (x) i icerir. Boylece A iizerinde tanimli bir
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A(x) fonksiyonu vardir yle ki A(x), ﬂlm 'a esittir. Her xe A igin A"f,(x) fonksiyonu

m=1

I,, araliginda olacak sekilde /,, araliklarinin kullanarak
. 1 m .. 1
n>T, ise ,—‘{k <n: A"f(x)eI, herxe Algll’l}‘ <— (3.2.1)
n m

olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {Tm }::1 dizisini secelim.
Simdi k >T, olacak sekilde tiim terimleri A" f, (x) 'in terimlerinden olusan (A’" £ (x)) "in
(zk(x)) alt dizisini tammlayalm ve 7, <k <T, ., iseher x € A i¢in A" f, (x)e I ,dir.

Sonra her xe A icin

Ag, (x)= Alx)  LA"f,(x) (z,(x)) in bir terimi ise
§ A" f, (x) diger durumlarda

ile (A’" gk(x)) fonksiyon dizisini tanimlayalim. O zaman A {izerinde %imA’" gk(x):/?,(x)
e>L>0 ve k>T, icin A"f (x) hem A iizerinde A"g,(x)=A(x) olacak sekilde

(zk (x)) dizisinin bir terimidir hem de A iizerinde A"g (x)=A"f,(x)e I, ve her xe A

icin ‘A’" g, (x)- ﬂ(x)( <71, 'in uzunlugu <2"" dir. Simdi hhk. ve her xe A igin
A"g . (x)=A"f,(x) oldugunu iddia ediyoruz. T, <n<T,,, icin

{k <n:A'g,(x)#2A"f(x) herxe Aigin}g {k <n:Af(x)el, herxe Aigin}
oldugundan (3.2.1) ile ele alirsak

l‘{kﬁn : A’”gk(x);tA’"fk(x) her xe Aigin}‘sl‘{kSn : Amfk(x)e I, her xe Aigin}“<l
n n m

dir. Boylece n — oo igin limit O dir ve hhk ve her xe A icin A" f,(x)=A"g,(x) dir.
(iii ) saglanir.
Son olarak (iii ) saglandigim farz edelim. Bu durumda hhk ve her xe A igin

A" f.(x)=A"g,(x) ve A lizerinde limAm g,(x)=f(x) dir. &> 0verilsin. O zaman her bir

k i¢cin A iizerinde l{im A'g, (x)= f(x) oldugundan
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{k <n: ‘A’”fk(x)—f(x)( >cherxe Aigin}
c{k<n: a"f,(x) A", (x) her xe Aiginfuik <n : A", (x)- £(x) 2 e her xe Aigin}
yazilabilir sonra l=l(€, x) e tamsayilarin sabit bir dizisini icerdigini soyleriz. Bu nedenle

h.hk her xe A icin A"f,(x)=A"g, (x) oldugundan dolay

liml‘{k <n z A f, (x)- f(x)] 2 eher xe Aigin}‘
n

n—»eo

snml\{kSn . A", (x)# A"g, (x) her xe Aigin}\+hmi=o
n

n—seo noe
dir.

Bu yiizden h.h.kk ve her xe A igin ‘A’" fi (x)-f (x)(<g olup (i) saglanir ve bu ispati
tamamlar.

Tanimm 3.2.6. { i }, A iizerinde tamimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. V& >0 i¢in ve her
X€e A igin

lim - <n

n—e p

 |A" £, (x) - f(x) 2 eher xe Aigin}‘ 0

yani h.h.k ve Vxe A icin
A" £ ()= fx) < € (3.2.2)

oluyorsa { fk} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna A"- diizgiin istatistiksel yakinsaktir denir.

u.st.

Bu durumda stilimA’" fi (x)= f(x) veya A" fi (x)> f(x) olarak yazilir. A"- diizgiin

istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerinin uzay1
s (A", F)= {F =(f.) : st—limA" £, (x) = f(x),Vxe A}

ile gosterecegiz.

Teorem 3.2.7. A"f, (k=1,2,3..) ve f, fonksiyonlani [I=[a,b]cR iizerinde siirekli

u

fonksiyonlar olsunlar. / aralig1 tizerinde sft—limA” f, (x)= f(x) olmast icin gerek ve yeter

sart ¢, = II;ISX‘AM fi (x)-f (x)( ile tanimlanan (ck) dizisinin istatistiksel sifir dizisi olmasidir.
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Ispat: I araligi iizerinde her k icin  st—limA” fi (x)z f (x) olsun. Her bir k i¢in
‘A’" fi (x)-f (x)(, I lizerinde siirekli oldugundan birx, € I noktasinda mutlak maksimuma

sahiptir. Bu durumda x,,x,,...€ I i¢in

Amf1(x1)_f(x1)(
6 = ‘Amfz(xz)_f(xzx

¢ =

yazabiliriz ve boylece k =1,2,3... igin ¢, =|A" £, (x,)— f(x,) dizisini olusturabiliriz. Diizgiin
istatistiksel yakinsakligin tanimindan V& >0 ve h.h.k. icin

A" f ()= £l )| < &

yazabiliriz. Boylece st—limc, =0 dir.
Tersi agiktir.

A kiimesi iizerinde A"f,(x) fonksiyonu f (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsak iken

st=limA" f, (x)= f(x) dir, tersi dogru degildir. Asagidaki 6rnekte bu durumu agikliyoruz.

Ornek 3.2.8. f(x) fonksiyonu her xe [— 1, 1] icin

, k=123..
(x—1Y  diger durumlarda

{ 3 k=n*n=12.3..

seklinde tamimlayalm. Bu fonksiyon f(x)=x" fonksiyonuna diizgiin istatistiksel

yakinsaktir. Buradan

3—()6—#)2 k=n’
21

A, (x)=1  (x=1)-3 k=n

(x- %)2 —(x- ﬁ)z diger durumlarda

olup
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3 k=n’

rr%a1>§]|Afk -0=4 -3 k=n®-1
xe
2244l izer durumlarda
k2 (k+1)

oldugundan

lim— ‘{k <n |Afk 0| 2Exe [—1 1] 1g1n}‘ <lim—

Jn++n
n—e pn n—oo n

st—limc, =0dir. Dolayisiyla diizgiin istatistiksel yakinsaktir. Fakat Af, (x)dizisi diizgiin

yakinsak degildir.

Tamm 3.2.9. { I }, A tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi p >0 bir reel say1 olsun.

lim—3- (£, () £2))" =0

olacak sekilde f (x) fonksiyonu varsa {fk} dizisi f fonksiyonuna A kiimesi {izerinde

A", - Cesaro noktasal yakinsaktir denir. {A’” fk} dizisi f fonksiyonuna p- Cesaro yakinsak

ise w, —limA" f, (x)= f(x) veya A" f, (x) gf(x) yazilir.

A", — Cesaro yakinsak fonksiyon dizilerinin uzay1

w ’”,F)z{F =(f,) : limlzn:(A’”fk (x)— f(x))" =0enazbir f(x) igin}

[ (e

seklinde gosterilir.

Tamm 3.2.10. { f k} A lizerinde fonksiyonlarin bir dizisi p >0 bir reel say1 olsun.

lim — Z\A’"fk - f(x)" =0

n—e n

olacak sekilde f (x) fonksiyonu varsa {fk} dizisi f fonksiyonunakuvvetli A’ - Cesaro
noktasal yakinsaktir denir.

{A’” 1 } dizisi f fonksiyonuna p- Cesaro yakinsak ise w, —limA”" f, (x)= f(x) veya
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Af,(x)=> f (x)[w p] yazilir.

Kuvvetli A", — Cesaro yakinsak fonksiyon dizilerinin uzay1
w A Fl= {F =(1,) : hmlz\A'"fk () £(x)" = 0en az bir f(x) igin}
n—e pn el
seklinde gosterilir.

Teorem 3.2.11. 0< p<oo ve xe A olsun. (f,(x)) dizisi f fonksiyonuna kuvvetli A" -

Cesaro noktasal yakinsak ise (A’" fi (x)) dizisi f fonksiyonuna noktasal istatistiksel

yakinsaktir.

Ispat: ( i (x)) dizisi f fonksiyonuna kuvvetli A’ -Cesaro noktasal yakinsak ve £ >0 olsun.

Bu taktirde
Y- = YA s@-r0) Y A -£)
- \llfﬁn (x)-F ()<e \li'f;n(x)_ f(fze
> g’ {k <n: ‘A’"fk(x)—f(xx 28}
elde edilir.

Simdi de la Vallée-Poussin ortalamasini kullanarak A™ -noktasal istatistiksel yakinsaklig1 ve

A" -Cesaro noktasal yakinsakligi genellestirecegiz ve aralarindaki bagintiy1 inceleyecegiz.
3.3. Fonksiyon Dizilerinin (A", 1) Istatistiksel Yakimsakhg

Tamm 3.3.1. 1=(A,) pozitif sayilarm A

n+l

<A,+1 A =1 sartim saglayan bir dizisi olsun.

Bu sartlar1 saglayan dizilerin kiimesini A ile gosterecegiz. I, = [n -4, +1, n] olmak iizere
1 m
t,(F)=—-> A"f, (%)
ﬂ’n keln

olsun. lim¢, (F)=f olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa ( fi (x)) dizisi f fonksiyonuna

n—soo
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(v, ﬂ)(Am JF ) yakinsaktir denir. (V, ﬂ)(Am JF ) yakinsak fonksiyonlarin kiimesi

e F)={ £ = )3 st 3 - 0=

n kel,

ile gosterilir. Bu durumu A" f, (x) = f(x)(V, ) ile gosterecegiz.

Tamm 3.3.2. 1€ A ve ( i (x)) bir A kiimesi lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun

hm \A’"fk (x)— £ (x)=0

k

olacak sekilde bir f (x) fonksiyonu varsa ( fi (x)) dizisi f fonksiyonuna kuvvetli (V,/l)(A’",F )
yakinsaktir denir. Kuvvetli (V,/l)( L F ) yakinsak fonksiyonlarin kiimesi

v, /’L][A’” F] { (f,) :3f icin, hm/l—

n kEI

> |ar o - £lx) = }

ile gosterilir.

f fonksiyonuna kuvvetli (V,4) toplanabilir ( fi (x)) fonksiyon dizilerinin kiimesi

(V,/’t)( " F ) yakinsaktir denir.

Tamm 3.3.3. 1€ A ve ( i (x)) bir A kiimesi lizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir dizisi olsun
.1 m i
hmﬂ—‘{ke 1, ¢ |a"f, (0~ £(x) 2 eher xe Algln}‘ ~0

olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa ( fi (x)) dizisi f fonksiyonuna (A’",/’t)—istatistiksel

yakinsaktir denir ve A"f, (x) = f(x)(S,1) ile gosterilir. ( ’",/1) istatistiksel yakinsak
dizilerin kiimesi

s, ’”,F):{F:(fk) :lilfn%‘{ke 1, : [A"f,(x) - f(x] 2 eherx e Aigin}‘zO}

n

ile gosterecegiz.

Teorem 3.3.4. A€ A olsun. O zaman
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() amf, ()= r(@) V. 4] ise a"f,(x) = £(x) (5,) ve [V.2](a" )< s,(a".f) kapsamas:
kesindir.

(ii) (A" £, (x))e £_(a", £ ) ve A" £ (x) > £(x) (S,) ise 0 zaman A" f,(x)— f(x) [V, 4]

ispat: £>0 ve A"f (x)—> f(x)[V,A] olsun.

YAt )-r)z YA s ) - £(x)

kel, kel,
&7, ()1 ()ze
>effee 1, 47 ()~ f(x] 2 e her xe Agin]

elde edilir.Bu nedenle A" f, (x) = f(x)[V.A]= A" £, (x) = f(x)(S,) dur.

Asagidaki ornekte [V,/?.]E(S /1) gosterecegiz. (/1”)= (n) alalim ve f =( fi (x)) dizisini

X€e [O,l] icin

k*x k =n?
S (x) = .
0 diger durumlarda
seklinde tanimlayalim. Buna gore
k*x k=n’ise
Af (x)=1=(k+1)’x  k=n*-lise
0 diger durumlarda

dir. Bu taktirde (Afk (x))e ¢_(A, f) ancak

=0

n—e pn

%\{k el, :|Af(x)-0/=eherxe Aigin}\ = lim 2n

olup (/1, F )—istatistiksel yakinsaktir, ancak

%Z|Afk(x)—0|—>oo

n keln

yani f -+ 0[V, 4] dur.

i) Farzedelimki A"f,(x)— f(x) (Sl) ve (f,(x))e EW(A’",f) olsun. O zaman her k€N
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veher xe A icin ‘A’”fk (x)- f(xX <M dir. € > 0olsun,

PR ACIEAC) IS R VTP IAE) FRE S VR ¢ e

1
2 =7, |
|87 f(x)-f () 2e A" £ (x)=F (x)|<e

kel,

< %‘{ke I, ‘A”’fk (x)—f(x)‘ >cherxe Aigin}‘+€
A" £, (x) = f(x)[v,A]elde ederiz.

Teorem 3.3.5. liminf& >0 ise S(A'”,f)c SA(A’",f).
n

Ispat: £ > 0 verilsin.
{k <n: ‘A’”fk (x)—f(x)( >cherxe Aigin}: {ke I, : ‘A’”fk (x)—f(x)( >cherxe Aigin}
yazabiliriz. Kapsama asagidaki esitsizlikten elde edilir.

l‘ {k <n: ‘A’”fk (x)—f(xx >cherxe Aigin}‘

n

zl‘ fee, A ()~ r(v) 2 eherxe Aigin}‘
n

2ﬁi‘ feer, - |ams, (0 £ ()2 eherxe Aigin]
n A,
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4. FONKSIYON DIiZIiLERININ a. DERECEDEN A". NOKTASAL ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI VEA" - DUZGUN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

4.1. Fonksiyon Dizilerinin o. Dereceden A" - Noktasal Istatistiksel Yakinsakhg1

Burada verilen sonuglar 3. Boliimde verilen sonug¢lardan daha geneldir, & =1 alinirsa 3.

boliimdeki sonuclarin bir kismi elde edilir.

Tanmm 4.1.10<a <1 verilmis olsun. A kiimesi lizerinde taniml1 bir { fk} fonksiyon dizisi

her £>0 icin

lim—ffk < - &7 £, ()~ () 2 &, her xe Aigin}‘ =0

" n

yani her xe A ve h.h.k (05) icin

A'f () - flxf<e
oluyorsa { fk} dizisi f fonksiyonuna «. derecedenA”- noktasal istatistiksel yakinsaktir
denir ve A iizerinde S —1limA” f,(x)= f(x) seklinde gosterilir. S* —lmA”" f, (x)= f(x)

ifadesi her 6 >0 (0 < a <1)ve her £ >0 igin
%‘{k <n: ‘A’"fk (%) —f(x)‘ > ¢&, herxe Aigin}‘ <94,
n

olacak sekilde bir n > N (= N (8, 0, x)) tamsayisinin bulunabilecegi anlamina gelir. Tim a.
dereceden A" - noktasal istatistiksel yakinsak fonksiyon dizilerinin kiimesini S “(A’",F ) ile
gosterecegiz. a =1i¢inS “(A’",F ) yerine S (A’",F ) ve f=0 olmasi durumunda
S “(A’”,F ) yerine S, (A’",F ) yazacagiz.

a. dereceden noktasal istatistiksel yakinsak a e [0,1] icin 1yl tamimhdir, fakat o >1 i¢in iyi

taniml1 degildir. { fk} asagidaki sekilde tanimlanmis olsun.



1 k=2n

A=,

n=123.,x¢€ [0’l]
X k #2n

Bu durumda Af, (x) asagidaki sekilde olur.

1-x"" k=2n
Afk(x)z{xk_l . n=123..xe[0,1]

Buna gore

tim—{{k <n : [af, (0~ (x* ~1) 2 & herxe Aicin]] = lim

n—ye0 n ‘ n—oo Zna

=0
ve

tim—{k <n : [£,(0—(1-x")2 &, herxe Aiginf| = lim " =0

n%wn N—>00 2na

dir. Yani S% —limAf, (x)=1 ve S*—IlimAf, (x)=-1 dir.

Teorem 4.1.2. O<a <1 ve { fi }, {g k} dizileri A kiimesi tizerinde tamimli reel degerli iki
fonksiyon dizisi olsun.

(i) S —lim A" f, (x)= f(x) ve ce R, ise % —limcA" f, (x)=cf (x),

(i) $* —lim A" f, (x) = f(x) ve §” —limA"g, (x)= g(x),

S —lim(A’"fk (x)+A"g, (x)): f(x)+g(x) dir.

Ispat: (i ) c=0 iseispat agiktir. Farz edelim ki ¢ #0 olsun. O zaman (i) nin ispati

asagidaki esitsizlikten elde edilir.

Lﬂ‘{k <n: ‘CAmfk (x) —cf(xx > ¢, herxe Aigin}‘
n

1
< —
n(z

{kSn : ‘A’"fk(x)—f(x)(zi, her x e Aigin}
c

(ii ) " nin ispat1 ise asagidaki asagidaki esitsizlikten elde edilir.
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ia‘{k <A 0+ A", (1)~ (F(x)+ g(x)] 2 &, herxe Aigin}‘
n

< 1a {kSn ; ‘Amfk(x)—f(x)(zg, her xe Aigin}
n
! " € .
+ a k<n: ‘A gk(x)—g(x)(zg,herxe Algln
n

ae [0,1] icin her A"-yakinsak fonksiyon dizisi ayn1 zamanda «. dereceden noktasal
istatistiksel yakinsaktir, yani c( " )C S ( ¢ ) fakat tersi dogru degildir. Bunun icin
asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 4.1.3. xe[0,1] icin {f, } fonksiyon dizisi

1 k=n’
filx)= % diger durumlarda
1+k°x
seklinde tanimlansin. {Afk} dizisini agagidaki sekilde olusturabiliriz.
l-—— lket)x k =n®ise
T+ P2
A, (x) = 1+/f§x2(]: 11) k=n*—1lise
fox +1)x o
- diger durumlarda
22 a2 o

ae{l 1}iin
2|

hm—‘{k n |fk(-x) 0|>€ her xe A1g:1n}‘<hm 2n

n—eo n—e p%

=0

oldugundan¢r. dereceden noktasal A-istatistiksel yakinsaktir, yani S* —limAf, (x)=0 ,

fakat Af, yakinsak degildir.

Tamm 4.14. 0 <« <1 araligindaki herhangi bir reel sayis1 ve { fk} dizisi A kiimesi

tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. € > 0 verilsin, h.h.k (a) ve her xe A i¢in
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A f () - A" £ (x) < &

yani

lim%{kﬁn :
"on

A" f, ()~ A" f, (¥) 2 &, her xe A igin}‘ 0

olacak sekilde bir N(= N(&,x)) sayist varsa {fk }dizisi . dereceden A" - istatistiksel

Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.1.5. { fi }, A kiimesi lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun . Asagidaki
ifadeler denktir.

(i ) { fk} dizisi A kiimesi tizerinde «. dereceden A™ -noktasal istatistiksel yakinsak bir dizidir,

i 12181 A Uizerinde &. dereceden 1statistiksel Cauc 1Z1s1d1r
(iii) { fk} dizisi A kiimesi tizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi olsun. Bu taktirde h.h.k. (a)

veher xe A icin A" f,(x) = A"g, (x) olacak sekilde bir A" -noktasal yakinsak bir {g k}
dizisi vardir.

Ispat: (i = ii) Farz edelim ki A kiimesi iizerinde S* —1lim A" f, (x)= f(x) ve £>0 olsun.
O zaman h.hk. (@) ve herxe A icin ‘Amfk (x)—f(x)‘ <§ ve ‘A’”fN (x)—f(x)( <§ olacak

sekilde bir N sayisi bulabiliriz. Boylece h.h.k. (@) ve herxe A igin

K f ()= 1, (o) <&, ()= O +[4f ()= p of < S+ =

elde ederiz. O halde { fk} dizisi «. dereceden A" istatistiksel Cauchy dizisidir.

(ii =iii) 1=]|a"f,(x)-1L,A"f,(x)+1] aralg hhk.(@) ve herxe A icin A" f (x)
fonksiyonunu igerecek sekilde bir N sayisi secelim. Simdi I’ = [A’" fo x)=L,A" f,, (x)+%]
aralig1 h.h.k. (a) ve her xe A icin A"f, (x) icerecek sekilde bir M sayist secelim. Bu

taktirde
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{kSn c A" f (x)e InT herxe Aigin}
={k£n : A’"fk(x)ef I herxe Aigin}u{kﬁn : A’"fk(x)ef I'herx e Aigin}

oldugundan dolayr I, =1 NI’ arahg hhk. (@) veherxe A icin A"f, (x) i igerir. Bu

nedenle

1iml\{k <n: A"f,(x)& In I herx e Aiginl
n

n—oo

< 1iml\{k <n:A'f(x)el herxe Aigin}\+1iml\{k <n : A"f,(x)e I'her xe Aigin}{=0
n n—e p

n—soo

dir. Boylece I, araligi h.h.k. (@) ve herxe A icin A"f, (x) i iceren ve uzunlugu 1' den
kiiciik veya 1'e esit olan kapal1 bir araliktir. Simdi 1" = [Am fN(z)(x)—%,A'” f N(z)(x)+i] aralig
h.h.k. (a) ve herxe A icin A" f, (x) i icerecek sekilde N(2) sayist secelim, yukaridaki
diisiinceyle 1, =1, NI” arah@ hhk. (@) her xe A i¢in A"f (x) i igerir ve I 'nin
uzunlugu % ye esit veya daha kiiciliktiir. Tiimevarim metodunu kullanarak her m ig¢in

1,21, olacak sekilde bir {7, }::1 kapal araliklar dizisini insa edebiliriz. [, 'in uzunlugu

2!"" 'den daha biiyiik degildir ve h.h.k.(@) ve herxe A icin A" I (x) i igerir. Boylece A

tizerinde tanimli bir ﬂ(x) fonksiyonu vardir dyle ki ﬂ(x), ﬂl . aesittir. h.h.k. (a) ve her

m=1

xe A igin A"f, (x)e 1 ,, olmasi gercegini kullanarak
i 1 m .. 1
n>T, ise ,—‘{k <n: A"f(x)el, herxe Algln}‘ <— (4.1.1)
n m

olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir {Tm }::1 dizisini olusturabiliriz.
Simdi k >T, olacak sekilde tiim terimleri A" f, (x) 'in terimlerinden olusan (A’" fu (x)) "in

bir (zk (x)) alt dizisini tammlayalim ve 7, <k <T, , iseher xe€ A icin A"f, (x)e I o

m+1

dir.

Sonraher xe A i¢in
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Nrg, (x)= { Ax)  LA"f (x) EZk (x)) in bir terimi ise
A" £, (x) diger durumlarda

ile (A’" gk(x)) fonksiyon dizisini tanimlayalim. O zaman A {iizerinde I{iiEAm gk(x)zﬂ(x)
£>L>0 ve k>T, ise ozaman A"f,(x) hem A iizerinde A"g, (x)=A(x) anlamina
gelen (zk (x)) dizisinin bir terimidir hem de A iizerinde A"g k(x)z A" f, (x)e I, ve her
xe A icin ‘A’"g ‘ (x)- ﬂ(x)( <I, 'inuzunlugu <2"™" 'dir. Aym zamanda h.h.k. (@) ve her
xe A igin A"g,(x)=A"f,(x) oldugunu iddia ediyoruz. T, <n<T,,, icin

fe<n: A"g (x)#A"f,(x) herx e Aigin}c{k <n : A"f,(x)e I, herx e Aigin}
(4.1.1) ile

%‘{k <n: Amgk(x) A" f, (x) her xe Aigin}‘ < %‘{k <n:A"f, (x)e I, herxe Aigin}‘ <%
dir. Boylece n — oo igin limit O ' dir ve h.h.k. (a) ve her xe A i¢cin A"f, (x)= A’”gk(x)
dir. Bu nedenle (ii ) dogru iken (iii ) saglanir.
Son olarak farz edelim ki  (iii)) saglansmm yani hhk (@) ve her xeA icin
A"f.(x)=A"g,(x) ve A iizerinde }LrgAm g,(x)= f(x) olsun, &> 0 verilsin. O zaman her
bir k i¢in A tizerinde ]lcl_)mm A"g, (x)= f(x) oldugundan

{k <n: ‘A’"fk(x)—f(x)( >cherxe Aigin}

c {k <n: A’"fk(x);t A’”gk(x) her xe Aigin}u{k <n: ‘A’"gk(x)—f(x)( >cherxe Aigin}

yazilabilir sonra [=1I(£,x) e tamsayilarin sabit bir dizisini icerdigini sdyleyebiliriz. Bu

nedenle h.hk. (@) veher x € A igin A" f.(x)=A"g,(x) oldugundan dolay

liml‘{k <n : A f,(x)- f(x) 2 eher xe Aigin}‘
n

n—oo

snml\{kSn . A", (x)# A"g, (x) her xe Aigin}\+hmi=0
n

n—oo n—oo n

Bu yiizden h.h.k. (05) ve herxe A ic¢in ‘A’” fi (x)- f(x)( <& dir.
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Teorem 4.1.6. 0<a < <1 olsun. S“(A’”, F) c Sﬁ(Am, F) dir. @< f olacak sekildeki en
az bir ¢ ve [ ig¢in bu kapsama kesindir.

Ispat.0 <@ < <1 olsunher € > 0 igin

Lﬁ‘{k <n: ‘A’”fk (x)—f(xx >¢&, herxe Aigin}‘

n

< %‘{k <n: ‘A’”fk (x)— f(xx >¢&, herxe Aigin}‘
n

vebuda S“ (A’", F ) cS”? (A’”, F ) oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek i¢in

{f.} dizisini

1 ,k=n’
fk(x):{ k2x

_ =1,2,3.., ,1

35 diger durumlardan 3. XE [0 1
1+k°x

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde

1- lkeriPr k=nise

(k1P 2

2
Af, (x) = kx k =n®—lise
fi () 14+k3x2

2 —
k1P x - k3x 5 diger durumlarda
Lekr1PR2  1+HSx

L |Af, ()= 02 &, her xe [0.1] igin}]

=—[k<n : |af (0|2 & her xe [0.1] igin}]
n

yazabiliriz. O zaman % —lim f, (x)=0, yani 1<a <1 igin xe S%(f), fakat O<ﬁ£%
icin x¢ SA(f) dir .
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Teorem 4.1.6 da £ =1 alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonuc 4.1.7. { f k} dizisi O<a <1 icin f fonksiyonuna «. dereceden A" -noktasal

istatistiksel yakinsak ise f fonksiyonuna A" - noktasal istatistiksel yakinsaktir.

Tanmm 4.1.8. O<a <1 herhangi bir reel say1 ve p pozitif bir reel say1 olsun. Bir { fk}
fonksiyon dizisi i¢in

p

hm—Z\A'"fk - f(x) =0

n—e g
oluyorsa { fk} fonksiyon dizisi f fonksiyonuna «. dereceden kuvvetli A",- Cesaro
toplanabilirdir denir. Bu durumu A iizerinde wl‘f —limA" f, (x)= f (x) seklinde gosterecegiz.
a=1 i¢in a. dereceden kuvvetli A",-Cesaro toplanabilirlik kuvvetli A", -Cesaro
toplanabilirlige indirgenir. «.dereceden kuvvetli ~ A",- Cesaro toplanabilir fonksiyon
dizilerinin kiimesini wZ’(A’”,F ) ile gosterecegiz. f(x)=0 olmasi durumunda w) p( " F )

ile ifade edecegiz. -

Teorem 4.1.9. O<a< <1l ve p bir pozitif reel sayt olsun. O zaman a </ igin

wZ’( ’”,F)g wf( ’",F) kapsamast kesindir.

ispat: { fk} dizisi a. dereceden kuvvetli A", - Cesaro toplanabilir, O<a < S<1 ve p

pozitif reel sayilar1 verilmis olsun.
ﬁZ\A'"fku) Fx) <—Z\A’"fk<x> Fx)’

yazlabildiginden w® (A", F)c w? (A", F) elde edilir.

Bu kapsamanin kesin oldugunu gorebilmek i¢in { fk} dizisini
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e k=n?
filx) =k xe[1,2]
0  diger durumlarda

seklinde tanimlayalim.
k=n’ise

6+kx
Af, (x)=1- +k+1)x k=n*—lise

1+lk +1
0 diger durumlarda
N‘ 2
o Z|Af (=0 < =y

n — oo iken ﬁ — — 0 oldugundan , wf —limAfk(x):O, yani {Afk} dizisi %<,8£1 icin

n 2

«. dereceden kuvvetli A", — Cesaro toplanabilirdir. Fakat

2\/_

n—ZIAfk( -0

n—> oo ikenini;’ — oo oldugundan, 0< o <% icin {Afk} dizisi «. dereceden kuvvetli

A", — Cesaro toplanabilir degildir.

Sonu¢ 4.1.10. 0<a < <1 ve P bir pozitif reel say1 olsun.
(i) a=p ise wf,’( m,F)z wf( '”,F),

(ii) Her ae(0,1] ve 0<p<oo igin wi(A",F)cw | F)

Teorem 4.1.11. O<a< <1 ve 0< p<oo reel sayilar olsun. {fk} fonksiyon dizisi f
fonksiyonuna a. dereceden kuvvetli A", - Cesaro toplanabilir ise f fonksiyonuna p.

dereceden kuvvetli A" -noktasal istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: { fk} dizisi A iizeride tanimli herhangi bir fonksiyon dizisi olsun.
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old

Zn:\A'"fk - f(x) 2 Hk <n: |A"f, (0 f(x] 2 & herxe Agin}

yazabiliriz ve buradan

%i‘Amfk(x)—f(x)(p > La {k <n: ‘A’"fk(x)—f(x)‘ > g her xe Aigin}.g”
n- = n
> Lﬁ‘{k <n: ‘A”’fk (x)— f(x)‘ >¢, herxe Aigin}‘.s”
n

elde edilir.

Sonuc¢ 4.1.12. 0<a <1 herhangi bir reel say1 ve 0< p <co olsun. { fi }fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna . dereceden kuvvetli A", - Cesaro toplanabilir ise , f fonksiyonuna a.

dereceden A" - noktasal istatistiksel yakinsaktir.

4.2. Fonksiyon Dizilerinin o. Dereceden A" - Diizgiin Istatistiksel Yakinsaklig

Tamm 4.2.1. O0<a <1 herhangi bir reel say1 olsun. Her € >0 veher xe A i¢in

lim—{{k<n : &7 £, ()= £ () 2 e her xe Aigin}‘ =0

n—e pn

yani

A" (x)- f(x) < € hhkla)
oluyorsa {fk} fonksiyon dizisi A {iizerinde f fonksiyonuna «. dereceden diizgiin A" -

istatistiksel yakinsaktir denir A iizerinde S”—1limA"f,(x)= f(x)seklinde gosterilir. a.

dereceden A" -diizgiin istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S/ (A’" JF ) ile gosterecegiz. -

Teorem 4.2.2. f fonksiyonu ve her k€ N icin f, fonksiyonlar A= [a,b]c R {izerinde
siirekli ve 0<a@ <1 olsun. A iizerinde S, —limA" f,(x)= f(x) olmas igin gerek ve yeter

sart ¢, = m:ax‘A’" fi (x)-f (x)( olmak iizere S“ —limc¢, =0 olmasidir.

57



ispat: Farz edelim ki A iizerinde S, -1imA"f (x)= f(x) olsun. Her ke N icin

‘A’” fi (x)-f (x)( ,A lzerinde siirekli oldugundan bir x, € A noktasinda mutlak maksimuma

Amfz(xz)_f(xz)

sahiptir , yani ¢, = ‘A”’f1 (x,)- f(x, )(,c2 = ..., olacak sekilde x;,x,,..€ A

vardir. Bu nedenle k=1,2,... i¢in ¢, =‘A'" folx)-f (xk)( yazabiliriz. «. dereceden A"

diizgiin istatistiksel yakinsakligin tanimindan € >0 icin hhk.(a) icin

A f ()= £, )| < e

yazabiliriz. Boylece S“ —limc, =0 elde edilir.
Yeterlilik agiktir.
A"f (x), f (x)’eA lizerinde diizgiin yakinsak ise, A"f,(x), f (x)’e A lzerinde o.

dereceden diizgiin istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir. Bunu asagidaki

ornekte ifade ediyoruz.

1 k=n’

k

~ k=1,2,3....xe[0,1]
x"  diger durumlarda

Ornek 4.2.3. f,(x)= {

olarak tanmimlarsak {Afk} dizisi asagidaki sekilde elde edilir.

1_xk+1 k — n2
Af, (x)={ x* -1 k=n>-1 k=1273..x€e[0,1]
x* =x"" diger durumlarda

olarak elde edilir. Buradan x€ [0,1] ve ae [%,1] icin

1 k=n’
¢, =max|Af, (x)-0= 0 k=n”-1
LI diger durumlarda
k+1) k+1
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S% —limc, =0 oldugundan {Afk} dizisi [0,1] iizerinde f(x)=0 fonksiyonuna a.

dereceden diizgiin istatistiksel yakinsaktir fakat limc, limiti mevcut olmadigindan {Afk}

k—o0

dizisi [0, 1] tizerinde diizgiin yakinsak degildir.

Sonu¢ 4.2.4. i) {fk} dizisi A izerinde o. dereceden A" - diizgiin yakinsak ise = A

tizerinde o. dereceden A™-noktasal yakinsak = A iizerinde a. dereceden A" - noktasal
istatistiksel yakinsaktir .
ii) { fk} dizisi A iizerinde f fonksiyonuna «.dereceden diizgiin A" -istatistiksel yakinsak

= A lizerinde f fonksiyonuna a. dereceden noktasal A" - istatistiksel yakinsaktir.

i) 0<a < B<lise, (A", F)c S*(a",F) dir.

Tanimm 4.2.5. « € (0,1] herhangi bir reel say1 ve { fk} dizisi A kiimesi iizerinde taniml1 bir
fonksiyon dizisi olsun. £ >0 verilsin, h.h.k. () ve her xe Aigin
a7 £, ()= £ () <

yani

limia {kSn :

n—eo n

A" f,(x) =2, (x) 2 e her xe A igin}‘ =0

olacak sekilde bir N(= N(¢)) sayisi varsa {fk} dizisi A kiimesi tizerinde «. dereceden

diizglin A" -istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Teorem 4.2.6. O<a <1 ve {f. {g k} A kimesi lzerinde tanimlhi reel degerli
fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

() ce Rve $* —limA" £, (x) = f(x) ise S —limcA" £, (x) = cf (x),

(ii) $* —limA" £, (x)= f(x)ve S¥ —limA" g, (x) = g(x) ise

S —lm(A" f, (x)+A"g, (x)) = f(x)+ g (x).

dir.
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