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OZET

Bu ¢aligma 6 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde denklemin tarihgesi ve kullanim alanlar1 hakkinda bilgi verildi.

Ikinci béliimde bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde kesirli tiirev ve integral tanimlari verildi.

Dérdiincii boliimde Sonlu Farklar Yonteminin ve Adomian Ayrisim Metodunun
genel yapilar1 verildi. Ayrica Adomian Ayrisim Metodu uygulanirken ortaya cikan
Adomian polinomlarmin hesaplanmasi verildi.

Besinci boliimde Adomian Ayrisim Metodu ve Sonlu Farklar Yontemi : baslangic
ve sinir kosullari ile verilen kesirli mertebeden difiizyon denklemine uygulanmasi verildi.
Her bir yontem i¢in elde edilen hatalarin sayisal veri tablolar1 ve {ic boyutlu grafikleri
cizilerek grafiklerin irdelenmesi yapild.

Altinc1 boliimde, bu caligmada elde edilen sonucglara baglh kalarak Sonlu Farklar
Yontemi ve Adomian Ayrisim Metodunun kesirli mertebeden difiizyon denklemine

uygulanabilirligi hakkindaki bilgiler sunuldu.



SUMMARY

The Solution of Differantial Equations with Fractional Order Solutions by Using
Finite Differance Methods and Iteration Methods

This study constructed six chapters.

In chapter one, it has been given informations about using areas and historical
structure.

In chapter two, some fundamental definitions have been given.

In chapter three, fractional integration and derivative definitions in terms of
different aspects have been given.

In chapter four, the fundamental structures of Finite Differance Method and
Adomian Decomposition Method have been given. And also the calculation Adomian
polinoms which arise during applying Adomian Decomposition Method has given.

In chapter five, Finite Difference Method and Adomian Decomposition Method
have been applied to the fractional diffusion equation along with initial and boundary
conditions. Investigations of obtained solutions by using Finite Difference Method and
Adomian Decomposition Method, 3D graphics, tables and numerical data errors for every
of techniques have been maden.

In chapter six, informations about suitability of Finite Difference Method and

Adomian Decomposition Method for fractional diffusion equations have been given.
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1. BOLUM
GIRIS
Kesirli diferansiyel denklem adindan da anlasilacagi gibi tiirev ve integralin tam

olmayan derecelere genisletilmesidir. Kesirli analiz kavrami ilk olarak 1965 yilinda L

“hospital’ 1n Leibniz’ e yazmis oldugu mektupta ele alinmistir. Bu mektupta :% olmasi

durumunda % tiirevinin nasil hesaplanacagi sorularak giinlimiizde de hala devam
X

etmekte olan kesirli analiz kavrami giin yiizine ¢ikmistir [10]. Leibniz’ in yani sira

Liouville, Riemann, Lagrange, Abel, Laplace, Euler gibi bircok matematik¢ide kesirli

analiz’ e ilgi duymuslardir [29].

Son yillarda kesirli tiirev hesaplamalar1 ve kesirli diferansiyel denklemler, mekanik
miihendisligi, kimya, biyoloji, fizik, sinyal isleme ve sistem tanimlama, elektrik kontrol
teorisi, finans, kesirli dinamik gibi bir¢ok alandaki problemleri ¢cozmek i¢in kullanilmastir.
Fiziksel uygulamalarin bir 6rnegi olarak Brownian hareketi, sabit bir dig gii¢ alaninin etkisi
altinda diflizyon ve ilave hiz alanli advection-dispersion denklemiyle modellenmistir [ 1-4].

Ayrica plazmadaki 1s1 enerji gegisi, zemin yiizeyindeki sivi akisinin reaksiyonu,
popiilasyonun degisimi [5], yer alt1 suyu hidrolojisi gibi dispersion ve diflizyon
problemleri, sivi akisiyla tagmman pasif radyoaktiflerin ge¢isini gostermek i¢in advection-
dispersion denklemi ile modellenmistir [7].

Kesirli kismi diferansiyel denklemler klasik kismi diferansiyel denklemlerin
genellemesidir. Kesirli diferansiyel denklemlerde ¢oziimiin varhigi ve tekligi analitik
sonuglariyla birlikte bircok yazar tarafindan arastirilmaktadir [8].

Cogu kesirli diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimleri bulunmadigindan bu
denklemleri ¢6zmek i¢in niimerik yontemler kullanilmistir [9-16]. 1. Podlubny Laplace
doniisiim metodunu kullanarak lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ve kismi kesirli
diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimiinii elde etmistir [9]. S. Momani lineer zaman
kesirli difiizyon denklemine Homotopi pertiirbasyon metodunu uygulamistir [11]. Y.
Luchko ve R. Gorenflo operatorler yontemini [12], S. Momani ve Z. Odibat diferansiyel

dontistim metodunu [13], S. S. Ray Adomian ayrisim metodunu [14], M. Dehghan,



J. Manafian, A. Saadatmandi homotopi analiz metodunu [15] , L. Su, W. Wang, Q. Xu
sonlu farklar metodunu [16] kullanarak kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik
¢cOzlimlerini arastirmislardir.

Zaman kesirli difiizyon denklemlerin ¢oziimiiyle ilgili literatiirde birgok caligma
vardir [17-25]. Bu calismalardan bazilar1 sunlardir: S. Kumar ve A. Yildirim Laplace
doniisim metodunu kullanarak kesirli diflizyon denkleminin analitik ¢6ziimiinii elde
etmiglerdir [17]. A. Cetinkaya ve O. Kiymaz aymi denklemi ¢6zmek i¢in diferansiyel
donlisim metodunu kullanmislardir [18]. Z.Q. Zhang ve T. Wei truncation (kesme)
metodunu kullanmislardir [19]. Biz bu ¢alismamizda Gauss’ a kadar uzanan ve 1940 Ih
yillardan bu yana yaygin olarak calismalar yapilan Sonlu Farklar metodunu kullanarak
zaman kesirli diflizyon denkleminin Crank-Nicholson yaklagimi yardimiyla yaklasik
¢Ozlimiinii elde etmeye calisacagiz.

Bu calismada ele alman bir diger metot ise ayrisim metodu [30] olup bu metot,
George Adomian (Mart 21, 1922-1996) tarafindan 1980’li yillarda literatiire
kazandirilmistir. Lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini
elde etmek icin kullanilan ayrisim yontemi, uygulamada baslangic ve smir deger
problemlerinin matematiksel modelleri olan uzay ve zamana gore bir boyutlu veya ¢ok
boyutlu denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmada kullanilmaktadir. Ayrisim yontemi,
lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan diger klasik yontemlere [31,32] gore
daha basit olup karmasik denklemlere uygulanabilen bir yontemdir. Adomian ayrigim
metodu lineer olmayan problemler i¢in etkili yar1 analitik metottur. Kiiciik ya da biiyiik
parametreler igerseler de igermeseler de adi ve kismi diferensiyel denklemlere
uygulanilabilirler. Yani olduk¢a geneldir. Daha fazlasi, Adomian yaklagim serileri hizli
yakinsamaktadir [2]. 1980’lerden bu yana Adomian ayrisim metodu [33,37] fonksiyonel
denklemlerin genis bir simifina uygulanmistir.

Adomian ayrisim metodu ile elde edilen ¢oziimler, seri formunda olup sinirli sayida
ayrigim serisinin terimleri hesaplanarak gercek ¢oziime yakin sayisal sonuglar1 bulunabilir.
Bu teknigi kullanarak bir diferensiyel denklemin sayisal ¢6ziimiinii indislemeye gerek
duymadan sembolik programlama dilleri ile kodlama yaparak, hesaplamada kismen bir

kolaylik saglanabilir [38].



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanim.2.1

Bir veya daha cok bagimli degiskenin bir veya daha ¢ok bagimsiz degiskene gore
tiirevlerini igeren bir denkleme diferansiyel denklem denir [40].
Tanim.2.2

Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin bir tek bagimsiz degiskene gore cesitli
mertebeden adi tiirevlerini ihtiva eden bir denkleme adi diferansiyel denklem denir [40].
Tanim.2.3

Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin en az iki bagimsiz degiskene gore cesitli
mertebeden kismi tiirevlerini ihtiva eden denkleme kismi ( parcali ) diferansiyel denklem
denir [40].
Tanmim.2.4

Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve bunun tiirevlerine gore 1.
dereceden ve katsayilar sadece bagimsiz degiskenin fonksiyonu veya sabit ise denkleme
lineer diferansiyel denklem denir [40].
Tanim.2.5

Bir diferansiyel denklem denklemde buluna en yiiksek mertebeden kismi tiirevlere
gore lineer ise bu denkleme yari-lineer diferansiyel denklem adi verilir [40].
Tanim.2.6

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesine denklemin mertebesi
ve en yiiksek tiirevin derecesine denklemin derecesi denir.
Tanim.2.7

Bir f fonksiyonu A kiimesinde tanimlansm. Kabul edelim ki f've f’ in k.

mertebeye kadar olan kismi tiirevleri siirekli olsun. O zaman f fonksiyonuna C*—

smifindandir denir .
Tanim.2.8

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar: ise bu denkleme

hemen hemen lineerdir denir.



Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen hemen lineer
bir denklemin genel sekli
A(x,y)zxx +B(x,y)zxy +C(x,y)zw +D(x,y,z,zx,zy) =0

formundadir. Burada 4, B,C € C*[D] dir. Diger yandan

A(x,y) = [B(x,y)]2 - 4A(x,y)C(x,y)
fonksiyonunu tanimlayalim.

1) A(x, y) > 0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda hiperbolik;
2) A(x, y) =0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik;
3) A(x, y) <0 esitliginin saglandig1 noktalarda eliptik tiptendir denir.

Tanim.2.9

Bir diferansiyel denklemde keyfi sabitlere bagli bulunan ¢dziime genel ¢oziim,
sabitlere deger verilmesiyle elde edilen ¢6ziime 6zel ¢oziim denir.
Tanim.2.10

X ve Y keyfi elemanlar (fonksiyonlar, vektorler vs...) ciimlesi olmak iizere
X uzaymin herbir elemanina Y uzaymin bir elemanina karsilik getiren doniisiime operator
denir.
Tanm.2.11

I<i<n,1<j<mve i,jeR olmak iizere i, j seklindeki biitiin swral ikililerin
kiimesini B ile gosterelim.

f:B—>K
(i,j)—)f(i,j)=al._].

seklinde tanimlanan fonksiyon elemanlar1 bir

a, 4, a; a,,

) Gy Ay a,,,

ay 43 Ay as,
_anl anZ an3 ot anm _

gibi diizenlenirse nxm tane elemanin olusturdugu bu tabloya nxm tipinde bir matris adi

verilir. Kisaca A4 :[al.]} seklinde gosterilir [39].

nxm



Tanim.2.12
Satir ve siitun sayis1 esit olan matrise karesel matris denir [39].
Tanim.2.13
Bir karesel matriste a, elemanlarmm bulundugu konuma matrisin esas kosegeni
ad1 verilir [39].
Tanim.2.14
Bir matrisin kosegendeki elemanlar1 hari¢ diger biitiin elemanlar1 sifir ise bu

matrise kosegen matrisi denir [39].

[fa,, 0 O 0 |
0 a, O 0
0 0 a, 0
| 0 0 0 a,, |
Tanim.2.15

Bir kdsegen matrisin 6zel olarak biitiin elemanlar1 bir ise bu matrise birim matris

ad1 verilir. 4 matrisi n- basamaktan bir birim matristir [39].

1o o _
1 0
A= 0 1
100 0 0 1]
Tanim.2.16

Bir A matrisinin satirlarmi siitun, stitunlarini satir kabul eden matrise 4 matrisinin
transpozu denir ve A" ile gosterilir. Yani 4 = [aij]ise A' = [aﬂ] dir [39].
Tanmim2.17

A ve B birer karesel matris olmak lizere 4B = BA =1oluyorsa B matrisine A
matrisinin tersi ad1 verilir ve B = A" ile gosterilir [39].

Tanim.2.18

AeR’ olmak lizere;
det: R} -> R

seklinde taniml1 fonksiyona determinant fonksiyonu denir. 4 matrisinin determinanti
5



det Aveya |A| ile gosterilir [39].
Tanim.2.19

f, bir x noktasinin komsulugunda tanimlanmis bir fonksiyon olsun

/G873
Ax—0 Ax

limiti veya u = x + Ax olmakla elde edilen

/()
u—>x u—x

limiti mevcut ise bu limit degerine f fonksiyonunun x noktasindaki tiirevi denir ve

f'(x) veya %

ile gosterilir [39].
Tanim.2.20

/', x=a noktasida n-inci mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun.

p(a)=f(a).p'(a)=f"(a), p"(a)= /" (a)

sartin1 saglayan ve derecesi n den biiyiik olmayan bir tek p polinomu vardir.

P(x)zzn:fk (a)-(x-a)

=0 k!

formiilii ile verilen bu P polinomuna Taylor polinomu denir [39].
Tamm.2.21

f fonksiyonu a noktasini i¢eren bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir olsun. Bu

durumda

serisine /* fonksiyonunun a noktasi civarindaki Taylor agilimi denir [39].

Tanim.2.23
Adim biiytikligi (Ax,At,---) kiigiiliirken kesme hatas1 da kiiciiliiyorsa sonlu fark

yaklagimi asil denklem ile tutarhidir denir [39].



Tanim.2.24

Eger niimerik islemler siiresince hata zamanla artip biiyiik hatalara sebep olmuyorsa
¢Ozlim yontemine kararhidir denir [39].
Tamm.2.25

Eger Ax ve At sifira giderken niimerik ¢oziim tam ¢oziime yaklasiyorsa niimerik
¢Ozlime yakimsaktir denir [39].
Tanim.2.26

Gamma fonksiyonu en basit anlamda faktoriyelin reel sayilara genisletilmesidir.

Re(z)>0 olmak iizere,
I(z)= Ie"’tz"ldt ,zeR
0

ile verilir [9].
Tanim.2.27

I’ Gamma fonksiyonu olmak iizere,

I'(z+1)=zI(z) dir. (2.1)

Ispat:

[(z+1)= I e 't*dt ifadesine kismi integrasyon uygulayalim.
0
u=t" = du=zt""'dz ve Idv = Ie"’dt = v=—c"

F(z + 1) = [—e"’tz }: - T—e_'ztz_]dt
0

[—e7r ]: + zT et
0

z j et dt

0

['(z+1)=2zI'(z) kullamlarak

F(l) =1, (2.1) denkleminde kullanilarak,



F(n+1) :nF(n) :n(n—l)!:n!
elde edilir.

Gamma fonksiyonu yardimiyla bazi degerler hesaplanmis olup asagidaki tabloda

verilmistir.
Tablo 2.1. Gamma fonksiyonunun baz1 degerleri
r(o) Tanimsiz
L =
2
r'(1) 1
1
r(i —r
2 2
r(2) 1
3
r(2 “r
2 2
I'(3) 2
F(oo) oo
Tamm.2.28

Gamma fonksiyonu z =—n,(n=0,1,2,---) noktalarmda basit kutuba sahiptir [9].

Tanim.2.29

Re(z)>0 olmak iizere Gamma fonksiyonu

n'n®

H ()=l )



seklinde limitle gosterilebilir [9].
Tanim.2.30
Ustel fonksiyon olan ¢° tamsay1 dereceden diferansiyel diizlem teorisinde dnemli

bir role sahiptir. Bu fonksiyonun bir parametreli genellesmis hali

;F ak+1)

Mittag Leffer fonksiyonu olarak adlandirilir. iki parametreli Mittag Leffer fonksiyonu

; F ak+ ﬂ)
acilimiyla verilir. Burada o >0 ve £ >0 dir [9].
Tanim.2.31
E,(v,a) ile gdsterilen Mellin Ross fonksiyonu e iistel fonksiyonunun kesirli
integralini alirken kullaniriz. Bu fonksiyonun 6zelligi hem Gamma fonksiyonu hemde
Mittag Leffler cinsinden yazilmasidir. Mellin Ross fonksiyonu
E, (v, a) =1"e"T" (v, at)

o L

ST (k+v+1)
=t'E, ., (at)

seklindedir. Buna tamamlanmis Gamma fonksiyonu denir [9].



3. BOLUM
3.1 KESIRLI TUREV VE INTEGRALLER
3.1.1 Grunwald-Letnikov Kesirli Tiirevleri
Teorem.3.1.1
f (Z) bir fonksiyon, a ve ¢ noktalar1 limit degerleri olmak {izere

n

D/ f(1)= lim b7y (=1 C(p,r) f(t-rh) (3.1)

esitligi saglanir. Burada p =m ise m. mertebeden tiirev, p = —m ise m kath integrali
temsil eder.
ispat :

y = f(¢) siirekli fonksiyonunu ele alalim.

ﬁzlimf(t)_i(t_h) (3.2)

dt h—0

(0=

seklinde tanimlanir.

R
:yi%%{f(f)‘}{(f—h)_f(f—h)—hf(f—zh)}
yg(}f(t)—zf(t—hjz)+f(t—2h) (3.3)
()= CZ{ _ }}E(}f(t)_3f(t_h)+3}£(t_2h)_f(t_3h) (3.4)
(=21 :mhing(—l)’c(n,r) £(e=rh) (3.5)
olur. Burada
C(nr)= r!(n”ir)! (3.6)
olarak ifade edilir. Boylece (3.2) ve (3.5) nin genel ifadesi
£ =23 (1) C(por) £ (t-rh) (3.7)

T
h r=0



olarak yazilir. Burada p ve n tamsayilardir. p <n olmak iizere

_a'f

limfh(p) (t) :f(p) (t) -—

h—0

elde edilir. p nin negatif degerleri i¢in

(p+r+1)!
r!

C(p.r)=
1le ifade edilir. Buradan
C(=p.r)=(-1) C(p.r)

dir. (3.7) esitliginde pile —p yer degistirirse

n

fh(_p)(f)thz C(p.r) f(t—rh)

r=0

bulunur. Burada p pozitif bir tamsayidir.

Eger n sabitse, fh(_p ) (Z) nin 7 — 0 iken limitinin sifira gitmesi beklenir. Sifir olmayan bir

limite ulagmak i¢in n — o0, & — 0 olmaldir. /= fza almabilir.
n

Burada a bir reel say1,

/7 (¢) nin limit degeri sonlu veya sonsuz olur. Bunu asagidaki sekilde

lim £ (1)= D7 f (1)
nh=t—a

yazabiliriz.
Burada ,D;” operatdrii f (¢) fonksiyonu iizerinde islemdir. a,¢ ler birer limit degeridir.

Burada birkag 6zel durumu g6z oniine alalim.
57()=hD. f(t=rh)
r=0

ifadesinde p =1 i¢in
()= th:f(t—rh)
r=0

burada 1 —nh=a ve f(t) fonksiyonlar: siirekli olsun.
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t—a

lim 77 (1)= D £ (1)= | S (1-2)d== [ £(cir

h—0
0

pigin 2,3,--- gibi degerler yerine yazilir ve ara islemler yapilirsa

DS ()= Jim 1Y C(por) f (1=ri) = —

o & Ty AL

genel durumu elde edilir. Bu esitlik ( p+ 1) icinde saglanir dyleki (3.8) esitliginde p yerine

(p+1) alindiginda

D ()= tim 7S C(paLr) £ (1 - rh)

Zi?z(t)—a r=0
:Zii?jahp;C(p+l,r)ﬁ(t—rh) (3.9)
_zii?fahP;C(p+l,r)ﬁ (t—(r+1)h)
olup
(p+Lr)=(p.r)+(p+Lr-1) (3.10)

elde edilir. Burada C(p+1,-1)=0 olmaldir.

(3.10) deki ifadeyi (3.9) daki toplama uygulamak i¢in »ile » —1 yer degistirirse

D)= i 1S C(pr) =) i 130 o)

nh=t—a r=0 nh=t—a r=0
‘hii}f hP;C(p+1,r—l)f](t—rh)
= ,D7"f (t)—hliron hPC(p+1,n)f](t—(n+l)h)
nh=t—a
- P +1 1 t—a
=, D" f,(t)-(t—a)" limh” C(p+1,n)—pf](a__]
n—>0 n n
elde edilir.
limf,(a—t_—ajzo
n—>0 n
dir.
]imc(p+1’n)izlim(p+l)(p+2)...(p+n): 1
n—o h? o nn! F(p+l)

12



olur. Burada

D ()= D7 (t)zﬁj.(t—r)p_] fi(2)d

elde edilir. Bu ise (3.8) esitliginin dogrulugunu gosterir. (3.8) esitliginin p katli integrali

LD f (1) = —

dr

(t—r)p_zf(r)dr zaD,"p”f(t)

—~
i
|
\S]
—
Q C—

olup buradan
D7 f(1)= I(aD,_p+'f(t))dt

D ()= [0 (o)

elde edilir.

Bu nedenle

olur ve bu ise (3.5) nin n.mertebeden integralinin tiirevini ve f(¢) siirekli fonksiyonunun

(3.8) ifadesinin p kath integralini gosterir. Dolayisiyla

n

D’ (t) = lim h"”Z(—l)rC(p,r)f(t—rh)

esitliginde p =m ise m.mertebeden tiirevi, p = —m 1se de m kath integrali gosterdigi elde

edilir.
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Tanim.3.1.1

[a,b] araliginda f"(¢) tiirevi siirekli ise,

D7 f ()= f(ljz()l()t-'_—lc)z)p + F(p1+1) j:(t—r)p f'(7)dr (3.11)

olur. Bu ifadenin genel hali f(¢) fonksiyonu m+1 de siirekli tiireve sahip ise buradan

-p N fk(a)(t_a)p+k 1
D f(t)_; L(p+k+1) +F(p+k+1)

j(r—r)”*"’ £ (2)de (3.12)

elde edilir.
Tanim.3.1.2

f(¢) siirekli fonksiyonunun p. mertebeden kesirli tiirevi,

, i 0 (oL @) =a) " L gy o
D7 (0)= lim [;7(0)=3 T(-p+k+1) +F(—p+k+l)"’:(t_r) fre)de

k=0

nh=t-a
olarak kullanilir. Eger p >0 ise,
£ =h7 Y (<1) C(par) f (¢ -rh) (3.13)

r=0

olmak iizere,

D7 f(1)= lim f7 (1) (3.14)
nh=t-a

limitine bakalim.
C(p,r)=C(p-Lr)+C(p-1,r-1)

oldugu bilindiginden bu doniisiimii (3.13) de yerine yazarsak,

n

£ =0 Y (1) C(p=Lr) f(t=rh)+ 1" S (<1 C(p=Lr—1) £ (t~rh)

=(-1)" c(p—l,n)h—f’f(a)+h—f’g(—l)’ C(p-Lr)Af (t—rh)
:h"’rzn(;(—l)rC(p—1,r)f(t—rh)+h"”2(—l)r+] C(p-1r)f(t-(r+1)h)

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa sonug olarak,
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79 (a)(e-a) "

lim (-1)"“ C(p—k-1Ln—k)h"A* kh) = 3.15
R ) 1
olur.
Buradan
n—m-—1
1 - 1Y _ _ m+1 _
_%;thp r:O( 1) C(p—m—=1r)A"" f(t—rh)
e , (3.16)
J' mp m+l )dT
p+m+1 /
elde edilir. (3.15) ve (3.16) kullanilarak
. m ) (a)(t—a) s f yror o
D? =1 m
DrA() n’lgflaﬁ’ Zj [(-p+k+1) +F( p+m+1£t o) (e)de
(3.17)

esitligi bulunur. Burada [a,¢] siirekli, f () (1) , k=1,2,---,m+1 tiirevlerinin kabuliinden
hareketle m > p —1’1saglayan m tamsayisimin varligimdan yukaridaki ifade elde edilir. m
nin en kii¢iik degeri icin m < p <m+1 dir.
Teorem.3.1.2

f(t)=(t—a) olmak iizere f(¢) ’nin kesirli tiirevi,

I(v+1)

D =) = s e

r (v -p+l1
esitligi ile hesaplanir.
ispat :

f(t)=(t—a)" ise —p mertebeden kesirli integrali alnirsa (3.8) formiilii kullanilarak

D} (t—a

—a)v dt (3.18)

a

| —
S
~
D
—~~
~
|

yazilir. Farz edelim ki integralin yakinsamasi i¢in v>—1 olsun. 7 =a+¢& (t - a) dan,
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D’ (1—a) = (ip)(t-a)“’ [er(e-&)"" ac
el 319
F(v+1) v—p
:m(t—a) (p<0,v>—1)

elde edilir, burada O<m < p<m+1 dir.

Ornek.3.1.1

f(x)=x" fonksiyonunun % . mertebeden tiirevini hesaplayalim.

azO,pz% ve v=4 dir.

N/ s (5 4 » 32 y

X = X = X = X
a " x st 3\/; \/;

Teorem.3.1.3

n

Tamsay1r mertebeden tiirevler ile kesirli tiirevlerin bileskesi;

tam say1

mertebeden tiirev, , D/ kesirli tiirev ve f*(a)=0 olmak iizere

C (00 f ()= [L(f)] =D f (1)

dt"
esitligi saglanir.
Ispat:
(3.17) daki m i¢in sinirlama yapilarak m > p—1 olursa ve m yerine s yazarak
(3.17) yazilirsa yani m < p <m+1 olmak kosuluyla
s k) ptk ‘
e ([ A G

a

olur. (3.20) daki p mertebeden kesirli tiirevin n tamsayr mertebesinin tiirevi alinirsa,

burada s =m+n—1 alinir. Sonugta

16



oL s [ (a)(t—a)" " 1 ’ s—pn (o)
Drf(1))= - S (r)d
dt"(” ') S T(-p-n+k+1) +T(—P—n+k+1)£(t o) f3an)
=D/ (1)
olur. s>m+n+1 oldugundan s =m+n+1 almirsa, buradan
d" +n
WD) =071 (1)
. (3.22)
( )( )p ' t m Pl (m+n)
d
kzz(; [(-p-n+k+1) (m-— nj (¢)dz
elde edilir.
da"f (1)

P tamsay1 mertebeden bir tlirevin p mertebeden kesirli tiirevi ve ters mertebeden
tn

tiirev alinirsa (3.20) 1 kullanarak;

n s (n+k) o\ Pk t
aDtp{m]:zf (a)tza) 7 1 [(t=2)""" " (z)dr (3.23)

dt" s F(—p+k+1) F(m—p)

elde edilir. s =m—1 alinirsa

D [dmf(t)] - if(“k) (a)(t—a)_p+k + 1 )j(f—f)m_p_] f(m+n) (T)dr

dt” e F(—p+k+1) F(m—p

elde edilir. (1.31) ve (1.32) den

d" , B df ot ) )(t—a)
dt"(”D'f(t))_”D[ ]+k0 [(-p-n+k+1)

p-n+k

(3.24)

n

elde edilir. (3.22) ve (3.23) den Zt

ve ,DP islemleri degismelidir. Boylece t=a

f*(a)=0 (k=0,1,2,---) olmak kosuluyla

- (D71 (1))=.Dr [w] =D f(t)

dt" dt
elde edilir.
Teorem.3.1.4
0<m<p<m+l ve 0<n<g<n+l ve f(1) , fY(a)=0 olsun.

(k =0,1,---,r— 1) olmak tizere ,D/ ve ,D; diferansiyellerinin birlesimi
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D (D1 (1) =07 (D1 (1) = DI A (1) (3.25)
deki gibidir.
3.1.2 Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve integrali

Literatiirde Riemann-Liouville kesirli tiirevleri Griinwald-Letnikov kesirli

tiirevlerinin kesirli mertebeden geri farkinin limiti olarak tanimlanir. Buna gore

aD,”f(t):(%jm j.(t—f)m_pf(r)dr , m<p<m+l (3.26)

a
ile verilen kesirli tirev tanimi Riemann-Liouville tanimidir.

Teorem.3.2.1

Tamsayr mertebeden kesirli tiirevlerin ve integrallerin birlesimi k>n ise f (t)
fonksiyonunun (k —n). tiirevi
1 ij(r—r)"“f(r)dr (3.27)
L(n)

olmak iizere (3.27) da D" operatorii k<0 ise k katli integral, k>0 ise k defa

F ()=

diferansiyel ifade eder.

Teorem.3.2.2

f(6)=(t- a)ﬂ olmak iizere f (¢) fonksiyonunun kesirli tiirevi

I'(1+v) p-
D (t-a)' =———"(t~a)""
Dl (t-a) F(1+v—p)(t @)
esitliginden elde edilebilir.
Ornek.3.2.1

f(x)=x" i¢in p=3 olmak iizere kesirli tiirevi

D’ (xS):MxH D) 2 5! e 60x® seklindedir,
rs-3+1) (3 2

Goriildigi gibi ¢ nin tamsay1 degerleri icin kesirli tiirev ile bildigimiz adi tiirev aynidir.
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Tanim.3.2.1

n tamsay1 degerleri icin n katli integrasyon

t

1= e=e) s e

dir. Yukarida verilen Cauchy formiilinde p>0 reel sayis1 ile » tamsayisi yer

degistirerek;

D ()= [(e-e) £ (e)de

r(p).

p— kath kesirli integral tanimi elde edilir. » tamsayist n>1 sartin1 saglamalidir. Bu
durumda agiktir ki p >0 olmalidir. Eger t >a igin f (t) stirekli ise integrasyon asagidaki
onemli 6zellige sahiptir [28].

D7 (DS (1) =07 (1)
Teorem.3.2.3

D, (m=1<p<m) ve D! (n-1<g<n) olmak iizere kesirli tiirevlerin
birlesimi

D! (DS (t))= D0 (DI f(t)= D/ f (1) (3.28)
esitligi ile elde edilir.
Tanim.3.2.4

Bir fonksiyonun ardisik kesirli tiirevi

a=a,+a,+a;++a,
olmak iizere

Daf(t) — Dal+a2+a3+.“+a”f(t) — DalDazDa3 "'Da"f(t) (329)

ifadesine esittir.

Lemma.3.2.1

A A, €R olmak tizere

D/ (A (6)+ 2,8 (1)) =4, D f (£)+ 4, D/ g (1) (3.30)

kesirli tiirevlerin lineerlik 6zelligi vardir.
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4. BOLUM
4.1 MATERYAL VE METOT

4.1.1 Kismm Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

Kismi diferansiyel denklemlerin D bdlgesindeki ¢oziimii diferansiyel denklemdeki

kismi tiirevleri bu bolgede mevcut olan ve ¢coziim bolgesinde kismi diferansiyel denklemi

saglayan u(x,y,--) fonksiyonudur. Genel olarak kismi diferansiyel denklemi saglayan

birden fazla ¢6zliim fonksiyonu bulunabilir. Ancak fiziksel problemin cevabi olacak tek bir
¢ozlim bu fiziksel olay1 belirleyen bazi sartlarin kullanilmasi ile elde edilir. Bu sartlara
baslangic ve smir sartlar1 denir. Kismi diferansiyel denklem ile birlikte denklemdeki t
bagimsiz degiskeninin belli bir degeri i¢in ¢6zlim fonksiyonu verilmis ise buna baslangic
sart1, probleme de baslangi¢c deger problemi denir. Kismi diferansiyel denklem ile birlikte
¢Ozlim bdlgesinin sinirlarinda ¢6ziim fonksiyonu veya tiirevleri cinsinden degeri verilmisse
buna sinir sartt probleme de smir deger problemi denir. Hem baslangic hem sinir sartlarini

iceren problemlere baslangi¢ sinir deger problemi denir. En ¢ok kullanilan ii¢ tip sinir sart,

Ula,t)=f (1)

Dirichlet Sinir sarti (4.1)

U(bit)=f(1)
0
% ar)=g,(1

x Neumann Sinir sart1 (4.2)
(1) =g, (1)
ox 2
ou
a—(a,t)+oc(t)u(a,t) =p,(1)
6x Karisik, Robin Sinir sart1 (4.3)
—(b.1)a(t)u(b.)=p, (1)

X

dir.

Eger kismi diferansiyel denklemler lineer ve smir sartlar1 da kolay anlasilabilir bir
matematiksel yapida ise basit diizglin bolgelerde (2 boyutta kare, daire; 3 boyutta
kiire,silindir,kiip ...) denklemlerin analitik ¢6ziimii bulunabilir. Fakat denklemler lineer
olmayan ve denklemin ¢6ziimiiniin arandig1 bolge diizgiin bir yapida degilse karmagik sinir

sartlar1 karsimiza ¢ikar. Bazen de baslangi¢ veya sinir sartlar1 sadece



belli noktalarda sayisal deger olarak verilir ise boyle durumlarda problemin analitik
¢dziimiinii bulmak zor veya imkansiz olabilir. Iste o zaman problemin yaklasik ¢6ziimiinii
arariz. Bilgisayar teknolojisindeki gelismelere paralel olarak diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢oziimleri i¢in bircok yontem gelistirilmis ve gelistirilmeye devam etmektedir. Bu
yontemlerden en c¢ok kullanilan sonlu farklar yontemidir. Yontem temelde ¢6ziim
bolgesine grid (ag=kafes=1zgara) dedigimiz bloglara bdlerek bu bloglarin kesisim
noktalarinda denklemdeki tiirevler yerine onlarin sonlu fark esitliklerini yazarak kismi
diferansiyel denklemi lineer veya lineer olmayan denklem sistemine donistiiriiliir. Daha
sonra bu denklem sistemi coziilerek bu grid noktasindaki ¢oziimler yaklasik olarak

hesaplanir.

4.1.2 Tiirevler i¢cin Sonlu Fark Yaklasimlar

x ve t bagimsiz degiskenlerine bagli bir fonksiyon U olsun. Genel olarak sonlu fark

yontemlerinde xo¢ diizleminde Ax(=h) ve Ar(=k) kenar uzunluklu kafeslerin kesisim
yerlerine mesh veya diigiim noktalar1 adi verilir. Ornegin [0,/]x[0,00) yar1 agik bdlgesi

iizerinde , (x,,¢,) ile ifade edilen bir diigiim noktas:

x, =ibx=ih, i=0,1,2,~,N (4.4)

t,=mAt=mk, m=0,1,2,---, M 4.5)

olarak verilir. Temsili bir P(ih,mk) digiim noktas iizerinde U fonksiyonunun noktasal
degeri icin

U, =U(ih,mk)=Ul.,m =U" (4.6)
gosterimlerinden birisi kullanilir. Bu gosterimlerin  kullanilmasi ve hatalarmm ihmal

edilmesiyle U fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerine gore sonlu fark

yaklagimlar1 Taylor serisi yardimiyla

CURSUilC (4.7)
ox h
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ou _U"-U",

— 4.8
ox h 48
a_U ~ Uin:-] — Ui,i] 4.9)
ox 2h

a_U N Uim+] _Uim (4 10)
or k '

a_U N Uim _ Uim—] (4 11)
or k '
o’U UM, -2U +U”"

— 1+ 1+ 1 4 12
ox? h? ( )
U U"-2U" +U",

_U o tUe 4.13
ox* h? ( )
U UM -2U"+U “.14)

ox? h?

olarak bulunur. (4.7), (4.8), (4.9) ile verilen, x’ e gore birinci mertebeden tiirev
yaklagimlarma sirasiyla ileri geri ve merkezi fark formiilleri denir. Benzer sekilde (4.10),
(4.11) ile verilen ¢’ ye gore birinci mertebeden tiirev yaklasimlara sirasiyla ileri ve geri
fark formiilleri denir. (4.12), (4.13), (4.14) ile verilen x’ e gore ikinci mertebeden tiirev

yaklagimlarma da sirasiyla ileri, geri ve merkezi fark formiilleri denir.

4.1.3 Parabolik Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklar Yontemiyle

Coziimleri
Parabolik kismi diferansiyel denklemi olarak 1s1 denklemini g6z oniine alalim.
ou ,o0U
— = >
ot ox
U(0.1)=g(1)
U(Lt)=g,(1)
sinir sartlari ve

U(x,0)=f(x) 0<x<I (4.17)

baslangic sarti ile verilsin. Problem her ne kadar 2 tane bagimsiz degisken iceriyorsa da ¢

O<x<I[,t>0 (4.15)

(4.16)

zaman degiskeni olup problem 1 boyutludur. Coziim bolgesi [O,Z ] olup problemin
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coziimiinde bu aralik gridlere boliintir. Grid bloklardaki U nun bilinmeyen degerleri
birbirleriyle ve smir sartlar ile iliskilendirilerek her bir zaman araliginda belirlenen grid
noktalardaki U degerleri yaklasik olarak bulunur.

Kismi diferansiyel denklemlerin sonlu farklar yontemiyle ¢oziimiinde kismi diferansiyel
denklemde verilen tiirevler yerine onlarin sonlu farklar1 alinarak olusturulan fark
denklemleri ¢oziiliir. Bunun i¢in en sik kullanilan yontemler Ac¢ik Yontem, Kapali Yontem
ya da Crank-Nicholson Yontemidir.

Sonlu fark yaklagimlarinda problemin ¢6ziim bdlgesi N alt araliga boliiniir. Boylece

U (x,t) bagimli degiskeni sadece diiglim noktalarda mevcuttur. Bu araliklar1 islemlerde

kolaylik olmas1 agisindan esit alacagiz.

m+1
U{ih,mk)
m v
m-1
i-1 i i+1

Sekil 4.1. U" Diigiim noktas1

4.1.3.1 Acik Yontem

0<x</, t>0 bolgesinde

oU o°U
_— a
ot ox?

olarak verilen 1s1-iletim denklemini gz Oniine alalim. Zamana bagh tiirev i¢in ileri fark, x’

(4.18)

e gore ikinci tiirev i¢in merkezi fark formiillerini O(k)ve O(hz) hatalarmi ihmal ederek

yazalim.
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Yani ;

ou _um-u:

ok
FU U, -0 +U!,
ox? h’

ifadelerini 1s1 denkleminde yerine yazalim.

ur-ur o Ui =20, +U,

m+1 419
k n )
veya
Urt=rU! +(1-2r)UL +rU”, .m=0(1)M ,n=0(1)N (4.20)

elde edilir. » = aiz dir. BuradaU (x,t) sicakligs;
h
U (x.t)=U (ih,mk) =U (iAx,mAt) = U” (4.21)

olup yapilan hata O(k)+0O (h2 ) mertebesindendir.

4.1.3.2 Kapah Yontem
Bu yontemde
ou o’U
—=a >
ot ox

2
181 iletim denklemindeki

— yerine n+1 inci adimindaki
X

> m+1 S m—1 + 0
ox h

aZU _ Un+] —21"U"r;+] +Un+] (hz)

n+1 n
merkezi fark formiilii ve aa—U tiirevi yerine aé_t = % +O(k) ile verilen ileri fark
t

formiilii hatalar ihmal edilerek yazilirsa 1s1 iletim denkleminin kapali sonlu fark yaklagimi

urt-ur UM =20+ Ut
=

= 4.22
k h2 ( )
Ul =—rUrt +(1+20) U —rUN om=0(1)M ,n=0(1)N (4.23)

dir. Burada r = « hiz olup hatanin mertebesi O (k )+ O(hz) oldugu acikga goriiliir.
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4.1.3.3 Crank Nicholson Yoéntemi
Bu yontem John Crank ve Phyllis Nicolson tarafindan 6nerilen modifiye edilmis bir

kapali yontemdir. Bu yotem sirasiyla

Ut = U

m—1

+(1—2r)U:1+rU"

m+1

U'=-ru +(1+27”)U:1+l —ru

m+l1
denklemleriyle verilen agik ve kapali sonlu fark yaklasimlarimin sag taraflarinin

averajlarinin alimmasiyla elde edilmistir.

oU o°U
— =
ot ox?

1s1 iletim denkleminin Crank-Nicholson sonlu fark yaklagimi

n+l n n+l n+l n+l n n n
Um k Um :%a Um—l 2(2;1 +Um+l +Um—l 22]2;71 +Um+l (424)

dir.
Bu denklem m=0(1)M ve n=0(1)N igin

U +(2+2r)U;+] —rUM =rU" +(2—2r)U:1 +rU} (4.25)

olarak yazilabilir.

4.1.4 Eliptik Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklar Yontemiyle Coziimii
Burada en c¢ok karsilasilan Laplace ve Poisson denklemini ele alalim bu tip

denklemlerin sayisal ¢6zlimiiniin nasil bulunabilecegini arastiralim.

Laplace Denklemi: V> /' = f, + f, =0 (4.26)
Poisson Denklemi: V?f = f, + 1, = f(x.») (4.27)

seklinde ifade edilirler.
Laplace Denklemi olarak bilinen
2 2
ou, du_y (4.28)
ox~ oy

eliptik kismi diferansiyel denklemini ele alalim.

25



kv
e
R b

L
: Y2z PEEEE5E
NERZE
j-1 ?

_ & * 2 >
Q 1i-1 1 1+l a X

Sekil 4.2. k = Ay ve h= Ax araliklar1 ve diiglim noktalar1

Yukaridaki sinir kosullariyla belirlenmis R ¢oziim bdlgesini sekildeki gibi kA =Ay ve

h = Ax araliklartyla bélmelendirelim.

Ou u(x+Ax,y)—2u(x,y)+u(x—Ax,y)

= 4.29
ox’ (Ax)2 (4:29)
2 V+AY)=2u(x,y)+u(x,y—A
0 th :u(x y+Ay)—2u(x 2/) u(x,y—Ay) (430)
Ay (Ay)
olmak tizere (xl., yj) noktalar1 i¢in
Ou U, ;2w
=—= L Lo 431
ox? h? ( )
2 o= 2u U,
6 l;l _ ul,]+] ulz,] ul,]—] (432)
oy k
yazarsak denklemde yerine koyup ve gerekli ara iglemleri de yaparsak,
2(h2 +k )ui’j =k’ (umJ +u ) +h (ul.,jﬂ +uw._]) (4.33)

cebirsel denklemi elde ederiz.

h =k alinirsa,
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du, = U,

=l (4.34)

J i,j+1 i,j-1

R bolgesinin sinirlar1t boyunca u degeri verildigi i¢in bdlmeleme sonunda ortaya ¢ikan her
nokta icin (4.34) denklemine benzer denklemler yazilacak olursa bu noktalar sayisinca
bilinmeyen ve denklem elde edilir. Bu cebirsel denklem takimmin ¢6ziimiiyle her bir

noktanin u# degeri belirlenmis olur.

B
u=50 |

Sekil 4.4. Degisken sinir kosullar1

Smir kosullar1 U nun sabit degeri ile verilebilecegi gibi bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonu olarakta verilebilir. Bazen de sinir deger olarak U nun bagimsiz degiskenlerden
birine gore birinci mertebeden tiirevinin degeri verilir.

Sinir kosullar1 U nun tiirevleri seklinde verilirse bu tiirevleri sonlu farklar cinsinden
yazarak noktalarm U degerleri arasindaki iliskiler saglanir. Ornegin yukarida gosterilen

Sekil 4.4 i¢in kismi tiirevler i¢in,

27



Ou(x,y) _u(x=24x,y)—4u(x—Ax,y)+3u(x,y) (4.35)
Ox 2Ax .

ou(x,y) _ —u(x,y+2Ay)+4u(x,y+Ay)—3u(x,y) (4.36)
& 28y |

seklinde yazilir. Burada sonlu farklar kullanilirsa hata mertebesi kiiciik olur. Z—u icin geri
X

yon sonlu farklar kullanilmasmin sebebi x in sinir degerinde tiirev alinmasidir. Yani

tiireve girerek x degeri bu sinirm gerisindeki degerlerdir.

Benzer diisiinceyle z—u icin ileri fark yon sonlu farklarin kullanilmasi gerekliligi ortaya
v

cikar.
ou(x,0) _ —u(x,2k)+4u(x,k)-3u(x,0) 0 (0<x<a) (4.37)
oy 2k
Ou(a,y) _u(a=2h,y)-du(a—hy)+3u(a.y) o (0<y<b) (4.38)
ox 2h o |

Ik esitlikte x ekseni ile ona k araliklarla paralel iki yatay dogru iizerindeki
noktalara iligkin u  degerleri arasinda iliski saglanir. Benzer sekilde ikinci
bagmtiylax=a,x=a—-h ve x=a-2h diisey dogrular1 iizerindeki noktalara iliskin

u degerleri arasindaki iliski saglanmis olur. Birinci mertebeden bu tiirevler i¢in,

Qu(x,y) _u(x,y)—u(x-Ax,y) (4.39)
ox Ax |

ou(x,y) _ u(x,y+Ay)—u(x,y) (4.40)

Oy Ay

sonlu farklar1 da almabilir. Ancak bir 6ncekine gore hassas sonuglar elde edilmez.
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4.1.5 Kesirli Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri
4.1.5.1 Kesirli Tiirevin Crank-Nicholson Yaklasimi

Bu boliimde Crank-Nicholson yontemi ile kesirli mertebeden difiizyon denklemi i¢in
niimerik yaklasimi elde edecegiz. M ve N nin bazi pozitif tamsay1 degerleri i¢in sonlu

farklar algoritmasi i¢in konum ve zaman digiim noktalar1 2=1/M ve 7 =1/N seklinde

alinabilir. Bu diigiim noktalar1 [0,1] konum aralignda x, =ik i=0,1,..M ve [0,1]

zaman araliginda ¢ =ntr n=0,1,...N seklinde tanimlanir. Uve f fonksiyonlarmmin

diigiim noktalarindaki degerleri ise U =U (¢,,x,) ve f" = f(t,,x,) seklinde gdsterilir.
Klasik Crank-Nicholson metodunda oldugu gibi, (f,m /z,xl.) zaman araliginda

6”‘U(t,x)

3 kesirli tiirevi i¢in bir yaklasim elde edelim. Burada
ta

u(s, )ds
-s)

1 t
H(t)=
() F(l—a)'([(t Sa
seklinde olsun. O zaman

6aU(fn+1/z,Xi) ZQH(t ]/z’x'): H(t,,x)-H(t,x) +O(r2)

ot” ot T (4.41)
elde edilir. Simdi

—a -a

G (Z—a;l“(l—a)[(‘jﬂ)z_a _jZ-a} ve b= (1—0‘)r(1_0‘)

[(j+1)““ —jl‘“}

olmak {izere,
H(tn+],xl.) ve H(tn,xl.)

ifadeleri i¢in yaklagimlar,
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_ 1! i JJZ —(S_tj)U.j"+—(S_tj_])Ul.j+O(r2) L

r(l_a) J=1 (j—l)r -7 l T (tn+] _S)a
=2 (a,— b, U~ (@, ~(j+1)b, ) U
& = (4.42)
ve
“ou(
H(t,x,
(n x 1 OC ! t, —s

=7 (aj_] (]— i ])U" Y —TZ( jbj_l)Ui"_j”
I (4.43)

seklindedir. Boylece sonug olarak asagidaki yaklagim

e ) = Z]: w, U (4.44)
ata = »J

seklinde elde edilir. Burada

Woo = by —a,

3a,—a,+2b—b,,n=0
w,, = (4.45)
" |2a,—a,+2b-b,, n>0
. —a; ,+2a, ,—a,+<(j-2)b,_,—(2j-1)b,_ +(j+1)b,, j=2,..,n
" a, an_]+(n—1)bn_]—nbn, j=n+l1
dir. Diger yandan
aU e1/2> 1 .n+l_2 .n+l 'n+l n _2 n n
(s 2 ):_ Ui Uzz U Un U;+U +0(1*) (4.46)
ox 2 h h

seklinde yazabiliriz [7].
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4.1.5.2 Kesirli Mertebeden Difiizyon Denklemi i¢in Crank-Nicholson Yontemi
Asagidaki kesirli difiizyon denklemini gézoniine alalim [26].

o"u(x,t) O%u(x,t 0<x<l 0<t<l
u(x.r) _ “(’2‘ ):f(x,t) : (4.47)
ot” ox O<a<l
(4.44) ve (4.46) yaklagimlar1 (4.47) denkleminde yerine yazilirsa,
Sl‘wn jUin+l—j _ Uir:] — 2Uin2+] + Uir:l + Uir-li—l — 2U;n + Uin—l
= 2h 2h
- (tn+%,xij 0<n<N-1,1<i<M—1
Ul=r(x,),1<i<M-1
Uj=U, =0, 0<n<N (4.48)

elde edilir. Bu sistem diizenlenirse,

1 n+l n O n+l—j 1 n+l 1 n 1 ntl n _ T
(_2_}12)((]”1 +Ui+1)+jz(;wn,jUi l+?Ui +?Ui + _2_h2 (Ui—l +Ui—1)_f tn+§axi

Ul =r(x),1<i<M-1 1<i<M-1

Uy =U;, =0, 0<n<N 0<n<N (4.49)
seklinde yazilir. (4.49) denkleminin sonlu fark {izerinden matris formu
AU, +BU,+CU,_, =g, (4.50)

olarak elde edilir. Burada ¢, = (gol.o,gol.‘,gof,...,(pi’v )T, o =r(x), @' = f(t,m/2 ,xl.),

1Sn<N,1<isMve U, =[U"U,U2,..,U" ] ile ifade edilir. (4.50) denklemindeki

A, B ve C matrislerinin boyutlar1 (N +1)x(N +1) olup bu matrisler,

1
2h*

\

0

(_

1

1
2h? ]
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- -
1 1
Wo,1 +? Wo +ﬁ
1 1
Wi Wit Wyt
B=
1 1
Wa3 Wo wit— W.,o""ﬁ
1 1
I Wyoin W N-1 W Wi +h_2 Wo +h_2_
seklindedir.
Boylece Gauss-Eleme yontemini kullanarak (4.50) denklemi
U=a,U.,+p, i=M-1,...,2,1,0 (4.51)

sekline dontstiiriiliir. $imdi (4.51) denklemindeki «,,, ve f,,, matrislerini belirleyelim.

Burada U, =a,U, + B, =0 oldugu i¢in o ,= O,

| vaye(vsr) VE B = 0( N+l olarak seg¢ilebilir.

U=a,U, +p., veU_ =aU, + B, esitlikleri (4.50) denkleminde yerine yazilirsa,

i+1
(A+Ba,,, +Ca,a,, )U,,, +(BB,, +Ca, B, +CB) =0, (4.52)

i+l 77+l i+1

elde edilir. O zaman

e J<i<M -1 (4.53)
Bﬁm + Caiﬁm + Cﬁi =@

sistemi yazilabilir. Boylece asagidaki ifadeyi
{qﬂ—(3+c%)la
-1
B = (B + Cai) ((P _Cﬂi)

elde ederiz.

{A+Bal.+] +Caco. . =0

JA<i<M -1 (4.54)
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4.1.5.3 Adomian Ayrisim Metodu (ADM)

Ayrisim yonteminin, bir seri metodu oldugu, bircok cebirsel, lineer veya lineer
olmayan diferensiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir. Genel
olarak bu metottan bahsedecek olursak; kabul edelim ki F, hem lineer hem de lineer
olmayan terimleri i¢eren bir genel lineer olmayan adi diferensiyel operator olmak iizere;

Fu)=g(x) (4.55)
olsun. Boylece L - verilen diferensiyel denkleminde bulunan en yiliksek mertebeden tiirev
operatoriinii, R- lineer operatoriin kalan kismim1i ve N - ise lineer olmayan terimi
gostermek tlizere (4.55) denklemini

Lu+Ru+Nu=g (4.56)
seklinde yazalim. L bir lineer operatdr ve L' tersi de mevcut olsun. (4.56) esitligi

Lu=g—Ru—Nu (4.57)
seklinde yazilabilir ve (4.57) esitliginin her iki tarafina soldan L™ operatorii uygulanirsa;

L'Lu=L"g—L"'Ru—L"'Nu (4.58)
elde edilir.

L ’nin ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operatér oldugunu kabul edelim.

(4.58) esitliginde gerekli islemleri yaptiktan sonra
u=u(0)+tu (0)+L'g—L"'Ru—L"'Nu (4.59)

¢Ozlim fonksiyonu bulunur. (4.5.3.5) ile elde edilen esitlikteki N (u) lineer olmayan terim

N(w)=Y 4

n=0

seklinde ifade edilmektedir. Buradaki 4, Adomian polinomlar1 6zel polinomlardir ve bu

polinomlar daha sonra incelenecektir. (4.59) esitligindeki u; ayristirilmis seri ¢6ziim

fonksiyonudur. Bu seri ¢6ziim fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen baslangi¢ degeri
sag taraf fonksiyonun integrali olmak lizere u, =a+bt—L"'g ile bulunur daha sonra u,

terimi kullanilarak u,,u,,u,,--- terimleri elde edilerek ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu;

u(x,t) = i u,(x,t) (4.60)
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yazilabilir. Bu seri ¢6ziimii kullanilarak (4.59) esitligi tekrar yazilirsa

Du,=u,—L' D u,—~L"Y A, (4.61)
n=0 n=0 n=0
genel seri formu elde edilir. Benzer olarak (4.61) esitligi agik sekilde

u,=—L"Ru,— L4,

u,=—L"Ru,—L"'4 4.62)

——L"'"Ru,—L"'4,, n>0

formunda yazilabilir. Buradaki A, polinomlar1 her bir lineer olmayan terim icin genel-
lestirilebilir ve bu genellestirmede A, sadece u,'a, A4, ise u, ve u,'e, A, ise u, , u, ve

u,'ye bagli ve benzer sekilde (4.62) esitligindeki bitiin 4, Adomian polinomlar1 elde

edilebilir. 4, Adomian polinomunun ayristirilmis hali ise literatiirde

4, f“o

d u' V[ d’
@—%Jf wu
d

A4, = ikuﬂ ,n>0
wlie(Er).

ile verilmektedir. Baz1 problemlerin sayisal ¢oziimlerinin daha hassas olmasinin istenildigi
durumlarda ayrigim serisi i¢in ¢ok sayida terimin hesaplanmasi gerekebilir. Bu gibi
durumlarda (4.63) genel formiiliiniin kullanilmasi, (4.60) ayristirma serisinin ¢ok sayida
teriminin  hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadwr. Ayristm metodu kullanilarak

u(x,t) kapali ¢éziim fonksiyonunun bu fonksiyona ait sayisal ¢oziimlerin elde edilmesi

i¢in;
x,t)=> u,(xt), n=0 (4.64)
n=0

olmak tizere;
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im® =u(x,1) (4.65)

n—®0

ifadesi (4.62) indirgeme bagintis1 géz oniine alinarak kolayca hesaplanabilir. Buna ilaveten
(4.65) seklindeki ayrisim seri ¢oziimii, genel olarak fiziksel problemlerde ¢ok hizli olarak
yakinsayan sonucglar vermektedir. Ayrisim serisinin yakimsaklig1 literatiirde bir¢cok yazar

tarafindan arastirilmistir. Ayrisim serisinin yakinsakligi teorik olarak Y.Cherruault ve

arkadaslar1 tarafindan incelenmistir

35



5. BOLUM

METODUN UYGULANMASI

Bu boliimde kesirli mertebeden difiizyon denklemlerinin Crank-Nicholson yOntemi ve
ADM yontemi yardimiyla yaklasik ¢oziimlerini elde edecegiz.
5.1 Kesirli Mertebeden Difiizyon Denkleminin Crank-Nicholson Yontemiyle Coziimii
Uygulama 1:

u(x,0)=0,0<x<1 baslangi¢ sarti ve u(0,7)=0,u(1,t)=0, 0<¢<1 smnir sart1 ile
verilen zaman kesirli difiizyon denklemini

0u (x, t) ~ ou (x,t)
ot* ox®

=f(x1),0<x<1,0<t<1,0<a<l (5.1

ele alalm [26]. Burada f(x,t)= t*7 sin(27rx) + 47°t* sin (27rx )

r(3-a)
dir. Bu problemin tam ¢dziimii u(x,7)=¢"sin(27x) dir [26]. (4.44) ve (4.46) ifadeleri
(5.1) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa Sekil 5.1. de
M =64, N=16, a=0.2, Sekil 52. de M =64, N=32, =02 ve Sekil 5.3. de
M =64, N=64, a=0.2 almarak (5.1) denkleminin Crank-Nicholson ydntemi ile

yaklasik ¢ozlim grafigi Maple programi kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir.

Sekil 5.1. (5.1) diflizyon denkleminin M =64, N =16, o =0.2 degerleri i¢in hata grafigi



Sekil 5.3. (5.1) difiizyon denkleminin M =64, N =64, o =0.2 degerleri i¢in hata grafigi

(5.1) ile ifade edilen zaman kesirli diflizyon denkleminin M, N ve « nin farkli

degerleri igin ‘U(x,t) ~U/ (x,1)

Tablo 5.1. Bazi1 M ,N ve a degerleri i¢in (5.1) diflizyon denkleminin hata degerleri

hatalar1 Tablo 5.1 de asagidaki gibi verilmistir.

a=02 a=0.5 a=09
M | N Hata Hata Hata
64 | 16 | 0.001937106481 | 0.001844677073 0.001326148022
64 | 32 | 0.0006626514950 | 0.0005304709778 | 0.0005214289069
64 | 64 | 0.0007326052182 | 0.0007128464310 | 0.0007046670340

37




Uygulama 2:
u(x,0)=0,0<x<1 baslangic sart1 ve u(0,¢)=u(1l,¢)=0,7>0 smnr sart1 ile
verilen zaman kesirli difiizyon denklemini

0u (x,t) ~ o*u (x,t)
ot” ox®

+u(x,t)=f(x,1),0<x<1, 120, 0<a <1 (5.2)

ele alalim [2]. Burada

e

dir. Bu problemin tam ¢dziimii u(x,)=¢’x(2—x) dir [2]. (4.44) ve (4.46) ifadeleri (5.2)

x(2—x)t2_“ +t2x(2—x) +2¢

denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa Sekil 5.4. de
M =48, N=16, a=0.2, Sekil 55. de M =48, N=32, =02 ve Sekil 5.6. de
M =48, N=48, a=0.2 almarak (5.2) denkleminin Crank-Nicholson yOntemi ile
yaklasik ¢oziim grafigi Maple programi kullanilarak asagidaki sekilde elde edilmistir.

column

oty

Sekil 5.4. (5.2) diflizyon denkleminin M =48, N =16, a =0.2 degerleri i¢in hata grafigi
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column

Sekil 5.5. (5.2) diflizyon denkleminin M =48, N =32, a =0.2 degerleri i¢in hata grafigi
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column

Sekil 5.6. (5.2) diflizyon denkleminin M =48, N =48, a =0.2 degerleri i¢in hata grafigi

(5.2) ile ifade edilen zaman kesirli diflizyon denkleminin M, N ve «a nim farkli

degerleri igin ‘U (x,0)-U; (x,t)‘ hatalar1 Tablo 5.2 de asagidaki gibi verilmistir.

Tablo 5.2. Baz1M , N ve o degerleri i¢in (5.2) diflizyon denkleminin hata degerleri

a=02 a=0.5 a=09
M | N Hata Hata Hata
48 | 16 | 0.006171225937 | 0.004293378614 0.004318848857
48 | 32 | 0.003887392591 | 0.002222009029 0.002231505317
48 | 48 | 0.003715712439 | 0.001499041766 0.001503670513
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5.2 Kesirli Difiizyon Denkleminin Adomian Ayrisim Yontemiyle Coziimii

Uygulama 1:

(5.1) esitligi ile verilen difiizyon denklemini goz 6niine alalim. Burada u(0,7)=27¢* dir.

Bu denklemi
Lou—Lu+f(xt)=0 (5.3)
2
operatdr formunda yazilabilir. Burada L, =—— dir. Burada L integral operatdrii olup

dx

L= I I (.)dxdx seklinde gosterilir. (5.3) denkleminin her iki tarafina soldan L
00

uygulanirsa

Lo[L) =L Dfu|-L}[ f(x.1)] (5.4)
elde edilir. Buradan

u(x,t)=u(0,)+xu, (0,¢)+ L} Dfu-f(xt)] (5.5)

olur. (5.5) denklemi i¢in
u (O,t) =u (O,t) +xu, (O,t)
u, (x,t)=L, [D,“uk —f(x,t)}

(5.6) rekiirans bagintisi elde edilir. Bu rekiirans bagintist yardimiyla yaklasik ¢6ziim

(5.6)

3t (—27Tx +sin (27rx))
m'T[3-a]

—-a .3
1 2[2m xF[1+a]+6(—2ﬂ:x+Sin(2ﬂx))+

Ijl =27xt’ +—t
6 I'[-1+a]

seklinde elde edilir. ¢ ,x ve ¢ nin farkli degerleri i¢in hata tablosundaki degerler ve

yaklasik ¢ozlim grafikleri Mathematica programi yardimiyla hesaplanmaistir.
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Sekil 5.7. (5.1) diflizyon denkleminin # =0.5, x =0.5, @ = 0.2 degerleri i¢in yaklasik

¢Ozumu

Sekil 5.8. (5.1) diflizyon denkleminin # =0.5, x =0.5, « = 0.5 degerleri i¢in yaklasik

¢Ozumu
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Sekil 5.9. (5.1) diflizyon denkleminin # =0.5, x =0.5, « = 0.9 degerleri i¢in yaklasik

¢Ozumu

Tablo 5.3. Bazix,fve a degerleri i¢in (5.1) diflizyon denkleminin hata degerleri

a=0.2 a=05 a=09
t X Hata Hata Hata
0.5 0.5 3.3277x107 5.38991x107° 7.64462x107
0.5 | 0.05 5.06387x10°° 8.08558x107° 1.2163x10™
0.5 | 0.005 5.08573x107° 8.11951x10°° 1.22199x107’
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Uygulama 2:

5.2) esitligi ile verilen difiizyon denklemini gbz 6niine alalim. Burada u_(0,¢)=2¢* dir.
( sitlig Y g .

Bu denklemi
Lou—Lu—u+f(x,)=0 (5.7)
2
operatdr formunda yazilabilir. Burada L, =— dir. Burada L integral operatdrii olup

dx

L= j I (.)dxdx seklinde gosterilir. (5.7) denkleminin her iki tarafina soldan L
00

uygulanirsa
Lo[Lu) =L Dfu |- L[ f (x.) ]+ Lu (5.8)
elde edilir. Buradan
u(x,t)=u(0,t)+xu, (0,6)+ L} | Dfu—f (x.6) +u(x,1)] (5.9)
olur. (5.9) denklemi icin
u(0,¢)=u(0,¢)+xu,(0,)
{u,ﬁ, (x.t) =L} Dfu, - f(x,8)+u, (x.1)]

(5.10) rekiirans bagintisi elde edilir. Bu rekiirans bagintis1 yardimiyla yaklasik ¢6zim

(5.10)

~ 2.4 2 a 3 a4 a3
M(X,t)=2t2x—t2x2+t X 2x N “x +t xT[l+a]
12 3[3-a] 6I'3-a] 3T[a-1]

seklinde elde edilir. ¢ ,x ve ¢ nin farkli degerleri i¢in hata tablosundaki degerler ve

yaklasik ¢ozlim grafikleri Mathematica programi yardimiyla hesaplanmaistir.

Sekil 5.10. (5.2) diflizyon denkleminin ¢ = 0.5, x =0.5, a = 0.2 degerleri i¢in yaklagik

¢Ozumi
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Sekil 5.11. (5.2) diflizyon denkleminin ¢ = 0.5, x =0.5, @ = 0.5 degerleri i¢in yaklagik

¢Ozumi

Sekil 5.12. (5.2) diflizyon denkleminin ¢ = 0.5, x =0.5, @ = 0.9 degerleri i¢in yaklagik

¢Ozumu
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Tablo 5.4. . Bazix,fve a degerleri i¢in (5.2) difiizyon denkleminin hata degerleri

a=0.2 a=05 a=09
t X Hata Hata Hata
0.5 0.5 3.84758x107° 4.11668x107° 3.77867x107°
0.5 | 0.05 4.45158x107 4.73255x107 4.37593x107°
0.5 10.005| 4.51198x10° 4.79413x10°° 4.43566x10°"
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6. BOLUM

SONUC

Sonlu Farklar Yontemi ve Adomian Ayrisim Metodu homojen ve homojen olmayan kismi
diferansiyel denklemlere veya kesirli kismi diferansiyel denklemlere uygulanabilmektedir.
Bu calismada sonlu farklar yontemini kesirli mertebeden difiizyon denklemlerine
uygulayabilmek i¢in, Crank-Nicholson yontemi yardimiyla kesirli tiirev yaklasimlar: elde
edilmistir. Bu yaklagimlar1 verilen denklemde yerine yazip ¢oziim yodntemini
uygulayabilmek i¢in Crank-Nicholson yonteminin algoritmas1 Maple programi yardimiyla
yazilmistir. Uygulanan niimerik yontemi ve tam ¢oziimii karsilastirarak Tablo 5.1 ve Tablo
5.2 deki sonuclar elde edilmistir. Yine ayni kesirli diferansiyel denklemlere Adomian
ayrisim metodu uygulanarak, Mathematica programinda yaklasik degerleri hesaplanip o
nin farkli degerleri i¢in grafikleri ¢izilmistir. Uygulanan niimerik yontemi ve tam ¢oziimii
karsilagtirarak Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 deki sonuglar elde edilmistir Her iki yontemde de
goriildiigli tizere uygulanan yontemlerdeki adim araligi ne kadar kiigiiltiiliirse bulunan
hatanin da o kadar kiiciildiigii gozlemlenmistir. Uygulanan bu yontemlerle kesirli
mertebeden difiizyon denklemi i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimlerde Adomian Ayrisim
metodunun tam c¢o6ziime daha hizli yakinsadigi goriilmiistiir. Bundan dolay1 ADM
metodunun kesirli diflizyon denklemi lizerinde yaklasik ¢oziimleri bulmada daha etkili ve

verimli bir teknik oldugu goriilmektedir.
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> restart;
with(plots):
with(LinearAlgebra):
riemann:=proc(f,salfa)

local s,p,pp;

p:=subs(t=s,f);

pp:=int( p/((t-s)"salfa), s=0..t);

( /GAMMA( 1-salfa) *diff(pp,t)):
end proc:

MM:=[64,64,64];

NN:=[16,32,64];

zalfan:=[0.2,0.5,0.9]:

for tt from 1 to nops(MM) do

for mm from 1 to nops(zalfan) do
M:=MM|tt]: N:=NN]|tt]: zalfa:=zalfan[mm]:

u2:=(t,x)-> (t*2)*(sin(360*x)):
u:=(t,x)->(t*2)*(sin(2*Pi*x)):

utx:= u(t,x):

utx2:=u(t,x):

P1:= subs(t=0,utx): rrr := unapply(P1,x):

#P11:= subs(t=1,utx): rrr2 := unapply(P11,x);
#Q:=diff(utx2,t); P2:= subs(t=0,Q); sss:= unapply(P2,x);
P3:= subs(x=1,utx); saguc:=unapply(P3,t):

P4:= subs(x=0,utx); soluc:=unapply(P4,t):
f:=unapply(P5,t,x);

tau:= evalf(1/N): h:=evalf(1/M): v :=evalf(-1/(2*h"2)):

A:=Matrix(N+1,N+1):
for i from 2 to N+1 do
AlliL[i]]:=v;
AL, [i-1]]:=v;
end do :
A:

C:=Matrix(N+1,N+1):
for i from 2 to N+1 do
CIlil,[il]:=v;
CIli], [i-1]]:=v;
end do :

for jj from 0 to N+1 do
a[jjl:=evalf( ((tau”(-zalfa))/(2-zalfa) )*((jj+1)"*(2-zalfa)-jj* (2-zalfa)) );
b[jj]:=evalf( ((tau”(-zalfa))/(1-zalfa))*((jj+1)"(1-zalfa)-jj* (1-zalfa)) );
end do:
47



a[-1]:=0;
b[-1]:=0;

for j from 1 to N-1 do

d[j]:=evalf( (1/GAMMA(1-zalfa))*(-a[j-1]+2*a[j]-a[j+1]+(j-1)*b[j-1]-
(2*j+1)*b[jl+(+2)*b[j+1]) ):
end do:

P:=evalf( (1/GAMMA(1-zalfa))*( 2*a[0]-a[1]+2*b[1]-b[0])):
q:=evalf( (1/GAMMA(1-zalfa))*(b[0]- a[0] )):

PP:=evalf(P+(1/h"2)):

B:=Matrix(N+1,N+1):
B[[1],[1]]:=1:

B[[2],[1]]:=R[0]+PP: #B[[2],[1]]:=R[0]+PP:

for i from 3 to N+1 do
B[[i],[1]]:=R[i-2]:
end do:

for i from 2 to N+1 do
B[[i],[i]]:=evalf(1/h"2+q):
end do:

for i from 3 to N+1 do
B[[i],[i-1]]:=PP:

end do:

for i from 2 to N+1 do
for j from 2 to N do
if (i+j)<=N+1 then
B{[i+jl.[jl1:=d[i-1]:
fi;
end do:
end do:

Dm:=Matrix(N+1,shape=identity):

alpha[1] := Matrix(N+1) :

betha[1] := Matrix(N+1,1) :

for k from 1 to N+1 do
betha[1,k]:=soluc( (k-1)*tau ):

end do:

48



fii:=Matrix(N+1,M):
for j from 1 to M do
Xj:=j*h;
for k from 1 to N do
tk:=k*tau-tau/2;
fii[[k+1],[j]] := evalf( f(tk,xj) ):
end do;
fii[[1],[j]]:= evalf(rrr(xjx)):
end do:

U:=Matrix(N+1,M+1):

for j from 1 to N+1 do ;
Ullj],[M+1] ] := saguc( (j-1)*tau);

end do:

U[[1..N+1], [M+1] |;
for z from M-1to 1 by-1do;

U[[1..N+1],[z+1]] := alpha[z+1] . U[[1..N+1],[z+2]] + betha[z+1];
end do:

U:
print(" ")

musta:=Matrix(N+1,M+1):
musta2:=Matrix(N+1,M+1):
for j from 1 to M+1 do;

for k from 1 to N+1 do;
tk:=(k-1)*tau;
Xj:=(j-1)*h;

musta[[Kk],[j]] := evalf(u(tk,xj));

musta2[[Kk],[j]] := evalf(u2(tk,xj));

end do;
end do;

matrixplot(musta2,axes=frame);

print(%);

sonuc:=abs(U-musta):

maxhata:= rtable_scanblock( sonuc, [rtable dims(sonuc)],'Maximum'):
print("M",'N','A¢1',"Sonug');

print(M,N,zalfa,maxhata);

end do:

end do:
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