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2002, 110

Bu ¢aligma dort boliim halinde diizenlendi.

Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; ayrnisim metodunun genel bir sunumu yapild ve daha dnceden yapilan
calismalar genis bir sekilde agiklandi.

Ugiincii ve dordiincii boliim ¢alismanin orijinal kismi olup, iigiincii biiliimde‘ sunulan
metot adi diferensiyel denklemlere ve iki noktali singiiler smr-deger problemlerine
uygulandi. Sifirdan uzak x degerlerinde hassas sonuglar elde etmek igin metodun ¢oziim

serisine Padé yaklasimi uygulandi. Ayrica ayrigim metodunun Taylor seri metodunun bir

~ genellemesi oldugu gosterildi, metodun 3 yaliméakhé&la 1151]1 basit hipc;ézlere daya;lgl iki
yeni teorem ifade ve ispat edildi. Ilaveten bu teknik, lineer olmayan Klein-Gordon
denkleminin analitik ¢6ziimiinii, matematiksel fizigin 6nemli denklemlerinden olan KdV ve
MKdV denklemlerinin soliton ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanildi.

Dérdiincii boliimde ise bu metot lineer ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklem

sistemlerine ve birlestirilmis Schrodinger denklemine uygulandi.

Anahtar Kelimeler: Ayrisim Metodu, Adomian Polinomlar, Padé Yaklagimi, Klein-Gordon,
KdV, MKdV ve Bitlegtirilmig Schrédinger Denklemleri, Soliton.
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SUMMARY

Ph. D. Thesis

THE FUNDAMENTALS OF THE DECOMPOSITION METHOD AND SOME
APPLICATIONS
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Firat University
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2002,110

This study is arranged in four chapters.

In the first chapter; some fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter; it is made general exhibition of the decomposition method and
is given about some knowledge earlier works.

The original parth of study is given in the thirth and fourth chapters. The third chapter
contains the applications to ordinary differential equations and two-point singular boundary
value problems. In order to obtain accurate results for values away from zero, it is applied
Padé approximation to the solution series. Also, in the same chapter it is demonstrated that the
maécor’rilﬁosit'ia method isfaigcnérializaﬁ&i of ;fz;ylor;ﬁcs method, it is eixi:;rese;dxandf grovcidw
two new theorems related to convergence of the method based on basic hypotheses. In
addition, this technique is used to find analytical solution of the nonlinear Klein-Gordon
equation, and for soliton solutions of the KdV and MKdV equations which are important of
the mathematical physics.

In the final chapter; this scheme is applied to linear and nonlinear partial differential

equation systems and coupled Schrodinger equations.

Key Words: Decomposition Method, Adomian Polynomials, Padé Approximation, Klein-

Gordon, KdV, MKdV and Coupled Schridinger equations, Soliton. o &
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GIRIS

Ozel bir metot yardmmyla polinomlart hesaplanan ve bilinmeyen fonksiyonun
ayrigtirilmasina dayanan Ayngim metodu yaklagik yirmi sene kadar once G. Adomian
tarafindan bulundu. Bu metotla lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklemleri ( fizik,
miihendislik, biyoloji, tipta kompermental analiz, astro fizik, nilkleer reaktdrler, lazerler,
kompiitiir ¢ipleri, radar, milli ekonomideki davranig, cebirsel, kismi tiirevli, adi diferensiyel
denklemler, integral denklemler ve bunlar gibi pek gok denklemi ve problemi ) ¢dzmek
miimkiindiir.

Bu metodun ilkeleri pek gok makalede ve birkag kitapta uygulands, fakat kullanilabilir
teorik veriler Cherruault ve ekibinin ( 1989, 1994, 1995, 1999, 2001 ) ¢aligmalatiyla hizlandh.

G. Adomian ilk olarak genel durumlan kapsayan pek ¢ok 6rnek iizerinde caligtr. Fakat
uygulamalarda bazi basit denklemleri segip hesaplarm kolaylagmasim sagladi ve bu
galigmalar da genellikle baglangic ve smir gartlant aynisim metodunun hesaba katilmasimi
saglayacak gekilde basit olanlar secildi.

Bu metodun etkinligi baslangicta yalnﬁ drneklerde denenmig ve yakmsakligmi ortaya
koyacak higbir agiklama yapilmamigti. Daha sonra Cherruault ¢alismalarinda aynigim
metodunun yakinsakligim kanitladi ve bu metodu biyolojik modellere uygulad: ( Cherruauli,
1989; Gabet, 1992; Abbaoui, 1995 ).

""" Sumulacak™ ayrigm metoduyla verilen bir problemin yapist degistirilmeyecek—ve
lineerizasyon yapilmayacaktir. Bu teknik gercek fizik problemlerine tamamiyle adapte olmus
goziimler verecek, yani lineer olmayan bir problemi gozerken pertiirbasyon’a, lineerizasyon’a
ve kesikleme metotlarina gerek kalmayacaktir. Bu metotlar verilen fiziksel problemin yapisim
bozdugu igin analitik degerden uzak bir ¢oziim elde edilecektir. Lineer olmayan denklem ve
sistemler fonksiyonlardaki veya baglangig sartlarindaki kiigiik degisikliklere kars1 ¢ok
hassastirlar. Omneftin dy/dx=(y~1)*,(0)=1 denklemini gozoniine alirsak bu denklem

y=1 sabit ¢oziimiine sahiptir. dy/dx=y* -2y +1.01=(y—1)? +0.01 denklemini gbzbniine

alirsak, bu denklem (2k +1)5x,k = 0,£1,£2,--- ‘de diisey asimptotlara sahip ve penyodlk




olan. y = l+115tan(x/10) goziimiine sahip olur. Boylece baglangi¢ sartindaki %1’lik bir

degisikligin bizi ¢ok farkli bir ¢dziime gotiirdiigi goriliir. Halbuki ayrigim metodunda bu
tekniklere ihtiyag olmadigi igin verilen problemde herhangi bir degisiklik yapma ihtiyaci
dogmaz, bu da problemin yapisimi degistirmez. Genellikle verilen bir problemin ¢Gziimiinii,
¢ok ¢abuk yakinsayan seri formunda ve bu c;éhsmada gosterecegimiz gartlar altinda elde
edecegiz. Burada adi diferensiyel ve kismi diferensiyel denklemlerin ¢Oziimiinii elde etmede
kullanilan kesikleme metotlarinin uygulamasinda kargilagilan karmagik hesaplamalardan
kaginacagiz. Etkinligini ortaya koydugumuz bu metot fizik problemlerini ortaya ¢ikartan
dinamik sistemlerin genis bir simfinda analitik ¢6ziimii verecektir. Bu  yontemin
lineerizasyon, kesikleme, deterministik yaklagim, stokastik yaklagimin kisitlayici formlan ve
biiyiik sinirlama sartlari gibi metotlarin yaninda avantajlan goktur. Bu metodun diger bir kag
metotla ortak Ozellikleri de vardir, fakat genis ¢apli bir arastirma yapildiginda onlardan
ayrildign goriilecektir.

Adomian tarafindan verilen formiilasyonla bu metot zor ¢dziilebilen problemleri
ortaya koyar. Ozellikle pek gok soru Adomian polinomlanmn varhgiyla, onlann
hesaplanmasiyla, yakmsakhglyla' ve metodun fonksiyonel diferensiyel denklemlere
uygulanmasiyla ilgilidir.

Yapilan galisma dort bolime ayrlmugtir. Birinci boliimde temel tamm ve teoremler

verildi. Ikinci boliimde metodun uygulanmasinda ortaya ¢ikan zorluklan ve isaret ettifimiz

cksikliklerin agilmasinda metodun matematiksel temelleri sunuldu. Bunun i¢in temel teorik
kavramlari, metodun farkh iglemletini, ispatlanmasi kolay hipotezler yardimiyla
yakinsakliginin dogrulugunu ortaya gikaracak teoremleri ve Adomian polinomlarimin farkls
elde edilme sekilleri gosterildi,

Ugiincii bsliimde metodun adi diferensiyel denklemlere uygulanmas: incelendi. Bunun
i¢in Adomian polinomlarmi kolaylikla hesaplayacak formiiller verildi. Adomian metoduyla

gesitli metotlarin kargilagtirmast yapildi. Sayisal yontemler x’in sifira yakin degerlerinde

hassas sonuglar vermesine ragmen x’in sifirdan uzak degerlerinde analitik ¢6ziimden uzak



analitik ¢dziimle karsilastirilarak aralarindaki hata miktarlan gosterildi. Ayarica yaklagik
¢Oziimiin, analitik ¢oziimiin ve hatanin iig-boyutlu resimleri Matematika ve Matlab gibi paket

programlar kullanilarak ¢izildi.

Caligmanin son bOliimii olan, dordiinci boliimde ayrigim metodunun kismi
diferensiyel denklem sistemlerine nasil uygulandig: verildi. Yine aym boliimde birlestirilmis
Schrodinger denklemine ayrgim metodunun nasil uygulandifn ve kompleks durumda

Adomian polinomlarinin nasil hesaplandigi gosterildi.
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LBOLUM

1.1.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 1.1.1. ( Kreyszig, 1978 )
X bir vektor uzayr olsun. ||||X —> R* doniisiimii agagidaki sartlan saghyorsa, bu

doniigiime bir norm ve (X, ||.| ) ikilisinc de bir normlu uzay denir. V x,y € X igin
ND) |x|=z0,
N2) ||x||=0¢:>.x=9 ,
N3) |ax|=|e|| x| ( « skaler),
N x+ <5+ ]
dir. Bir ( X,||. |) normlu uzay: tam ise, yani bu uzaydan alinan her Cauchy dizisi bu uzayin bir

noktasima yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay: ad: verilir.

Tamm 1.1.2. ( Kreyszig, 1978 )

Bir i¢ ¢arpim uzayi ( yada 6n-Hilbert uzay ), iizerinde bir i¢ ¢carpim tammlaqmls bir X
vektor uzayidir, Bir Hilbert uzay ise, lizerindeki i¢ ¢arpimla tanimli metrie gore tam olan bir
i¢ carpim uzayidir. Burada s6zii edilen i¢ garpim Xx X ‘den X ’in K skaler cismi igine yapilan
bir doniiglimdiir, yani X ‘in her x ve y vektor ¢ifti ( x,y ) ile gosterilen ve asagnidaki 6zellikleri
gergekleyen bir skalerle eslenmektedir.

D G+y2)=kz2)+0.2),

Daxry)=alxy),

3) (xy)=0.%),

4) (x,x)z 0, (x,x): 0=>x=0.

Tanim 1.1.3. ( Debnath, 1998 )
Bagiml bir degigkeni ve bunun bir yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gore tiirevlerini

igeren bir denkleme diferensiyel denklem denir.




Tamm 1.1.4. ( Debnath, 1998 )
Bagimli degiskenin yalnizca bir bafimsiz degiskene gore tirevierini igeren
diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem denir.

n. mertebeden en genel adi diferensiyel denklem

F(-x,y,%s"'afixf) =0

bi¢iminde verilir.

Tanmm 1.1.5. ( Debnath, 1998 )
Bagimli degigkenin bir yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gore kismi tiirevierini
iceren diferensiyel denkleme kismi diferensiyel denklem denir ve
F (x,y,ux,uy,un,uxy,m): 0

formunda verilir.

Tamm 1.1.6. ( Cherruault, 1999 )

Bell’in kismi polinomlan B, , = B,, (%,,%5,...,%, 4., ) seklinde olsun. Bu polinom seri

formunda agagidaki gekilde tanimlanir.

S \¢=¢¢Lu)=e@(u Tx, fi"-);z B, lat
] m! -

n,k20 n!
t"
= I+Z_'{Zuk Bn,k (xl,x2,...,x”_k+l )}
=t 12

veya aym ifadeyi daha basit olarak

k
1 t" t"
AlZ ) oy =012
formunda tammlayabiliriz. ¥, =¥, (x,,x,,...,x, ) olan tiim Bell polinomlan
(1) =exp| 3 X, | =14 X, (tp5300000%,)
b4 m m! n | EXad EXREE Lot n!

m21 n21

ile verilir, yani




dir.

Teorem 1.1.1. ( Comtet, 1974 )

Bell polinomu,

n 1 1 .
B"k(1!,2!,...=;;c,f_fz7c—’ Sou,u, = D ————ul ol

k=t 02 piaectpian . Préednpyen pll' .o p"!

seklinde ifade edilebilir.

Tanmm 1.1.7. ( Adomian, 1994 )
Bir degiskenli skaler bir fonksiyon i¢in Adomian polinomu agagidaki sekilde verilir. f
fonksiyonu n-defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Bu taktirde Adomian polinomlari

1 Z
A,,=;l—!f[zz u]

=0

A=Q

formiilii ile tanimlanir.

Tanmim 1.1.8. ( Seng ve diger., 1996 )

E ve F iki Banach uzay1 ve N’de

N:E-SF
u—> Nu

olarak tanimlansin ve Nu, n-defa diferensiyellenebilen lineer olmayan bir operatér olsun. O

zaman Adomian polinomlar ile n.mertebeden bir N operatorii arasinda agagidaki iligki vardar.

(1 )["], neN

4, V@=L (3

seklindedir. Burada (1 )[”] =(LL,...,1) n-defa dur.

Teorem 1.1.2. ( Abbaoui ve Chetruault, 1994 )

Eger M <1/e ise 0 zaman Z::o A, aynsim serisi mutlak yakinsaktir ve B o




" Upn “ = “ A" " < ™ Mn+1

dir.

Tanim 1.1.9. ( Abbaoui ve diger., 1995 )
f, n.mertebeden diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun, bu taktirde p degiskenli

Adomian polinomlan

1 4"

A,,(uo,l,u,’l,...,u,,’l;uo’z,um,...,u,,,z;...;uo’p,u,,p,...,u,,,p )=——’——n f(ul,...,up L:o
nldi
ile verilir. Burada
n n n
— i — i — i
u, = Z/’L UyyyUy = Z/’L Upgseresll, = Z/‘t U,
i=0 i=0 i=0

dir.

p=1 igin Adomian polinomlar1 Abbaoui ve Cherruault ( 1994 ), Abbaoui ve Cherruault

(1995 ) tarafindan

1 d”° L
A,,(uo,u,,...,un )=;a%" f(zo'/’u u,)l
: 1= A=0

Pyl gyPn
)ul Uy U,

= Z f(Pl 'héz et Py )(uo

P2 pyttnp,=n pllpz!"'pn!
RO O % B A .
0
o)ty o, =n (al —Q, )! (an—l —a, )! an!

seklinde verilmistir. Burada (&, 7,’;1”2 dir. I T T

yeesl

Teorem 1.1.3. ( Abbaoui ve diger., 1995 ).

Iki degiskenli bir fonksiyon i¢in Adomian polinomlan agagidaki formda verilir,
4, (u09v0 )= f(”o:vo )7

ulpl u:n vl% vzn apl‘*‘“ﬂ’n""ﬂ*‘“"%

saa—t L ...

An(uo’-o-,”n;voam’vn )= Z

ek, g+t
portnp raingen Dy} Pal @l g, OuPT e gyt

f(uoavo)’n:'to' R

Buradan asagidaki sonug verilebilir :




Sonug 1.1.1. ( Abbaoui ve diger., 1995 )

Iki degiskenli bir fonksiyon igin Adomian polinomlari

4, (uo,v0)= f(”osvo)a

u;ll"az uZn vﬁl’"ﬁz vﬂn

. f— eee 1 R e
Wlltito )= | B e @i G B

Ayt Pyt By=nt

aal +hH

Wf(uo,vo ),n;& 0.

seklinde yazilabilir.

Tamm 1.1.10. ( Kincaid ve Cheney, 1990 )

Eger x, noktasi p(x) fonksiyonunun bir tekil noktas: degilse, X, civarinda p(x)

fonksiyonu
2 .
p(x)= p(%)+ P/ (x) ux ; +p"(xo)—(x ;0—) +p”(xo)—(x 3T—°)-+

m I )
=3 L p(s,) (e

k=0 N

seklinde Taylor serisine agilabilir.

Tamm 1.1.11. ( Cagal, 1989 )
Sayisal iglemlerde kullantlan sonsuz terimli bir serinin, belifli bir yerden kesilip geri
kalan terimlerinin atiimasi sonucu olugan hatalara kesme hatas: denir. Kesme hatasmnin degeri

geri kalan terimlerin toplamina egittir.

Tanim 1.1.12. ( Abbaoui ve diger., 1995 )
f, n-defa diferensiyellenebilen ii¢ degiskenli bir fonksiyon olsun. Adomian polinomlart

1
nldA"

f(ul’uZ’u3 )lzo

A, (,uoyl,...,u,,’];uo’z,...,u,,,z;uo’:,,,...,u,,,3 )=

f’e baglantili olarak tanimlanir. Burada u,’ler asagidaki formiillerle verilir.




=0
% i
u, =Z/1 U,
i=0
n
i
u, =Z/1 U,
i=0

4, (uo,ls UpasUps )= S (uo,l sUpasUp ;3 )’

A, (um,...,u,,,l;uo'z,...,u,,yz;um,...,u,,,3 ):
by etk ey gty

Hiy e etitly p =0t

ky, L by, ks ks
Uy u, U, U Ui Uy,

akm+~--+kl.,,+kz‘,+~-+k,_,,+k,_,+--+k3',,
X f (u u ,u03)

L N N P ATy 0.127°0,22 %0,

byl kol kol k! Kl 0uR gy ou’

Tamm 1.1.13. ( Karagoz, 1998 )

A, B, C birer sabit say1 olmak iizere, x ve y serileri arasinda kesin olan tiirden gegitli

fonksiyonel iligkilere deterministik iliski denir. Ornegin,

y=Ax+ B (Dogrusal iligki )
logy = log(Ax +B ) ( Tam logaritmik iligki )
y =A™ (Ustel iliski )

ifadeleri birer deterministik iligkilerdir. Bunlardan baska daha pek ¢ok deterministik iligki
“tipleri yazilabilir. Ciinkii serilerden birinin aldig1 deger bilindiginde, diger serinin alabilecepi
deger kesin olarak hesaplanabilir. Ornegin bir gazin hacmi ile basinc: arasindaki ters yonlii

iligki, elektrik akimi ile direng arasindaki ters yonlii iliskiler hep birer deterministik iligkidir,

Tamim 1.1.14. ( Karagtz, 1998 )

Onceden hangi degeri alacag: kesin olarak bilinmeyen, fakat yaklasik olarak bir egilim
belirleyen, olaylar arasindaki iligkilere stokastik iligkiler denir. Bu tiir iligkilere konu olan
olaylarin, hangi sonucu alacag: deney veya olay gergeklesmeden bilinemez, ancak yaklagik

olarak belli bir hata payi ile tahmin edilebilir.
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Tanmim 1.1.15. ( Kincaid ve Cheney, 1990)

Bir f(x) fonksiyonu, h > 0 bir sabit say1 ve k bir tamsay1 olmak iizere x, = x, + kh
noktalarinda tanimh olsun. Bu durumda

K f () = f()~ £ (%)
ifadesine f{(x) fonksiyonunun ileri sonlu farki denir. Bu farklann ikinci kuvveti ise

B f )= 8,81 (x0) )= F(5) = 2f () + £ ()
bigiminde tanimlanir ve genel olarak

K, f ()= (41 (x) )
seklinde verilir. Ayrica f fonksiyonunun (x,,x,) agik aralifinda n. mertebeden tiirevi varsa,
bu takdirde dyle biré € (x,,x,) noktasi vardir ki ,

5 (xg) = K" ()

dir. A}, f(x,) farklarina ileri sonlu farklar denir. Benzer sekilde f fonksiyonu x, =x,—kh
noktalarda tamimli olmak iizere geri sonlu farklarla tanimlanabilir, Bu farklar A" wf (%)
bigiminde gdsterilir ve

AL f(x)= f(x)~ f(x),

AL f ()= AL (A ()
seklinde tammlanir. .

Tamm 1.1.16. ( Vladimirov, 1979 )
x20ise, 1
f(x)={

x<0ise, 0

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna Heaviside fonksiyonu denir.

Tamm 1.1.17. ( Baker ve Graves-Morris, 1996 ).

Kabul edelimki Z:o ¢ x',i=0,12,... kuvvet serisi verilsin ve bu kuvvet serisini

)= e
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ile gosterelim. Padé yaklagimini kullanarak herhangi bir analizi yapmak igin bu agilim esastir.

Padé¢ yaklagimi

a, +ax+a,x’ +-+ax’
2
By + byx 4+ byx” + e+ By x

[L/M]=

seklinde bir rasyonel kesirdir, bu denkleme dikkat edersek L+1 tane payda ve M+1 tane de

payda da bilinmeyen katsayilar vardir ve b, =1 alinacaktir. Bu segim Padé yaklasimmin esas

kismini teskil eder niteliktedir. Dolayisiyla L+M+1 bilinmeyen katsays olan, L+1 pay ve M

tane bagimsiz payda katsayis1 s6z konusudur. Bu say1

2, gy tax+ax +etagx’ Ledsl
Zc,x = 3 7 0(" )
Py by +bx +byx* +++-+ by, x*

formal kuvvet serisinin gosterimindeki 1 x,x%,...,x*" mertebeleriyle [L/M] serisinin
uyusmasin saglar. Bu son ifede de igler-diglar garpimi yapilirsa
(By + byt 4B, 2 Ix(cp+ex+-)=ay +ax+o-+a,x* +O(xL*M*’)

olur. Buradan
ay =Cq,

a, =¢ +bgc,,

a, =c¢, +bc +b,c,, (1.1.1)
min (LA}
a, =¢; + be,,.

i=l

“bulumur. x™, x5, xMM katsayilanm esittersek — @ o —  — —  —

by €1 sgn 04y Crppa oo+ by €1, =0,

by C1oprir H Oy Croppis oo+ by 0, =0,

bycp +by cpytthycy,, =0,
elde ederiz. Eger i <0 ise uyum igin ¢, =0 olarak tammlayabiliriz. b, =1oldugundan M
bilinmeyen payda katsayisi igin M lineer denklem takimi olur ki bu denklemlerden &,’ler

bulunur. Bu denklem sistemi matris formunda
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Coma CLma " € by Cru
Coamsz Crms " Cua ||Oua|_ | € (1.1.2)
¢ €t " Craqa ] b, Crem

seklinde yazilir. (1.1:1) ve (1.1.2) ifadelerinden Padé yaklagiminin pay ve paydasi hesaplanir.
Boylece x“* mertebesine kadar [L /M ] Padé yaklagim olusturulur.

Hatirlatma 1.1.1. ( Abbaoui ve diger., 1995 ).

Adomian ve Bell polinomlar arasinda

1
;B,,(uo,llul,...,n!un )= 4, (uy, uy,...,u, ),

seklinde bir iligki vardir.
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ILBOLUM

2.1, AYRISIM METODU VE BiRKAC ANALIZ METODUNUN SONUCLARININ
SUNULMASI

Fizikle ilgili problemleri ¢dzmek i¢in diferensiyel denklemler, integro-diferensiyel
denklemler ve kismi diferensiyel denklemler bigiminde modellegmis dinamik sistemlerin goz
Oniine alinmas: gerekir. Bu denklemler; lineer olmayan, stokastik parametreli ve farkli tipteki
siir  deger ve basglangig sartlanmi  igeren tipte olabilir. Fiziksel sistemlerin
modellegtirilmesiyle ilgili faktorler matematiksel ifadelerin uygun olmasiyla ortaya ¢ikar.
Bunu yapmak i¢in de ¢ogunlukla modellerin yazilmasina temel tegkil eden hipotezlerin
basitlestirilmesi gerekir.Bu denklemlerin ¢Oziimii igin, lineerizasyon ve kesikleme ¢ok
kullanilan tekniklerdir. Bu metotlarin kullanilmas: ise ¢oziilecek problemin, ¢6ziimii aranan
fizik probleminin analitik ¢dziimiinden uzaklagmas1 demektir. BSylece bu metotlarla yapilan
¢oziimlerde esas teoremlere gore matematiksel sonuglar gergek sonuglardan tamamiyle sapma
gosterebilir. Coziimii aranan bazi problemlerin analitik sonuglar, ¢ogunlukla en iyi sonuglar
olarak degerlendirilir. Oysa ki seri formunda elde edilen sonuglar analitik ¢oziime gore ancak
yaklagik degerlerdir ve daha az ilgingtir. Bununla beraber biitiin modellegtirmelerin ayni
zamanda bir yaklagik deger oldugunu ve ¢oziim agamasindaki bir yaklasik degerin, olayin
sonucunda biiyiik olgiide degisiklik yapmayacagim sdyleyebiliriz.

—  Aynca- lineerlestirilmig bir versiyon veya stokastik -yaklagim yerine seri formundaki
gergek problemlerin ¢6ziimiinii segmek analitik bir ¢dziimden daha ilging gelebilir. Bu teknik,
gergek fiziksel problemlere uyarlanmig ¢oziimler verir. Cziimii, bu caliymada gosterdigimiz
sartlar altinda genellikle gok hizli yakinsayan seri formunda elde ederiz. Ozellikle homojen ve
lineer olmayan diferensiyel ve integral denklemlerini bu metotla gozerken, birbirini yok eden
terimler sayesinde, verilen problemin analitik ¢ziimiinii yalmz iki iterasyonla elde etmek
miimkiindiir ( Adomian ve Rach ,1993; Wazwaz, 1997). Genellikle diferensiyel denklemlerin

¢oziimiinde kullanilan kesikleme metotlarinda karsimiza gikan karmagik hesaplamalardan

kagindik. Etkinligini gosterdiiimiz bu yontem, fizik problemlerini gosteren dinamik

sistemlerle ilgili genis bir alanda analitik ¢Sziimii verir. Bu metodun getirileri blhnén

I
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metotlarin getirilerinden ¢ok fazladir, bunlardan bir kagmt siraltyacak olursak: Bu metodu;
lineer ve lincer olmayan diferensiyel, integral, fark denklemlerine, integro-diferensiyel
denklemlere ve sistemlere uygulamak miimkiindiir. Boylece islemlerin hacmini azaltir,
zamandan tasarruf saglar, computiirde programini1 yapmak kolay olup, daha hassas sonuglar
verir. Bu metotla her bir degiskene gére ¢6ziim yapmak miimkiindiir ve bu gdziimler birbirine
egittir, bunun getirisi ise x-yOniinde ¢dziim yaparken, islemler zorsa, bu kez t-ybniinde
hesaplamalar1 yapmak uygun olur ( Adomian ve Rach, 1992; Wazwaz, 1997a ).

Bu metodun diger bir ¢ok metotla ortak‘yanlan vardir, fakat derinlemesine yapilacak
bir incelemede net bir gekilde ayrildif yonler goriilebilir.

1981°de G.Adomian tarafindan ortaya konulan ve daha sonra Yves Cherruault ve ekibi
tarafindan gelistirilen ayrigim metodu, sundugumuz kavramlarla dinamik sistemlerin genel bir
teorisi olarak goriilebilir. Bu teori analitik ve nitelik yoniinden ziyade, sayisal yoniiyle
kendisini ortaya koyar, yani bu teori ne lineerlesmeyi ne de kesikleme metodunu gerektirir.
Ozel tip polinomlarin ( Adomian polinomlani ) kullanilmasiyla, terimleri indirgenerek
belirlenen bir seri formunun bilinmeyen fonksiyonunun ayngmasina dayanan metot, lineer
fonksiyonel denklemleri ve olmayanlan ( cebirsel denklemleri, diferensiyel denklemleri,
kismi diferensiyel denklemleri, integral ve integro-diferensiyel denklemleri, vs. ) ¢ozer. Hatta
bu metot sayesinde Navier-Stokes denklemleri ( Seng ve diger., 1996; Haldar, 1996 ) ve

— Tip’ta(-Abbaoui, 1995;Brigitte, 1999, Biyoloji’de ( Adomian ve diger., 1996; Asok, 1988 )

ortaya ¢ikan problemleri bu metot yardimiyla ¢6zmek miimkiindiir.

Coziim serisinin terimleri belli bir terimden sonra yok oluyorsa ve kismi toplamlarin
hesab1 kolay ise bu metot bize analitik ¢oziimii verir. Bu metot baglangigta bazt stipheler
uyandirmigtir. Ciinkii bu metodun etkinligi sadece &meklerde ortaya konmug ve higbir
yakinsaklik Srnegi verilmemistir. Daha sonra teorik olarak yakinsaklik ispatlan yapilmig ve
biyolojik modellere uygulanmigtir.

Analitik bir metotla lineer olmayan denklemlerin ¢oziilebilmesi nemlidir. Ciinkii

lineerlegme incelenecek problemi degistirir ve bir kesikleme bizi zor kararlihk ve yakmsaklik
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problemlerine gdtiitiir. Bu durum, eger lincer olmayan denklemlerle ugragiliyorsa ortaya
¢ikar. Ayrica bu son metotlarla ( lineerizasyon ve kesikleme ) sayisal hesaplarin yapiimasi
zordur ve zaman alir. Ozel bir form altinda ¢oziimii arayan Galerkin metodu gibi klasik
metotlar, kesikleme teknikleri gibi benzer sikintilari ortaya ¢ikarir.

AT e

sekilde hesaplanmig bir seri iginde lineer olmayan operatoriin ayrigmasina dayanir.

2.2. METODUN SUNUMU

G.Adomian’n yaptig1 gibi once metodu yapisal olarak tanitalim. Bunun iginde

Flu(r)]=g(r) 2.2.1)

denklemini gozoniine alalim. Burada u(r) bilinmeyen fonksiyon ve g(r) siirekli bir fonksiyon

olup F ise lineer ve lineer olmayan terimleri igeren lineer olmayan bir diferensiyel operatérii

gostersin. Lineer terim L + R seklinde aynistirilir, R lineer operatoriin geri kalan kismudir. L

yiiksek mertebeden ve tersi alinabilen bir diferensiyel operatér olsun. O zaman (2.2.1)
denklemini

Lu+Ru+Nu=g (2.2.2)

seklinde yazabiliriz. Burada N lineer olmayan operatdr ve L ’de tersi alinabilen bir operator

oldugundan, (2.2.2)’nin her iki tarafina L~ invers operatorii uygulanirsa

L'Lu=I""g— L Ru—L"'Nu (2.2.3)
bulunur. Ayrigim metodu, #(f) 'nin ¢oziimiinii
Zun 2.2.4)
n=0
seklinde seri formunda hesaplar ve lineer olmayan Nu terimlerini de
Nu=Y 4, (2:2.5)

n=0

bi¢iminde aynigtnir. Burada 4,’ler u,,u,,...,u, lere bagh olan ve Adomian polinomlan

olarak adlandirilan polinomlardir. # ve Nu ’lar, sirasi ile,

o0

u= Au,N@)= N[iﬂf u,Jzizl'A, _’ (226)

i=0 i=0
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olarak elde edilir. BuradaA uygunluk i¢in alinan bir parametredir. 4, ’ler (2.2.6)’dan

nid, =2 [ N( Vs u,,ﬂ 2.2.7)
dA = 1o
ifadesiyle bulunur. (2.2.4) ve (2.2.5) ifadelerini (2.2.2)’de yerine yazarsak

Su,=0+L'g —L“R( 3u, )— L ( 3 4, ) 22.8)

elde ederiz. Burada 8 = u(0) dir. Z:;o u, serisinin terimleri indirgeme formiilii ile
(u,=0+1"'g,
| ==L Rty =LAy, 2.2.9)
| Upy =—L'Ru,-L"4,,n20.

seklinde yazilir. Boylece (2.2.1) ifadesinin dogru ¢oziimii seri formunda belirtilmis olur. Fakat

uygulamada Z:zou,, serisinin Dbiitiin terimlerini hesaplamak zordur, bu nedenle kesme

serisinden baglayarak yaklasik ¢Oziimii;

n=1

g, =D u, (2.2.10)
i=0
veya
r¢1 =Uy,
@y =uy +uy,

10, =ty +u +uy,

\¢,,+, =uy+u +u, +otu, ,n20

seklinde buluruz.
Ancak bu formiillerle ¢oziim yapilirken, ¢6ziimii kolay olmayan problemletle
kargilagabiliriz. Bu problemler

¢ 4, ’ler nereden geliyor ve basit olarak onlar1 nasil elde edebiliriz ?
¢ (2.2.9) ile verilen Z:o u, serisi (2.2.1)’in bir ¢6ziim serisimidir ?
e Hangi sartlar alinda Z::o u, serisi yakinsaktir ?

e Bu metot farkli fonksiyonel denklemlere nasil uygulanir ?
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geklinde olabilir. Yukaridaki problemleri ve benzerlerini ¢oziimlemek igin metodun farkh
iglemlerini ortaya ¢ikaran temel tcorik kavramlar ile metodu matematiksel olarak ifade

edelim.

2.3. 4,’LERI VEREN BAZI FORMULLERE BiR BAKIS
Rach ( 1984 ), Adomian ( 1986, 1994 ), Gabet ( 1992 ), Guellal ve Cherruault'( 1994)

tarafindan A4, ’lerin hesaplanmasi yapilmistir. Fakat uygulamada bunlann karigik olmalari
( bunu gormek igin # > 4igin A4,’i hesaplamak yeterlidir ) ve ortaya konmasinin imkansizlig
nedeni ile pek kullanigh degildirler. Simdi bunlar, sirasi ile, inceleyelim: 4, ’ler, Rach (1984)

ve Adomian ( 1994 ) tarafindan
4, (tgrerty )= 3 Cl, E)N® ) 2.3.1)
k=0

formiilii ile hesaplandi. Gabet ( 1992 ) tarafindan

4, = N(uo)a

4, =3 B (w5 ertty N ),V R 21, (23.2)

formiilii ile verildi. Burada F;'’ler homojen polinomlar oldugundan n ve k’nin dereceleri

degisken olup,
Hu
* Prtpugeeu, )= 3 12 e (2337
byeeoti, =k .
I

dir. Burada P’ler u, ve n, sayilarimn frekansidir.

Guellal ve Cherruault ( 1994 ) tarafindan verilen formiil ise

k
n‘“ k' Zlc,f SR AO P (2.3.4)
p=

formundadir. Abbaoui ve Cherruault ( 1994 ) tarafindan bir degiskenli fonksiyonlar igin

Adomian polinomlan

Aot} 1350 )
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= 3 flomrny, )”1 S (2.3.5)
Pyt tnp,en 1 b pn!
) ~ay a2, — &y
= () u ! L Uy U,
[ +§n{r; ( °/ (al - Cz2 ) (an—l - an ) an!

formiililyle ifade edilmigtir. Burada (e, )m,z,... , azalan bir dizidir. Yine aynt yazatlar

tarafindan iki degigkenli bir fonksiyon i¢in Adomian polinomlar: agagidaki gekilde

tammlanmugtir,
A, (tgyeeastty;Vg5enerV, )= 'd,?,"f( szo (2.3.6)
Burada,
u=i}i'u,,v=zn:/fv,
=0 =0
dir.
Adomian polinomlart Seng ve diger. ( 1996 ) tarafindan
4,=N (uo)
=D SN (it =12, @3.7)
k=l D+t =n
ve
4y =N (u, ),
1 b, (238
: _ AT pw..%pfnﬁ!.... p;LN (e )(”°,,),(’,’lml"::?”lvnl),,,,, o )

formunda verilmigtir, yine aym: ¢aligmada ¢ok boyutlu durumlarda yukaridaki formiillerin

genellemesi yaptlmgtir.
=N
E,,...,E’ler pirer Banach uzayi ve u = (u,,...,ul, )EE, xE,x-xE,,yani
N:ExE,x--xE,>F

u—->Nu

olsun. Bu taktirde



- -
A, =| ty,...,U, =A,,(uo,l,...,uo,p;...;u,,,l,...,u,,,p)
1 a("l.l*‘"’f"x.p)""*("n.l"’"*"n.p)
=Zk' E V. k). k |xa kyy P bp  pub 8 knp
i plee kgl k, b QU LLOue LL.Ou™ .0,

. Fpgeeer n,p

(2.3.9)

xN(uo,l,...,uo,p )x(”l,l[k,_,]""’ul'ﬂik,_,];'";”n.llk,,.l"‘"”n,p[kﬂ,,])

bulunur. Burada A, = (kx,x +2k,, +-~+nkn,,)+---+(kl,p +2k, , +-+nk, )= n } dir.

2.3.1. Adomian Polinomlarim Hesaplamak i¢in Basit Bir Formiil

(e, )H,_" . artan dizisini kullanarak herhangi bir n i¢in Adomian polinomlarinin
kolayca hesaplandigim gésterecegiz. Biitiin «, ’ler
a +a,++a,=n (2.3.10)
denkleminin ¢0ziimleri ve
o 2a,2za,20 (2.3.11)
formiilii ile beraber basit bir programla higbir zorlukla karsllasﬂinadén ¢oziilebilir ( Abbaoui

ve diger., 1995).

Ormegin n=10 igin (2.3.10) ve (2.3.11) ifadeleri gozoniine alinirsa;

1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1
- 2 1 1 1 t__1__ 1 1 | S | H
2 2 1 1 1 1 1 1 0 0
2 2 2 1 1 1 1 0 0 0
2 2 2 2 1 1 0 0 0 0
2 2 2 2 2 0 0 0 0 0
3 1 1 1 1 1 1 1 0 0
3 2 1 1 1 1 1 0 0 0
3 2 2 1 1 1 0 0 0 0
3 2 2 2 1 0 | 0 0 0 0
3 3 1 1 1 | 0 0 0 0

TR A
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10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
diyagram yazilabilir. Boylece n=1,2,...,10 igin Adomian polinomlari,

4 = f(uo)=
4 =y fm("o)a

A=ty 10 o5 1)
Ay = £ ) ) 1 ) + 20 o)
A= 10 ) g0 ) o)+ 5 0 /),
A =ug O (uy)+(uu, + u2u3)f(2)(uo)+—;—(ufu3 +u2 ) O ()
Ly 1) )+ s 1 o),
Ag =g f“’(uo)+(ulu5 + 1, + ;u3)f(2) (%)*‘(2”1 U, + U,y +— u2) £ ()

1
(Gt + o)+ it 19 ) 5 1 ).

720
A =u, O (4 )+ (ayug + 1,5 +ugu,) fO (uo)+(%ufu5 + U U, +%ulu§ +-;—u§u3)
1 1 1
f(3)(uo) ( Uty + 2”1 Uiy +— 6 uluz)f(4)(uo)+(24 wu;+ uluz)f(s)(”o)
1
'*"176"1”2 f(s)( o)"‘ 5040 U fm( o)

1
As f(l) (llo)+ (ulu,, + U U, + Uyl +— 2 U, )f(z) (uo)+(2 U, u6 + uluzus + uuu,

1 1 1 1 1 1
"”5”2”32 +§”§”4)f(3)(uo)+(gu,3u5 +—2—ufzuzu4 +Zu' u? +§ulu§u3 uz)f(‘”(u )

il )1 )

1 1
+(24 i+ Wi, + 1 —u] uz)f(s) (u0)+(120 uu, +
“aan f(s)( 0)s

1 @

+—ulu
720 ' 17 )+ 40320

Ay =1y f(l)(uo)"' (”xus + Uy, + Uyl + Uy Us )f( )(”0)4'(2 U Uy + Ul Ug + UUsUs

1 1 1 1 1 1
+ —z—uluf + EuguS + Uyl Uy + -é-ug) Fuy)+ (‘6‘”13"6 + —2—ufuzu5 + -é-ufu3u4

+ -;—u,ufuL, + -;-uluzug + —é—ugu3)f(4)(uo)+ (-1— ulug + %”3”2”4 + -1—15 wul

24
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1 1 1 1
+~Zu12u22u3 +—2’Z”1u;)f(5)(uo)+(156”15u4 +—i—4—ufu2u3 36 uluz)f(6)(uo)

1 & 1 5 2) ™) | S T 4 Oy,
+ u uy + uu U, )+ uu Y, L S
1 2
Ay =u, f“)(uo)+(u,u9 + Uyl + Uglly + Uy U +—2—u5) £ ’(uo)+(2 Ul ug + uu,u,
Lz L a2 vt £y )+ Liu
] k] 1 2 1 2 1 ‘2 2 1 2 1 3 2,.2
@ 1 1 1 1
f (uo)+ —ul Uy +— p —uluug +— g W, + = y —u? wou, +— 2 —wtuul + = < —ugilu,

1 1 1 1 1 1
120 uz)f‘s)( 0)+(1—26-u1 ug +;‘:u{’u;,u4 +Z§ufu§ +Ti-ufu22u3 +-Z§ufu§)

1 1 1 1
f(s)( 0)‘*‘(—"1‘1 Uy +o— 120 "1 Uy, +Z§”1 uz)fm(”o) (5040 Uy +—— 1440 ufu;)

720
T )+ =iy fONtp )+ ot” )

40320 ity 3628800

seklinde yazilabilir.

2.3.2. iki Degiskenli Adomian Polinomlar Icin Basit Bir Formiil
(@), ve (B).,., dizilerinin azalan ozelliklerini kullanarak iki degiskenli bir
fonksiyon igin Adomian polinomlar
a,+a,+-+a,+ B+, ++p,=n (2.3.12)
ve- . o - -~ . S o

{az,Zoz2 22,20

B2z 2,20

olmak iizere kolaylikla hesaplanabilir. Ornegin n=5 igin (2.3.12) ve (2.3.13) ifadeleri

' (2.3.13)

g0zoniine alinirsa,

S 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0 0 0
3 2 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 0 0 0 0
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s+t
Boylece aa 5 SA)AA)),., = f,..(,v,) vazilarak n=1,...,5 olmak iizere iki degigkenli
. -

fonksiyonlar igin Adomian polinomlari,

4, = fo,o(uosvo)a

A=ufi, (”o »Vo ) +v fou (uo »Vo )9 .
1
4, = uzfl,o(uo o)+ szo,l(uo o)+ 5"12 fap (uo »Vo ) >
A=uf, (”09 Vo)'*‘ Vafou (uo > Vo)“' uluzfz,o("m"o )+ vatoo (uoa"o)
1 ]
+(u, + Uy )fn (“o »Vy ) + ‘37“13 Jio (%9"0 )“" 3}"13 fo,3(uo 2o )
1 1
+ "Z'iuxz"lfz,l(uo’vo)"‘ Eulvlzfiﬂ (”o’ Vo )’
1
4= u4f1,o (uo ’Vo)"' v4fo,1 (uo,v0)+ (E u; + U, )fz,o (uoavo)
1 1 1
+ o ”f”zfs,o (”o »Vo ) + (E v+, )fo,z (”o »Vo ) + 2 ”13"1f3,1 (uo ’ Vo)
1 1 1
+ (ulvlv2 + 5 u2v12 )flz (”o > Vo)"‘ *2“"12 V2f0,3 (”o > vo)+ Z ul4 Jao (uo > vo)

1 1
2' o U V1f22(7"oavo)+3 “1"1 13(”09"0)“'4 Vlf(u(uoavo)
1 1
45 = "5ﬂ,o(uoavo)+(”1u4 +u2u3)f2,0(u0,v0)+(2' uuy +— o U, )fa o(uoa"o)

0 g s Yo L 50 )+ 94 o)+ (i, 90

ol )+ (P 450902 Vsl S )
i hoslio )+ gt Sl e it (o
+— 31' u] 1)2)]‘3 ‘(uo,v0)+(2' ViV, +— ; % uz)fm(uo,vo)+(21, viu, +vlv3u1)
a3+ 2 )+ 3 e

1 l
+ ‘2""1"2"‘12 )fzz (uo,v0)+ (uluSVl + ‘2—,14;"1 )fZ,l(uO s"o)“‘ (”4"1 VU Uy, + v, )fl,l(”o sVo)

seklinde elde edilir.

2.3.3. Uc Degiskenli Bir Fonksiyon icin Adomian Polinomlarinin Basit Bir Formu

%’_67 FLu(A) A2 WA, = £, 5., (o, Vo, W, ) Olmak iizere, i deBiskenli b1r
fonksiyon i¢in Adomian polinomlarini, yukaridakilere benzer olarak;
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4, = f;),o,o (uo »Vos Wy )s

A =ufi00 (”o »Vos Wy )"' Vifoao (uo 2Vgs Wo )"' Wy fo.01 (uo »Vg, W ) ’

1 1 1
4, = 2'”1fzoo 2,V1f020+2W1f002+uzfloo+"2fmo+wzfloo"'ulvlfloo
+”|V1f110 +u,w1f101 +uw fon -
1 1 1 3
4, = ulfsoo 3, 1f030 3 1ﬁ)o3+2'”1v1f210 z,vxwlfo,x,z"'ul"lwlfl,l,l

+ uluzfz,o,o +VV, fo20 ¥ WiWaSopa + (uZVl +uv, )f,l,l,o + (”2 wy +uw, )fx,o,l,

+ (vzwl +vw, )fo,m + “3f1 00 TV3fo10 +Wafoo,

1 1 1 !
4, = Zi”:ﬂ,o,o +Zivffo,4,o 1foo4 ulvlfs otz 3

2.){.220

1
”1"1f130+ uxwxfsm

3

15 1 3
+=uW, f101 ++§;V1 W foss + = 1W1 f01,3 ul W fzoz

3 2' 2!

1,
1 ot "2f3,o,o +—

21 21

11 1 1
+“‘“vlwlf022+2“1V1W1f2n+2’u1"1wxfm vl"zfoso

202 2!

1, 1 1 1 1
+‘5W1 W, foos ¥ 2'u1 vzfz A 2'”1 szzm 2 U flzo +— 2"’\ W2f021
2 1., ( ) 1,
=ty Wi fioa T VoW fou0 VW, +uviw, +u,vw R B U
2 pil 2!

1 , 1 ,
S0t (‘2—, vy vV, jf 020 T (’2—, Wy +Wiw, |fopa t+ (ul"s +i,V, sy ) 11,0
+ (u1w3 +uyw, +usw, )fl,o,l + (vl Wy + VW, VW, )fo,l,l + Uy fi00 ¥ VaSos0 + Watoos

seklinde bulunur.

~2.3.4. Adomian Polinomlarimin Hesaplanmasi I¢in Farkh Bir Metot

Wazwaz ( 2000 ) tarafindan lineer olmayan operatdrlerin Adomian polmomlanm
hesaplamak igin son derece kullamsli bir algoritma gelistirildi. Bu algoritmamn

kullamlmasiyla 4, Adomian polinomlarimin hesaplanmasi agagidaki yontemle yapilir.

2.3.4.a. Lineer Olmayan Polinomlar
L Durum: Eger F(y)=y* ise

Y= Y (2.3.14)
n=0

olmak iizere F(y)= y* lineer olmayan terimi (2.3.14)’de yerine yazilirsa

F(y) = (yo +y + YV, + 3 + -’-.)2 » (2.3*15\) ',i),
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bulunur. Esitligin sag tarafi agilirsa
F(y)= 5 + 2001 + 29002 + Y0 + 21003 + 201y ++ (2.3.16)
elde edilir. (2.3.15)’deki agilimda indis toplamlar aym olan terimleri bir araya getirilirse

F(y)=y2 + 2903, +2Yo9 + V2 + 29033 + 20,5 +2¥0 Vs 2317
+2y1y, +J’§ +2Y0¥s 20 Vs + 29515 +

olur. (2.3.17)’den F(y)=y” i¢in Adomian polinomlar

A=Y,
A =2y
A2 = y12 +2y0y2 ’ (2.3.18)

A =2V, +2Y4Y5
A=y 429 9 +2VVs s

formunda bulunur.
II. Durum: Polinom tipinde verilen lineer olmayan terimler igin ne Z* olmak iizere

agafidaki genelleme yapilabilinir:

Ay =Yy
4 = ny((,”“l) ,
=—n(n Dy 2y +nyly,, (2.3.19)

=—"(" ) -2)y5 +nln =135y, + 135y,

IIL Durum: Eger ne Z~ ise bu taktirde Adomian polinomlar:

A - y(;n »
A -ny; (n+l)
1 e n+
A, ——-2—n(n+1)y (2) 2y yolin)y, | (2.3.20)

4, ="‘é‘”(”+l)(”+2)y(n+3) - (”+1)yo(n+2) N2 _”J’o(n+l)y3 s

formiiliiyle bulunur.

IV. Durum: Eger » ondalikh bir sayi ise bu taktirde Adomian polinomlan
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A=Y,
n-i

A =nyy Y,
n-2_,2

. 1
A, =ny, l.Vz +’2‘n(”—1)yo Vo

n3_3

1 _
4, = nyg_1y3 +n(""1)yg—2)ﬁ.)’2 +—6—n(n—1)(n—2)y0 Yis
1, i
A, =nyyy, +n(n—1)y(',"2 (Eyi +y1y3)+5n(n-—1)(n—2)

Vol vy, +~21;"(n—1)(n-2)(n—3)y6’“‘yf ,

olarak hesaplanir.

V. Durum: Eger lineer olmayan terim F' (y) =yy, ise
Y= Vus
n=0
V=2 Vns
n=0
olmak iizere (2.3.22) ifadesi F (y) = yy, de yerine yazilirsa

F(.V)= (yo tVtY,+ ) +"')X(yo thtY, ), +’”)x
= YoYo, T Yo, Y1 T YoV, T Vo, Y2 TN N1+ V2, Y0 )0, Vs
TNVt Yo, N H Vs Vot Yo Va +YoVa, t YV Y3t

ve indis toplamlar: aym olan ifadeler gruplandinlirsa

Ay =Yoo, »

A=y m+yoys o
4, =3 Y, ¥ N1+ V2. Yos

A=Y Vst N Y2t Vo Nt V3 Vo

Ay = Yo Yot VoYa, ¥ N Y3+ V2,V + V3 Vs

bulunur.

2.3.4.b. Trigonometrik Lineer Olmayanhk

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

(2.3.24)

1. Durum: F(y)=siny ise o zaman ilk olarak 4, =F (,) ifadesini diger terimlerden

ayirmaliyiz, ¢linkii diger terimler y,’a bagli olarak hesaplanmaktadir. F (y)= siny linger

olmayan terimi (2.3.14)’de yerine yazilirsa
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F(y)=sinly, +( + 2 + 35 +-7)] (2.3.25)
ve bu ifadede 8 = y,,¢ =y, +y, +y, +--- alinirsa,
sin (9 +¢)=sinfcosg +cosOsin g (2.3.26)
ifadesinden
F(y)=siny, cos(y, + ¥, +, ++--)+cos y, sin (3, +y, +y, + -) (2.3.27)

bulunur, Burada cos (y1 +y,+Y;+ ) ve sin (y]l +y,+y,+ ) ifadeleri Taylor serisine

agilirsa
. 1 1
F(y)=smyo(1—-2—'(yl +yy + ) +Z(.V1 +y, o) ’)
' L (2.3.28)
+COS}’0[ 0+, +'“)"‘3‘,()’1 +y,+ ) +]
ve boylece
) 1 1
F(y)=smyo(l—§(yf +25.3, +°--)+5 '+ +-.-)_...)
' , ' (2.3.29)
+°°Syo[()’1 Tyt ’"5;()’13 +¥; +)+]
bulunur. (2.3.29) ifadesi diizenlenirse
4y =siny,,
A =y, cos y,,
4, =y, co8y, “21"3’12 sin y, , (2.3.30)

_ . 1.5 o -
A = 13 008 Yo = Y13 S Yo = =3y €08 3y,

clde edilir.

II. Durum: Eger F (y)= cosy ise yukarida yapilan islemlerin benzerini verilen lineer
olmayan terim i¢in uygulanirsa

dy=cos,
A =-yssiny,,

. 1
A, =-y,siny, —Eyf COS ¥y »
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] 1 ]
Ay =—y;8in y, — ¥, ¥, €08 ¥, +§,‘y13 sm Yy,

: 1 1 : 1
A, ==y, sin y, —(—2—,3)3 +y1y3)cosyo +-2;yfy2 sin y, +Zy{' cos ¥y, (2.3.31)

bulunur.

IIL. Durum: Eger F(y)=sinhy ve F ()= cosh y seklinde hiperbolik lineer olmayanliga

sahip ise aym algoritma kullanilarak Adomian polinomlarini, sirasiyla,

140 = Sinh yO H)
4, =y,coshy,,
4, = y,cosh y, + %yf sinh y,,
o 1 2332
4, = yy cosh y, + y,y, sinh y, +"§"y13 cosh y,, ( )
1 . 1 1 .
4, =y, coshy, +(—2—,y§ + ylys)smh Yo+ o Miyz coshyy +-ryf sinh y, ,
ve
AO = COSh yo s
Al = yl Sinh yo 2
4, = y, sinh y, +’ZITY12 cosh y, ,
(2.3.33)

. .
A, = y,sinh y, + y,, cosh y, + 53}3 sinh y,,

: 1 1,
4, = y, sinh y, +(-Z;y§ +y1y3)coshyo + o Yiyasinh y, +;i;y{‘ cosh y,

formiilleriyle elde edilir.

2.3.4.c. Ustel Lineer Olmayanhk

L Durum: Eger F(y)=e’ ise bu taktirde F ()= ¢ teriminin diger terimlerden aynilmasi
gerekir. £(y)=e” ifadesi (2.3.14)de yerine yazlirsa

F(y)= ebornon+) (2.3.34)
veya

F(y) = 0 Pttt » (23.35) y
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elde edilir. Bu son ifade de e”******" terimi Taylor serisine agilirsa
1
F(y)=e" X[1+(y1 tytyyte ety ) +]

1
=e” +ye" +(yz +%yf)e’° +(y3 SR OCRE e ) (23.36)

1 1 1 )
(,w + Yyt z,yz + z,y,yz g )ey oo

bulunur. Buradan da

4y =e”,
Al =W e’
1
A (.VZ +_2_!y12’)ey »
! 2.3.37)
A, ()’3 +WY, +— 3 o ! )e)’o
4, = + WL 1 1 L1 1 o
Ya T3 o }’2 ol J’1 Y2 a1 )’l s

elde edilir.

IL Durum: Eger I (y) =¢” ise bu taktirde Adomian polinomlari

Aﬂ —3 e—)’o

Al = _yl e-J’o ,

ae{onpif

2 Yt 21 bl )
1N (23.38)
- = 4, %— Y3+ —S;ﬁ)e o —

1, 1 1) -

4, ( Vet yst oS Aty y“)e *,

seklinde olur.

2.3.4.d. Logaritmik Lineer Olmayanhk

I Durum: Eger F(y)=Iny,y >0 ise bu taktirde bu ifade (2.3.14)’de yerine yazilirsa
F(y)=Tn(y, +y +y,+) (23.39)

bulunur. (2.3.39) ifadesi ise
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F(y)=In yo(1+-31+-yi+~-.)] (2.3.40)
o W
formunda yazilabilir. In(a 8)=1na+In 8 oldugundan (2.3.40)
F(y)=1ny0+ln(l+l‘—+23-+m} (2.3.41)
Yo Yo

olur. (2.3.41)da ikinci terim Taylor serisine agilirsa

2
F(y):lnyo+ (.&_+.&.+!l+...)_l(!_l-+&+...)
Yo Yo Yo 2 0 Yo

3 4
+_1_(_¥_1_+_)_’1+...) _1[11_+&+...) o
I W 4 \y, Y

elde edilir. (2.3.42)’de indis toplamlari aym olan terimler gruplandiriirsa, Adomian

(2.3.42)

polinomlan agagidaki formda bulunur.

4 =Iny,,
4=2,
Yo
2
Y 1y
A= T2
0 0 (2.3.43)
y _N1_N)s _1)’1
3 2 3
Yo Yo 3N
4=t 10y v 1y
L Yo 2V ¥i Yo 4% _
IL Durum: Eger F(y)=In(1+y),~1< y <1 ise 0 zaman Adomian polinomlan

4, =In(1+y,),
Yy,
A2= y2 _~_1_ y12

1+y, 20@+y )’

o 2(l+x) ; (2.3.44)

Vi W) 1 y
A3 - 2 + 3 °

1+y, (1"'}’0) 3(1"“)’0)

Yo Yoy o yy ¥y, 1 W

4, = - + -=
! 1+, 2(1'*‘}’0)2 (1"'}’0)2 (1'*‘}’0)3 4(1"'}’0)4,



32

olur.

2.3.5. Bileske Fonksiyonlar icin Adomian Polinomlar:
L Durum: Eger F(y)= e ise bu taktirde u = y* diyelim, boylece F (y)=e™ olur. ™ ve
y? igin Adomian polinomlari, sirastyla, (2.3.38) ve (2.3.18) denklemlerinden

dy=e",
_ Uy
A =~ue™,

h=Lem i),

A%+
Bo = yg ’
B, = 2)’0)4 >
B, = y; +2¥,¥1,

seklinde yazilabilir. Buna gore

Ao(”o)= Ao[Bo(J’o)]’

Al(”o’”1)= 4 [Bo(}’o)’Bl(}’o’}’l)]s 93.4
3.45

Az(”m”nuz)zAz [Bo(J’o)aBl(J’oaJﬁ)’Bz (J’OsJ’uJ’z)]a ( )

clde edilir. Buradan da 7 (y) =e fonksiyonu igin Adomian polinomlan

.2
. . Ay=e", L o _ N

— ]
4y =-2y,y,e7", (2.3.46)

4, =292 2 =y =293, )7,

formiiliiyle bulunur.

I Durum: F(y)= e sin(y/2) olsun. Burada

e” = iA” )
= (2.3.47)
sin(y/2)= ZB,, ,
n=0

seklinde gosterelim. Boylece
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F(y)= (iA,,)(iB,,) ‘ (2.3.48)

n=0 n=0

olur. Buradan da

F(yo)= 40 By »
F(y,)= 4, B, + 4 B,,
F(y,)=4 B, + 4, B, + 4, B,, (2.3.49)

F (yn)= ZAI By,
i+ j=n-1
elde edilir. Ayrica sin (y/2) fonksiyonu igin Adomian polinomlari (2.3.3 1)’den
B, =sin (y0 / 2),

B, = (yl /2)003()’0 /2), (2.3.50)
B, = (v, /2)cos (v, /2)~ (2 /8)sin (v, /2),

formunda hesaplanir. Boylece (2.3.49) ifadesinde, (2.3.38) ve (2.3.50) ifadeleri birlikte
gozoniine alinirsa F (y)=e7 sin (y/2) fonksiyonu i¢in Adomian polinomlari
F(y)=e™ sin(y, 12),

F(y)=e(3,/2)cos(y, /2)— e sin(y, /2),
Fy,) =y (3,/2)cos(yy /1 2)+ € { (3, /2)cos(y, / 2) - (y?/8)sin(y,/2) } (2.3.51)

+e (— Vs +-21—’y12)sin(y0 12),

seklinde elde edilir.

Denklemlerde ortaya ¢ikan lineer olmayan bileske fonksiyonlara ait Adomian

polinomlan yukandaki igiemlere benzer sekilde hesaplanabilir.

2.4. YAKINSAKLIKLA iLGILI BAZI HATIRLATMALAR
Ayrigim metodunun yakinsakhgryla ilgili galigmalar Prof. Yves Cherruault ve ¢aligma

arkadaglan tarafindan yapilmigtir.
Teorem 2.4.1. ( Cherruault ve diger., 1992)

u—Nu=f

b . s a8 o be [T B4
denkleminde u ¢dziimii Zh Uy ser formuyla verilir ve
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> |u | <o (2.4.2)

oldugundan mutlak yakinsaktir.
Lineer olmayan N (u) fonksiyonu igin

N(u)= gzv(")(o)%, Ju|< oo 243) -

yazilabilir. O zaman (2.2.9) ile verilen u,’lerin bulundugu u= Z:ou, serisi (2.4.1)

denkleminin ¢6ziimiidiir.

Teorem 2.4.2. ( Cherruault, 1989)

V bir Hilbert uzay: olsun. V’nin normu ||.| ile ve skaler arpimu (.) ile gdsterilsin.

> oV yakinsak bir seri olmak iizere, N (y)

iA, (yo,yl,...,y,,) (2.4.4)
=0
seklinde tanimlidir.
R(y) =N (y) — y operatorii yan siirekli olsun, bu taktirde
1) V f €V ’nin siralanmms normu Iy eV igin y— N (y) = [ seklindedir.
2) You=v.— (N (yo + y,,)— y,,) ile tanimlanan y,, V’de kuvvetli yakmsak olup V p

igin y=N (y0 + y) ¢Oziimiine yakinsar,
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0L BOLUM
3.0. GIRiS
Teknolojik uygulamalarda kargilagilan en 6nemli problem; lineer olmayan diferensiyel

denklemler tarafindan modellestirilmis deterministik, stokastik veya baglangic ve sinir
sartlarina sahip kismi tiirevli denklemlerin ( yada sistemlerin ) analitik yada analitik ¢6ziime
yakin ¢0ziimiinii bulmada karsimiza ¢ikar.

Matematiksel ve Gzellikle sayisal analiz yontemleriyle lineer olmayan adi diferensiyel
denklemler ¢oziiliitken, ¢ogunlukla uygulanan yontemler problemin dogasim degigtirir. Bu
degisiklikler ¢oziimlerin yanhiy gikmasina neden olabilir ve bu yiizden problemin fiziksel
yapisiyla uyusmayan ¢6ziimler bulunabilir. Bu yontemler arasinda, lineerlestirme tekniklerini
ve kesikleme metotlarint sayabiliriz. Bu olumsuzluklardan kaginmak ve fiziksel olarak kabul
edilebilir sonuglan elde etmek igin karmagik ve zor problemlerin ¢oziimiinii etkili bir sekilde
bulmamiz1 saglayacak oneriler iizerinde galistik.

Matematiksel metotlar ve sayisal analiz, lineer fonksiyonel denklemlerin ¢oziimiine
biiyiik dl¢lide adapte edilmistir, fakat lineer olmayan denklemleri ele aldigimizda ancak cok
ozel durumlarda gegerli olan teknikler veya gok zaman alan ve iglenmesi zor olan tekniklerle
kargilaginz. Boylece uygun doniigiimler sayesinde lineer olmayan denklemler lincer hale
getirilebilir fakat bu tiir teknikler her zaman gegerli degildir.

Aynisim metodunun amaci, kullamilan metodu tamamiyle basitlegtirmeden, herhangi

fiziksel ¢6ziimleri bulmaktir. Bu teknik adi ve kismi diferensiyel denklemlere uygulandig
gibi integral ve integro-diferensiyel denklemlere de uygulanabilir.

Pek ¢ok diferensiyel denkleme klasik metotlar uygulandifinda gogunlukla yaniltict
sonuglar veren lineer olmayan operatorlerle karsilagiriz. Bu calismada ilkeleri ¢ok basit olan
nisbeten yeni sayilabilecek bir yaklasim gosterildi. Bu boliimde aynigim metodu adi
diferensiyel denklemlere uygulandi, ayngim metodunun Taylor serisinin bir genellemesi

olduBu gosterildi ve yakinsakligim ortaya koyacak iki yeni teorem ifade ve ispat edildi. _u

g
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3.1. AYRISIM METODUNUN ADI DIFERENSIYEL DENKLEMLERE UYGULAN-
MASI
k= (kl,kz,...,k,,)e N'veu= (ul,uz,...,un)e R", ne N olmak iizere

|k|=k +k, +--+E,, (3.1.1)
| k| = &, +2k, +-+nk,, (3.1.2)
k= kK, ...k, (3.1.3)
ub =ultul | ub (3.14)
FO)(x, )— [F(x)] (3.1.5)

seklinde gosterilir.
Once adi diferensiyel denklemler igin ayrigim metodunun ilkelerini
du
—= flu)+g,
— = flu)+g
u(t),, =c

diferensiyel denkleminde gdzoniine alalm. Burada f lineer olmayan ve g bilinen bir

3.1.6)

fonksiyondur. Adomian metodu

S, (3.17)

n=0

seri formunda ¢6ziimil bulmaya ve sonrada

— =34 (1R

n=0

seklinde ifade edilen lineer olmayan terimi ayrnigtirmaya caligir. Burada A4, ’ler

Uy, U, ,...,u, lere bagh Adomian polinomlandir. (3.1.7) ve (3.1.8)’den

u=i/l' u,,f[il’ u,)=i/1',4,, (3.1.9)

i=0

ifadesi yazilir. Burada A uygunluk i¢in alinmig bir parametredir. (3.1.9) kullamlarak A4, ’ler

‘A = u 1.1
nl4, = d ﬂn|: (Z )];;0 . (3}‘%0 )

elde edilir. (3.1.7) ve (3.1.8) ifadeleri (3.1.6)’da yerine yazilirsa
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Su,=co+ L g(t)+ 173 4, (3.1.11)
n=0 n=0

bulunur. Buradan Z:ﬂou,, serisinin terimleri
u,=c,+L'g,
T L4, (3.1.12)
u,, =L"4,,n20.

seklinde elde edilir.
(3.1.12) ile (3.1.6)’daki diferensiyel denklemin dogru sonucu bulunmug olur, fakat

oo

uygulamada Zn=0u,, serisinin biitiin terimlerini hesaplamak zordur. Bu yiizden ¢6ziimiin

yaklagik bir degerini kesik bir seri formunda

n-1

4, = .U, (3.1.13)

bi¢iminde buluruz.

Teorem 3.1.1.

Aynsim metodu lincer olmayan N (u) operatoriiniin #, fonksiyonu civarinda Taylor

serisine agilmasiyla elde edilir, yani ayngim metodu Taylor seri metodunun bir

genellemesidir.
Ispat: - - " *“ T -
+Ru+Nu=g,
T u u=g '
Julty)=c,, (3.1.14)

u("l)(to)z Crasi=23,...,1

\

seklindeki n.mertebeden adi diferensiyel denklemi gbzoniine alalim. (3.1.7)’de verildigi gibi
ulu N (u) fonksiyonunun Adomian agilimim elde etmek igin ilk olarak u, civarinda

N (u)’nun Taylor agilim, B
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N ()= N o)+ Vo)) + oV )= 35N ()=

(3.1.15)
e N )=,
n!
seklinde yazilir. Burada,
u~1u, =(u(, +u, +u, +---)—u0 = Uy F Uyt (3.1.16)
ifadesi gozoniine alinirsa,
) 1 L]
N (u)= N (ug)+ N (u ), + +'”)+§]N (o Yoty + 15 o)’
1' (3.1.17)
+%N(3) (Yoo, + 21y + ) +---+;—’N(") (ot Yoty + 2ty +++2)" -+
elde edilir. (3.1.18)'de
(u, +up + 1ty +- ) = 0l + 20, + 200, +u) + 20, + 200y + - (3.1.18)

ve
(u, + 2y + 1, ++) =) +3ulu, +3ulu, +3uu? + 6uu,u, +ud +3uu’ +- (3.1.19)
terimlerinin degerleri, sirasi ile, yerine yazilirsa

N )= N )+ )+ 4ty 4+ ) + 2ty + 2t 6+

. (3.1.20)
+ aN ® (u, )(uf' +3uluy +3uluy + 3wl + 6w,y +uy + - )
bulunur. Bu son ifade diizenlenirse
N)=Nuo)+ N (uy)u, + N (g Juy +N' (g Ju, + N' (i )u,
+ EI;N" (4 )2u,u, + —2!—'N" (g )2 + %N" (4, )(2u1u3 + ui) (3.1.21)

| B 1.« 1
+§!‘N (“o)“13+§—!N (uo)ug+ZN(4)(uo)uf+---

olur. (3.1.21) ifadesinde ilk olarak 4, Adomian polinomunu hesaplamak i¢in u,’nin indisleri
toplami O ( sifir ) olam, 4,’i elde etmek igin %, nin indisleri toplamu 1 olant ve benzer olarak
4,’i hesaplamak igin de u,’nin indisleri toplami1 n olan terimler alimr. Ayrica #;’nin
indisleri toplam1 ij dir. Buna gore (3.1.21)’deki ifadeden birkag Adomian pélmor;ilm,u

asagidaki sekilde verebiliriz:
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4y =N (u,),
4 =u N'(”o)’

' 1 "
4,=u, N (u0)+-2—'u12N (o),
Ay =u, N (uy)+uu, N° (u(,)+-3%u,3 N"(u,), (3.1.22)
A =u, N (uo)+ (Zu u3+u2)N (uo)
1 w 1
+—3—!ufu2 N (uo)+Euf N®u,),

Teorem 3.1.1. ( Abbaoui, 1995 )

Tek degigkenli fonksiyonlar i¢in Adomian polinomlar

Ay ()= 1 (),

(3.1.23)
A, (ug,uy,...ou Zf("‘[)(u —, n=0.
\nk|=n
formunda ifade edilir.
Sonug 3.1.1. ( Abbaoui, 1995 )
Tek degiskenli fonksiyonlar i¢in Adomian polinomlar
A=) - = -
ot (3.1.24)
( ( )( (i‘az) u(ar]x—l—an) uan 0
Uy, Uy, .. “Hu R —, n#0,
At By e "
seklinde ifade edilir.

Teorem 3.1.2. ( Abbaoui, 1995 )

Eger N, u, komgulugunda C* siifindan ise o zaman 4, ’ler

4, = ZCaW...a,, (N (”o )y o ( N ,(”o))m—m2 ( N (”_l)(”o))afa"_l (N (")(”0 ))a ", n20 (312‘52

oy, =n

formiilii ile verilir, burada
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(3.1.25)

n! :
C =
T oy~ (@ @ e (1) [ -1

dir ve bu sayilara Abbaoui ve Cherruault sayilan denir.
Simdiye kadar anlattigimiz teorilere uygulama olarak, adi diferensiyel denklemler igin

birkag lineer olmayan 6rnek ¢ziip gesitli metotlarla kargilastirmasim yapalim. g

Ornek 3.1.1
" y =ty , y0)=e (3.1.27)
birinci mertebeden lineer olmayan adi diferensiyel denklemini ¢ozelim.
Bu denklemi Once Taylor seri metoduyla ¢ozelim: Bunun igin
y =thy, y(0)= e
seklinde verilen denklemi gozoniine alalim. Burada, Tanim 1.1.10 kullamlirsa;

y(@)=tlmy ,y(©0)=0

y"(f)=1ny+t‘—“:7 , ¥ (0)=1

y()= 2-yy—+ t—y—y;zﬂ— ,9(0)=0 (3.1.28)

" _ L} L LJ _ t . ' 3
Y= 3 LYYy +,(yy 2yy) y9(0)=3
y » e

y(s)(t) . V- 3y~};3,2 + 2y(y')3 . { YTy - 3y“y'312 + Zy(y')’ J , y(s)(O) =0
S — - R — s y N S J— R

clde edilir.

Boylece Taylor seri metoduyla denklemin ¢6ziimii (3.1.28)’den

1 3
y(l)=€+—2-t2+zgt4+... (3.1.29)

bulunur.

Simdi aym 6rnegi ayngim metodunu kullanarak gbzelim: Bunun igin 6nce (3.1.27)

denkleminin oparator formu olan,

Ly=tiny
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ifadesini yazalim. Bu denklemin her iki yanina L' invers oparatorii uygulanirsa,

y=y(0)+ L7 4,) (3.1.31)
bulunur. Burada
L=, ()=[()dt,mny=Y 4, (3.1.32)
d-x 0 n=0
dir. (3.1.31)den
Yo = (3.1.33)
Vo =L(t4,),n20

indirgeme formunda yazilir. (3.1.33)’de (2.3.43) ifadesi kullamlirsa,
y 0= €,

= LMe 4)=L Mt lny,)= %tz ,

Ny (3.1.34)
=Lt 4)=Lt 2 |=—1,
n=r(4)- {1 )= 2
Y3 =L_1(t A2)=0
elde edilir. (3.1.7)’deki ¢oziim serisinden
Y(t)=zyn(t)=YO TV Y, Y, e
"0 1 3 (3.1.35)
=e+—t?+—1* ...
4le

bulunur.

—Eger (3.1.29) ve (3.1.35) ¢bziim serileri gozoniime ahmirsa, her iki metodun da-ayni
¢oziimii verdigini goriiriiz. Fakat Taylor serisiyle ¢oziim yapihirken hesaplamalar daha
karmasik ve sikicidir. Yalniz ayrigim metoduyla aym ¢oziime ulagsmak daha basit ve daha az
zaman ahcidir. Ayrica Wazwaz ( 1998 ) tarafindan yapilan ¢aligmada Taylor metoduyla
ayrigim metodunun bir kargilagtirilmas: sunulmug olup, bu galigmada lineer ve lineer olmayan
adi, kismi ve integral denklemleri i¢in her iki metotla ¢oziim yapilmis ve her iki metodunda
ayni sonucu vermesine ragmen ayrigim metoduyla yapilan hesaplamalar daha basit ve daha az
zaman almigtir. Aym zamanda bilgisayarda programmmin yapilmasimin daha kolay oldugu

goriilmiigtiir.
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_ Asagida verilen Bernoulli, Riccatti ve Abel tipi lineer olmayan adi diferensiyel
denklemler Khuri ( 2001 ) tarafindan ayripim metodu ile ¢6ziilmiigtiir. Burada ortaya konulan

¢Oziim sisteminde ise X’in sifira yakin ve uzak deBetleri igin daha hassas degerler elde edildi.

Simdi bunu agagidaki orneklerde gosterelim :

Ornek 3.1.2.
(3.1.36)

221 o)y =a(x)y" )= 4

formundaki Bernoulli denklemini ayrisim metodunu kullanarak ¢zelim. (3.1.36) denklemi
Llyl=-p(x)y+q(x)y" (3.1.37)

sekilde operator formunda yazilir, Burada L[]= d/dx seklinde lineer bir operatérdiir.

L'[]=[()ex (3.1.38)
0
formunda tammlanan L[] invers operatorii (3.1.37) denkleminin her iki yanina uygulanirsa,

L"lL[y]=L'l [—p(x)y+q(x)y”j (3.1.39)

elde edilir. (3.1.36)’daki baglangig sart1 (3.1.39)’da yerine yazilirsa

y(©)=4-L'[p()y ]+ L |q(x)y" ] (3.1.40)
bulunur. Lineer olmayan terim

fO)=y" =34 . (3.1.41)
N o k=0 ) ) ] -

seklinde verilir. Burada 4, = 4, (yo, Vy5serss yk)’lar Adomian polinomlaridir. (3.1.7) ve

(3.1.41) denklemlerini (3.1.40)’da yerine yazilirsa
2 @)= 4= [pla)y, J+ 3.1 [a(x)4, ] (3.1.42)
= k=0

k=0

elde edilir. Buradan da ¢6ziim

Yo=4,
1:‘_L—l 0 . X ?
n=-L"[p@)y [+ '[9 () 4] (3.143)

Yut = _L-l [P(x)yk ]"' L_l [Q(X)Ak ], k=0

formunda bulunur.
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9Y _y= 3 5(0)=1 (3.1.44)
dx

Bernoulli denklemini yukanda agikladifimiz gekilde ¢dzelim. (3.1.44) denkieminin analitik
¢Oziimil
y(x)=(2¢% —1)"" (3.1.45)

dir. (3.1.44) denkleminde a=0,4=1,n=3,p(x)=~1 ve g(x)=1 dir. (3.1.44) denklemini
operatOr formunda yazar ve baglangig sartim kullanirsak

y(x)=1+L'()+ L (y?) (3.1.46)
elde ederiz. Burada L™ invers operatoriidiir. f (y) =" lineer olmayan terimi i¢in Adomian
polinomlar (2.3.19) denkleminde 7 =3 yazilarak elde edilir. Boylece (3.1.44) denklemi igin
yaklasik ¢6ziim;

Yo =1,

:}’1 =L ()’D)"'L_F (Ao)’ (3.1.47)

Vot =L (3,)+L7(4,),n20
indirgeme iligkileriyle bulunabilir. (3.1.47) denkleminden
Yo =1, |
=L (n)+ L7 (1)=2x,
v =L W)+ L Byin) =44,

= I 1)+ L (3533, +33037)
3 ] 285 -
=L (4x?)+ 7 (1247 +1247)= 5 (3.1.48)

=L (}’3)+ Ll (3.1’:}’3 +6y )y, + yg)

=L (%gx ) + L7 (28x° + 48x° +8x°) = 730 ¢

. ~ 904
=L (y4)+L l (3}’3.}’4 +3.V12y2 +3y§}’o +6Y, 1), )_ T;xs ’

elde edilir. Boylece (3.1.44) denkleminin yaklagik ¢Ozlimi;

Y=Y VXV = Yo+ W+ Yo+ Yy + Yy + Vs + Y +
=0

(3.1.49)

28 5,70 4, 904 5 14296
15 90

=14+2x+4x* + =2
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olur. (3.1.49) yaklagik ¢dziimiiniin sayisal hesaplamalarimi yapmak icin (2.2.11) ifadesi

kullanilirsa,

elde edilir.

Bununla ilgili sayisal hesaplamalar Tablo 3.1.1°de asagidaki gibidir :

h=u,=1,

¢, =u, +u =1+2x,

by =uy +u, +u, =14+ 2x+4x°,

28 ;
Gy =y +u +u, +uy =l+2x+4x2+~§-x ,

2
G =uy+u +u, +uy +u, =1+2x+4x° +

2
O =uy+u, +uy +uy+u, =14+ 2x+4x° +

Analitik Coziim

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
- 0.07
0.08
0.09
0.10

1.0204095729
1.0416786036
1.0638724904
1.0870639666
1.1113341988
1.1367740931

1.1634858578

1.1915848853
1.2212020313
1.2524863969

(3.1.50)
5,
%ﬁx's +—72x4 +29—4—x5,
Yaklagik Coziim Hata

1.0204095727 1.632E-10
1.0416785929 1.074E-08
1.0638723645 1.259E-07
1.0870632380 7.286E-07
1.1113313333 2.865E-06
1.1367652634 8.831E-06
1.1634628569 2.301E-05
1.1915318818 5.302E(;;5
1.2210907686 1.113E-04
1.2522693333 2.171E-04

Tablo 3.1.1. (3.1.46) 'da verilen Bernoulli denklemi icin sayisal sonuglar.

Tablo 3.1.1’de .goriildiigii gibi yalmz alt: iterasyon (g,) kullanilarak (3.1.46)

denkleminin x = 0.01,...,0.10 degerleri igin analitik, yaklagik ¢dziimleri ve son kolonda da

hata miktart sunulmustur. Burada Hata = ( Analitik Coziim — Yaklagik Coziim )’dﬁr.WAltl'
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iterasyon kullamlmasiyla elde edilen hata miktann % 10%den daha kiigiktiir. x sifira
yaklagtikga hata miktar1 diigmekte ve yakinsaklik hizi artmaktadir, fakat x bire yaklagtik¢a
hata miktannin bilyiidiigii goriilmektedir. Eger daha iyi bir sonug¢ almak isteniyorsa
(3.1.50)deki ¢oziim serisine yeni terimler eklenmesi gerekir. X’in bir ve birden biiyiik veya
kiigiik degerleri i¢in de hassas sonuglar almak isteniyorsa (3.1.49)’daki ¢6ziim serisine Tanim
1.1.18 ile verilen Padé yaklagiminin uygulanmas: gerekir ( Jiao ve diger., 2002 ). Boylece bu

¢Oziim serisi igin L=M=3 olmak iizere

[3/3]= 1+2.8873151 x+ 6.666069 x> +32.2558194 x°
1+0.8873151x +0.8914388 x> +17.5903481 x°

seklindeki Padé yaklagimi elde edilir,
Simdi H,(x)= Analitik ¢oziim— ¢, ve H,(x)= Analitik ¢oziim—[3/3] olmak iizere,

Adomian metodu ve Padé yaklagimi kullanilarak elde edilen hatalarin kargilastiriimasini

agagidaki tablo ile verelim :
X H, (x) s/, (x)
-250 5.876E+13 1.832
-200 1.925E+13 1.832
-100 6.003E+11 -1.830
-50 1.869E+10 ~1.826
. _-10 5.802E+06_ _ - =L797
-5 1.748E+05 -1.757
10 -6.270E+06-i -1.872-
50 -1.898E+10 -1.841-1
100 -6.050E+10 -1.838-i
200 -1.932E+13 -1.836-i
250 -5.895E+13 -1.835-
10° -6.027E+36 -1.834-

Tablo 3.1.2. H/(x) ve H 2(x) igin elde edilen hata miktariar. I
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Tablo 3.1.2°de goriildiigii gibi x’in sifirdan uzak degerleri i¢in elde edilen hata miktar
Padé¢ yaklagimmin kullanilmastyla daha azalmugtir. Boylece ayngim metodu kullanilarak elde
edilen ¢oziim serisine Padé yaklagimm uygulanarak elde edilen yeni ¢oziimii kullanmak daha
uygundur. Bu ise Tablo 3.1.2’de goriilmektedir.

Tablo 3.1.2 kullamlarak elde edilen grafik asagidadir :

x 10"
H1(x)

5 — H2() .

41 d

3+ 4
S
[}
I

2+ |

1+ J

0 -

_1 1 1 1 1

-250 -200 -150 -100 -50 0

Sekil 3.1.1. Bernoulli denklemi igin ayrisim metodunun ¢oziim serisinin (HI(x)) ve Padé
yaklasimnin (H2(x)) kullamimastyla elde edilen hatay: gosteren grafik.

Ornek 3.1.3.

-;%=p(x)+q(X)y+r(x)y2 ,y(0)=4, (3.1.51)

Ricatti denklemi verilsin. (3.1.51) denklemi operatér formunda yazilip bunun her iki yanina
L™ invers operatorii uygulamr ve elde edilen ifadede (3.1.7) kullamlirsa,

§Y(x)= y(O)+L“p(x)+§L‘1 q(x)yn +g;r(x)447l R (3.1.52)
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bulunur. Bu denklemde lineer olmayan terim f )=y*=>_ 4, dir. f(y)=y" lineer

olmayan terimi igin Adomian polinomlart (2.3.19) denkleminde n=2 yazilarak elde

edilebilir. Boylece (3.1.51) denkleminin yaklagik ¢oziimii;

Yo =A+L" [p(x)], ’
»=L"lgbs)y 1+ 271 (x)4,), (3.1.53)

Y =L [q(x)p, J+ L [r () 4,].n 2 0.
indirgeme iligkileriyle verilir.
Simdi
y =l+x*-2xy+y*,y(0)=1, ' (3.1.54)
denklemini gozoniine alalim. (3.1.54) denklemi;lin analitik ¢Oziimii

_ 2
- 1-*-1"—3‘— (3.1.55)
— X

dir. Bu denklemde A=1,p(x)=1+x%,q(x)==2x ve r(x)=1 dir. (3.1.53) ifadesi

(3.1.54)’de kullanilirsa,
By —1+Jc+—1—x3
0 3 ’
-1 -1 1, 1, 154
y==2L (xy )+ L (A0)=x—§-x +—xt e —x7,

Yy = 2L (-".yl)""'l'~l (Al)

2 l 4 1 5 2 7 l 8 2 11
= —oxt e — xSt , 3.1.56
e TS T M6 T 09 L —

¥y ==2L (e y,)+ L7 (4,)
8 5 2 4

ey T2 1, 8 o 2,
5 30 63 28 315 693

+ 2+ X2,
33264 218295

elde edilir. (3.1.56) denkleminde y, ve y,’deki z1t isaretli é—x3 terimleri, y, ve y,’deki zit

isaretli gx“ terimleri, y, ve y,’deki zit isaretli —;—xs terimleri sadelesir. Boylece (3.1.54)

denklemi i¢in yaklasik ¢oziim i e




seklinde bulunur. Bu ¢Oziimiin sayisal hesaplamalarn1  yapmak i¢in ¢, yaklagim

kullanilacakftar.

Bununla ilgili sayisal sonuglar agagida Tablo 3.1.3 ile verilmigtir :
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YA =Y Y ()= Yo Y F Y+ s o
n=0

=1+2x+x7 +x° +---

(3.1.59)

X Analitik Coziim Yaklagik Coziim Hata
0.001 1.0002001001 1.0002001001 1.001E-12
0.002 1.0040040080 1.0040040080 1.603E-11
0.003 1.0060090271 1.0060090270 8.124E-11
0.004 1.0080160643 1.0080160643 2.571E-10
0.005 1.0100251256 1.0100251250 6.281E-10
0.006 1.0120362173 1.0120362160 1.304E-09
0.007 1.0140493454 1.0140493443 2.418E-09
0.008 1.0160645161 1.0160645120 4.129E-09
0.009 1.0180817356 1.0180817291 6.621E-09
0.010 1.0201010101 1.0201010000 1.011E-08

Tablo 3.1.3. (3.1.56) 'da verilen Ricatti denklemi icin sayisal sonuglar.

Tablo 3.1.3.de goriildiigii gibi yalmz dort iterasyon (¢4) kullanilarak (3.1.54)

denkleminin x = 0.001,...,0.010 degerleri igin analitik, yaklagik ¢oziimleri ve son kolonda da

hata miktar1 sunulmugtur. Yalniz dért iterasyonun kullamimasiyla elde edilen hata miktan %

107’ den daha azdir. Burada da bir dnceki drnekteki gibi x sifira yaklagtikga hata miktar

diigmekte ve yakinsaklik lizi artmaktadir, fakat x bire yaklastik¢a hata miktarnin biiyiidiigii

goriilmektedir. Eger daha 1yi bir sonug almak isteniyorsa (3.1.57)’deki ¢6ziim scﬁsi%gdcpi

L

Ly,
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terimler eklenmesi gerekir. x degeri sifirdan uzaklagtikga (3.1.57)deki ¢6ziim serisi hassas
olmayan sonuglar verir, bu sonuglar: diizeltmek igin bir dnceki drnekte oldugu gibi ¢6ziim
serisine Padé yaklagimi uygulamrsa, L=M=5 i¢in

[5/5]= 1+2.0789477 x +1.1427654 x> +1.0040804 x* +0.0054337 x* —0.1868021 x°
"~ 1+0.0789477 x - 0.01513 x% ~ 0.0446073 x° + 0.0308306 x* — 0.188726 x°

bulunur.
Simdi |H,(x) = Analitik ¢oziim—¢, ve |H,(x)= Analitik ¢oziim~[5/5] olmak tizere
Adomian metodu ve Padé yaklasimi kullamlarak clde edilen hatalarin kargilagtiriimasini

agagidaki tablo ile verelim :

X lHl(x)| le(x)|
-100 1.613E+21 100.978
-50 3.983E+17 50.965
-10 1.759E+10 10.836
-5 4.299E+05 5.615
-1 0.306 0.139
5 3.415E+05 4.029
10 1.425E+09 8.949

- 50 S 3.796E+17 . ~48.989 S
100 1.574E+21 98.999
1000 1.591E+33 999.009

Tablo 3.1.4. |H, (x)| ve | H,(x)| igin elde edilen hata miktariar:

Tablo 3.1.4 ile X’in sifirdan uzak degerleri igin elde edilen mutlak hata verilmisgtir.
Tabloda goriildtigi gibi (3.1.57)’deki Adomian’m ¢oziim serisine Padé yaklagiminmin

uygulanmasiyla elde edilen hata miktar, Adomian’in ¢oziim serisine gore, ¢ok daha kiigiiktiir.

Tablo 3.1.4 yardimiyla gizilen grafik agagdadir ;
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x 10
16 T T T

b HI()
14+ | —— H2(x) ‘ .
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Hata
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Sekil 3.1.2. Ricatti denklemi igin ayrisim metodunun ¢oziim serisinin (HI(x)) ve Padé
yaklagmunm (H2(x)) kullanimasiyla elde edilen hatay: gosteren grafik.

Ornek 3.1.4.

9 _ paJralely 6y +5(0)y"5(0)= 4 6158

formundaki Abel denklemi verilsin. Bu denklem operatdr formunda yazilir, her iki yamna L

invers operatorii uygulanir ve elde edilen ifade de (3.1.7) kullanilirsa,

525, 0=a+ 2 [P 30 [an 1+ 307 (104, 1+ 3,02 ()8, ] 6159

0

bulunur, Burada £,(y)=»* =Y. 4,ve f,(y)=¥’ = > B, olmak iizere iki ayn lincer
olmayan terim vardir. Bu lineer olmayan terimlere kargilik gelen Adomian polinomlarim
bulmak i¢in (2.3.19)da, swrasiyla, n=2 ve n=3 almak yeterlidir. Boylece (3.1.58)
denkleminin yaklagik ¢Oziimii;

r}’o =4+L" [P(—x) ]v
=2l e 2l @} 2 [s ()8,

=L [a)9, [+ £ [r @4 L [s @B Lnz0,
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olargk elde edilir.

Ornek 3.1.5.
Chawla ve diger., ( 1988 ); Qu ve Agarwal ( 1997 ) tarafindan, sirasiyla, collocation ve

sonlu farklar metodu kullanilarak ¢oziilen

y +3y' ==y, xe(0,1) (3.1.61)
X

y(0)=0,y(1)=+3/2 (3.1.62)
iki noktali singiiler sinir-defer problemini gbzoniine alalim. (3.1.61) ve (3.1.62)
denklemlerinin varlik ve teklik ispat1 Jain ve Jain ( 1989 ) tarafindan verilmigtir. Bu tiir
singiiler iki noktal: smir-deger problemleri elektro-hidrodinamik ve termal patlamalarda

kargimiza gikar.

Daha 6nceki 6rneklerde oldugu gibi (3.1.61) denklemi operatér formunda yazilir, L™

invers operatorii uygulanirsa

L'Ly=-L" (%ny + ys) (3.1.63)
bulunur. Burada
dZ d X x
L=—" =— 71 = 1. . 1.
2l =gt 0= [0 Oas (3.1.64)

dir. (3.1 63) denkleminde (3 1 62) ile verilen baslanglg: sartl ve (3 1. 7) de verilen seri

kullamllrsa

35, (x)= y(0)+ 5y (0)- 3L (%L,,y,, + A,,) (3.1.65)

n=0 n=0

elde edilir. Burada

C=30).7()=y" =34, (3.166)

n=0
olup, y(0) daha sonra x =1 noktasmdaki smir degeri kullamlarak belirlenccektir. fy)=5°

lineer olmayan terim igin Adomian polinomlari (2.3.19) denkleminde n=35 ahnarak

belirlenebilir. Boylece (3.1.61) ve (3.1.62) ile verilen denklemin yaklagik g:ozul}]ﬁ, s



52

;

yo=C=

=-L" (—Z—nyo + Ao),
! * (3.1.67)

Vo =—L7H = 2 y,,+A,,),n20
L X

formiilityle bulunur. (3.1.67) denkleminden

W =C,
X s
Y= 2 c,
4
X 9 s (3.1.68)
W —SZIC +C°,
x° x* 5
=_25_ 8 ____CS __C9 2 CS ,
S S Thdie
elde edilir. Boylece y(x)’in yaklagik ¢oziimii
sf{; 3 2 1 4
YE)= Yo+ p+y, +yy+=C+C I‘E'x —‘6“-"
’s g (3.1.69)
B Ct Cg(l—-—x4)+
6! 4!
olur. (3.1.69)’da x =1 noktasindaki y = V372 degeri kullanilirsa
C =0.9994 (3.1.70)

elde edilir. Bu deger (3.1.69)’da yerine yazildiginda (3.1.61) ve (3.1.62) ile verilen iki noktah

smguler smlr-deger problemlmn yaklaslk gozilmh bulunur Bu denklemln anah’uk ¢Oziimii ise
y(x)=1/V1+x*/3, 0<x <1 (3.1.71)

dir. Bununla ilgili sayisal sonuglari gésteren tablo agagidadir :
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X Analitik Coziim Yaklagik Coziim Hata
0.00 1.00000 0.99999 1.00E-5
0.01 0.99998 0.99994 4.33E-5
0.02 0.99993 0.99979 1.43E4
0.03 0.99985 0.99954 3.11E4
0.04 0.99973 0.99919 5.43E4
0.05 0.99958 0.99874 8.43E-4
0.06 0.99940 0.99818 1.21E-3
0.07 0.99918 0.99753 1.64E-3
0.08 0.99893 0.99678 2.14E-3
0.09 0.99865 0.99593 2.71E-3
0.10 0.99833 0.99498 3.34E-3

Tablo 3.1.5. (3.1.61) denklemi igin sayisal sonuglar.

Tablo 3.1.5°de ayrigim metodunun yalniz dort iterasyonu (¢4) kullanilarak elde edilen
hata miktarlar gﬁrﬁlmektedir. Dikkat edilirse ayrigtm metodu kullanilarak yapilan iglemler
diger metotlara gore daha kolay ve yakinsamas: daha hizhidir, elde edilen hata miktan ise
x=10.00,...,0.10 degerleri i¢in %10 *den daha kiigiiktiir. (3.1.69)daki ¢6ziim serisine yeni
terimler eklenerek daha hassas sonuglar bulunabilir. - - -7

Ayrica ayngim metodunu singiiler pertiitbe problemlerine ve yiiksek mertebeden sinir-
deger problemlerine rahatlikla uygulamak miimkiindiir ( Adomian ve Rach, 1993; Deeba ve
diger., 2000; Wazwaz, 2000b; 2000c; 2001; 2001a; 2001b; 2001c; 2001d ).

Simdi, verilen denklem igin elde edilen yaklagik ¢oziimiin collocation (CM) ve sonlu

farklar metodu (FDM) ile kargilagtirmasim asagidaki tablo ile verelim:
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iterasyon ADM CcM FDM

8 6.61E-12 5.33E-8 7.23E-7

Tablo 3.1.6. (3.1.61) denklemi igin ¢egitli metotlaria elde edilen hata miktarlarinin
karstlagtirimasi.

Tablo 3.1.6’da sekiz iterasyon kullamlarak her ii¢ metotla elde edilen hata miktarlan
goriilmektedir. Ayrigim metoduyla elde edilen sonuglar CM ve FDM’ye gore daha hassastir.
Ayrica ayrisim metodunun ilkeleri CM ve FDM metotlarina gore daha basit ve az zaman

alicadir.

3.2. AYRISIM METODUNUN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERE
UYGULANMASI

Bu béliimde ayrisun metodunun kismi diferensiyel denklemlere nasil uygulandigini
verecegiz. Matematiksel fizigin Onemli denklemlerinden lineer olmayan Klein-Gordon
denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii, Korteweg-de Vries (KdV) ve genigletilmis KdV (MKdV)
denklemlerinin soliton ¢Oziimlerinin ayngim metodu kullamilarak nasil elde edildigini
gosterecegiz. Elde ettigimiz sonuglarin dogrulugunu tablolar ve sekillerle destekleyecegiz.

(L,+L, Jut Nu=g (3.2.1)
kismi tiitevli denklemini gézoniine alalim. Burada L, ve L,

k 2 2
L, =_Qz_’Ly =_5_2
ox oy

3.22)
seklinde tamimlanan lineer operatdrler, Nu lineer olmayan operator ve gbilinen bir
fonksiyondur. (3.2.1) ile operator formunda verilen denklemin ¢oziimiinii ister x-yOniinde
isterse y-yOniinde yapmak miimkiindiir. Ciinkii her iki yonde de yapilan ¢oziimler birbirine
esittir ( Adomian ve Rach, 1993; Wazwaz, 1997 ). Bu 6zelligin bize getirmis oldugu avantaj

x -ybniinde ¢oziim yaparken hesaplamalar karmagiksa o zaman y -yoniinde ¢6ziimii yapmak

daha uygun olur. Ayrica lineer ve homojen olmayan kismi tiirevli denklemleri:‘5bﬁ"‘éniet9;tl\am




35

gozerken birbirini yok eden terimler sayesinde ilk iterasyonla analitik ¢dziimii elde etmek

miimkiindiir ( Adomian ve Rach, 1992; Wazwaz, 1997a ).

(3.2.1) denkleminin her iki yanina L' invers operatdrii uygulanirsa

L} Lo+ L} Lu+ L} (Nu)=L} (g)

bulunur. Burada
1()= [()dx [ ()
0 0
dir. Eger verilen denklem n.mertebeden ise

"
L=, L =

dx —
s n—kez
n—kez

O Loy ¢

J; ()dx--dx

seklinde tanimlamir. (3.2.3) denkleminde ayrigim serisi kullanilirsa

o o0

S, (53)=u(0,9)+ yu,0.)- L L, Y, -3 32(4,)+ 17 (g)

n=0 n=0 n=0

elde edilir. Boylece (3.2.1) denkleminin verilen baglangig sartiyla birlikte ¢oziimii

(u, (x, )= u(0,9)+ yu,(0,9)+ L(g),
uy (x,y)=—L; L,u, - L} (4,),
P,

(U (y)=-L] Lu,~L}!(4,),n=0

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

indirgeme formiilii yardimiyla bulunur. Burada 4, Adomian polinomlandir ve Nu = Z:=o A,

dir.

Ornek 3.2.1.
8 u(x,t)

—2 0 Au(x, )+ ku(x,t)+ f[u(x,t)]: g(x,2)

or?

u(x,O) = a(x) ve %l;-(x,O) = b(x)

x=(x,%,,.0,%, )R 1 € [O,T],

m 2

A = —-—2
J=0 axj

(3.2.8)

(3.2.9)

- (3.2.10)
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seklinde genel formda verilen lineer olmayan Klein-Gordon denklemini g6zoniine alalim.
Burada & reel, f lineer olmayan ve g bilinen bir fonksiyondur.

Lineer ve lineer olmayan Klein-Gordon (KG) denkleminin ayrisim metoduyla ¢oziimii
daha once Deeba ve Khuri ( 1996 ) ve Kaya ( 2001 ) tarafindan yapildi. Biz ise burada genel
formda verilen lineer olmayan KG denklemini gozoniine alip, elde edilen yaklagik ¢oziimiin,
analitik ¢oziimiin ve olugan hatanin ii¢ boyutlu grafiklerini Matematica paket programini
kullanarak g¢izecegiz.

Klein-Gordon denklemi kuantum mekaniginde ve sagilma olaylarinin bir modeli
olarakta relativistik fizikte ortaya gikar ( Zauderer, 1983; LeVeque, 1990; Ming ve Guo,
1993).

L,=ﬁi— L =—62—2,i=1,2,...,m (3.2.11)

o’ dx

olmak iizere (3.2.8) denklemi operator formunda

L,u=iLx’u—ku—f(u)+g (3.2.12)

i=1
olarak yazilabilir. (3.2.9) baglangi¢ sartiyla verilen bu denklemin varlik ve teklik ispat1 Strauss

ve Vazquez ( 1978 ) tarafindan yapildi. L, operatdriiniin tersi olan L;' operatorii
tt
5 ()=| [Qdrar (3.2.13)
00
ile tammlanur. (3.2.12)’nin her iki yamna (3.2.13)'de verilen invers operatorii uygulanirsa
L'Lu=YL'Lu-kL}u-L'[f()]+ L' g (3.2.14)
i=1
bulunur. Bu denklemde baglangig sartlari ve ayrisim serisi kullanilirsa

Zu (x,t) = alx)+e5( x)+ZZL L, u,(x,t)- kZL u,(x,1)—- ZL“‘[A,, +L' g (3.2.15)

n=0 n=0 i=1 n=0 n=0
elde edilir. Ayrigim metoduna gore

uy(x,1) = a(x)+tb(x)+ L;'(g) (3.2.16)

ve Nu=f(u 2 _oldugundan
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U, (%)= iL;le, u, kL' u, — L] (A,,-) ,n20 ‘(3.2.17)

i=1
bulunur. Boylece (3.2.9) ve (3.2.10) sartlariyla birlikte verilen (3.2.8) denkleminin ayrigim
metoduyla ¢oziimii ;
uy(x,t)= alx)+1b(x)+ L' g,

u(x,)= ZL:le,"o —k L uy - L7 (f (1))
i=1

u,(x,t)= ZL}‘L,Iu, —kL'u - L (ul f (uo)'),
= , (3.2.18)
il ) u wy o

)= 331 L =1 11 ) )

1={

7 \ " 3 L
u, (x,1)= 21: L7, u, —k L uy - L (”3 f (”o)"'(ul”z )f (”o)'*“z;'l', f (”o)) ,
i=] :

indirgeme formiilityle elde edilir.

Simdi de
{u“ ~u_ +u* +7u=—xx’ cosxmt+x’cos’ nt + wxcosat, (3.2.19)
u(x,()) =X,U, (x,0)= 0,
denklemini yukarida agiklanan sekilde ¢ozelim.
(3.2.19) denklemi operator formunda
Liu=L,u-u" —gu-xx’ cosxt+x’ cos” mt + mxcosxt (3.2.20)

olarak yazilr. (3.2.20) denkleminin her iki yammna (3.2.13) ile tammlanan L' invers operatorii

uygulanirsa

u(x,t)=u(x,0)+ xu, (x,0)+ L' L u~ L} 4, —-n L' u

3221
+L; (x2 cos? 7zt — x 7 cos xt + 7 xcos 7t ) ( )
bulunur. Béylece verilen baglangi¢ sartlariyla birlikte (3.2.19) denkleminin ¢6ziimii
uy (x,6) = u(x,0)+ xu, (x,0)+ L, (x2 cos’ 7t — x* cos mt + 7w x cos mt ), (3222
u, (xt)=L"Lou,~L'4,-nL'u, ,n20 o

indirgeme formuyla elde edilir. Burada f (u) =u’= Z:=o A, dir. Boylece
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x[ x7?t? — xcos(mt)’ +4x? cos(nt)- Amcosat J
b

Uy = X+ .
4 " (3.2.23)
1 ( 3cos(mt)’ -3z +x*t* | x* (607t — 4557 e + -
ST P 11520 7 ’
bulunur. Buna gore (3.2.19) denklemi igin yaklagik ¢oziim
u(x,t)= Uy (x,t)+u, (x,t)+ u, (x,t)+
i X [ x7*t? — xcos(mt)’ +4;r2 cos(rt)— dmcosmt J (3.2.24)
x

1 ( 3cos(zt)’ —37%42 + z*t* _x* (60X 7t — 452 2% e .
24 ’ 11520 °
olur. Aynica (3.2.24)’iin sayisal hesaplamalarini yapmak igin (2.2.11) ifadesi kullanilarak

elde edilen tablo asagidaki gibidir :

t Analitik Goziim Yaklagik Coziim Hata
0.1 0.0095106 0.0095099 6.973E-7
0.2 0.0080902 0.0080895 7.425E-7
0.3 0.0058779 0.0058771 8.129E-7
0.4 0.0030902 0.0030893 9.016E-7
0.5 0.0000000 -0.0000010 1.001E-6
0.6 -0.0030901 -0.0030912 ~ L.098E-6
0.7 -0.0058779 -0.0058790 1.187E-6
0.8 -0.0080901 -0.0080914 1.258E-6
0.9 -0.0095105 -0.0095118 1.303E-6
1.0 -0.0100000 -0.0100013 1.318E-6

Tablo 3.2.1. (3.2.19) denkiemi icin sayisal sonuglar.

Tablo 3.2.1.°de goriildiigii gibi yalmz iki iterasyon kullanilarak (¢2), x =0.01degeri
igin elde edilen hata miktan goriilmektedir, bu hata miktar1 %10 den daha azdir. Eger daha

hassas sonuglar elde edilmek istenilirse (3.2.24)’deki seriye yeni terimlerin eklenmesi gerekir._
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(3.2.19) denkleminin analitik ¢oziimii ise
u(x,t)= xcosmt (3.2.25)
dir.
—4<x<4 ve -x <t <2x araliklaninda analitik ve yaklagik ¢oziimiin ii¢-boyutlu

resmi, sirasiyla, asagidaki gibidir :

Sekil 3.2.1. (3.2.19) denkleminin —4 < x <4 ve —x <t <27 i¢in analitik ¢éziimiinii gosteren

yiizey.

Sekil 3.2.2. (3.2.19) denkleminin —4 < x <4 ve —m <t <27 igin yaklasik ¢oziimini

gosteren yiizey.
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3.2, 1 Soliton ve Soliton Etkilesiminin Tarihgesi
1834’de John Scott Rusell tek dalga ( Solitary wave )’y1, Edinburg-Glasgow

kanalinda, seklini degistirmeyen uzun bir su dalgas: olarak gozlemistir. Bu dalgayt >’bityiik
dalga kaymas1’ olarak adlandirmis ve gozlemlerini 1844’de >’Dalgalar iizerine rapor ( Report
on Waves )’ makalesinde agiklamistir. Bu makalede, tek dalganin periyodik bir dalga
olmayip seklini degigtirmeyen, tiimsek seklinde, simetrik izole edilmig sekilde yayilan bir
dalga oldugunu agiklamistir. Bunu takiben, benzer dalgalarin iiretilmesiyle ilgili daha yogun
calismalar yapilmistr. Bu dencysel bilgilere dayali olarak Rusell, tek dalgamn % hizi ve sonlu
bir /i derinligindeki stvinin serbest yiizeyi iizerindeki maksimum @ genligi arasinda
w=g(h+a) (3.2.26)
formunda dnemli bir bagints bulmustur. Burada g yergekimi ivmesidir. Su dalgalaryla ilgili ,
G.B. Airy ve G.G. Stokes’in teorilerine zit olan bu goriisler, yani Rusell’in tek dalga
hakkindaki yorumu, tek dalganmn varhgi ve bu dalgamin bir sivi ortaminda seklini
degistirmeden yayilmasiyla ilgili diigiincesiyle birlikte pek gok problem ortaya gtkmistir.
1870"lere kadar bu fikirler pek kabul gormemesine ragmen, yalniz 1871 ’de J.Boussinesq ve
1876da Lord Rayleigh tarafindan benimsenmistir. Bu bilim adamlar1 da yapigkan olmayan ve
stkigtirilamayan sivilarin hareket denklemini (3.2.26) formunda ¢ikarmuslardir. Gergektende
onlar tek dalga profilini ( Sekil 3.2.3. ), herhangi bir a>0 igin z= n(x,1),

B2 =3al {4112 (h+ u)} olmak iizere

n(x,t)=asech* {flx-U1)} (3.2.27)

¢Oziimiinii bulmuslardir.
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n(x,1)

h

0 N e

Sekil 3.2.3. Tek dalga ( Solitary wave ).
Bu yazarlar sadece a <</ olmak iizere gegerli olan sec h? ¢oziimiinii bulmalarina ragmen,
(3.2.27)’yi ¢oziim kabul eden herhangi bir diferensiyel denklem bulamamiglardir. Bununla

birlikte Boussinesq, ¢ = 4/gh sig su dalgalarmmn hizi olmak iizere boylesi uzun dalgalar igin

3( 2 1
7y = { My + 5( ’7l—1j +§h2 ;7} (3.2.28)

seklinde lineer olmayan yayilma denklemini ortaya koymustur. Bu denklem Boussinesq
denklemi olarak bilinir ve bunun ¢oziimiinii
7(x,t) = asech’ l(Ba/h3 )”2 (xx Ul)j (3.2.29)
scklinde bulmustur. Bu ¢oziim isc hem pozitif hem de negatif yonde haraket eden dalgay
gosterir.
Bu ¢alismadan 60 yil sonra, 1895’de D.J. Korteweg ve G.de Vries adindaki iki
Hollanda’li bilim adami, Scott tarafindan gbzlemlenen olaymn bir agiklamasini veren
matematiksel bir model ortaya koyarak, p yogunluklu bir su yiizeyi iizerinde tek yondeki

dalgalarin yayilisi igin, simdi iyi bilenen,

. =5Ke+—n]m+—6ﬂm} (3.230)
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denklemini elde etmislerdir. Burada x, dalgayla hareket edecek sekilde segilmis koordinat
sistemi, ¢ = 4[gh ve yiizey gerilimi Il % g ph® ihmal edildiginde, & kiigiik bir parametre

olmak iizere

2
0'=h(h——-T—]z]—h’ (3231)
3o g S

bigimindedir. (3.2.30) denklemi KdV denklemi olarak bilinir. Bu tek dalgalar igin lincer
olmayan model denklemlerinin en basit ve faydali olanlarindan biri olup igerisindeki lineer
olmayan terimin etkisinden dolay1 dalga olaymnin uzun zaman yayilmasint gostermektedir.
77=n(x',t) ve x' =x+(g/h)cl depisken degistirmesi yapilmak suretiyle (3.2.30)
denklemini

cf 3 1
== Zyn,+—0 3.2.32
A h(zim 5 n.w] ( )

formunda yazmak miimkiindiir. Fermi, Pasta ve Ulam’in 1955°de Los Alamos bilim
laboratuvarindaki lineer olmayan kiitle-yay ~sistemlerinin sayisal modelleri iizerine
raporlariyla KdV denkleminin tek dalgasiyla ilgili teori ve uygulamada ki gelismeler devam
etmistir. 1914°de Debye iddia ettiki: “’Harmonik olmayan bir kafesin sonlu 1s1 iletkenligi,
yaylardaki lineer olmayan kuvvetler yiiziindendir”’. Bu gbriis Fermi, Pasta ve Ulam’1 diizgiin
baglangig durumunun sonunda lineer olmayan terimler yiiziinden biitiin sekiller arasinda
enerjinin ayni oranda dagildigina inandirmigtur. Fakat onlarin galigmalart sekiller arasinda
enerjinin aym oranda dagiimadigini gdstermigtir. Biitiin enerji baslangigta en diisiik seviyede
olmasina ragmen, degisik diigiik mertebeden sekiller arasinda ileri ve geri hareketinden sonra
yine en diigiik seviyesine geri doner. Bu gergek Fermi-Pasta-Ulam (FPU)’nun tekrarlanan
olay1 olarak bilinir.

FPU’nun dikkate deger bu aragtirmasi, Martin Kruskal ve Norman Zabusky’nin

tekrarlamanin nasil oldugunu anlamak igin lincer olmayan kiitle-yay sisteminin siirekli bir
h 2
modelini gelistirmelerine neden olmustur. Gergekten onlar, 9= ( 7] ,I yay uzunlugu olmak

iizere
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u, +u, +0u,, =0 (3.2.33)

formundaki iki periyotlu KdV denklemi igin
u (X,O) =coszwx,0<x<2 (3.2.34)
baslangig sartint gozoniine almiglardir. Onlarin J& =0.022 alarak yaptiklan sayisal galiyma

pek gok yeni ve ilging sonuglar dogurmustur ( Sekil 3.2.4).

w(x,r)

[N}

Sekil 3.2.4. Tck dalganin gelismesi a ) ¢ = 0 daki baslangig profilib) 7 = 77" *deki profili
¢) £ =(3.6)7"deki dalga profili.

Baglangig olarak onlar, negatif egimli oldugu bolgelerdeki dalmis dalganin,&u,,
sagilma terimi iizerindeki lineer olmayanligim baskin etkisi sonucu oldugunu gozlemlediler.
Sonraki zamanlarda sekiz tane iyi tanimh dalga ile birlikte sec h? dalgasina benzeyen dalgalar
buldular. Bu dalgalardan uzun olant daha hizlidir ve diger dalgalarin iizerinden asarak devam
etmektedir. Dolayisiyla en dikkate deger olay bu dalgamn lineer olmayan etkilesiminden
sonra ozelliklerini korumasi ve baglangig profilinin yeniden ortaya gikmasidir, yani FPU’nun
tckrarlanan olayma oldukga yakin olmasidir. Bu dalganin pargacik karakterlerinin yapisina
benzerligi ve geklinin korunmast goriigii altinda Kruskal ve Zabusky bu tek dalgalari
solitonlar olarak adlandirmiglardir. Tarihsel olarak, Kruskal ve Zabusky’nin 1965°deki
meshur makalesinde pargacik tipi nicelikleri belirlemek amactyla bir isim olarak soliton
kavraminin dogusunu vermislerdir. Bundan sonra ( Zabusky, 1967 )’de iki solitonun gergek

fiziksel etkilesimini sayisal olarak gdstermig ve ( Lax, 1968 )’de KdV denklemi tarafindan
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yonlendirilen lincer olmayan ectkilesim altinda iki farkli ¢oziimiin korundugunun zor bir
analitik ispatin1 vermistir. Fiziksel olarak iki farklt soliton, farkli genliklere ( ve dolayistyla
farkl1 hizlara ) sahip ve reel eksen iizerinde uzak olarak yerlegmislerse sol taraflaki daha uzun
( daha hizli ) dalga, kisa ve daha sagdaki ( daha yavag olan ) dalgay1 yakalayip iizerinden
asarak devam eder. Bu oldugu zaman KdV denklemine gore onlar lineer olmayan bir
ctkilesime ugrarlar ve sadece bir faz degisimli olarak ctkilesimden tamamen sekil ve hiz
korunmal olarak gikarlar. Dolayistyla bunlar dikkate deger iki dzellik ortaya koyarlar. Bu
ozellikler:

i) Kararli ve geligen ani ¢oziimler verir,

ii ) Etkilesim sonucu dalgalar hizlarimi ve sekillerini korur ve solitonun tanimini verir.

Daha sonra, ( Gardner ve diger., 1967, 1974 ) ve ( Hirota, 1971, 1973a, 1973b )
herhangi bir pozitif N tamsayisi igin N-soliton arasindaki etkilesimi agiklayan KdV
denkleminin analitik ¢oziimlerini ortaya koymuglardir. Solitonlarin deneysel dogrulanmast ve
etkilegimleri ( Zabusky ve Galvin, 1971 ), ( Hammack ve Segur, 1974 ) ve
( Weidman ve Maxworthy, 1978 ) tarafindan bagarili bir sekilde gosterilmistir. Dolayisiyla
bunlarin bu buluglart son 30 yil boyunca yaygin, teorik, deneysel ve islemsel galigmalara yol
agmustir. Simdilerde benzer ozelliklere sahip pek ¢ok lineer olmayan model denklemleri
bulunmug olup uygulamali matematikte ve fizikte gesitli branslara ayrilmustir. Bu tiir
denklemlerin soliton ¢oziimlerini bulmak igin pek gok metot gelistirilmistir ( Hirota, 1980;
Ablowitz ve Segur, 1981; Ablowitz ve diger., 1987; Ablowitz ve diger.,1991; Drazin ve
Johnson, 1993; Debnath, 1994; 1998 ). Son olarak asagidaki ifadeleri vermemiz uygun
olacaktir. Soliton kavraminin kesin tanimimi vermek kolay degildir, bununla birlikte lineer
olmayan kismi diferansiyel denklem veya sistemlerin harhangi bir Qézﬁmﬁyle
iliskilendirilebilir. KAV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii ( solitary
wave ) genellikle tek dalga olarak kullanilir, eger birden fazla soliton ¢oziimii varsa solitonlar
olarak adlandirilir. Baska bir ifadeyle bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa
bir tek dalgadir. Ayrica KdV denkleminden bagka denklemler igin tek dalga ¢oziimii sech’

fonksiyonu olmayabilir, fakat sec/ veya tan™' (e""’) olabilir. Gergekten de’ bazi lineer
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olmayan denklemler tek dalga ¢oziimiine sahip olup solitonlara sahip olmazken, KdV
denklemi gibi denklemler solitonlar olan tek dalgalara sahiptirler. Gergekicn soliton kavrami
matematiksel fizikie yeni bir paradizim olarak sekil almistir. Son zamanlarda soliton kavrami
¢ok yaygin olarak kullanilmustir. Ornegin, lincer olmayan Schrodinger denklemi ( NLS ),
plazma dalgalarini, lineer olmayan optik dalgalarint tanimlar, NLS denklemi sarmal (
envelope) solitonlara sahiptir. NLS denkleminin solitonlar1 genlige bagh degildir. Fiziksel
olarak, énceki galigmalarda bu tiir solitonlara diigiik frekansh solitonlar denirdi daha sonra (
Makhankov, 1978 ) yaptigt ¢alismada bu solitonlarin yiiksek frekansl solitonlar oldugunu
soylemistir. Bir bagka oncmli model denklemi de Sine-Gordon ( SG ) denklemidir, bu
denklemde elementer  pargaciklarin  birlestirilmesi teorisindeki lincer olmayan dalga
harcketini, manyetik akintiyr ve kristallerdeki bozuklugu tanimlamak igin kullanilir. SG
denklemi ise soliton, antisoliton ( veya kinks, antikinks ) ve aym eksenc gore simetrik
solitonlara ( breather solitonlara ) sahiptir. Ayrica bu solitonlarin hizt dalganin genligine bagh
degildir.

Bizim buradaki amacimiz isc KdV ve genisletilmis KdV ( MKdV ) denklemlerinin var
olan soliton géziimlerini ayrgim metodunu kullanarak bulmaya galigmaktir. Ayrigim metodu
yardimyla soliton ¢oziimlerinin bulunmast ilk olarak Wazwaz ( 2001e; 2001£; 2001g; 2002;
2002a; 2002b ) tarafindan verilmistir.

Simdi yukarida adi gegen birkag solitonun seklini verelim:
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u(x,1)

soliton

antisoliton

v

Sekil 3.2.6. Soliton veya antisoliton.
/ ’ >
N

Sekil 3.2.7. Ayni eksene gore simetrik solitonlar ( Breather solitonlart ).

3.2.2. KdV ve MKdV Denklemlerinin Soliton Céziimleri icin Ayrisim Metodu

u, +6uu, +u, =0, (3.2.35)
u(x,O):Ascchz(x/L), =

ve
v, +viv, +v, =0, (3.2.36)
v(x,0)= Ascch(x/L),

baslangig sartlartyla birlikte verilen, sirasiyla, KdV ve MKdV denklemlerini gbzoniine alalim.
Burada KdV denklemi igin L = m,V =24 ve MKdV denklemiiginde L=1/A4,4= N7
dir; 1 dalgamn genisligini, A genligini ve I ise hizini tammlar.
Oncelikle verilen (3.2.35) ve (3.2.36) denklemleri operator formunda yazilirsa
Lu+6(Nu)+L u=0 (3.2.37)

ve

Lu+(MW)+L, v=0 (3.2.38)
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olur. Burada

L= - (3.2.39)

»
=uu, :ZA",

e (3.2.40)
Nv=v'v, =) B,,
n=0

dir. (3.2.37) ve (3.2.38) denklemlerinin her iki tarafina L;' invers operatorii uygulanirsa,

baslangig sartlari ve ayrisim metodunun ¢dziim serisi kullanilirsa

S, (x,1) =Asec i’ x/L) 6L; [ZA,,) m[iu") (3.2.41)

n=0 n=0 n=0

v, (x,t)=Aslll I L R, LAl (3.2.42)
] xxx

n=0 n=0 n=0
bulunur. Burada Z;', 0’dan t’yc alman tek-kath integraldir,4, ve B, polinomlan ise
Adomian polinomlaridir ve (2.3.23) formiilii ile tanimlanmustir. Boylece (3.2.35) ve (3.2.36)

denklemlerinin yaklagik ¢oziimleri

u, (x,¢) = Asech? ( %IL),
(3.2.43)
thy (5,0) = =6L;" (4,)= L' L (0, Jn 20
v, (x,0) = Ase(:h(x/ L ),_I (3.2.44)
Vsl (X’l) o _LI (B”)— LI Lm (v")n 20.
indirgeme iligkileriyle elde edilir. (3.2.43) ve (3.2.44) denklemlerinden,
er/L
Uy (x,t) = Asech?(x/L )= 44—,
(] +er/L)
(3.2.45)

4y (1) = ~32 A [1 4P Y e A 6104 ezi]t :
LJ(1+ezx/L)4

ve
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ex/L

vo (x,0) = Asech(x/L )=2Am 3

(3.2.46)
Vil [4L2A(elx/L)2+(elx/L)2_22821/L+1
v, (x,t)=24e /’(ez /L—l) 113(1+82xu)4 Jl
bulunur. Buradan seri formundaki ¢oziimler agagidaki formda
o0 eZ.Y/L
Z"" (1) =, (v, )+ ul(x,/)+ s = d e
n=0 (1 + ezx/L )
53 bt [1_4ezx/L +(er/L)2 +6L Ae™'E +6L2Aez’”“] Al
37 G LJ(I 4k )“ £
ve
k) ex/[.
Zvn (x’[):vo (J‘%t)"'vl (“7”‘)"’"':2’4 2x/L
i g (3.2.48)
4L2A(e7_x/L)2 +(e2.\'lL )3 _ 99 oIk +]] i
+2d4e* ™" -1 [ L4
( ) J (l P )4
seklinde elde edilir. (3.2.35) ve (3.2.36) denklemlerinin analitik ¢dziimii ise
" A=l 4 e(zx-zrr)/L
u(x,t)= Asech ( Z ] =44 (1 e )2 (3.2.49)
ve
Gepy e(x—l’r)/L
v(x,t): Ascch( 7 ]: 24 (1+e(“'m)“) (3.2.50)
dir.

KdV ve MKdAV denklemleri igin elde edilen hata miktarlari, sirasiyla, asagidaki tabloda

verilmistir.
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t " ttata Vhata
0.01 1.273E-11 5.0E-14
0.02 2.546E-11 1.0E-13
0.03 3.819E-11 1.5E-13
0.04 5.092E-11 2.0E-13
0.05 6.365E-11 2.5E-13
0.06 7.637E-11 3.0E-13
0.07 8.910E-11 3.5E-13
0.08 1.018E-10 4.0E-13
0.09 1.146E-10 4.5E-13
0.10 1.273E-10 5.0E-13

Tablo 3.2.2. (3.2.35) ve (3.2.36) denklemleri igin elde edilen mutlak hatalar.

Tablo 3.2.2’de, smasiyla, u igin A=10" ve v igin A=107 alnarak
£=0.01,...,0.10 degerlerine karsilik gelen hata miktarlan bulunmustur (x = 0.01). Yalmz iki
iterasyonun kullamlmasiyla elde edilen hata mikiarlan %10° ve %10"? ‘den daha azdir.
Metot yiiksek hizli bir yakinsakliga sahiptir. Diger metotlarla bu tiir denklemler bir doniisiim
yardimiyla daha basit bir hale doniigtiiriildiikten sonra ¢oziim yapilirken bizim sundugumuz
metotla herhangi bir doniigiim kullamimadan ve karmagik hesaplamalar yapilmadan daha
hassas sonuglar elde etmek miimkiindiir,

KdV ve MKdV denklemlerine ait ilgili sekiller ve grafikler asagidaki gibidir :
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1 A
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
-6 4 -2 2 4 6 -6 ~4 -2 2 4 6
(e) (£

Sekil 3.2.12. KdV denklemi igin elde edilen tek dalga ¢oziimlerinin grafigi, sirasiyla
t=0,0.5,1,1.5,2,2.5 almmustir.

—q -2 2 4 2 4
(a) (b)
3 &l
0.8 0.8
BB
2 4 2 4q
(¢) (d)

Sekil 3.2.13. MKdV denklemi igin elde edilen tek dalga ¢oziimlerinin grafigi, sirasiyla
t=0,0.5,1,1.5 alimmigtir.
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i
i

1
i

Sekil 3.2.14. KdV denklemi i¢in iki soliton ¢oziimiinii gosteren yiizey.

-10

-10

(d)

(¢)
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0.8 0.8
0.6 0.6
-10 5 10 -10 -5 5 10
(e) (£)

Sekil 3.2.15. KdV denklemi icin t zamann degismesiyle iki-solitonun hareketini gosteren

sekil, sirasiyla t =0, 0.5, l‘, 1.5,2,2.5 alimmustir.

Sekil 3.2.16. KdV denkleminin tek soliton ¢oziimiiniin dis hat ¢izgileri.
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-20 -10 0 TS 20

Sekil 3.2.17. KdV denkleminin iki soliton ¢éziimiiniin dig hat ¢izgileri.

3.3. GENEL DURUMLARDA AYRISIM METODUNUN YAKINSAKLIGI
Metodun yakisaklifini gostermek igin pek ¢ok c¢aligma; Cherrvault ( 1989 ),

Cherruault ve diger.( 1992 ), Gabet ( 1992 ), Guellal ve Cherruault ( 1994 ) tarafindan
yapilmigtir. Fakat daha sonra Cherruault ve ekibi ¢6ziim serisinin yakinsaklifimi direkt olarak
ispatlamiglardir ( Abbaoui ve Cherruault, 1994; Cherruault ve diger., 1995; Abbaoui ve
Cherruault, 1995; Himoun ve diger., 1999; Khelifa ve diger., 2000; Abbaoui ve diger., 2001 ).
Guellal ve Cherruault ( 1994 ) tarafindan yapilan ¢alismada pratikte ispatlanmast zor olan
lineer olmayan operatriin fizerindeki hipotezlerle ¢6ziim serisinin yakinsakhigi gosterilmistir.

( Cherruauit, 1989; Cherruault ve difer., 1992 Y deki ¢alismalarda yazarlar gerek sabit
nokta teoremini kullanarak gerekse yerine koyulmus serinin 6zelliklerini kullanarak metodun
yakinsakligimi ispatlamaya ¢aligmiglardir. Ayrisim metodunun yakinsaklhigimi ispatlamak icin
kanitlanmas: kolay hipotezler Yves Cherruault ve Karim Abbaoui’nin ¢aligmalariyla ortaya
konmustur. Bu boliimde yakinsakligin ¢ok genel bir ispati ve Adomian polinomlarinin
hesaplanmasi igin basit ve pratik bir kag formiil daha verilecektir. Bu formiiller birinci terim
olan u, fonksiyonu ile ¢éziim serisinin ifade edilmesini saglayacak ve bu ise ¢dziim serisinin
yakinsakhigini direkt olarak ispatlamamizt miimkiin kilacaktir,

u—Nu=f, S (33D
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fonksiyonel denklemini gozoniine alalim, burada N, H Hilbert uzayinda lineer olmayan bir
operatdr ve f ’de bilinen bir fonksiyon olsun. H Hilbert uzaymda sabit f i¢in bir tck u

¢Oziimiiniin Zun ile verildigini varsayalim. Ayrisim metodu ¢0ziimii
u= Zu,. , (3.3.2)
terimlerini aramaktan ibarettir. Lincer olmayan bir N operatorii
N)=Y 4, (333)
i=0

scklinde scriyc aynstinlmistir. Burada 4,’ler Adomian polinomlar olarak adlandirlir ve

(3.3.4)’deki iliskilerle elde edilir.

Z u, N (v)= N(ZE J S A4, (33.4)

i=0 n=0

olmak iizere, A, ler ( Adomian tarafindan sunulan ) temel formiil sayesinde

nld, d/;[ (Zx H (33.5)

ile bulunabilir. (3.3.2) ve (3.3.3) ifadeleri (3.3.1)’de yerine yazilirsa

oo o

2 —-ZA, +f (3.3.6)
i=0 i=0
clde edilir. u,’ler ise
uo = .fa
u =A,
Y (3.3.7)
u, =4, ,nz1,

formiilleri kullamlarak hesaplanabilir. Boylece (3.3.7)deki formiil, ¢Oziim serisinin biitiin

terimlerini belirlememizi saglar.
Z:Ou, serisinin yakinsakhgint ispatlamak igin ZZOA,. serisindeki yakinsakligm
ispatlanmasi gerekli ve yeterlidir.

Teorem 3.3.1. ( Seng ve diger., 1996 )
A, ler
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AO = N(uo ),
(Pl*”‘*’Pn) ( )
1 N (ug) ux[m,...,u"[p"}
Dy tnp, = pl!“‘pn!

A =

n

formiiliiyle verilir, burada u, == (u,,...,u,) dir.
\“__—W-——‘J

Py, ~kez

3]

Teorem 3.3.2. ( Seng ve diger., 1996 )
Adomian polinomlart agagidaki formiillerle tanimlanmugtr,

Ay = N(uo)s
1

n

pipeen P Dy

Sonu¢ 3.3.1. ( Seng ve diger., 1996 )
A ler
4y = N (1),
An = i Z ! N(k) (uO)(ullml’.“’u”(p»l )

k=1 p+-tp,=k p1' ° P,,'
pytotap,=n

seklinde hesaplanir.

A = z N(k)(uo)(upl,...,upk),n=1,2,...

(3.3.8)

(3.3.9)

(3.3.10)

Sonug 3.3.1 kullantlarak 4, ’lerin n=0,1,...,5 igin asagidaki sekilde basit bir listesini

yapmak miimkiindiir.

4, :N(uo)~
A, =N (uo)(ul)a

L N (g Yy, )+ N (a1 )y ),

4 21

] " " ‘ '
Ay =8 ) g oV )+ ),

A4, = —%Nm (uo )(ulm)+ 1 N® (uo )(ulm’ u2)+ “2!? N (uO)(u2[2])

A1
+N (uo)(u4 )a

3!

As = %N(S) (uo)(ul(s])+ _]—Nw (uo)(ulm’ u2)+%§N(3) (uO)(ul’u?-Iz})

3!
+ N (g oty 22, )+ N (20 Mot ),

(3.3.11)
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Teorem 3.3.3. ( Abbaoui, 1995 )

Vrne N igin “ N® (uo)” < M olsun. Bu taktirde

Fy (N (g} N (1) | < exp (41 )01 (3.3.12)

olacak gekilde 37, ( Nty )y.oos N (4, ) vardir.

Teorem 3.3.4. ( Khelifa ve Cherruault, 2000 )

Kabul edelim ki Vke N ve M < exp(—l) igin “ N (")(uo)"S M olsun. Bu taktirde

ayrigim scrisinin kesme hatast

(k+1) M

—ol< 3.3.13
Ju-o] (E+1) (1-Mexp(1)) ( )
formiilii ile verilir.
Teorem 3.3.5.
Kabul edelim ki & lincer olmayan operatorii

| V)| < M <17e (3.3.14)
sartini saglasin, Bu taktirde Z:;O u, serisi mutlak yakinsaktir ve

i | =] 4, | < 201 (33.15)

n!
dir.
ispat:
Adomian tarafindan verilen
1 4"
- o N(n+l)
S T (1)

formiil kullanilirsa,

n=0 igin 4y =N (uy)=>| 4, “.énN’(uo)usM,

n=1 igin 4 -—-%—!(NQ(uO)) :>]] 4 }]S—;—'” N(3)(u0)”551—!~M,
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Cn=2 igin A4, = ; (VO wy) =] 4, u<_.uN(s u, )| < ;M,

ve bu sekilde devam edilerek # igin

A,= "%(N ("H)(uo ))(") :>u 4, “ < ;117“ N (ZHH)(“())“ < "% M,

sonucu bulunur. Bu is¢ teoremin ispati tamamlar.

Teorem 3.3.6.
Kabul edelimki » igin N analitik bir fonksiyon ve “ N(")(uo)“s M, M >0 olsun. Bu

taktirde Adomian polinomlar1 igin

RIHl

}| A S 7 G 1) M (3.3.16)

olur, bu ise Adomian metodunun yakinsakligi i¢in yeterlidir.

ispat:

Adomian polinomlart Taylor seri metodunun bir genellemesi oldugundan

4 = Zu uo) uo)

n=0

“seklinde yazilabilir. 2—(1!————%’——)—— kuvvet serisi Vu € R i¢in yakinsaktir. ’ u~—u, ‘S R alirsak

n=0 n:

n=1 igin A4 =(u*u(,)N'(uo):>"A1 “S“u—uo ﬂn N'(uo)“sRM,

2
n=2 igin 4, =(i"53'-‘-°—)-1v"(u0).—_>|| 4] <

(2—u,) . R?
————--—2!(’ “N (uo)“s-i-!-M,
ve boyle devam edilecek olursa 7 +1 igin

( u—1u, )M {m+1)
Ay = 25— Ny )=

(n + 1)!

bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamasmlar.

An+l l <

i el

n+1)'
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IV. BOLUM

4.1. LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL DENKLEM SISTEMLERINE
AYRISIM METODUNUN UYGULANMASI

Bu boliimde, diferensiyel denklem sistemlerine ayristm metodunun uygulanmasim
verecegiz ve bu sonuglar lincer ve lincer olmayan kismi diferensiyel denklem sistemlerinde
ve birlestirilmis ( coupled ) lineer olmayan Schrodinger denkleminin analitik ¢oziimiinii elde

etmede kullanacagiz.

Lu+L u+ N, (u,v) =1,
{L,v+],xv +N, (u,v)=F2, 1.1
Ve
u(x,0)= 2 (x)’”(xvt): ¢ (l‘),
u, (x,0)= Ty (x‘)au(xbt):gz (t)s (4.12)

v(x,()) =0y (x)ov(xuf) = (t):
v, (%,0)= o, (x),v(x,,0) =, (¢)

seklindeki baglangi¢ ve sinir sartlariyla verilen, (4.1.1) deki operator formunda yazilmis kismi

diferensiyel denklem sistemini gézoniine alahm. Burada 7, ve L, ikinci mertebeden lineer
kismi diferensiyel operatorler, N, ve N, lineer olmayan operatdrler ve F;,F, homojen

olmayan terimlerdir.

o? o?
L=, == 4.1.
oor? Ox’ (4.1.3)
1t
;' ()= [[()drdr. (4.1.4)
00

(4.1.1) sisteminin her iki tarafina (4.1.4) ile verilen L, invers operatorii uygulanir ve (4.1.2)

ile verilen baslangig sartlan kullanilirsa,

ulx.o)=7, () +er, (@0)+ 25 (F)- L L (0)~ L [N, (w,v)]

v(xst): g, (x)+[0'2 (x)+ L (Fz)—[,t_l L, (u)_L;1 [Nz (u’v)], 4.1.5)

bulunur. Boylece u(x,7) ve v(x,¢) ¢oziimleri ayrigim metodunda
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u(x,t) = iun (x,t),

n=0 (4.1.6)

v(x,t) = iv,‘, (x,t),

n=0
formunda ve lineer olmayan N, (u,v) ve N, (u,v) operatorleri de

N, (u,v)= iA" ,

n=0 (4.1.7)

N2 (usv): i;ina

seklinde sonsuz seri formunda yazilabilir. Burada u, (x,t) ve v, (x,¢),n>0 igin, sirasiyla,

u(x,1) ve v(x,7) goziimlerinin daha sonra belirtilecek terimleri ve A A, ise Adomian

"o
polinomlaridir.

(4.1.6) ve (4.1.7) ifadeleri (4.1.5) de yerine yazilirsa,

Zun(xt (x)+ez, (x)+ L' (F) L,‘Lx(ivnj L;l[iAnJ,

n=0 =0 n=0

4 R (4.1.8)
S, (60)= 0 () +10 (2)4 L (1)~ 1 x(zu,,) L;I[ZZ"J
n=0 =0 1=
bulunur. Boylece, (4.1.8) denkleminden u(x,t) ve v(x,t) goziimleri;
o (x,0) =7, (x)+ 17, (x)+ L (F), 41.9)
L (JC,Z) = —L;I Lx (vn>— L:‘ [An ],Yl 20
Vo(x l):o'l(x)+to'2(x) ;I(F2)>
Vo ()C t)_ ]‘:l Lx (un) ~t [Nn ]91220 (4'1'10)

indirgeme iligkileriyle hesaplanir.
Aynigim metodunun temel 6zelligi u, (x,¢) ve v, (x,) terimleri belirlendikten sonra
bu terimlere bagh olarak (“1: vl) terimleri belirlenir ve boylece (4.1.9) ve (4.1.10) indirgeme

liskileriyle (u",vn ,n = 2 i¢in diger terimler hesaplanir.

Diger tarattan diferensiyel denklem sistemlerinin ayrigim metoduyla goz"mﬁge. 11‘1$:k‘1n“

farklh bir yaklagim Abbaoui ve diger. ( 1995 ) tarafindan sunulmustur.




82

~ Simdi sistemler i¢in sundugumuz bu analiz metoduyla ilgili olarak lineer ve lineer

olmayan birer drnek verelim :

Ornek 4.1.1.

{u (x,0) = sinx, (4.1.11)
v(x,0)= cosx,

baglangi¢ sartiyla verilen

(4.1.12)
v,tu,  tut+tv=0,

{u, +V_ ~(u+v)=0,

seklindeki lineer sistemi gbzoniine alalim. Bu sistem igin (4.1.9) ve (4.1.10)’daki indirgeme

iliskilert
u(x,()) =u, (x,_fl) =sinx, . @.1.13)
un+1 (x’ t) = ~Ll Lx (vn )+ Ll (un + vn)’n 2 0
v(x,0) = v, (x,i) =cosx, ) @.1.14)
Vun (x7t) = "Lt Lx (un )— Lt (un + Vn)’n 20
formunda yazilir. Burada
o o’
L=—,L =—+- .
P (4.1.15)

dir. u, (x,1) ve v, (x,¢) terimleri belli oldugu igin (4.1.13) ve (4.1.14) indirgeme iliskileri
kullanilarak diger terimler

uy=—L" L (v)+ L;' (uy + v, )=t cosx,

v, =—1,"L ()~ L, (uy +v,) = ~tsinx,

uy =1L (v)+ L (u, +v,)= —%sinx ,

2

vy =-L'L ()~ L' (u1+v1)=—%—‘— cosx, (4.1.16)

3
uy ==L L (v,)+ L (u, +v,)= —£3—‘~cosx ,

3
vy ==L L (u,)= L' (u, +v,) = %—'- sinx,
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seklinde bulunur. Burada (4.1.6) denklemi kullanihirsa

2

u(x t)—-ﬁinx 1——£—+—[4—-—--- + CO8X t—f—+—l—5——-~-
s 21 4 ‘ 31 51

4.1.17)
2 _ AP
v(x,t)=cosx(l—E—!+z—!-—---]-—smx([—-g—g+g—!—-~-)
olur. Bu agilim is¢
u(x,t)::sin(x+t), 4.1.18)
v{(x,1)=cos(x+1),

ifadesinin kapali formudur.

Sayisal hesaplamalar igin ¢, "nin n-terim yaklagi kullanilarak u(x,t)’nin yaklagik

¢Ozlimil

n-1

u(x,)= limg, ve ¢, = >, (x,1) (4.1.19)
k=0

veya

(4.1.20)
g =Uy+u, +-+u,,n20
ifadesiyle bulunabilir. Benzer olarak ¢, nin n-terim yaklagimi kullanilarak v(x,t)’nin

yaklagik ¢oziimii de

n—1

v(x,1)= 31{2@, ve @, = ka (x,t) (4.1.21)
k=0

veya
Py =V,
P2 =Vot W (4.1.22)
Py =Vo+v, +otv, ,n20

formuyla elde edilir. Yaklagimin hatas:

Hata =' Analitik Céziim ~ Yaklagsak Coziim I

formiilii ile hesplanir.




84

Bununla ilgili tablolar asagidaki gibidir :

X,t Analitik Coziim Yaklagik Coziim Hata

0.1 0.198669330795061 0.198669330795061 0.000E+00
0.2 0.389418342308651 0.389418342308657 6.051E-15
0.3 0.564642473395035 0.564642473395558 5.288E-13
0.4 0.717356090899523 0.717356090911729 1.221E-11
0.5 0.841470984807897 0.841470984947391 1.395E-10

Tablo 4.1.1, u (x,t) denklemi igin sayisal sonuglar.

x,t Analitik Coziim Yaklagik Coziim Hata

0.1 0.980066577841242 0.980066577841242 0.000E+00
0.2 0.921060994002885 0.921060994002913 2.7753E-14
0.3 0.825335614909678 0.825335614911219 1.541E-12
0.4 0.696706709347165 0.696706709373339 2.617E-11
0.5 0.540302305868140 0.540302306098008 2.299E-10

Tablo 4.1.2. v(x,t) denklemi i¢in sayisal sonuglar.

Tablo 4.1.1 ve 4.1.2°de n=6 igin (¢6) yaklagik ¢6ziimii alinarak elde edilen analitik,

yaklagik ¢oziim ve son kolonda da hata miktar goriilmektedir. Yalniz alt: iterasyon yapilarak

elde edilen hata miktarlari  ve v igin %107 ‘dan daha kiigiiktiir. Daha iyi sonuglar elde

ctmek isteniyorsa (4.1.17)’deki yaklagik ¢dziime yeni terimler eklenmesi gerekir. x ve ¢

degerleri sifira yaklastikga hata miktan kiigiilmekte, sifirdan uzaklastikga hata miktari

biiyiimektedir.

Tablo 4.1.1 ve 4.1.2 kullamlarak clde edilen grafikler, sirastyla, asagidaki gibidir: .
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O 9 r“ e e e H e R ——"‘X
[ — 1
| Analitik j; T
0.8 ! Yaklask | j
07+ AH :
|
06+ :
x 0.5+ 1
3 | |
0.4 B 1
0.3} 4‘
| |
Q.24 ﬂf
| |
015 ‘ : ' = ’ T
0.1 015 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
X

Sekil 4.1.1. u(x, t) Jonksiyonu icin analitik ve yaklagik ¢oziimiin karsilastiriimasn.

1 [-_—“_‘_‘T'“"*—*_“T_' i H i T T L
0.95 - - Analitk |
N L Yaklagik |
0.9} 4 i
0.85¢ L |
‘ N
0.8- ]
= 0.75+ .
=1
07+ .
0.65 - ]
| {
| i
o.a\F 1
t
0‘55‘? |
{ |
0.5{'“‘ | ¢ ¢ L : : I
0.1 Q.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Xt

Sekil 4.1.2, v(x,z) fonksiyonu igin analitik ve yaklasik ¢oziimiin karsilastirdmas.
Ornek 4.1.1 ile ilgili sekiller asagidaki gibidir : S
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Sekil 4.1.4. u(x,t) fonksiyo yaklasik ¢oziimiinii gosteren yiizey.
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Sekil 4.1.6. v(x,t) Jfonksiyonunun analitik ¢oziimiinii gosteren yizey.
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Sekil 4.1.8. v(x,t) fonksiyonu i¢in elde edilen hatay: gésteren yiizey.
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Ornek 4.1.2.
u(x,,0,p)=e""" =y, (x, .0, P,
v(x,y.0,p)=¢
v, (x,5.0,p)=-€"""",
w(x,3,0,p) =" = w,(x,».0,p),
2(x,30,p) =€ = 7,(x,¥9,p),

X+y4p
’

baglangig sartlariyla
u, +v,w,z,+v,w.z,—u=0
Yy Z U, w”—zpuxwy—v:()
Wy —U,z,V, +u,2,v,—w=0

z, twov u, +w, vu,-z=0

(4.1.23)

(4.1.24)

formundaki lineer olmayan diferensiyel denklem sistemi verilsin. (4.1.24) denklemi operatdr

formunda yazilip her iki tarafa (4.1.4)’dcki /; invers operatorii uygulanir ve (4.1.23)’deki

baslangig sartlari kullanilirsa
u(x, p,t,p)=e"" (+0)+L; (u— VW2, =, Wi, ),
v(x,y,t,p): e=e (l—t)JrI,,'I (v— Z U, W, + U, W, ),
w(x,y,t,p)= it (1 +t)+ i (eru,r Z, MUY ),
v(x,y,t,p):e‘“’”’(l+t)+L;‘( —Wv U, —W, V. U )

(A 4

bulunur. (4.1.25) ifadesindeki lincer ve lineer olmayan terimler ayirihirsa

A s W o 3 A
)

n=0 n=0 n=0 n=0

S, (531, p) = € (1-0)+ L' [ e

n=0 =0 n=0 n=0

Zw,, xy,t,p) e‘”” +t)+1

n=0 [ n=0 n=0

iv" (x,y,t,p) e (1+0)+ L} iz,, —iD" —25,,

n=0 n=0 n=0 n=0

clde edilir. Burada

n=0

(4.1.25)

(4.1.26)
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=0
w
L ~yvp =Z a2
n=0
2 ~
iz, 0=yC,,
n=0
©
WV U, :ZDH 3
n=0
L ~
W, Ve, = ZD" "
=0

(4.1.27)

Adomian polinomlaridir. Wazwaz ( 2000 ) tarafindan sunulan algoritma bu polinomlarin clde

edilisinde kullanilirsa, v, w, z, ve v, w, z, gibi lineer olmayan terimler igin Adomian

polinomlari

Ay =y, Yo, 2o, »
4 = Vo, W1, %o, +v, Wo, Zo, +vg, Wo, 21, »
Ay =V, Wy Zg +Vo Wy Zo Vs Wo Zo Vo, W F,

+v. W, Z, +V, Wy 2.
o=, o, Woliea

l

=V Wai 2
0, M500 20, 8

)

13

=V, W, Zyg tV Wy Zy tVy Wy Z
05, 1, &0y PR EE 04, 10 41, 5

=V Wy 2o, +Vo Wy Zo, tVy W, Zo, +Vo, Wy 2

+v) Wy 2y Vo, Wo, 22,

(4.1.28)

(4.1.29)

seklinde bulunur. Diger lincer olmayan terimler igin Adomian polinomlari ise benzer yolla

elde cdilebilir. Boylece (4.1.24) denkleminin (4.1.23) baglangi¢ sartlartyla birlikte yaklagik

¢Oziimil
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1, (x, y,8,p)= €7 (1+1),

i (4.1.30)
ty Gt )= L (1, ~ 4,~ &, ) 20,

v, (x, y:t, p) = €7 (1-1),
v (st p) =L v, B, + B

n

4.1.31
),nZO, ¢ ;

s (4.1.32)
ooy (5,308, 0)= [, + C, ~C, )i 20,

ZO (x’ y’IV p): e—x+y*p (, + l)’

7 eytp)= 1 (z,, -D, - 5,,),}1 >0,

{Wo (Lt p)=e"22+t)
{ (4.1.33)

indirgeme iliskileriyle bulunur. (4.1 .30)~(4.1.33) denklemlerinden
Uy = (il (1+t), .
Vo = e=re (1 3 t),
W, SiEi (1+2),

Zh= (1+1)

(4.1.34)

(4.135)

(4.1.36)
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elde edilir. (4.1 34)-(4.1.35) denklemleri kullanilirsa (4.1.24)’iin ¢oziimii

D u, =gty Uy
n=0 (4.137)

2 3 4 5
s ]+t+.,__+[_+t_+!_+... e
25 -3r-ar_s|

©
v, =V vy e
n=0

PR (4.1.38)
:ex+y+p[l_t+____+'____+".)=ex+y+p—l
21 3t 4! 5!
W, = wo W Wyt
n=0
= e (4.1.39)
=e""”’(1+1+—+—+——+—+~--J=e"‘y*"”
2t 3t 4! S!
Dz, = z g iz -
a=s (4.1.40)

2 3 4 5
=2 1+t+—+—+[—+r—+--- = o i
21593 418!

olarak bulunur. Bu ise verilen lincer olmayan sistemin analitik ¢oziimiidiir.

4.2. AYRISIM METODUNUN LINEER OLMAYAN BiRLESTIRILMIS$ ( COUPLED )
SCHRODINGER DENKLEMINE UYGULANMASI

u(x,0)=v(x,0)=e" (4.2.1)

baglangig sartiyla verilen

ou 0
'5+—ax—:+(a|u|2+|vr)u=o,
4.2.2)

By 8
15+5x—‘;+(‘u|2+b|v|2 )v:O,

lineer olmayan birlestirilmis Schrodinger denklemini gdzoniine alahm. Burada u ve v,

(x,¢ )e R*’nin fonksiyonlari, a ve b recl sabitlerdir (a=1/2,b=1 ). (4.2.1) sistemi, optik

liflerdeki iki tek renkli dalganin lineer olmayan gegisini tanimlar ( Newboult ve diger., 1989;

ey, 712
a7 LS

Wadati ve diger., 1992 ).
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~ (42.2) denklemine L;' invers operatorii uygulamr ve (4.2.1)’deki baslangig sarti

kullanilirsa,
1 2 2
x,)=u(x0)+iL Lu+—i[MNul| u+il] L, |v] u
u( ) ( ) t o l I t | l 423)
v(xt)=v(x0)+i L] va+iL7‘|u|2v+iL',=1 L, |v|2 v .
veya
u(x,t)=u(x0)+iL; Lxu+—;—iL,‘1 flu)+i' L, g(u) 42.4)

v(r,)=v(x0)+iL' Ly+iL h(u)+iL;' L k(u)
bulunur. Burada f(u)=|ul'u,g(u)=|v['u,h(u)=|ul’v ve k(u)=|v['v lincer

olmayan terimler olup

n=0 (4.2.5)

seklinde ayrnigtirilir. (4.1.6) ve (4.2.5) denklemleri (4.2.4)’de yerine yazilirsa,

Dou,(x0)=7,(x)+iL' LY u, +%iL;‘ZE,,+iL;’ L YE,
= 0 oo 426)
YV (xt)=0,(R)+iL LY v, +il]' Y F,+il' L, Y F,
n=0 n=0 n=0 =0

elde edilir. Boylece (4.2.2) denkleminin ¢oziimii (4.2.6)’dan agagidaki indirgeme iligkileriyle

bulunabilir :
r“0 =1 (x)a
u =il Lu, +—1—iL;1 E,+il;'L_E,,
{, 2 4.2.7)
U, =il;'Lu, +—;-iL," E +il’L E, ,n>0

.
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’vo =0, (x),

v=il Ly, +il} F,+iL}'L, F,, :
I’ (4.2.8)

Vo =1L Ly, +1 L] F, +i L L, F,n20.

(4.2.5) deki lineer olmayan fonksiyonlar kompleks fonksiyonlar oldugundan Adomian
polinomlarini hesaplamak i¢cin ( Adomian, 1996; Khuri, 1998; Wazwaz, 2000a ) kullanilan
yontem kullanilacaktir. Buna gore

|v|2u =y u=(vy+v, +V, +e0r) X (50—4';’_1"';4—2_'*‘"')

:(vg + 2y, +2v,v, + V] + 2y, +) x (uo +uy o, +)

) 5 ) — —_ ) (4.2.9)
=|vo| u0+|v0| u1+|vol u2+2vovlu0+2v0v2u0+|vl| u,
+ 20 v, +| v |y + 29yv g + 20Vt +| vy [ty o
ve
2 27 -
|v| v=v v=(vo+v1+v2+---) X (vo+v1+v2+---)
2 2 = A
= (vo + 2V, + 2vgv, + v +2Vv, +) X (vo +v, +v, +) 4.2.10)

_ 2 2 2 2 - 2 - 2
—Ivol vo+|vo| vl+|v0| vy +2vyv v, + v0v2v0+|vll v,

+20v, v, +| v [ %y + 29,9y + 2y, +| vy 9y + e
elde edilir. (4.2.9) ve (4.2.10)'da oldugu gibi |u|"u ve |u|’v lincer olmayan terimleri igin

Adomian polinomlari benzer sekilde bulunabilir. (4.2.9) ve (4.2.10)’da verilen ifadeler

diizenlenirse
~ 2
Ey=vo[ 4o, -
~ 2 -
E, =2|v, [ u; + 20w, 4.2.1D)
E2 = 2‘v0 I2u2 +2v0v2;;+2lvl Izuo +2V0V1’_‘:’
ve

ﬁ;) =|"o |2Vo >
FN’] = 2|vo |2v1 +2v0vl;;’ (4212)

o~ 2 — 2 —
F, =2|v0| v, +2vyv, v, +2|vl | vy +2vv v,

bulunur. Ayrica
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| |v|=v[H)-H(-v)] (4.2.13)
olup, burada H (v), Heaviside fonksiyonudur. (4.2.13)’den

g)=|v[u=vu[HE)-HEY)],

(4.2.14)
k)=|v[v=v[HE)-H V)],

elde edilir. (4.2.14)’ den de

g()=> [H()-HE)EE, Prul,

"0 4.2.15)

€)= [H6)-H ()T, {7},

bulunur. Heaviside fonksiyonunun tamminda v> 0 igin [H (v)-H(-v)} =1 oldugundan,

En {vzu } ve ﬁ,, {v3 } lineer olmayan terimler igin Adomian polinomlari

Eo = véuo s
% = 2vau, + 2vev,u, (4.2.16)
2 = 2Vauty + 2vgv,uy + 290y + 2vgvisy
Ve
1’3’;) =,
13 =3vn,, @2.17)

2 2
, =3vyv, +3v] v,

seklinde” tammiamr. (4.2.16) ve (4.2.17)’deki Adomian polinomlan (4.2.7) ve (4.2.8)’de

yerine yazilirsa
ix
ix
vy =€,
. ix
u =—ite”,

(4.2.18)
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D, =yt oy o
n=d (4.2.19)

=e"‘(l+lit—lt2 +)
2 8

DV, =V v+, e
n=0 (4.2.20)

= e“(l+it—-lt2 +)
2

formunda ¢lde cdilir. Bu denklemin analitik ¢Oziimii ise

ve

seryo ).
4.2.21)

v(x,t) - el(x+t) ,

bigimindedir. Bu denklemin ¢oziimleri ile ilgili sayisal hesaplamalar, siras: ile, agagidaki
sekildedir.
h=u=e",

¢, =uy +u, =e“(l+%it), (4.2.22)

1 1
=uy+u +u, =e*| 1+=it——1t> |,
¢3 0 i 2 ( 2 8 J

vy e o
Pp=vy=€,

@, =vo+v =€ (1+it), (4.2.23)

Py =V +V, +V, =e"‘(1+it—-%t2 ),

Bu hesaplamalara ait tablolar asagidadir :
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X,t Analitik Cozlim Yaklagik Coziim Hata

0.1 0.989+0.149i 0.989+0.1491 2.588E-7+2.859iE-8
0.2 0.955+0.2961 0.955+0.296i 4.066E-6+9.092{E-7
0.3 0.900+0.435i 0.900+0.4351 1.995E-5+6.833iE-6
0.4 0.825+0.565i 0.825+0.565i1 6.028E-5+2.838iE-5
0.5 0.732+0.682i 0.732-+0.682i 1.386E-4+8.501iE-5

Tablo 4.2.1. u(x,0)=e”™ ve (4.2.2) denklemi icin sayisal sonuglar.

Xx,t Analitik Coziim Yaklagik Coziim Hata

0.1 0.980+0.1991 0.980+0.199i 4.136E-6+4.987iE-7
0.2 0.921+0.389i 0.921+0.389i 6.472E-5+1.584iE-5
03 0.825+0.5651 0.825+0.565i 3.135E-4+1.187iE4
04 0.697+0.7171 0.697+0.7171 9.441E-4+4.915iE-4
0.5 0.540+0.8411i 0.540+0.841i 2.142E-3+1.465iE-3

Tablo 4.2.2. v(x,O) = e” ve (4.2.2) denklemi icin sayisal sonuglar.

(4.2.22) ve (4.2.23)’de ii¢ iterasyonun kullaniimasiyla (¢3,¢3) elde edilen sonuglar
Tablo 4.2.1 ve 4.2.2.’de verilmistir. Bu tablolarda analitik ¢oziime yakin olan yaklagik
¢oziimle birlikte son kolonda mutlak hata verilmigtir, Yalnz ii¢ iterasyon kullanilarak hassas
sonuglar elde edildi. Eger daha hassas sonuglar elde edilmek isteniyorsa o zaman (4.2.22) ve
(4.2.23) ile verilen yaklagik ¢6ziim serilerine yeni terimlerin ilave edilmesi gerekir.

Bu tablolarla ilgili iig-boyutlu gekiller agagidadir :
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I %

Imt

Sekil 4.2.2. Imajiner u(x,t) fonksivonu icin elde edilen hatay: gosteren yiizey.

T.C. YOKSEKOSRETIM KURGLL
DOKDMANTASYON MERKEZI
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Im Hata

1
f Im x

Imt

Sekil 4.2.4. Imajiner v(x,t) fonksiyonu i¢in elde edilen hatayr gosteren yiizey.
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SONUC

Lineer olsun yada olmasin siir ve baslangig sartlart verilen fonksiyonel denklemleri
gozmek igin bir metodu incelemeye ve ifade etmeye galigtik. Bu metot, zaman ve uzay
bakimindan kesikleyerek veya lineerlestirerek ( veya asiri bir gekilde basitlestirerck ), model
haline gelmis olayin dogasini tahrip ctmeden, fizigin temel hedeflerinden birini ortaya koyar.
Hatta model lincer olmasa bile ¢oziim bir fonksiyonlar serisi ( muhtemelen kesikli )
yardimuyla ¢ analitik form” bigiminde bulunabilir.

Metodun temel prensibi ¢ok basittir ve orijinalitesi, elemanlar indirgemeli bir sekilde
hesaplanan bir polinom serisindeki lineer olmayan polinomlart ayristirmaktan ibarettir. Fakat
Adomian tarafindan verilen ilk formiilasyona gore, lincer olmayanlarla ilgili problemlerin
¢oziillmesinde bazi stkintilarla  karstlagildi.  Buradaki sikintilarin  gogu; polinomlarin
hesaplanmasinda, ¢oziim serisinin yakinsakliginda ve metodun farkli fonksiyonel denklemlere
uygulamasinda meydana geldi.

Bu ¢aligmada; ortaya gikan sikintilarin ve metodun uygulanmasindaki zorluklarin
cevaplandinlmasini saglayan, metodun matematiksel temellerini verdik [Bolim II ve II1].
Temel teorik kavramlari, metodun farkli sckillerini dogrulayan teoremleri ve basit hipotezlere
dayanan yakinsaklik teoremleri sunduk [Teorem 3.3.3]. Biitiiniin n pargaya aynlmasi
kavramim kullanarak tek ve ¢ok degiskenli lineer olmayan skalar bir fonksiyona bagl
Adomian polinomlarinin hesaplanmasi igin onceden elde cdilen basit formiilleri verdik
[Bolim 2.3.1, 2.3.2 ve 2.3.3]. Bu metodun Taylor tekniginin bir genellemesi oldugunu
ispatladik [Teorem 3.1.1] ve bu formiilii kullanarak yakinsakhigin yeni bir ispatimi verdik
[Teorem 3.3.5 ve 3.3.6]. Cozilmesi gereken fonksiyonel denklemin dogru g¢oziimiinii
saglayacak yakinsak goziimleri bulmak, biitin metotlarin ulagmak istedigi bir sonugtur.
Ayngim metoduyla ilgili pek gok galisma da yakinsakhg1 ispatlamak igin yapilmistir (
Cherruault ve diger., 1992; Gabet, 1992; Guellal ve Cherruault, 1994 ). Coziim serisinin
yakinsaklig ilk olarak Abbaoui ( 1995), Khelifa ve Cherruault ( 2000 ), Abbaoui ve diger., (

2001 ) tarafindan yapilmistir.
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~ ( Gabet, 1992 )’de pratikte dogrulanmasi ¢ok zor olan lincer olmayan operatorler
iizerindeki hipotezlerle ¢oziim serisinin yakinsakligt ispatlanmistir. Ayrisim metodunun
yakinsakligii  saglayacak basit hipotezler olmadigindan uygulamalarda bu teknigin
cikinliginden siiphe cdilebilir. Ortaya koydugumuz yakmsaklik sartlarinin, kanitlanmast
kolaydir ( lineer olmayan N operatorii {izerinde basit birkag hipotezin uygulanmasi metodun
yakinsakhigini saglayacaktir). Bu caligmada 4, ’lerin yakinsaklik serisinden, u=Z:0u,.
serisinin yakinsakhgin elde ettik [ Teorem 3.3.5 ve 3.3.6]. Ayrica onceden elde edilmis hata
degerini [ Teorem 3.3.4 ] ve A,’lerin hesaplanmasi igin somut orneklerde kolaylikla
kullamlabilecek birkag pratik formiil verdik [ Bolim 2.3.4 ]. Bu ifadeler lineer olmayan
herhangi bir denklem ve biiyiik n’ler igin A, leri liste haline koymamizi saglar. Bu
yaklagimdan once 123 igin A, leri hesaplamak zordu. ~ Farkli problemlerde gikan lincer
olmayan diferensiyel denklemlere ayrisim metodunu uygularken sik sik gok degiskenli
fonksiyonlar olan ve lineer olmayan terimlerle karsilagiriz. Bu yiizden ( Abbaoui ve diger.,
1995 ) tarafindan sunulan p degiskenli fonksiyonlar igin Adomian polinomlarini genellestiren
formiilleri verdik.

Yine bu galismada; iki noktali singiiler sinir deger problemler, adi ve kismi
difcrensiyel denklemler ve sistemlerle ilgili ornekler sunuldu ve elde cdilen sonuglar gosterdi
ki metodun bu tiir denklemlere uygulanmasi gok kolay ve yakinsamast gok hizhdir. Ayrica
x’in sifirdan uzak degerlerinde daha iyi sonuglar; ayrnsim metodu kﬁllamlarak elde edilen
¢oziim serisine Padé yaklagimi uygulanarak bulundu [ Ornek 3.1.2 ve 3.1.3 1.

Sonug olarak ilk ortaya giktigi yillardaki hatalardan kurtulmus olan ayrigim metodu;
matematikte, fizikte ve miihendislikte bulunan lincer olmayan problemlerin ¢oziimiinde
onemli bir yere sahiptir. Bugiin yapilan galigmalar sayesinde bu metot dinamik sistemlerin
genel bir teorisi olarak goriilebilir. $imdi, bu alismayla, ne kesikleme ne lincerizasyon ne de
pertiirbasyon gerektiren, lineer ve lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin gii¢lii bir ¢oziim

metoduna sahip olduk.
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