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OZET

Bu calisma alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde literatiir taramasi yapilmis ve calistigimiz konularin baslangici ve
tarihsel gelisimi incelenmistir.
Ikinci boliimde diferensiyel operatdrlerin spektral teorisinde sik kullanilan temel

tanim ve bazi teoremler verilmistir.

Ugiincii  boliimde klasik  Sturm-Liouville denklemi ve bu denklemin

ozfonksiyonlara gore seriye agilimi verilmis, ayrica klasik Fourier integrali incelenmistir.

Dordiincii boliimde Fourier-Bessel seri ag¢ilimi ve Fourier-Hankel integral agilimi
verilmistir.
Besinci boliimde Legendre polinomlar: tanimlanmistir. Bu polinom fonksiyonlarin

ortogonalligi gosterilip 6zdeger ve normallestirici 6zfonksiyonlar1 incelenmistir.

Altinct boliimde Sturm-Liouville operatérii ve lineer soniimlii dalga denklemi

(diflizyon operatorii) i¢in iz formiilii hesaplanmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville problemi, 6zdeger, Ozfonksiyon, Legendre

fonsiyonlari, Bessel fonksiyonlari, iz formiilleri.



SUMMARY

ACCORDING TO THE TWO SPECTRA IDENTIFICATION OF
STURM-LIOUVILLE OPERATORS

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, historical development and literature review of subjects are

examined.

In the second chapter; some fundamental definitions and theorems often used in
theory of spectral of differential operators are given.

In the third chapter; classic Sturm-Liouville equation, this equation of serial

expansion respect to eigenfunctions are gived , and classical Fourier Integral is studied.

In the fourth chapter; Fourier-Bessel serial expansions, Fourier-Hankel Integral

expansions are given.

In the fifth chapter; Legendre Polynomials are defined, the ortogonality of them are

showed, eigenvalue and normalization eigenfunction of them are found.

In the six chapter; Trace formulas are obtained for Sturm-Liouville operators and

for linear damped wave equation.

Key words: Sturm-Liouville problem, eigenvalue, eigenfunction, Legendre functions, Bessel

functions, trace formulas.
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1. GIRIS

Fizigin ve mekanigin pek ¢ok problemi adi diferensiyel denklemler i¢in smir deger
problemi ile baglantilidir. Bu problemler genellikle kismi tiirevli denklemlerde
degiskenlere ayrilmasi yontemi (Fourier yontemi) kullanildiktan sonra adi diferensiyel
denklemler igin sinir deger problemine doniismektedir. Bu problemlerin singiiler (tekil)
diferensiyel denklemler i¢in daha da 6nemli oldugu son yillarda ortaya ¢ikmistir. Tanim
kiimesi sinirlt ve katsayilar1 siirekli fonksiyonlar olan diferensiyel operatorlere regiiler;
tanim bolgesi smirsiz veya katsayilar1 (bazilar1 veya tamami) integrallenebilir olmayan
(veya her ikisi saglanacak bigimde) diferensiyel operatdrlere ise singiiler denir.

Singiiler operatorler i¢in spektral teori ilk olarak H.Weyl tarafindan incelenmistir. Daha
sonra F.Riesz, J. Von Neumann, K.O. Friedrichs ve diger matematikg¢iler tarafindan
simetrik ve self-adjoint operatdrlerin genel spektral teorisi yapilandirilmustir. Ikinci
mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisinde yeni bir yaklagimi 1946 yilinda E.C.

Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan ve artan potansiyelli

2

L:—Q'Fq(X)

Sturm-Liouville operatorleri i¢cin 6zdegerlerin dagilim formiilii Titchmarsh tarafindan

bulunmustur. Son yillarda bu operatére bir boyutlu q(x) potansiyelli Schrodinger

operatorii de denilmektedir. Singiiler diferensiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve
diferensiyel operatorlerin spektral teorisinde onemli yere sahip olan c¢alismalar 1949
yilinda B. M. Levitan tarafindan yapilmistir. Farkli singiiler durumlarda diferensiyel
operatorlerin spektral teorisi Ozellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimptotigi ve
ozfonksiyonlarm tamligina iliskin konular; T. Carleman, M.S. Birman, V.P. Maslov gibi
matematikciler tarafindan gelistirilmistir.

Diferensiyel operatorler teorisinde singiiler operatorler igin spektral teorinin diiz
problemlerinin incelenmesi 6nemli yere sahiptir. Bessel, Legendre ve diger singiiler
diferensiyel denklemlerin spektral teorisinin, yani &zdegerlerin, normlastirict sayilarin,
ozfonksiyonlarm ve tiim bunlarin 6zelliklerinin incelenmesi, 6zel olarak Fourier - Bessel,
Fourier — Hankel integral agilimlarinin ve Legendre polinomlarinin géz Oniine alinarak
acilimlarinin aragtirilmasiyla spektral analiz, kompleks degiskenli fonksiyonlar, adi ve

kismi tiirevli diferensiyel denklemler teorilerinde ve fonksiyonel analizde kullanilan



teoremler ve onlarm ispat yontemleriyle spektral acgilim teoremlerinin ispatlanmasi
saglanmistir. Bessel denklemleri ile matematigin bircok dallarinda matematiksel fizik,
temel bilimler ve mithendislik bilimlerinin ugraglarina giren pek ¢ok problemin ¢éziimiinde
karsilasilir. Bessel fonksiyonlarina goére seri agilimi hem diferensiyel denklemler teorisi
hem de fonksiyonlar ve seriler teorisi gibi dallarda sik¢a kullanilmaktadir. Bessel
fonksiyonlar1 iizerindeki ¢alismalar 19. yiizyilda Alman matematik¢i Freidrich Wilhelm
Bessel (1784-1846) tarafindan yapilmistir. Astronomik bir problem olan yerkiirenin giines
etrafinda donme yoriingesinin bulunmas: ile ugrasirken Bessel denklemini ortaya
cikarmistir. Zaman gectikge telin ve zarin titresimleri gibi fiziksel olaylarda Bessel
denklemine getirilmistir. 20.ylizyilda ise bu denklem, kuantum mekanik ve kuantum fizik
problemlerinde de sik sik kullanilmistir.

Adi diferensiyel denklemler i¢in diizenlenmis iz calismasinin uzun bir gegmisi
vardir. Bu konuda ilk olarak Gelfand ve Levitan [9] self adjoint Sturm-Liouville
diferensiyel denklemi i¢in iz formiilii elde etmislerdir. Daha sonra Gelfand [10] Sturm-
Liouville operatorii i¢in yiiksek mertebeden (k. mertebeden) izler elde etmislerdir. Bu
caligmalardan sonra matematik¢iler farkli diferensiyel operatorler igin iz formiilleri
gelistirmeye ¢aligtilar. Siirekli spektruma sahip self-adjoint operatorlerin iz formiillerinin
Ozeti ilk olarak Krein tarafindan arastirildi. [14] Bu ¢alismasinda Krein kuantum statiginde
ve kristal teoride fiziksel teoremler vasitasiyla 6nceden elde edilen teoremleri matematiksel
olarak ispatladi. Iz formiilleri diferensiyel denklemlerin spektral analizinin ters
problemlerinde kullanildi. Sunulan bu tezde Legendre polinomlar1 ve Fourier-Bessel
operatorleri i¢in agilim teoremleri ispatlanmis ve regiiler Sturm-Liouville operatorii i¢in iz

formiilleri incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1. f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 bir x—x, <a araliginda birinci tiirevlere sahip
Fix) 9(x)
f(x)  g'(x)

fonksiyonlarmin Wronskiyeni denir. [22]

olsunlar. Bu durumda W (f,g)= ifadesine  f(x) ve g(x)

Tanmim 2.2. (Hilbert uzay1) x,y,z elemanlarindan olusan herhangi bir cimle H olsun ve

asagidaki aksiyomlar1 saglasin.

1. H lineer kompleks uzay olsun.

2. H nin her x, y ikili elemanina karsilik gelen <X, y> kompleks sayisi i¢in
8) (xy)=(¥.%)
b) (X + X, )= (X, ¥) +(X0, ¥) (%, %, € H)
c) (Ax,y)=A(x,y) ( Her 2 kompleks sayst igin)

3. d(x,y)=|x—y| metrigi anlaminda H tamdr.

4. Her n dogal sayis1 i¢in H de n sayida lineer bagimsiz eleman vardir. Yani H
sonsuz boyutludur.

Bu durumda, 1— 4 sartlarin1 saglayan uzaya Soyut Hilbert Uzayi, 1— 3 sartlarini
saglayan uzaya ise Uniter Hilbert uzay1 denir. [20]
Tamim 2.3. (Lineer Operator) H Hilbert uzayinin herhangi bir D — H lineer alt uzay1 ve
bir A operatorii igin,

A:DcH-—>H
doniisiimii verilsin. Eger «;,r, € C Ve her x, x, € D igin
AayX +a,X, ) = oy A, + o, AX,

esitligi saglaniyorsa A doniisiimiine lineer operator, D ye ise A operatoriiniin tanim
bdlgesi denir ve D(A) ile gosterilir. A operatoriiniin deger kiimesi de Im(A) veya R(A)

ile gosterilir. [23]



Tanmim 2.4. H Hilbert uzayinda tanimlanan bir lineer A operatorii i¢in, her x e H 0lmak
lizere;

[Ax] <]

esitligini saglayacak sekilde bir C sayis1 varsa A ya smirli operatdor denir. Bu C

sayilarmin en kiigiigiine A sinirl operatoriiniin normu denir ve |A| ile gosterilir.

| Al = sup|| Ax| = supM
Ix|<t o [X|

esitligi yardimi ile de normu hesaplayabiliriz. [23]

Tamm 2.5. (Eslenik Operator) H hilbert uzay1 ve A bu uzayda lineer bir operatér olmak

iizere, A nmn tanim kiimesi D(A), H kompleks Hilbert uzaymda yogun olsun.
f,geD(A) igin,

<Af,g>:<f,A*g>
esitligini saglayan A" operatériine A nin adjoint (eslenik) operatorii denir. Bu esitligi
saglayan g € H vektorler kiimesine A" 1n tanim kiimesi denir ve D(A*) ile gosterilir.[23]
Eslenik operatorii asagidaki sartlar1 saglar:
(i) A"=A
(ii) (AA) = A"
(iii) (A+B) =A"+B’
(iv) (BA) =B"A"

v) A

:” A|| ( A smirliise) [23]

Tammm 2.6. (Self-adjoint Operatér) Eger A" = A ise, A ya self-adjoint (kendine es)
operator denir. [23]

Tamm 2.7. (L,(a,b) uzay1) (a,b) arahginda karesi integrallenebilen fonksiyonlarmn

Hilbert uzayma L, (a,b) uzayi denir.



L (a0)= 0[] e

D ey T

Bu uzay reel ise i¢ carpim:
(1(9.0(0) = (03008

seklinde tanimlanir. Burada f(x) ve g(x) reel fonksiyonlaridir. [23]

Tamm 2.8. (Ozdeger, 6zfonksiyon) L lineer bir operatdr olsun. Bu durumda A
operatOriiniin tanim kiimesinde

Ay = 1y
olacak sekilde bir Y #0 vektorii varsa 4 sayisina A operatdriiniin 6zdegeri , y vektdriine

ise 1 Ozdegerine karsilik gelen 6zvektor denir.
Tamm 2.9. (Rodrigues Formiilii) Legendre polinomlar1 i¢in Rodrigues Formiili
K

O )
seklindedir.
Tammm 2.10. ( Transandantal Denklem) Cebirsel islemlerin yani sira degiskenlerinin
logaritmik yada trigonometrik fonksiyonlarin1 da igeren denklemlere transandantal
denklem ad1 verilir.
f(x)
9(x)

Tamm 2.11. X —>oo iken eger —0 ise f(x)=0(g(x)) ve x—>oo iken eger

siirli ise f(x)= O(g (X)) seklinde yazilir.

be

Tammm 2.12. (Matrisin izi) Bir kare matrisin kdsegeni iizerindeki elemanlarin toplanudir.

Teorem 2.1. (Rolle Teoremi ) [a,b] iizerinde siirekli ve (a,b) tizerinde tiiretilebilir
y=f(x) fonksiyonu f(a)="f(b)=0 kosulunu saglasm. O halde (a,b) araliginda
f'(%,) =0 esitligini saglayan bir x, noktasi mevcuttur.

Teorem 2.2. (Weistrass M-Testi) x degerlerinin bir E cilimlesi i¢in tanimlanan tim

fonksiyonlarm serisi » u (x) olsun. Eger VxeE igin un(X)‘SMn olacak sekilde
n=1



yakmsak bir "M, (x) serisi varsa o halde vxeE ic¢in , E *de mutlak ve diizgiin
n=1

yakmsak u, (x) serisi vardur.
Teorem 2.3. (Leibnitz Formiilii) Stirekli f (x,t) fonksiyonu

of
{(X,t) a<x<b, c<t<d } dikdortgenini kapsayan bir bolgede siirekli @ kismi

tiirevine sahip olsun. Bu takdirde c<x<d i¢in

db b
AR T

Selm

esitligi gecerlidir.
Bu teoremin sonucu olarak; a(t) ve b(t); (c,d)araliginda siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar ise

b(t)

b(t)
di(j xt)dx_jg (x,t)dx+b'(t) £ (b(t),t)—a’(t) f (a(t),t)

t

olur.

Teorem 2.4. (Rouche Teoremi) Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 kapali bir C egrisi
tizerinde ve icinde analitik ve \g(x)\<‘f(x)‘ ise f(x)+g(x) ile f(x) fonksiyonlar:

C iizerinde ayni1 sayida koke sahiptir. [6]

Teorem 2.5. (Hadamard Teoremi) f(z) sonlu o mertebeli tam fonksiyon , a, ’ler

f (z)’in sifirdan farkli kokleri, P(z) derecesi p ’yu asmayan q dereceli polinom ,P < p

ve m orjinde sifirin katlar1 olmak tizere;

seklinde gosterilir.[16]



Teorem 2.7. (Ag¢ilim Teoremi) f (x) siirekli bir fonksiyon v, (x) Sturm-Liouville

probleminin 6zfonksiyonlar1 olmak {izere;

San() (2= 1m0

n=0 0

serisi [0,b] arahginda diizgiin yakinsaksa f (x) fonksiyonu

F(x) =22, (x)
n=0
seklinde agilima sahiptir.
Teorem 2.8. (Parseval Esitligi) [0,7[] araliginda karesi integrallenebilen her f(x)

fonksiyonu i¢in

olmak tizere

Parseval esitligi gecerlidir.



3. STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN SPEKTRAL ANALIZi

L, y=y(x) fonksiyonu iizerinde isleyen bir lineer operatér olsun. A bir say1 olmak
uzere;

Ly =1y (3.1)
denklemini inceleyelim. Bu denklemi ve belirli smir sartlarini saglayan yani
X=a Ve X =Db"de sifirlanan fonksiyon 6zfonksiyon olarak adlandirilir. 2 ’ya karsilik gelen
deger 6zdeger olarak adlandirilir. Béylece W, (x), A, 0zdegerine karsilik bir 6zfonksiyon
ise

LY, (x)=4,¥,(X) (3.2)
esitligi saglanir. Bu béliimde amacimiz;

LEq(X)—(;j—XZ2 (33)

Sturm-Liouville operatoriinii  incelemektir. Burada q(x), (a,b) arahgi iizerinde
tanimlanmis x ’in bir fonksiyonudur. Bu durumda y

d?y
dx?

+{A-q(x)}y=0 (3.4)
ikinci mertebeden diferensiyel denklemini saglar ve W, (x);

¥, (x)+{21-q(x)}¥,(x)=0 (3.5)
denklemini saglar. Eger burada n yerine m ’yi denklemde yazarsak ve sirasiyla
denklemleri W, (x) ve ¥ (x) ile ¢arpip taraf tarafa ¢ikarirsak;

(ﬂ‘m _ﬂ’n)\ym (X)‘Pn (X) =¥, (X)LPn” (X)_\Pn (X)LPm” (X)
=Ll (0, (), (), ()]
elde ederiz. Eger W, (x) ve ¥, (x) x=a ve x=b’de sifirlanirsa, boylece her iki tarafi

a’dan b’ye integralleyerek,

b b

(o= 0) [ ¥ (X)W (1)K = 2, ()%, ()=, ()7, (x) |

a
a

elde ederiz.



Eger A, # A, ise,

j"Pm(x)‘Pn(x)dx:O (3.6)

a

elde ederiz. Gerekirse bir sabitle ¢arparak ve diizenleyerek;

b

j?nz(x)dx=1 (3.7)
elde ederiz. O halde ¥, (x) fonksiyonlar: ortonormal ciimle olusturur.

Esas problemimiz keyfi bir f (x) fonksiyonunun hangi sartlar altinda adi Fourier serisi

tarzinda fonksiyonlara genisletebilmeyi belirlemektir. Eger bu miimkiinse agilim:
f(x)=>c,¥,(x) (3.8)
n=0

seklindedir. w, (x) ile carparak ve (a,b) arahiginda integralleyerek;

C., =i f (X)¥,,(x)dx (3.9)

elde ederiz. Bazi durumlarda 6zdegerler ayrik noktalar degildir fakat siirekli bir aralik

olustururlar, buna(O, oo) araligini 6rnek verebiliriz. O halde agilim:
f(x)=[c(2)¥(4)2 (3.10)
0
seklini alir. Bunlarm hepsi adi Fourier serisinin en basit gosterimidir. q(x)=0 oldugunu
kabul edelim ve (0,7) arahgmi inceleyelim. x=0 ’da sifirlanan (3.4)’tin ¢oziimii

y =Sin(X\/I ) olur. Bu ¢éziim x = ’de sifirlanir ancak ve ancak n bir tamsayr olmak

iizere A =n’ seklindedir. O halde bunlar 0zdegerlerdir ve karsilik gelen 6zfonksiyonlar
sinnx’ lerdir. Keyfi bir fonksiyonun bu fonksiyonlar cinsinden Fourier siniis serisi agilim1

yapilabilir.



3.1. Sturm-Liouville Operatérii i¢in Sinir-Deger Problemi

x ’in reel fonksiyonu olan q(x) ’in incelenen (a,b) araligmmn tiim i¢ noktalarmda
siirekli oldugunu kabul edelim. Klasik Sturm-Liouville durumunda (a,b) sonlu araliktir ve

q(x), x—a ve x—b iken sonlu limite sahiptir.

(3.4)’lin ¢6ziimiiniin varlig1 hakkindaki genel teorem agagidaki gibidir.

Teorem 3.1. q(x) [a,b] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon ve

g(a)=sina, ¢'(a)=—cosa (a<x<h)
baslangig sartlar1 saglanirsa o halde (3.4) denkleminin (a<x<b) araliginda her « i¢in bir
tek ¢(x) ¢Oziimii vardir. Her x e[a,b] i¢in ¢(x) , 2’mn tam fonksiyonudur.

Ispat: ¢, (x)=sina—(x—-a)cosa olsunve N=12,... icin

7 () =4 (x)+ [{a(t) 2}, (£) (x-t)
0
olsun. a<x<b igin, q(x) siirekli oldugundan‘q(x)‘SM olur. a<x<b i¢in

¢ ()| <K olur ve [A]<N olsun. O halde n=1 igin,
A (x)= (x)< [ (a(t)=2)d (t)(x-t)at

0~ (0] < (M + N)K ()t =2 (M4 N) K (x-)

10



2

(M+N) K (b—a)(x-a)
3!

0 (o< MV KOy

ve formiili genellestirirsek, n>2 igin,

00,20 = (a0 2} (00 (D) (x-)

4,(0)~ 2 (X < (M +N)(b-a)]

b (1)~ ¢, (Dt

elde ederiz. Boylece,

0

#(%) = () + 2 {4 (X) =2 (¥)}

n=1

serisi a<x<b araliginda x’e gore diizgiin ve [1|< N ise 1’ya gore diizgiin yakinsaktr.

n>2icin,

& (X) =4 (x)= {q (t)- i} {¢n—1 (t)-¢., (t)}dt

—~— D e x

#(X) = # (X) ={a(X) = Ao (X) — o (%)}

elde ederiz. ¢(x) serisini iki kez diferensiyelleyelim. Bu serinin birinci ve ikinci

mertebeden diferensiyelleri de x ’e gore diizgiin yakinsaktir. Boylece,

elde ederiz ki bu da ¢(x)’in (3.4)’ti saglamasi demektir. A¢ik sekilde smir sartlarmni da

saglar.
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#(x,4) ve x(x,A) fonksiyonlars

d(a,A)=sina ¢'(a,1)=—cosa
z(b,A)=sing  4'(b,A)=-cosf
sinir kosullarini saglayacak sekilde (3.4) denkleminin ¢dziimleri olsunlar. O halde;

SW (b= - 28

dx
=4(x) 2" (x)=2(x)¢"(x)
={a(x)=4}8(x) 2(x)-{a(x) =4} 2(x)¢(x)

=0

(3.11)

elde ederiz ki; bu W {g, y} Wronskiyenin x ’ten bagimsiz olup sadece A nn bir
fonksiyonu oldugunu séyler. Boylece W {¢, ¥} "1 (1) ile gosterelim. Yukaridaki

teoremden () ’nn, 2 ’nin bir integral fonksiyonu oldugu agiktir. Simdi

ﬁ?j)) f 2(y.2) F (y)dy (3.12)

fonksiyonunu  tanimlayalim. f(x) sirekli ise (3.12) denklemini bir defa

(x.2)=%

(y)dy+

diferensiyelleyerek @(x, 1)
D" (x)+{A—q(x)}@(x)= f(x) (3.13)
denklemini saglar. Ayrica®(x,4) tim A degerleri igin,

®(a,A)cosa+d'(a,4)sina =0

® (b, A)cos B+’ (b, 2)sin f=0 (319

siir sartlarmi da saglar.

Reel eksen iizerinde w(A)’nmn Ay, 4, A,,... sifirlarmin sadece reel sifirlar oldugunu
kabul edelim. O halde x(x,4,), #(x,4,) nin bir sabitle ¢arpimi oldugundan y(x,4,) ile
#(x, A,)’nin Wronskiyeni sifirdir. Yani;

2(%4,)=ké(x,4,) (3.15)

seklindedir. Buradan k_ ’nin sifir veya sonsuz olmadig1 sinir sartlarindan anlasilir. Boylece

A =2, noktasinda @ (x,4,)




rezidiisiine sahiptir. Boylece yukaridaki formiilden faydalanarak; f (x)

gw;;ﬂ)qﬁ(x,ﬁn)ivﬁ(y,ﬂn) f(y)dy (3.16)

seklinde bir agilima sahiptir. Bu bir Sturm-Liouville agilimidir.

3.2. Klasik Fourier Integrali

2
—d7¥+q(x)y:;ty (3.17)

Sturm- Liouville problemi igin en basit 6rnek q (x) =0 ’a karsilik gelen klasik Fourier
integrali durumudur. Eger inceledigimiz aralik [0, ) reel yar1 eksense ve sifirdaki sinir

sartlar1
¢(0)=sina ¢'(0)=—-cosa
0(0)=cosa 6'(0)=sina

ile verilirse, bu durumda 6zfonksiyonlar:

1
6(x,A)=cosacosy/Ax+ A7 sinasin/Ax
1

P(X,4) :sinacos\/zxwﬁ cosasiny/Ax

seklindedir.
ImA>0 igin, e V™ 2 (0,00)’a ait olmadigindan ¥ (X, A)=6(x,A)+m(1)p(x, 1)

i«ﬁx s

fonksiyonu sadece sabit bir ¢arpan ile e ten farklidir. Sonug olarak,

_sina—ivicosa 1-iVictga

m(A)= =
( c03a+i«/zsina ctga+i«/§

seklindedir. Eger Ctga <0ise A <0 igin bu fonksiyonun paydasi sifir olmaz. Bu nedenle

Ja
—Imm(A4) =1 cos’ a + Asin’a
0 ,A<0

>0l (ctga <0)

yazilir ve negatif bir spektrum olmadigindan ters formiiller

13



F(1)=

-1
f (x){sin a cos\Ax— A2 cosasin \/Zx} dx
L } Jada

] ] (3.18)
J'F(/l){sinacos\/zx—/lzCOSasin\/Ix - —
0 cos“a+Asin“ «a

f(x)=

N |~ o3

2

seklindedir. Eger ctga =h>0 ise 2 =-h? icin m(1) fonksiyonunun paydas: sifir olur.

Sonugta bu durumda bir A=-h® negatif Ozdegeri vardrr ve karsilik gelen

—hx

normallestirilmis 6zfonksiyon ’tir. Boylece (3.18) agiliminin sag tarafina

—hx ©

e
f (t)e™dt
2h -([ ( )e
terimi eklenir ve agilim:
_ 1 —h><OO —h
f(X)—%e -([f(t)e tdt+
(3.19)

00

-1
1J‘F(/?,){sinoccos«/zx—ﬂ,2 cowsinﬁx} Jadz

7Ty cos® o+ Asin’ «

elde edilir. (3.18) ve (3.19) acilimlar1 integrantin dogru bir incelenmesiyle fourier

integralleri i¢in genel varsayimlar altinda saglanar.
q(x)=0 durumu icin, (3.19) esitligi f(x)= j f(1)y(x,4)dp(A) formiilinden de

elde edilebilir. Bu durumda

u(A)=sina  v(1)= —cos-L

A

el v
p(/l)—” ),(,uz(;t)-i-\/z(/l)) ﬁ(cosza+lsin20€)

seklindedir.
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4. FOURIER -BESSEL SERISINE ACILIM

[0,b] araliginda A,x ve p reel sayilar olmak tizere,

d’z dz p?
X—+—+| AX——|2=0 4.1
dx®  dx ( XJ “.0

Bessel denklemini goz Oniine alalim. y = Ixz dontisiimiiyle (4.1) denklemini

y=0 (4.2)

seklinde yazalim. J (t) birinci gesit Bessel fonksiyonu ve

J, (t)cos pr—J_ (1)
sin pr

Y, ()= ikinci ¢esit Bessel fonksiyonu olmak iizere, bu denklemin

lineer bagimsiz ¢oziimleri:
y, (X, 4)= JxJ o (5x), ¥, (x4)= \/EYp (sx) {«/Z = S}

seklindedir. Bessel fonksiyonlarinin kuvvet serilerine bilinen ag¢ilimlarindan x — 0 iken

¢Oziimler

seklindedir. [29]
P =1 i¢in, bu degerlerden sadece vy, ’in sifirin bir komsulugunda karesi integrallenebilir
oldugu elde edilir. Diger taraftan eger 0<p<1 ise her iki ¢6ziim Kkaresi

integrallenebilirdir.

a Ve S keyfireel sayilar ve 0<a<b olsun. (4.2) denklemini
y(a)cosa+y'(a)sina =0 (4.3)
y(b)cos B+ y'(b)sin =0 (4.4)
sinir kosullart ile ele alalim.[a,b] araliginda (4.2) denkleminin tekil noktalar1 olmadig: i¢in

(4.3) ve (4.4) sinir kosullar1 ile birlikte regiiler bir Sturm-Liouville problemini tanimlar. Bu

sebeple klasik Sturm-Liouville teorisi uygulanabilir.



(4.2),(4.3),(4.4) probleminin 6zdegerlerini A, A,,... ile; bu 6zdegerlere karsilik gelen
dzfonksiyonlar: ise ¢, (X),@,(X),... (¢ (X)=¢(x,4)) ile gosterelim. Kokleri 4, sayilari

olan transandantal denklemi elde etmek ig¢in, (4.4) sinir kosullarini saglayan (4.2)

denkleminin ¢oziimiinii bulalim. Bu ¢6ziimiin goriintiisii

c__Yo(bA)ctgf+y;(b,2) (4.5)
y1(b, A)ctg B+ 1 (b, 1)

olmak lizere
y(X,A)=Cy, (%, 2)+Y,(x 2)
fonksiyonudur. Boylece A 6zdegerleri
y(a,A)cosa+Yy'(a,A)sina=0
denkleminin kokleridir. Bu denklemi
C{y.(a, A)ctga +y;(a, 1)} +{y,(a A)ctga + y,(a, 1)} =0 (4.6)
seklinde yazmak miimkiindiir. x — 0 iken, y,(x,4) > ve y,(x,4) >0 oldugundan,

her sabit 2 i¢cin a—0iken [a,b] araliginda y(x,4) fonksiyonunun sifirlarmm sayisi

smirlt sayida olur.

Buradan (4.2) denkleminin ve (4.4) smur kosulunun (0,b] araliginda sonsuzlukta

sadece bir tek limit noktasi olan 6zdegerlerinden olusan diskret spektrumu tanimladig: elde

edilir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin karesi integrallenebilir olmalidir. Bu

durumda sadece yl(x,/i):\/;\]p(ﬁx) karesi integrallenebilir oldugundan, p=>1
durumunda [O,b] araligindaki 6zdegerleri belirlemek i¢in (4.4) sinir kosulunda y(x,/1)

yerine JxJ o («/Zx) fonksiyonunu ele almak gerekiyor, dolayisiyla

J, (sb){JBcosﬂ+ }+J5J ) (sb)sin =0 (4.7)

1 .
msmﬁ

transandantal denklemi elde ederiz.
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Eger sin =0 ise,

J,(sb)=0 (4.8)
daha basit transandantal denklemi elde ederiz. Simdi en son durumda s, ile 6zdegerleri
gosterelim. Yani (4.8) denkleminin kokleri s, olsun. Simdi y(x,4) [0,b]arahginda

karesi integrallenebilir oldugundan [29]

b 2

poegoc-Z [ o] 1 [ o

0

yazilir. Burada s=s, alarak

'b[xJ o2 (s,x)dx = b—;[\] X (snb)J2

0

elde ederiz. Boylece normallestirilmis 6zfonksiyonlarin goriintiisii

V2K, (5,

bJ, (s,b)

seklindedir ve bir Fourier —Bessel serisine agilimin goriintiisii ise;
1
= x2J (s, x)% 1
f (x):%Z}’—(”)jtZJp(snt) f (t)dt (4.9)
b n=1 Jpz(snb) 0
seklindedir.
p<1 i¢in, (4.2) denkleminin ¢oziimlerinin tamaminin karesi integrallenebilirdir. Bu

durumda karesi integrallenebilirlik sart1 (4.3) sinir sart1 ile yer degistiremez. (4.3)’te a ile

o 'nin uygun bir degisimi ile gerekli sinir sartin1 elde etmek miimkiindiir.

(4.2) denklemi birinci mertebeden tiirev i¢ermediginden y,(x,4) ve y,(x,4) ‘nn

Wronski determinant sabittir; yani
WYL Yo} =Y (6 4) Y, (6 2) =Y (% 4) Yy (X 4)
=3, () [NV, (%)} ~xY, (5x) {3, (1))
= sx{3, ()Y, ()Y, (0)3, (s¥)]

Sonug olarak W {y,,y,}’i tam olarak hesaplamak i¢in biiyiik argiiman durumunda Bessel

!

fonksiyonlar1 igin bilinen asimptotik formiillerden faydalanalim [29-7.21]:
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(4.10)

[
T
2ot 20

Bu ifadeleri W {y,,y,} formiilinde yerine yazarsak ve daha sonra x —oco iken limit

~+

(4.10")

N

2 . ., .

alarak, W {y,,y,}=— elde ederiz. ,B:%yanl y'(b)=0 olsun. Genelligi bozmadan
T

y(b)=1 oldugunu kabul edelim. O halde

:m{yl(x'i) Y, (b’/l)_ Yz (X’ﬂ) % (b’l)}

=2 sBx {3, (%)Y, (s0) -, (sx) 3, (sb)]

y(x2)
(4.11)

elde edilir. Boylece 4 &6zdegerleri y(a, A)ctga +Y'(a,4) =0 denkleminden belirlenir. Ik
olarak 0 < p <1 durumunu goéz niine alahm.

Y, (t)={J, (t)cos pr—J_, ()} cosecpr
oldugundan (4.11)’den

11

y(x,4)=- ;zs.x?-b? {Jp (xs)Jd’,(bs)-J_,(xs)J, (bs)} (4.11")

2sin pzr

olur. Sabit s igin, x — 0 iken

J (xs):&+0(xp*2) J '(xs)=ﬂ+0(xp“)
)= e p) » D)= o p)

seklindedir.
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Boylece,
y(a,A)ctga+Yy'(a,A) =

1
2s | sPJ! (bs)| i L
7b*s { o )[az pctga+(%+ pja 2 p}

~ 2sinpr 2°T(1+p)
sPJ "(bs) [ i- L,

—ﬁ{az pctga+(%— pja 2 p}
(1-p) (4.12)
5_ 3_

+O[a2 p|Ctga|]+O(a2 pj}

olur. Simdi (4.12)’yi diizenleyelim. ¢ keyfi bir sabit ve ¢ denklemi saglamak iizere,
-p 1 - i 1 —+p
a2 ctga+(2— pJa 2 a2 ctga+(2+ pJa 2
=C (4.13)

2°°T(1- p) 2°T(1+p)

ctga = T T

c2Pr(1- p)aE+p —2°T(1+ p)afp

elde edilir. Boylece,

1, L, —2prt 1
a’ pctga+(%+ pja 2" 2 l+p:“(1+ P) i 2
c2'r(1-p)a? -2°T(1+p)a?

I 3 1. : : _
yazabiliriz ve sonug olarak eger 57 p> p—E ise; yani p <1 ise (4.12)’deki O’lu terimi

ihmal edebiliriz. (4.12) ve (4.13) denklemlerinden (4.3) sinir sartinin yerini alacak sekilde

bir denklem
sPJ_, (bs)—csPJ, (bs)=0
veya
APJ_ " (bs)—cJ,"(bs)=0 (4.14)
bulunur.
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s, ile (4.14) denkleminin koklerini gosterelim. s sayilar1 (4.4) ve (4.14) smir sartlartyla
p= % i¢in verilen (4.2) denkleminin 6zdegerleridir. (4.11') *de s yerine s, alarak bunlara

karsilik gelen y, (x) ozfonksiyonlar1 asagidaki sekilde bulunur:

11
T XibE ' '
9 (=5 e om0 05035 (65,) 3., (), (b5,
11
_ 7X2b?s
 2sinpr

(4.15)

J) (bsn){c}tn"’Jp (xs,)—3_, (xs, )}

Eger c =00 ise p. mertebeden adi Fourier-Bessel seri agilimini, eger c=0 olacak bi¢gimde
ise —p. mertebeden adi Fourier-Bessel seri agilimini elde ederiz.

p=0 olsun. Bu durumda

Y, (xs) 23(7/+ In%xsj{ﬂo(xz)}

T

' 2
Y, (xs) :%+O(x|ln X)

seklindedir. Buraday Euler sabitidir. Boylece,

y(a,A)ctga+Yy'(a,4) =
1 1 l
b?s ' ' 2 as 1 1 -t
”2 {Yo (bs)-J, (bs);[ﬂfﬂn?ﬂ{a?ctgaJrEa Zj

5 3
—il Jy (bs)+0(a2 lIn a||ctga|]+0(a2 lIn a|]}

2a2
i1
7Z'b2$2 ’ 2 : 1 1
== {{JO (bs)—;\]0 (bs)In s}[azctgowia 2]

: 2 a\.; 1. -2) 2
-J, (bs){;(yﬂnzj[a ctga+5a J+ ;]
ra
5 3
+O(a2|Ina||ctga|j+0(a2|lna|]

elde edilir.
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1 1 1 1
2 ;/+InE a2ctga+1a 2 +i1:c azctga+1a 2
7 2 2 2

ra?
alarak ve takip eden benzer hesaplamalar1 yaparak 6zdegerlerin belirlenmesi i¢in asagidaki

denklemi elde ederiz.
! ! ’ 2
cJ, (bs)—{YO (bs)—J, (bs)=In s}:o
T

c =oo i¢in adi Fourier-Bessel seri agilimmi elde ederiz. /=0 i¢in agilim benzer sekilde

incelenir ve 6zdegerlerin belirlenmesi i¢in asagidaki denklemleri elde ederiz:

cA?J, (bs)-J_,(bs)=0 (p>0)

cJ, (bs)—{Y0 (bs)—J, (bs)gln s} =0

V3

Bilinen metodlar1 kullanarak farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin
ortogonal oldugu gosterilebilir. Dahas1 [0,b] araliginda karesi integrallenebilir her f (x)
fonksiyonu i¢in Parseval esitligi saglanir. Gergekten x =0 i¢in (4.9) serisinin terimleri
sifira esit olurlar. Eger f (0)=0 ise, x=0 i¢in (4.3) serisinin toplamu sifir oldugu igin
f(0)’a esit olamaz. Eger stirekli f(x) fonksiyonunun Fourier-Bessel serisi diizgiin
yakinsaksa, 0 halde x>0 i¢in onun toplammmn f(x)’e esit olmasi Parseval esitliginden

elde edilir.[16] Fourier-Bessel serilerinde diizgiin mutlak yakmsaklik igin bir teorem

verelim. Bunun ig¢in adi Fourier-Bessel seri agilimini inceleyelim.

Teorem 4.1. Eger f(x) fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa, f (x)’in Fourier-Bessel

serisi mutlak ve diizgiin sekilde yakinsar:

(1) f(x) fonksiyonu [0,b] araliginda siirekli ikinci mertebeden tiireve sahiptir.
2) f(b)=0

(3) £(0)=1f'(0)=0
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ispat

olmak tizere;
(%)= 2%, (x,)—5 [ 123, (ts,) F (1)t (4.16)

olsun. (4.10) asimptotik formiiliinden,

b
anzzzjcosz[snt—m—zjduo 1 =0(1)
Ty 2 4 A

n

elde ederiz. (4.2) esitligi ile verilen Bessel denkleminden faydalanarak

, 1
1 " .
Vi, (1s,) = [Vt3, (ts,) | k3, (ts, )]
yazilir. Simdi (4.16)’da integral terimini inceleyerek
a, = [Vt3,(ts,) f (t)dt
b pz—1
__zij Vi3, (ts,) | —t—24[\/t'3p(tsn)] f (t)dt (4.17)
p -
17 o 4
=7j[f3 (ts,) 3 (1)~ t24f(t) t

elde edilir. Teoremde (2) ve (3) sartlarindan integral terimleri yok olur. Ayrica (3)

f(t -
sartindan % fonksiyonunun smirlilig: da elde edilir. Bu nedenle (4.17)’den

a, = o[%] (4.18)

bulunur. (4.10) asimptotik formiillerinden n—oo iken, A, :O(nz) seklinde yazabiliriz.

Boylece (4.18)’den (4.16) Fourier-Bessel serisinin mutlak ve diizgiin yakinsadigi

anlagilir, teorem ispatlanir.
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(4.10) asimptotik formiillerini kullanarak, klasik Sturm-Liouville problemi igin

Fourier-Bessel serisinin adi Fourier kosiniis serisinde oldugu gibi tiim x>0 ’lar igin ayn1

sartlar altinda mutlak ve diizgiin yakinsadigini goriiliir.

4.1. Fourier-Hankel Integraline Ac¢ihm

Bu kisimda (0,00) araliginda (4.2) denkleminin 6zfonksiyonlarma gore seriye agilimini

inceleyecegiz. (0,00) arahigndaki bir 6zfonksiyon agilimi b-—>oco iken smurh

[0.0]

araligindaki bir agilimdan elde edilebilir. ilk olarak p>1 durumunu inceleyelim. (4.4)

sinir kosulunda ,3=% olsun. J (x) ve J(x) Bessel fonksiyonlar: igin asimptotik

formiilleri kullanarak s, , J,(bs)=0 denkleminin n. kokii olmak iizere (4.10) ve (4.10)

asimptotik formiillerinden,

seklindedir. Buradan,

f(x) sF(s)«/;Jp(sx)ds

F(s)

Fourier —Hankel doniisim formiillerini ve

ot—8 ot—38

f (x)\/i]p (sx)dx

0

Ifz(x)dx=jsF2(s)ds

0

Parseval formiiliinii elde edebiliriz.[19]

(4.19)

(4.20)

0< p<1 durumunu inceleyelim. Onceki béliimde gosterildigi gibi bu durumda [0,b]

sonlu aralig1 i¢in 6zdegerler, c keyfi reel sabit olmak iizere;

APJ_ " (bs)—cJ ' (bs)

(4.21)

denkleminden belirlenir. 4 ve A, (4.21) denkleminin ardisik iki pozitif kokii olsun.

(4.10) ve (4.10") asimptotik formiillerinden b — o i¢in,
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ﬁ-f:ﬁm[ij (4.22)
b b
seklindedir. (4.15)’ten ve smir deger probleminin homojenliginden,

Y, (x)=cd, (5,x)—4,"J_,(s,x)=0

fonksiyonlarmin da 6zfonksiyonlar oldugu goriiliir. [0,00) arahginda ele alinan sinir deger

probleminin spektrumunu belirlemek i¢in

1 b
lim=|¥,*(x)dx
b—» [y 5
limitini hesaplamak gerekiyor. (4.10) asimptotik formiiliinden, her sabit 1 >0 ve biiyiik

x’ler i¢in,

L
‘Pn(x):\/zsn 2 Ccos(snx—1 p;r—lﬂj—/inpcos(snx+l pﬂ'—iﬂ'j—i-()(l)
7 2 4 2 4 X
L
:\/an 2.Jccos snx—1 pﬂ—lﬂ —A," cos Snx—lpﬂ'—lﬂ—k pr |+0O 1

2 1t 1 1 . 1 1 ). 1
=./—s. 24(c—A " cos cosS| SX——pr——x |-APsin| s x—=pr—=x |Sinpzr+0| =
. {( " cos pr) ( S p7 4;;} . ( S p7 47r} pr (Xj}

T

elde edilir. Boylece,
lim = b ¥ 2(x)dx = isﬁ {(c—/lnp cos pzz)2 + 4,27 sin? p;z}
b—w b 0 /4
1

:_s(C2 —2cA,” cos pr+4,”" )
7 n

elde ederiz. Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu i¢in formiilii benzer olan bu

durum igin de yazabiliriz. Yani

Apy(2)= 2

—
s<sn<s+1£T 2 (X)dX

koyarak (4.22)’den
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b

A= 2, {nw(lj}z\y " (x)dx

- 3 “0}(s.1-5)

2
s<s,<s+a | C — ZCﬁnp COS pr + ﬂ‘n P

S+A

sds
c? —2cs’? cos pr+5*°

S

elde ederiz. Sonug olarak A4 >0 i¢in spektrum siireklidir. Eger negatif spektrum yoksa

acilim formiili

Vxfed, (xs) =53, (x )}

0
0 —2cs cos pzr—s*P

(4.23)

seklindedir. Simdi ¢’nin hangi degerleri i¢in negatif bir spektrumun mevcut oldugunu
inceleyelim. 1 <0, V2 =io (o >0) olsun. (4.21) denkleminden,
(1)’ 6**3_, (bic)-cd, (bic)=0 (4.24)

elde edilir. Bilindigi gibi

olmak tizere;

1 7i
J,(iz)=e2"1,(2) (4.25)
seklindedir. [29] (4.25)’i diferensiyelleyerek,
" 1(F’”*l)i ’
Jo (|z)=e2 L (Z)
elde ederiz. Boylece (4.24) denkleminden,

é( pr-1)i

1 )
ep”‘azpeE(fpﬁfl)'I_p' (bo)—ce?” "1, (bo)=0

veya
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elde edilir. Yani

= (4.26)

sonucuna ulasiriz.

Sadece imajiner argiimanli Bessel fonksiyonu i¢in asimptotik formiilleri géz 6niine alirsak,
b —>o iken (4.26)’nin sol tarafinin 1’e gittigi anlasilir.[29] Bdylece ¢ <0 ise 0 halde
yeterince biiyiik b’ler i¢in (4.26) denkleminin ¢6ziimii yoktur. Dolayisiyla bu durumda
negatif spektrum yoktur ve agilim formiilii (4.23) seklinde yazilir.

1

c>0 i¢in o =c?" seklinde sadece bir negatif 6zdeger elde ettik. Buna karsilik gelen

1

ozfonksiyonu belirleyelim. JA = ic?? oldugundan (4.11)’den

1 1
Y(x,A)= \/;{Jp (xicz"]—iz"c\]_p (xic”’}}
5 .
= _Zsin pﬂ'\/;CKp{XCZ"]
V4

1

2c . - 20 .
seklinde oldugu anlasilir. ——SINn Pz ¢arpanmi atilabilir ve \/;K{XCZ"] Ozfonksiyonunu
T

elde ederiz. Bu fonksiyonu normallestirmek igin Bessel fonksiyonlar teorisinde iyi bilinen

asagidaki formiiliinii kullanacagiz [28]:

IXK xc2p dx = — ItK t)dt - _ﬂ
2c’ sin pr

Boylece ¢ >0 durumu i¢in (4.23)’iin sag tarafina

Do 1 e 1
M&K{xczpjjﬁ&[tc“} f ()t
0

pr

terimini eklemek gereklidir. Benzer hesaplamalar p =0 durumu igin yapilabilir.
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Boylece,

ﬁ{cJo (xs)-Y, (xs)+£\]0 (xs)In s}o

27[ sds
2
{c+|n s} +1
T

< {cJo(ts)—YO (ts)+3J0(ts)|ns}f (t)dt

V4

+ 24/xK, (xe‘;“ﬁ\/{ Ko (te_;mJ f (t)dt

f(x):z

elde edilir. Bu durumda spektrum herhangi c <o i¢in negatif bir deger igerir. ¢ =oo i¢in
integrale eklenen terim ¢ikarilir ve sifirinct mertebeden Bessel fonksiyonuna gore Fourier-
Hankel integraline adi agilim elde edilir. (4.20)’den genellestirilmis Parseval esitligi
kolayca elde edilir.

If(x)g(x)dx:IsF(s)G(s)ds (4.27)

Burada F(s)’in f(x) ile tanimlanmasina benzer sekilde G(s)’de g(x) ile tanimlanir.

Asagidaki teorem (4.27) genellestirilmis Parseval esitliginden elde edilebilir. [19]

Teorem 4.2. Eger tim x >0 ’lar igin, f(x) siirekli ise ve

o0

jsF(s)«/;Jp(sx)ds (4.28)

0

integrali her sonlu aralikta diizgilin yakinsaksa o halde;

f (x)=TsF(s)«/§Jp(sx)ds (4.29)

0

seklindedir. Teorem 4.1’in ispatlandig1 benzer yolla asagidaki teorem ispatlanabilir.

27



Teorem 4.3. Tiim x>0 ’lar i¢in eger,

(1) f(x) fonksiyonu siirekli ikinci mertebeden tiireve sahip,

(2) f(0)=f'(0)=0

(3) f(0)=0ve f(x),f'(x), f"(x)eL(0,x)
ise, (4.28) integrali tiim x>0 ’lar igin diizgiin ve mutlak yakinsar. Boylece (4.29) agilim1
gegerlidir.

Bilindigi gibi pek cok diferensiyel denklem uygun degiskenlerin degisimi ile Bessel
denklemine indirgenebilir.

2
a4y 2prldy 5y o (4.30)
dx X dx

denklemini inceleyelim. Bu denklem ilk olarak Euler tarafindan incelenmistir. Eger

1
z=x" 2y seklinde alirsak;

denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢oziimleri; ﬁJp(ﬁx), ﬁYp(\/Zx)
fonksiyonlaridir. Bu nedenle (4.30) denklemi;

Jp(\/zx) | Yp(ﬁx)
B ()

¢Ozlimlerine sahiptir. Simdi

(T 2°T(p+1)3, (Vax)
W Gy
o k F(p+1) (X 2k
=k:1(_1) F(p+l+1)k!i (Ej

28



seklinde alalim. | JAx fonksiyonunun j_(0)=1 j'(0)=0 baslangig sartlarmi
p P p

saglar. |, (\/ZX) fonksiyonuna gore Fourier —Hankel integral agilim formiillerini yazalim.

Bu amacla oncelikle adi Fourier-Hankel doniisiim formiillerini yazalim.

f(x)= sF(s)\/;Jp(sx)ds

F(s)

ot—8 ot—38

f (x)\/;Jp (sx)dx

1
seklindedir. f(x)=xp+ig(x) olsun. O halde,

o0

F(s):J f(x)VxJ, (sx)dx

o

elde ederiz. Boylece,

:—001 2p+l ;
olur ve j, (sx) fonksiyonlarma gére agilim,
®(s):jg(x)x2p*ljp(sx)dx
0
1 T 2p+l
g(X)ZmICD(S)S Jp(SX)dS
0

seklindedir.

29



5. LEGENDRE  POLINOMLARI VE  BAGLAYICI LEGENDRE
FONKSIYONLARINA GORE ACILIM

5.1. Legendre Denklemi, Polinomlar ve Ozellikleri

Legendre polinomlar1 asagidaki formiille tanimlanar:

w01, B2 g

P (x) fonksiyonlar1 n . mertebeden polinomlardir. P,(x) polinomlarmin [-11]

n

arahiginda ortogonal bir sistem olusturdugunu ispatlayalim. Gergekten U, (x)= (X2 —1)n

alarak, negatif olmayan her tam m < n sayis1 igin

1 1 1
P, (x)x"dx = U, (x)x"dx =0
(0= UL ()0

olur. (n-1). mertebeye kadar U (x)’in tiirevlerinin tamammm integralleme araligmm ug

noktalarinda sifirlandigin1 g6z Onilinde bulundurarak, kismi integrasyon islemini

tekrarlarsak esitligi kolayca elde ederiz. Boylece,

j[Pn(x)Pm(x)dx:O (m<n)

bulunur. Yani iki farkli Legendre polinomlar1 ortogonaldir. Simdi normallestirici sayilari

hesaplayalim.

1

Buradan jUn(n) (X)Un(n) (X) dx integraline ok sayida kismi integrasyon uygulayarak
-1

™M (x)=u ise U, " (x)dx =du

Un
U, (x)dx=dv ise v=U " (x)



1 1
JU U, (x)dx == U, (x)U, " (x)dx
-1 -1
1 1

= U, (U, (x)dx=...=(-1)" [U,*"(x)dx
- (Zn)!j.l(l— X)" (1+x)" dx

1
elde ederiz. Daha sonra I (1-x)" (L+x)" dx integraline kismi integrasyon uygulayarak,
e

(1-x)" =u ise —n(l—x)”_l dx=du ;

n+1
(1+ X)n dx =dv ise ( :2_ =V olmak iizere;

:|1:L(1_ x)' (1+x)" dx= niﬂjl(l— X)"" (L+x)"" dx

elde edilir. Islemi tekrarlayarak,

n(n-1)..2.1 j(l+x)2" e (ng)2 -

Jax ey b= o | (2n)1(2n+1)

elde ederiz. Bu sonugtan faydalanarak,

R (xx= (1n!)2 Jo 00} ox=57

elde ederiz. Boylece normallestirilmis polinomlar:

d"(x? 1)’
0, (x)= /2n2+1Pn(x): /2“2+12n1n! (;(Xn ) (n=01.)  (51)

seklindedir. P, (x) Legendre polinomlar: herhangi n igin

P, (1)=1 (5.2)

ozelligine sahiptir. Bu (X—l)n (X +1)n ifadesinin n. tiirevine Leibnitz kurali uygulayarak

ve x=1 alarak kolayca goriiliir.
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Legendre polinomlar1 iiretici fonksiyon olarak adlandirilan agilimin katsayilarini
olusturarak potansiyel teoride dnemli rol oynamaktadir. Aslinda potansiyel teoride iiretici
fonksiyon iki nokta arasindaki uzakligi karsilikli olarak tanimlanir; bu noktalardan biri
orjinden birim uzaklikta olan, digeri ise orjinden u <1 olmak tizere u birim uzaklikta olan

noktadir. Bunlarmn yarigap vektorleri arasindaki ag1 arccosx’tir . Yani;

S S
\J1-2xu+u?
olur. Simdi
1 1, 3, 5 L (2n-1)1

=1-Zt+=t? -t +..+(-1)

J1+t 2 8 16

(2n)n!
aciliminda t = —2xu +Uu’ koyarak ve u’nun derecelerine gore gruplastirarak,
¥(x.u) :1—%(112 —2XU)+§(U2 —2xu)2 —%(u2 —2xu)3 +..
=1+xu +E(3x2 —1)u2 +£(5X3 —3x)u3 n
2 2

1 00
)= —F——= " 5.3
¥ (xu) V1-2xu+u® ;Qn(x)u 53

iiretici fonksiyonun (5.3) seklinde agilimi elde edilir.

Q, (x) fonksiyonlarinin dnceden tanimladigimiz Legendre polinomlariyla 6zdes oldugunu
gosterelim. Bunu yapmak i¢in 6nce Q,(x)’in [-1,1] araliginda ortogonal bir sistem
olusturdugunu ispatlayalim. (5.3)’ten

1 1
V1= 2xu+u? \1—2xv +V?

= i Q, (x)Q, (x)u"u" (5.4)

=0

elde edilir. (5.4)’lin sol tarafin1 x’e gore -1’den 1’e integralleyeleyerek,

'1[ dx 1+J_
71\/(1—2xu+u2)(1—2xv+v2) \/_V 1-+Juv

elde ederiz. Boylece,

Inli 2t 1+ lt2 +1t4 +...+Lt2n +..
1-t 3 5 2n+1
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acilimindan dolayi,

dx 1 1 1 1
= 2Juv| 1+ =uv+=u?? +..+ u™v" + ...
\/_[ 3 5 2n+1 j

1'.1\/(1—2xu +u2)(l—2xv+v2) Juv

= 2 u"v"

I\/l 2XU +U )(1 2xv+v) o 2n+1

(5.5)

bagintist saglanir. Simdi (5.4)’lin sag tarafim1 x ’e gére —1’den 1’e integralleyelim.
1

_[ i Q, (X)Q, (x)u"u"dx = Z u”um_[Q (X)Qm (X )olx

~1n,m=0 n,m=0

Bu sonucu (5.5) ag¢ilimmin sonucu ile kiyaslayarak,

1 0 m=n igin
Q, (X)Qy (X)X =1 2 .
'[1 (X)Qn (xd Tl m=n igin

elde ederiz. Yani Q,(x) fonksiyonlar1 [-1,1] araliginda ortogonal bir sistem olustururlar.
Q,(x) ’in olusumundan polinom olduklari anlagilir. Yani tipki P,(x) Legendre

polinomlar: gibi Q,(x) polinomlarm1 da 1,x,X°,... sistemini ortogonallestirerek elde

edilen bir sistem olarak kabul edilebilir. Ortogonallestirme siireci, sabit ¢arpanlar dikkate

alinmadiginda, tiim mertebeden polinomlar:1 igeren tek bir ortogonal sistemin varligmi

gosterir. Bu nedenle her n igin Q,(x) = P,(x) oldugunu gostermek i¢in P,(x)
polinomlarinda oldugu gibi Q,(x) polinomlarinin da (5.2) sartii sagladigini gostermek

yeterlidir. Yani; Q, (1) =1 olmaldir. Aslinda (5.3)’te x =1 alarak,

‘P(l,u)=ﬁ=1+u+u2 +..+u" +..=iQn (Lu
- n=0
Q, (l)zl

elde ederiz ki buda iddiamizm ispatidir.

Legendre polinomlar1 i¢in rekiirans bir formiil ve bir diferensiyel denklem elde edelim.
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(5.3)7ii uw’ya gore diferensiyelleyerek ve Q,(x) yerine P, (x) koyarak,

8‘P(X,u)_ X—U
ou J1-2xu +u? (1—2xu +u2) =

(X—u)nZ:; P, (x)u" =(1-2xu +u2)n§:;nPn (x)u™?

elde ederiz. Burada u"’lerin katsayilarini esitleyerek ardisik iic Legendre polinomu igin

asagidaki formiilii elde ettik.
(n+1)P,,, (x)=x(2n+1)P, (x)+nP,_,(x)=0

Legendre polinomlarinin ilk birkag1

R(X=1, R(X)=X, P(x)=2x -2
3 35 15 3
Ps(X)ZEXS_EX : P4(x):gx“— 2 X? 8
seklindedir.
1 d”(xz—l)n

y(x)= TR Legendre polinomlar1 ikinci mertebeden lineer homojen
n! X

(¥ -1)y"+2xy'=n(n+1)y =0 (5.6)
diferensiyel denklemini veya
[(x2 -1) y']’—n(n+1)y:0 (5.6))

denklemini saglar. Bu u=(x2 —1)n olmak iizere; (X2 —1)u’=2nxu esitligini n+1 defa
diferensiyelleyerek agik sekilde ispatlanir. Ayrica 2"nly | u(”)(x) ifadesinin yerine
yazilir. P, (x) polinomu ikinci mertebeden bir denklemin ¢oziimii oldugundan P, (x)

polinomunun biitiin kéklerinin farkli oldugu (5.6) denkleminden anlasilir. Dahasi P, (x)

polinomunun tanimmdan Rolle’nin temel teoremine dayanarak, onun biitiin kdklerinin reel

ve [-11] araliginda oldugu anlagilir.
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Asagidaki sekilde verilen Sturm-Liouville problemini g6z 6niine alalim:

2
d—g+ ﬂ+(ltg2t+lj u=0 (—EStszj
dt 4 2 2 2

o[ -3) )

Burada t— i% iken q(t)= —(%tg t+ %j — —oo oldugundan singiiler durum soz

(5.7)

konusudur. Simdi (5.7) probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarmi bulalim.

u

X =sint = 5.8
d Jcost 8

degiskenlerin degisimi ile (5.7) problemi
(1-x*)y"—2xy'+ 2y =0 (5.9)

problemine, {—%%} araligi ise [-1,1] araligma doniisir ve (5.9) denkleminin her iki

singiiler noktasinda, yani +1 noktalarmda smir sartlar1 saglanacak bigimde y(x) sonlu
kalir. Ayrica A, =n(n+1) sayilar1 bu problemin 6zdegerleri, P, (x) Legendre polinomlari
ise Ozfonksiyonlaridir.

Simdi [-1,1] arahginda smirl olan Legendre polinomlarmm bu 6zdeger probleminin
tek ¢oziimii olduklarini gosterelim. Eger u=f(x), (5.9) diferensiyel denklemini
saglarsa, f(—x)fonksiyonu da saglar ve sonug olarak f (x)+ f(-x) ve f(x)—f(-x)
fonksiyonlar1 da saglarlar. Bunlardan birincisi ¢ift, ikincisi tek fonksiyondur. u= f (x)

fonksiyonu hipotezden sifira esit olmadigindan bu fonksiyonlardan en az biri ayni sekilde

sifira esit olamaz. Boylece —1<x <1 araliginda siirekli olan (5.9) denkleminin her ¢ift ve

her tek u ¢6ziimiiniin bir Legendre polinomu ve A’nin n(n+1) seklinde bir say1 oldugunu

gostermek yeterlidir. U ¢dziim fonksiyonunu u = ianx" seklinde bir kuvvet serisi olarak
n=0

alirsak, (5.9)’dan a, katsayilar i¢in asagidaki rekiirans formiiliinii elde ederiz.
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_n(n+1)-4 ~
a”+2_—(n+1)(n+2)a” (n=012..) (5.10)

Gergekten,

Au = iianx” =A(a, + alx)+ilanx”
n=0 n=2

2xu’' = 2xi na x"* = Zi na, x" =2aXx+ Zi na,x"

n=1 n=1 n=2

Birinci seride n yerine n+2 koyarak;
2a,+6a,x+ y [(n+1)(n+2)a,,,-n(n-1)a, |x"
n=2
elde ederiz. Bu terimleri (5.9) denkleminde yerine koyup diizenleyerek,

2a, +6a3x+i[(n +1)(n+2)a,,, -n(n-1)a, |x" —2a1x—§:2nanxn +Aa, +ﬂ,a1x+iﬂ,anx“ =0
n=2 n=2 n=2

sonucuna ulasiriz. Buradan
2a,+Aa, =0, 6a,+(4—-2)a, =0
ve n>2 i¢in,
(n+2)(n+1)a,,,—[n(n+1)-1]a, =0

_n(n+1)-4 ~
amz—man (n=012..)

indis denklemini elde ederiz ki, ger¢ekten A=n(n+1) seklinde bir sayr oldugunu
gosterdik. Eger u(x) ¢ift fonksiyonsa, n tek iken tiim a, katsayilari sifira esittir; eger
u(x) tek fonksiyonsa o halde n ¢ift iken tim a, katsayilar1 sifira esittir. n—2h>0

durumu i¢in (5.10) esitliginden

36



1 A A A

] o e

bulunur. O halde k =n—2h seklindedir.

ka, (5.11)

Eger 4 sadece n(n+1) seklinde bir say1 ise u(x) serisi smirlidir. Bu durumda u(x) ’in

n. dereceden Legendre polinomu olacagi asikardir. A’larin diger tiim degerleri igin seri

yakmsaklik testlerine gore [x| <1 i¢in yakinsaktr.

(5.11) ¢arpmmindaki biitiin ¢arpanlar bilyiik k sabitinin pozitif oldugunu verir. ( a, pozitif

farzedilebilir.) Bilinen teoremlere gore, (5.11)’de n arttiginda koseli parantez i¢i alanin

carpimi pozitif bir limit degerine yakimsar. Bu takdirde n>k ig¢in, ¢ pozitif bir sabit olmak

C = . .
tizere, a,>— olur. Boylece x =1 noktasinin komsulugunda U:Za\,xV serisi  sinirh
n

v=k

olamaz. Buradan A =n(n+1) sayismin 6zdeger olamayacag elde edilir. (5.1) ve (5.8)’den
(5.7) probleminin  6zdegerlerinin A, =N (n +1) sayillart  ve normallestirici

ozfonksiyonlarnin ise

Joost d"(—cos?t)’
un(t)zJznnJran(sint)\/cost= 2n+1 yeost ( ) (5.12)

n 2"n! dsin"t

oldugunu elde ederiz. (5.1) sisteminin L*(-11)° de tamligi Weierstrass yakinsaklik

teoreminden elde edilir. Legendre polinomlari igin (5.9) diferensiyel denkleminden diger

ortogonal sistemleri tiretmek miimkiindir. (5.9)’u x’e gore diferensiyelleyerek u’

fonksiyonu i¢in bir diferensiyel denklem buluruz. Bu sadece 2 =n(n+1) i¢in [-11]’in

her iki u¢ noktasinda regiiler bir ¢oziimiin varligmni gosterir. Bu ¢ozliimii Pn'(X) ile

gosterelim. Boylece P'(X) icin elde edilen denklem self-adjoint degildir, fakat

n

z,(X)=P, (x)¥1-x* bilinmeyen fonksiyonu ile tanimlayarak denklem self-adjointe

donistiiriilebilir. O halde yeni denklemimiz:

{(1— G ) z’}’ - 1—Zx2 +12=0
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seklinde olur. Denklemin 6zdegerleri 4, =n(n+1) (n=12,...)say1lar1 ve 6zfonksiyonlar:
ise z,(x)=P, (X)V1-x* lerdir.

z,(x)="P,,(x) fonksiyonlarina birinci mertebeden baglayici Legendre fonksiyonlar
denir. Bu bagmntida P,(x)=P,,(x) fonksiyonuna ise sifirmc1 mertebeden Legendre
fonksiyonu denir.

P..(x) Legendre fonksiyonlar: m=#n igin;

1

[Pus(X)Ps (x)dx=0

-1

ortogonallik sartin1 saglar. Ayni1 sekilde (5.9) denklemini h defa diferensiyelleyerek,

fonksiyonlart i¢in,

{(1—x2>z'}’—1r1i2 +4z=0 (5.12")

diferensiyel ~denklemini elde ederiz. Bu denklem, A=n(n+1) (n=hh+1..)
ozdegerlerine ve bunlara karsilik gelen [-11] arahginda ortogonal olan P, (x)
ozfonksiyonlarmna sahiptir. P, (x)’lere h. mertebeden baglayici Legendre fonksiyonlar:

denir. Onlarin normallestirilmesi durumunda

I Pon (X)dx = 2n2+1g:i:;i

olur. (5.12") diferensiyel denkleminin tiim 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 Sifirinct mertebeden

Legendre fonksiyonlari i¢in kullanilan ayn1 yontemle elde edilir.
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6. DIFERENSIYEL OPERATORLER ICiN iZ HESABI

Diferensiyel operatorler icin iz formiilleri ilk olarak Gelfand ve Levitan tarafindan
bulundu [9]. Elde edilen formiiller iz formiillerinin 6zel operatorlere uygulanmasina sebep
oldu ve bunlar 6nemli ve biiyiik bir teorinin gelisimine sebep oldu. Bu boliimde Sturm-

Liouville ve lineer dalga denklemi i¢in iz formiillerini verecegiz.

6.1. Sturm-Liouville Operatérii i¢in iz Hesab

q(x)eC?[0,z]; hve H sonlureel sayilar olmak iizere;

y'+{A+q(x)}y=0 (0<x<n) (6.1)
y'(0)—hy(0)=0 (6.2)
y'(7)+Hy(7)=0 (6.3)

Sturm-Liouville smir deger problemini goz Oniine alalim. Bu problemin 6zdegerlerini

Aos Aysees Ay o 1lE gosterelim. Bu 6zdegerler icin, n’ler yeterince biiyiik oldugunda [16]

T

2 17
c:—(h+H+§£q(x)dxj (6.4)

olmak tizere;

\/Z=n+%+o(lj (6.5)

n3

asimptotik formiilii saglanir. (6.5)’de her iki tarafin karesi alinirsa,

2
A, =n*+ ¢ . +O(%j+2n£+2n0[%j+2£0(%)
4n n n n 2n n

A, =n? +C+O(i2j (6.5
n
bulunur. Boylece

i(/ln—nz—c)zio(izj<+oo (6.6)

n=0 n=0 n



yakinsak serisi elde edilir. (6.6) serisi incelenen Sturm-Liouville operatoriiniin

diizenlenmis izi olarak adlandirilir. Bu kisimdaki amacimiz bu toplami bulmaktir.

(6.1) denkleminin ¢(0,4)=1 ¢,(0,4)=h baslangic kosullarin1 saglayan
¢oziimiinii ¢ (x,4) ile gosterelim. O halde A, 6zdegerleri f(x,A4)=¢|(7,A)+Hep(x,1)
tam analitik fonksiyonunun kokleridir. Boylece;

f(x,A)= @, (7,4)+Hp(m, 1) = AD(2) (6.7)

agilmia sahiptir ki burada A daha sonra belirlenecek bir sabit ve @ ( ;L):ﬁ(l_ij

seklindedir.[16]

Eger 1, =0 ise, (1_%] arpani (—A) ile yer degistirebilir. 4 =—x  negatif biiyiik
j

degeri i¢in (6.7)’nin her iki tarafinin asimptotik davranisini inceleyecegiz. Sag ve sol

taraflarda , 'niin ayn1 dereceden olan katsayilarini karsilastirarak, 6zel olarak (6.6)

toplaminin degerini elde ederiz.

sinz = erj[l—%j olmak iizere, S":iz =sinhz ve sinhz :iTzlj(l"'nzz—;zJ esitligi
yardimiyla;
- 1+ 4
‘D(—ﬂ)ﬁ(luﬁj(u%ﬂ}( ’Lnjsm:ﬂﬂu
o )
= (4 ﬂl)iﬁ(ﬂnﬂlj = ( an jsmhn\/;
Anal A Jaa\n"+u) mdu
L (0 W Ayt \sinhz
(e T (B2 ﬁﬁﬁ -
:(/10+ﬂ)C1t//(y)Sinhﬁ\/;
i
elde edilir.
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Burada

R

ﬂ'o n=1 n=1 ﬂ + n2

olur. , "niin pozitif biiyiik degeri igin w (x) fonksiyonunun asimptotik davranisini

inceleyelim. Bunu sonuglandirmak igin Iny () ’yii g6z oniine alalim.

()= [ 1-22% |- Sn[1- T

2 2
n-1 a+n n-1 a+n

In(1+z)= Z(—l)nfl % acilimimdan faydalanarak,

n=1

1 a+n 1 k=1 K\ 4+0N
0 © 2 k
:_zl (n —AHJ

a Ko\ p+n

elde ederiz. Simdi islemlerde kullanacagimiz bir lemmay1 ifade ve ispat edelim.

Lemma 6.1. Eger ‘nz -2,

<aise o halde,

- ‘nz—ln ‘
;(an)k K (610
7,

esitsizligi gegerlidir.

Ispat ‘nz—ﬂn <aise,
N ‘nz_ﬂ’n < e 1 < koo dx
“Z—;(/an)k ° nz—ll(ﬂ+n2)k_a'<[(ﬂ+x2)k
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0

elde edilir, burada | _a

- integralini hesaplayalim.

o(l+t2)
i dt t r+2n—3j dt
s(Letr) (k-2)(112)7] 2025 (1407)

olmak tzere

=lim

T dt a . a . +j1 dt
oo (14t?) ) ot (2k-2)(1+a?)T (2k-2)(14a?) " oI+t

Buradan lim (arctan t|§) =arctanco = % bulunur. Denklemde yerine yazilirsa
a—w

k
a 7
< il

= (,U+n2)k _ﬂk‘% 2

k
o ‘nz -2,

elde edilir. Boylece lemma ispatlanmis olur. Simdi Iny () toplamina dénersek

(6.11)

bulunur. Burada Z a

k
(—j serisi geometrik bir seri oldugundan sonlu limite sahiptir.
k=0 \ H
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Dahasi

0 n2_2{ ) _n2_C ® 1
_ n " o -
nZ:;,Ll-Fnz nzi ,U]'-"nz . wnzl :u"'nz » (612)
_¢c +=>(a -n*=¢c)-=> (1 -n?-c
;ﬂmz /unz_;( n ) ﬂ;( i )y+n2

bulunur. sup‘(}tn -n’ —c) nz‘ <o oldugundan

ii(/ln—nZ_c)nz :O[ﬂ_zj 6.13)

Mozt (/U+n2)

yazilir. Boylece (6.11) ve (6. 13)’ten

In(y/(y)):ci 1 +£i(in—n2—c)+0[y_z] (6.14)

Su+nt
elde edilir. Simdi (6.14)’teki ilk seriyi inceleyelim.

A e

cothzu = o :1—e’2”\ﬁ =

O(e’z’“’"7 )

olmak tizere; bilindigi gibi

seklindedir. O halde,

elde edilir. Burada

s, =i(ln—n2—c) (6.15)
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seklindedir. Sonug olarak

cr 1 c 3
=eXps——=+—1S, ~A+—+O0| u ?
(1) p{zﬁ Lls-2rgfeo[u j}
1 2 _2 3
:1+_2C” +—{sl—ﬂo+%+cg }+o[u 2] (6.16)
elde ederiz. Boylece (6.15), (6.16) ve (6.8)’den,

‘D(—ﬂ)ziqe”ﬁ{\/;““%mﬂ“ﬁ[%+%C+C; J+O[£J} (6.17)

elde edilir.

Simdi biiyiik negatif A=-u icin, Liouville integral denklemini kullanarak,

@, (7, A)+He(7z,A) fonksiyonunun asimptotik davranisini inceleyecegiz. Hesaplamay1

kolaylastirmak i¢in (6.2) smur kosullarmm gérintisi y'(0)=0, y'(z)=—Hy(x)
seklinde olsun. Ayrica Tq (X)dX =0 olacak sekilde q (x) secelim. Genel durum [17]’de ele
0
almmistir. Simdi A = $° i¢in bildigimiz,[19]
o(x,1)= cossx+25in sx+% Xsin {s(x=7)ja(z)p(r,4)dz

formuliini kullanarak,

:cosh\/;x+\/_‘|‘smh{ (x— t)}q(t)q)(t,—y) dt
yazilir. Diger taraftan
@(x,4)=cos sx+0(|s|’1 e‘t‘x)
asimptotik formiiliinden,[19]
(t,—z) = cosh \[ut + O(‘\/;‘_l e“)

seklindedir.
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X =7 i¢in

(o(ﬂ,_ﬂ):COSh\/,l_UZ+ﬁISinh{\//_j(ﬂ—t)}Q(t)COSh\//_jtdt+O(%J
:%e”ﬁ{“\/—js'”h{ }q cosh\/_tdt+0(i}}

L {1+0(1J} (6.18)
2 U

elde edilir. Simdi ¢(x,4) 'nin x ’e gore tiirevi alinirsa,

o, (X, —1) \/_smh\/_x+jcosh{ } (ho(t,—ze)clt
bulunur. O halde

—u)= \/;sinh \/;72'+
+;|jcosh {\/;(ﬁ—t)}q (t){cosh \/Zt +ﬁ]§sinh {\/;(t — s)}q(s)cosh J;sds dt

o
e {(+ L) ﬂ)]m(%} 6.19

elde edilir. (6.18) ve (6.19)’dan,

@ (m,—p)+He(m,—p)= %e”ﬁ {\/;+ H+ \/_[q 72'):|+O(%j} (6.20)

olur. (6.7) , (6.17) ve (6.20)’den AC, =~ yani; A:Cl oldugu anlagilir. Boylece

1

(6.17)’den ve (6.20)’den

2.2
H+—[ (7)]+0] = L s, +24+7° o 1
4\/_ U 2 U 2 8 u

elde ederiz.
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‘niin katsayilarini esitleyerek ve (6.4)’1i gbz Oniine alarak,

-

1 H H?
Sy :Z[Q(O)WLQ(E)]—;—?

elde edilir. Boylece istedigimiz seri toplamin1 hesapladik.

6.2. Lineer Séniimlii Dalga Denklemi I¢in iz Formiilii

(0,1) araliginda bir boyutlu lineer soniimlii dalga denklemini g6z oniine alalim.

W, +2p( X)W, =W, +q(X)w xe(0,1),t>0
w(0,t)=w(Lt)=0 t>0 (6.21)
w(x,0)=w,(x), w(x0)=w(x), xe(0,1)

(6.21) problemi ile iligkili 6zdeger problemi,

U, —(2°+24p-qJu=0  xe(0,1) (6.22)
u(0)=u(1)=0 (6.23)
seklindedir. 1 , (6.22)- (6.23) probleminin 6zdegeridir. O halde 1 de bu problemin bir

ozdegeridir. Bu sebeplen=0 iken 2 ile bu problemin 6zdegerlerini gosterelimve A, = i_n

kabul edelim. Bunlar i¢in asagidaki siralama s6z konusudur.

o <ImA, <ImA, <ImA <ImA4, <.

Ayni zamanda A, =A4,=..=4.,=0 seklinde olsun. Eger p=0 ise (6.22)- (6.23)

probleminin 6zdegerleri sifira esit olamaz.
Simdi AeC , 24— iken (6.22) denkleminin temel ¢éziim sistemi i¢in asimptotik
actlimi inceleyelim. Coziim fonksiyonlarim1 [7-8] ¢alismalarinda tanimlanan yOdntemle

bulalim:
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m-1

8. (x2)=> g9 (x)A" +0(2™) ;m=1 (6.24)

i=0

olmak tizere;
tlxijx.@(t,i)dt
u,(x,A)=e ° (6.25)
asimptotik formiil s6z konusudur. peC™[0,1], qeC"[0,1] olsun. Simdi (6.24) ve
(6.25)’1i (6.22)’de yerine koyalim. A ’nin ayni1 kuvvete sahip olan katsayilarini esitleyelim.

Buradan ¢)yi belirleyen denklem sistemini asagidaki sekilde elde ederiz.

=P
(£p'( (x)+a(x)) (6.26)

Simdi (6.22)- (6.23) probleminin 6zdegerlerinin asimptotik davranigini igeren teoremi

ifade edelim.

Teorem 6.2. m>1 i¢in, peC™"[0,1] , e C"[0,1] olsun. n — +co iken (6.22)- (6.23)

probleminin 6zdegerleri asagidaki asimptotik davranisa sahiptir.
m-1
A, :nni+ZCjn‘j+O(n‘m) (6.27)
=0

Burada c; ’ler agikga belirlenebilecek sayilardir. Bilhassa,

1

i 1
¢, = l p(x)dx == J(P*(0+a()d (6.28)

0

C, = 23-2_2 |:j p(X)( p2 (x)+q(X))dX—.I p(X)dxj:( p2 (x)+q(x))dx+w (6.29)

seklindedir.
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Teorem 6.3. peC®[0,1] , qC?[0,1] olsun. O halde

3 (4,-0)= PP (e

n=0
bagintis1 saglanir.
Simdi bu teoremlerin ispatina gegmeden 6nce bu teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz

yardime1 lemmalar1 asagida ifade edelim.

Lemma 6.4. peC"™*[0,1], qeC™[0,1] olmak iizere ¢, (x,2)= E‘iﬁ(ﬂ (x)A™ +O(/1‘m)
i=0

olsun. 1eC , A-—>oo iken C?[0,1]uzaymda norm anlaminda (6.25) asimptotik
agilimina sahip olan ve u, (0,4)=1 baslangi¢c kosulunu saglayan (6.22) denkleminin iki

lineer bagimsiz ¢oziimii mevcuttur. [4]

Lemma 6.5. Yeterince biiyiik n’ler igin,
Q ={/1:|Re)t| < 7rn+% , [Im 2] < 7zn+%}
ctimlesi (6.25),(6.26) probleminin tam olarak 2n tane 6zdegerini igerir.[4]

Simdi (6.22)- (6.23) probleminin 6zdegerlerinin asimptotik davranismi igeren Teorem

6.2’nin ispatin1 verelim.

Ispat. (Teorem 6.2) m=1 i¢in peC?[0,1], qeC*[0,4] olsun.  y,( A=u(l, }=
fonksiyonunun sifirlar1 (6.22)-(6.23) probleminin 6zdegerleridir. Lemma 6.5’ten n — o

iken bu 6zdegerlerin sonsuz oldugu anlasilir. Lemma 6.4’te m=1 i¢in, y,(4)

fonksiyonuna karsilik gelen U, ¢Ozlimiinii gdz Oniine alalim. Yeterince biiyiik A ’lar i¢in,

7 (A4)=0 denklemi
u, (LA)=u_(1,1)

olur ve (6.25)’ten

seklindedir.
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O halde bu denklem
1
22+ [(4.(,2)+4 (. 2))dx=27ni, nez (6.30)
0

seklinde yeniden yazilir. Simdi ¢, yerine kendilerinin asimptotik agilimina yol agan

terimleri yazarak,

2/1+2j p(x)dx+O(A™)=2zni
ﬂ:;rni—_l[p(x)dx+o(1),n—>oo (6.31)

1
elde edilir. Boylece d6zdegerler biiyiik n’ler igin A ~ zni —J‘ p(x)dx seklindedir. Aslinda
0

Lemma 6.5°ten A o6zdegerleri tam olarak

1

A, = 7ni —I p(x)dx+o(1), n— o
0

seklindedir. Bu 6zdeslikten ve (6.31)’den

1
A :ﬂni—j p(x)dx+0(n‘1) . N—> o
0
elde edilir ve m=1 durumu igin ispat tamamlanir. Eger m=2 alirsak, (6.25)’i (6.30)’da

yerine koyarak,

A, +.:[ p(x)dx+7n':[(¢l(+) (x)+4") (x))dx+0(ln’2): zni
A, =7ni —j. p(x)dx-% l (¢1(+) (x)+¢1(*) (x))dx+0(n—2)

0

elde ederiz. Son formiilden ve (6.26) 6zdesliginden c, ve ¢, igin (6.28) formiilleri olusur.

Islemleri tekrarlayarak (6.28) ve (6.29) formiillerinin dogrulugu kontrol edilebilir.

Bu teoremden asagidaki sonuglari elde ederiz.
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Sonu¢ 6.6. peC®[0,1] olsun. A ler (6.22)-(6.23) probleminin 6zdegerleri ve g e C?[0,1]
belirli bir sabit fonksiyon olsun. Bu 6zdegerler, (6.27) asimptotik formiilii ile tanimlanir. O

halde p(x)=-c, olmak iizere , p(x) fonksiyonunun sabit olmast igin gerek ve yeter kosul
1
c; = 2zic, —Iq(x)dx
0
olmasidir.[4]
Sonug¢ 6.7. p,(1-x)=py(x) , p;(1-x)=—p;(x) . P, P, €C*[0,1] Ve p=p; igin

(6.22)-(6.23) problemleri ayni spektrumlara sahip olacak sekildle (=0 ve
P (X)= P, (Xx)+p; (x) , 1=12,... olsun. O halde

_:f plz(x)dx::[ pzz(x)dx : l(po(x) pf(x))dx:é[(po(x) pzz(x))dx

esitlikleri saglanir.[4]

Ozdegerlerin asimptotigiyle ilgili olarak ayrica Teorem 6.2, Sonu¢ 6.6 ve Sonug

6.7°den faydalanalm. m>1 olmak iizere peC™0,1] , qeC™[0,1] olsun.
u=u(x,1), (6.22) denkleminin u(0,1)=0 , u’(0,4)=1 baslangi¢ kosullarma karsilik
¢oziimii olsun. y,(A)=u(L,A) ile gosterelim. y, fonksiyonu tam fonksiyondur. y,

fonksiyonunun sifirlari (6.22)-(6.23) probleminin 6zdegerleri ile ¢akisiktir. Lemma 6.4’ten

yeterince biiyiik A ’lar i¢in u(x,4) u, cinsinden

L (xA)-u (x2)
4 A) =3 0,20 (0.)

seklinde tanimlanir. (6.25)’ten dolay1 payda sifirlanmaz. Béylece biiyiik A ’lar i¢in,

7“”2&8ﬁﬁﬂﬁg 632

seklindedir.
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Teorem 6.2°den Re(4, —¢,) sayist n—oo iken O(n_z) gibi hareket eder. Bunun anlamz;

00

Z(/in—co)=2niRe(in—co)

N=—o0
n=0

serilerinin yakimsak olmasidir. Teorem 6.3’de bu serilerin toplammni p fonksiyonu

cinsinden ifade ediyoruz. Aslinda bu diizenlemis iz i¢in bir formiildiir.

Ispat.(Teorem 6.3) Benzer bir iz formiili hesabi Sturm-Liouville operatérii icin

yapilmistir.[19] Simdi

®(1)=A% 11

n=p+1 ﬂ’n ﬂ’n

tam fonksiyonu tanimlayarak baglayalim. Burada

[1_1)(1_1]: (=A)(B=2) _,  2*-24Rej,

W7 W S

oldugundan yukarida sonsuz c¢arpim yakinsak olur. Teorem 6.2°den m=2 igin, n >

iken, (6.27) formiilii

A, =7zni+zl:cjn‘j +0(n?)

j=0
: C P
A, =mni+c, +—+O(n )
n

seklinde elde edilir, 4, nin modiiliinii alarak

2| = \/(CO +O(n‘2))2 +(ﬂn_i%j2

|ﬂ“n|2 = C§ +2000(n_2)+0(n‘4)+7r2n2 —271'[‘]i&+c1_

n n?

|2,[ = 7z*n? —2zic, +¢;’ +O(n‘2)

Re(4,)=¢,+0(n?) (639

n=1

0 2
S z e
elde edilir. sinz = ZH[l— " Zj esitligi yardimiyla,
V4
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®(1)= A% 11 1—%}[1—%}

n=p+1
n n

IT |1+ 5
n=p+l |ﬂ“n| A

®© ﬂz
nH_l[1+n2ﬂ2j

A*=2AReA, | = n’z* sinhA
A )i+t 2

L —2,1Re/1nJ sinh 4

O(1)=4%"

_ 220
®(2)=2 pﬂl‘p[ﬂ[1+

© N22 o 2 12 .
(D(,1):,129Hn” Hi” A*+2ARe, sinh A

N e
olur. [19] Burada
2p = 7N’ o 2’ —|a [ +24Re A,
Co :(”n) p n:l_pI+1 M |2 , lII(}“) - H(l_ 7|[2n|2 412

C.w(1)sinh 4 g
V(AN indedir. Simdi 4 °nn reel, pozitif ve biiyiik

olmak iizere, ®(1)=

oldugunu kabul ederek W (A) ’nin asimptotik davramisini inceleyelim. Bunun igin

InW(4)’y1 g6z oniine alalim. In(ab)=Ina+Inb esitligi yardimiyla

2 n? —|A,|° +2ARe 4
In\P(/I)—Z[l—ﬂ " J

) 7in® + A?

n

< z

elde edilir. I (1+ Z) = Z(—l)nil ry agilimindan faydalanarak,
n=1
k
2 1.& [ 2tn? |4, +2ARe A,
I \P —_ - n n
n¥(2) é knzl‘[ zin? + A2

seklindedir. [19] Amacimiz A —>oo iken, INW(4) 'mn asimptotik davramsini

incelemektir. Simdi
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nw(1)=-3

= zn® +A? = 72n? + A2
k
51y z*n? |, +2ARe 4,
k=3 k n=1 7Z'2n2 + 12

70’ =4[ +24Re 4, ( 1)“’(7r2n2—|ln|2+2/1Re/1n]2
o35
2

(6.34)

seklinde yazalim. (6.34)’teki her bir serinin asimptotik davranigmi inceleyelim. Burada

yardime1 bir lemmadan faydalanarak [19]

z*n? |4, +2ARe 4 |<cA

olsun. O halde

o0
n=1

k
7*n? —|2,[* +2ARe 4,
z°n® + A2

k k+1

C < C

Todz
i P

- t .
elde edilir. Burada 2" Z doniisimii yaparak dt = Adz elde edildi ve c;

bagimsiz bir sabittir. O halde (6.34)’deki son seri igin,

o [ z°n?—|4,[ +22Re 4,
z{ 7°n* + A°

J =0(2°) (2—>w)

elde edilir. Simdi (6.34)’te ilk serinin asimptotik davranisini ele alalim.
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= 2% —|A [ +2ARed, & xin?—|A | - 2ric, + ¢
nZ:;‘ 7|zzn|2+/12 ZHZ |2|2+/12 —
< 1
+(2 24 — :
+(27ic, —c,’ +24c )Zzn T (6.36)
z'n?(Re 4, —¢,)

+247'5-227" 3
nzl“ zn® + A2

Burada Szi(Reﬂ.n—co) seklindedir.  Simdi (6.33)’4i gbz Onitine alarak, (6.36)

n=1

esitligindeki serileri inceleyelim.

n? —| [ —2zic, + ¢ | -

nZ:; 7°n? + A2 ‘ Z ( +}tz)

2 2
=”—.3+;t —300th/1SC'/1_2
6 A
=, (Re4, —¢,) | )
z 2 C 2.2 ZSCZ
n=1 ﬂn +l ‘ nlﬂ'ﬂ +/1

olur. Burada C , A ’dan bagimsiz bir sabittir, ayni zamanda 1 — oo iken,

= 1 AcothA-1 At-A47? -
Zlﬂ_znz 142 = 272 = 5 +O(ﬂ~ ‘e 2/1) (6.37)

elde edilir. O halde (6.36) esitligi icin A — oo iken,

= z°n? —|an| +2ARe, o 4 P
Zl T =G +| 28—y —=-+inc, | +0(47) (6.38)

elde edilir. Simdi (6.34)’teki ikinci seriyi ele alalim.

(nzn2 —|/1n|2)2 24Re A, | 20" |, [ |
T (nes) o (wnies)

= (2iRed Y
+ " ""n
;(ﬁznz +/12j

2
z*n?-|2,[ +24Re,
2n2 + 12
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elde edilir. (6.37) esitliginin her iki tarafin1 diferensiyelleyerek,

> AcothA-1
E(ﬂ n +12) 22
= _ (Acoth A-1) 24*~42(Acoth A -1
2 -
1 (7z n +/12) a1

>

coth 4 +(_1],1 24% =44 (Acoth A -1)
sh4

n:1(72' n +ﬂz) Azt
5 _ Acoth 2-2-4*(1-coth? 1)
n 1( -I-ﬂ,z) 424

elde edilir. 4 — oo iken bu 6zdeslikten ve (6.33)’ten asagidaki esitsizlikler saglanir.

]

2 2
he1 (7r2n2 +ﬂ,2) 1 (7r2n2 +/12)

n—1 (ﬂ2n2+/12) 1 (ﬁ2n2+/12)
o (Reﬂ,n)2 c? <C = 1 <CA
nz‘(;rzn2+/12)2 - .nz=;‘(7r2n2+/12) -

Bu esitsizlikler (6.39)’da yerine yazilirsa,
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0
n=1

z*n® —|A,|" +2ARe 4,
z’n’ + A%

2
J <CA?- 2/1% +42°c2 A +42%CA7

=CA°-CA?%+cia*t+Cat

=c;At+0(47) (6.40)

elde edilir. O halde (6.34), (6.35), (6.38), (6.40)'dan A —>oo iken,

INW(1)=-c, (28 —¢, +izc,) A +0O(1?)

—(23—00+i7rcl)[1+0<[2)

Y(1)=e"e

(25 —c, +izc,)’ A7
2!

—e® [1—(28—c0+i7zc1)/1‘1+ +...+o(ﬁ)} (6.41)

olur.(6.41)’den

_ Ce®sinh A

D(2) [1-(28 - ¢, +inc,) A1 +0(27)] (6.42)

elde edilir. Yeterince biiyiikk A ’lar igin (6.32)’den ve Lemma 6.4’ten,
-1
7o (A)| <ClA| "€

esitsizligi gegerlidir. Buradan y, () tam fonksiyonunun mertebesi birdir. Teorem 6.2’nin

bakis acisiyla i |2, |‘2 serisinin yakinsadigi ve boylece y, ile alakali kanonik

n=p+1

carpimlarin smifinmn bir oldugu sonucuna ulasilir. Hadamard teoremini uygulayarak «, ,

o, herhangi sayilar olmak tizere,

7.(A) ="M (1)

P(1)=apA+a+2 i 14, * Re A,

n=p+1

elde edilir. [16] Boylece (6.42)’den dolay1 A — oo iken,

n

e?@sinh A

yo(2)=20 - [1-(28 —¢, +izc,) A7 +0(27) ]

seklindedir.
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Diger taraftan Lemma 6.4 ve (6.32)’den 4 — oo iken,

1

/1+.£p(x)dx )
=S oo o  m(0) | 0(5) s ofae )

seklindedir. Son iki esitligi kiyaslayarak

a, =0,

p(x)dx

ot—

azo—coJrZE:Vﬂ \’2 Re 4,
Cee n1 =e

Ve
1

—(2S —c, +izc,) = J'qﬁl(” (x)dx—p(0)

0

olur. (6.26) ve (6.28) den,

0 1

> (A=) =¢o+ p(0)- [ 4" (x)dx—ix,

N=—o00 0
n=0

elde edilir. Boylece Teorem 6.3’(in ispat1 tamamlanir.
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