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OZET

Dort boliimden olugsan bu c¢alismanin ilk boliimiinde fark denklemlerinin ortaya
cikigi, gelisimi, tarihgesi ve uygulama alanlar1 hakkinda genel bilgi verilmis olup ikinci
boliimde temel tanim ve teoremler, fark denklemleri icin ¢oziim yontemleri ve diferan-
siyel denklemlerle fark denklemleri arasindaki baglant1 verilmistir. Uciincii boliimde,
sinir deger problemi, diskonjugelik kavrami, Green fonksiyonu, genellestirilmis ve basit
sifirlar verilmig ve ¢oziimiin tekligi incelenmigtir. Tezin son béliimiinde ise Sturm-
Liouville problemi, tzdegerleri ve tzfonksiyonlar: incelenmistir. Ayrica parametrelerin
degisimi metodu yardimiyla Sturm-Liouville probleminin ¢oziimiiniin goriintiisii elde
edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemleri, Sturm-Liouville, Ozdeger, Ozfonksiyon,

Casoratyan.
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SUMMARY
Spectral Theory Of Sturm-Liouville Problem For Difference Equations

This study consists of four chapters. In the first chapter, the appearance, develop-
ment, history and application fields of difference equations are given.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems, solution methods for
difference equations and relation between differential equations and difference equations
are given.

In the third chapter, boundary value problem, disconjugacy concept, Green func-
tion, generalized and simple zeros are given and the uniqueness of solution is analyzed.

In the last chapter of this thesis, Sturm-Liouville problem, its eigenvalues and
eigenfunctions are analyzed. Furthermore, the map of solution is obtained for Sturm-
Liouville problem by means of variation of parameters method.

Key Words: Difference Equations, Sturm-Liouville, Eigenvalue, Eigenfunction,

Casoratyan.



SEMBOLLER LiSTESi

Bu ¢aligmada kullanilan baz1 simgeler, agiklamalar ile birlikte agagida sunulmustur.
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1. GIRIS

Rekiiransla hesaplama fikri M.O. 200’lerde Babiller tarafindan koklii sayilarn yak-
lagik degerini bulmak icin ilkel formda olugturuldu.

Fark denklemleri ve rekiirans bagintilar: ve ozellikleri daha asikar olarak M.O.
450’lerde Pisagor, Arsimed ve Oklid gibi antik Yunan matematikgiler tarafindan cahsgild.

Pisagor’un en biiyiik katkilarindan birisi ticgen sayilar: fikridir. Modern gosterimle
ifade edildiginde

t, =1tp—1+n

fark denklemine karsilik geldigi goriiliir. Ayrica Pisagor
2 — 22 =1
denkleminin ¢oziimiinii elde etmek icin
Tp = Tp-1+ 21,
Yn = Tp-1+ Yn—1,

fark denklem sistemini gelistirdi ve bununla v/2’nin yaklagik degerini bulmaya calistilar.
M.O. 250’lerde Arsimed Pi sayisi hesaplamak icin yok etme metodunu kullan-
misgtir. Bu metod bir ¢okgenin igine yarigapi 1 olan bir ¢ember c¢izilmesiyle ilgilidir.

Cokgenin kenar sayisi arttikca cevresi cemberin ¢evresine yaklasacaktir. Yani,

S5 = 1,

Son = 12— |24 |2+ o 3,

Oklid daha sonraki yillarda Oklid algoritmasiyla P-problemini calismistir,
a=bq+r,

olmak tizere 6yle bir u sayis1 bulalim ki a ve b’yi bolsiin. Bu halde u, r’yi de boler.
Tekrarh kesirlerin temeli Oklid algoritmasima dayanir.

M.S. 400’lerde Heron kendi adiyla adlandirilan Heron formiiliinii pozitif bir a sayisi-



nin kokiiniin yaklagik degerini bulmak icin gelistirdi,

(a:n + ﬁ)

Tp4+1 = 9

Aslinda bu formiil Newton formiiliiniin ¢zel bir durumudur.
Theon da kose ve kosegen sayilariyla iki dizi olusturarak v/2’nin yaklagsik degerini

bulmaya caligti.

To=2T1+ W% Yo = 271 + Y1
T3 = To + Yo Y3 = 229 + Yo

Ty = Tp_1+ Yn—-1 Yn = 2xn71 + Yn—1

Diaphontus Diaphone denklemlerini ¢6zmek i¢in rekiirans bagintilarini kullanmigtir.
400-1200 arasinda fark denklemlerinin ortaya cikisim gozlemliyoruz. ilk biiyiik Hind
matematik¢ilerden Brahmagupta kendi adiyla adlandirilan Brahmagupta polinomlarim

rekiirans bagintisiyla verdi,

Tpy1 = TXp + tYYn,
Yn+l = TYn + YTnp.
El-Karaji ve Omer Hayyam gibi matematikgiler sonsuz terimli polinomsal cebir ii-

zerine ¢aligtt ve Karaji Pascal tiggenini ilk inga eden kisi oldu.

Hind matematik¢i Bhaskara ve Brouchner {'niny/n’e yaklagimim

a’?—n—b ==+1
ile ifade ettiler.

a;, = ai—1+bi_in,
bi = a;—1+bi_1,

a; = blzl,

rekiirans bagmtisi ile n = 2 icin v/2’nin yaklagik degerini buldular.



Matematik¢i Al-Samawal kitabinda tiimevarimin ilk formunu kullanmistir. Bu da
bir rekiirans bagintisidir ve benzer metodu El-Karaji de kullanmigtir.
1202’de Fibonacci tinlii tavsan problemi ic¢in biyolojide ilk matematiksel modeli
tanitmig ancak modern anlamda formiillestirilmesi 1634’te Albert Girard tarafindan
yapilmigtir.
Fopn=F,+F,_4,

F=F=1,

1265’te Nasir El-Tusi rekiirans bagintilarina ¢aligmigtir. Ayrica binom katsayilarini
belirlemistir.
El-Benna karekoklerin yaklagik degerini hesaplamak icin tekrarl kesirleri kullandi,

1
a+——

bt —L—
RN

r =

Ayrica binom katsayilari icin rekiirans bagintisini ortaya gikardi,

(p—/f—l—l).

ka ) Ok—l L

El-Farisi ise ¢okgenlerin kenar sayilari ile binom katsayilari arasinda bir baglanti
kurdu. Ayrica iiggen sayilariyla ticgen sayilarimin toplamlar: arasinda baglanti kurarak
kombinasyonu elde etti.

Rekiirans metodu tiimevarimin icadiyla 16. yy.’da Francesco Maurolico tarafindan
geligtirildi ve 17. yy.’da Fermat ve Pascal’la gelisimi devam etti.

1600’lerde Jacob Bernoulli, Bernoulli sayilarini rekiirans bagmtisiyla ifade etti.
Ayrica Bernoulli metodunda polinom denkleminin koklerini bulmak i¢in fark denkle-

mini kullandi,

apr" + a1z P+ ... +a, = 0,

agy(t+n)+ay(t+n—1)+..+ayy(t) = 0.
Abraham De Moivre bazi aritmetik diziler elde etti,
ak:ak_1+d:ak_2+2d:...:a1+d(k—1).

Sir Isaac Newton genel binom formiiliine katki sagladi ve birinci tiirevi mevcut olan

sifirlarin yaklagik degerini elde etmek igin bir metod gelistirdi. 1676’da (a + b)"’in
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agilimina dair bazi érnekler tanimladi. Burada = negatif yada kesirli bir sayidir.

olmak tizere

(a+b)" =a% + (ab) [@} + (53b) [<m2; n)} + (D) [M] +

n 3n

esitligi elde edilir. Boylece kesirli yada negatif tamsayili kuvvetlerin binom agilimi
sonsuz serilerin toplami gseklindedir ve bu serinin terimleri bir rekiirans bagintisidir.
Newton metodunda ise diferansiyellenebilir fonksiyonun reel koklerinin yaklagik de-

gerleri i¢in tanjant egrisi kullanilir.
flae+An)=f () + [ (z) Az

Buradan hareketle

T = T )
n

rekiirans bagintisi elde edilir.

Sir Thomas Harriet sonlu farklar kalkiiliisiinii gelistirdi ve Henry Briggs logaritma
hesaplamalarina uyguladi.

1572’de Bombelli /2'nin yaklagik degerini bulmak icin

1
Yn—1

yn:2+

fark denklemiyle ilgilendi. Ayni zamanda bu denklem Fibonacci sayilarinin oranina
karsilik gelir.

Blaise Pascal, Pascal iiggeni olarak bilinen binom katsayilariyla ilgilendi.

n o __ n—1 n—1
a, = ap_j+a; -,
n!

Kl'(n— k)
1700-1750 arasinda Riccati kendi adiyla anilan

a+ bz,
¢+ dx,

Tnt1 =
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Riccati fark denklemini galigti.

1771’de Gaspard Monge sonlu fark denklemleri tizerine geometrik acidan birgok
makale yayinladi. Bunun ardindan Stirling’le biiyiik gelisme kaydetti.

1782-1812 arasinda Laplace "iireteg fonksiyonlar metodu"nun gelistirilmesini iceren
interpolasyon metodunu ortaya c¢ikardi.

1821’de Babbage fark metodunu kullanarak aritmetik hesaplamalar i¢in Fark Mo-
torunu gelistirdi.

Benjamin Gompertz aktiieryal sorulara fark hesabini uyguladi. Gombertz’in 6liim

yasasi bunlardan biridir,

dVv

pl r(t)V(t),V(0) =V,
dr

i ar (t),r(0) =3,

olmak tizere

In (V%H) =In (F;/n> e

Lineer fark denklemlerinin temel teorisi De Moivre, Euler, Lagrange, Laplace ve

fark denklemi elde edilir.

digerleri tarafindan gelistirildi. Lineer fark denklemlerinin ¢oziimlerinin asimtotik dav-
ramglar: 1880’lerde Poincare tarafindan verildi ve 1909’1arda Perron bu sonucun ¢nemli
bir aciliminm verdi. 1930’larda ise Birkhoff ve 6grencileri tarafindan belli bir seviyeye
getirildi.

1769’da diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimleri i¢in fark denklemlerini kul-
lanma fikri Euler’in ¢cokgensel metoduyla ortaya cikti. 19. yy.’da Lipschitz, Runga ve
Kutta yontemleri geligtirildi.

Ozel fonksiyonlarn hesaplanmasi icin lineer fark denklemlerinin etkili uygulamas:
Bessel fonksiyonlar1 icin 1952’de Miller algoritmasiyla ortaya c¢ikti. Lineer fark
denklemleri teorisinin gelisimi Hartman, Ahlbrandt ve Peterson tarafindan lineer dife-
ransiyel denklemlerle kargilagtirilabilmesiyle geldi.

1826’dan sonra simplektik fark sistemlerinin osilasyon ve doniigiim teorisi ortaya

gikmigtir. Simplektik fark sistemleri 1. mertebeden rekiirans sistemlerdir,

Znyl = Sp2k-



Simplektik fark sistemleri fark denklemleri ve sistemlerinin iginde biiyiik bir yere sahip-

tir ve 6zel bir durumu ise 2. mertebeden Sturm-Liouville fark denklemidir,
A (’I“kAl’k) — PkTp+1 = 0.

Liouville’in bir bagka calismas:1 ise tekrarl kesirlerle transandantal sayilari insa
etmesidir.

1851’den sonra Felice Casorati fark ve diferansiyel denklemlerin benzer bircok tzel-
ligini kesfetti. Casoratyan diferansiyel denklemdeki Wronskian’a benzer bir fark
denklemidir. Ayrica lineer fark denklemleri i¢in Casorati formiiliinii geligtirdi.

1876’dan sonra Hermite kendi adiyla anilan diferansiyel denklemin ¢oziimii igin
rekiirans bagintisin1 kullanda.

Elwin Christoffel da tekrarh kesirlere katkilariyla bilinir,

by
ay + b2

_b3
+a3+m

T =ag+

r rasyonel ise bu acilim sonludur, r irrasyonel ise sonsuzdur.

1901’den sonra fraktallar ve egrileri dolduran diizlemler fark denklemlerinin birgok
uygulamasindan ikisidir. En ¢nemlilerinden birkaci ise Runge-Kutta ve Picard meto-
dudur.

1926’dan sonra Fatou ve Julia tarafindan kompleks tanimli rasyonel fonksiyonlar ii-
zerine fark denklemleri ve rekiirans bagintilariyla caligildi. 1970’lerin sonlarinda Benoit
Mendelbrot tarafindan fraktallarin kesfine kadar gereken ilgiyi goremediler.

Fizik, matematik ve miihendisligin bircok problemi sinir deger problemleri ve fark
denklemleriyle baglantilidir. Sinir deger problemleri ve fark denklemleriyle alakali cok
sayida kitap ve makale bulunmaktadir. Ayrik ve siirekli sinir denklemleriyle ilgili Atkin-
son (1964), fark denklemleriyle ilgili Elaydi (2004), Akhiezer (1965), siur deger prob-
lemleriyle ilgili Akhiezer ve Glazman (1963), Kuzhel (1996), Stone (1932) calismistir
3].

Ulkemizde Cagal (1989), Rafatov (1998), Aminali (2002), Akin (1998)'mn kita-
plarinda fark denklemleriyle ilgili galigmalar goriilmektedir [3].

Bagimsiz degiskeni ayrik yada onu bir ayrik degisken gibi gormek matematiksel
bakimdan uygun oldugu zaman fark denklem modelleri ortaya cikar. Ornegin, genetik

alanda genetik ozellikler kusaktan kusaga degisim gosterirler. Dolayisiyla, bir kusag
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gosteren bir ayrik degiskendir. Ekonomide fiyat degigimleri yildan yila veya aydan
aya veya haftadan haftaya veya giinden giine hesaplanir ve boyle bir durumda zaman
degiskeni ayriktir. Ayrica popiilasyon dinamiklerinde, yas gruplar1 arasindaki niifus
degisimi ele alinirken, yas gruplarini gosteren degisken yine ayrik bir degiskendir.

Fark denklemleri son 30 yil icerisinde pek ¢ok bilim adaminin ilgisini ¢ekmistir ve bu
durum zengin bir literatiiriin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Bununla ilgili olarak
Miller (1968), Goldberg (1986), Lakshmikantham ve Trigiante (1988), Mickens (1990),
Akin ve Bulgak (1998), Elaydi (1999), Agarwal (2000), Kelley ve Peterson (2001) ki-
taplarindan soz edilebilir [3].

Fark denklemleri genis bir uygulama alanina sahiptir. Ornegin biyolojide canli
popiilasyon sayisinin arastirilmasinda, tipta hiicre hareketlerinin takibinde, kontrol teo-
risinde kararlilik durumunun tespitinde ve daha birgok alanda fark denklemleriyle kargi-
lagilmaktadir.

Onemli fark denklem modellerine iliskin baz1 6rnekler sunlardar:

i) Niifus artis modeli,
x(n+1)—2z(n):=bx(n)—dx(n) yadaz(n+1) = ax (n)
i1) Lojistik artis modeli,
z(n+1) —x(n) =ax(n) — ba® (n)
ii1) Av-avcl modelli,

z(n+1)—2z(n)=—azx(n)+bx(n)y(n),a>0,0>0,
y(n+1)—y(n)=cx(n)—de(n)yn),c>0,d>0.
iv) Rekabet modeli,

S

x(n+1)—z(n)=ax(n)—bxr(n)y(n),a>0,b>0,
yn+1)—y(n)=cr(n)—de(n)y(n),c>0,d>0.

v) Bulagici hastalik modeli,
z(n+1)—x(n)=—pz(n)y(n),s>0,
y(n+1)—y(n) =Bz (n)yn).
Diferansiyel denklemler 200 yili agkin bir siirede incelendigi halde fark denklemleri

100 y1llik bir inceleme siirecinde sistematik hale gelmigtir. Bir bakimdan, fark denklem-

leri daha ziyade siirekli olmayan problemleri karakterize eder. Giiniimiizde diferansiyel

7



denklemlerde goriilen siireksizlik halleri, fark denklemleri kullanilarak ortadan kaldiril-
mak istenmigtir [3, 10, 12, 25].
Sonug olarak, gerek fark denklemleri ile ilgili gerekse Sturm-Liouville problemleri ve

uygulama alanlar ile ilgili gok sayida caligmalar yapilmigtir [4, 7, 11, 13 — 24, 26 — 28].



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1.1. X ve Y vektor uzaylart ve D C X olsun. D’nin her elemanina Y 'nin

bir elemanini karsilik getiren doniigiime D’den Y’ye bir operator denir [8].

Tanim 2.1.2. N = {0,1,2,...} olmak iizere, x : N — R fonksiyonu igin A fark

operatorii veya z’in birinci basamaktan fark:
Az (n)=xz(n+1)—z(n)
seklinde tanimlanir [1, 3].
Teorem 2.1.1. A fark operatorii lineerdir, yani
A (az (n) + by (n)) = aAx (n) + bAy (n), (a,b sabit)
esitligi saglanir [1, 3].
Tanim 2.1.3. F oteleme operatorii
Ex(n)=xz(n+1)
seklinde tanimlanir [1, 3].

Tanim 2.1.4. (Ters Fark Operatorii) n > ng igin AF (n) = f(n) olsun. Bu

durumda n > nyq igin, ¢ keyfi sabit olmak iizere
A7 f(n)=F(n)+c

seklinde tamimlanan A~! operatoriine ters fark operatorii ve F (n) fonksiyonuna da

f (n)’in ters fark: denir [1, 3.

Lemma 2.1.1. A fark operatorii i¢in agagidaki egitlikler saglanir [1, 3],

i) nZ_:l Az (i) =z (n)—z (ng)

i=ng

(2.1.1)

(2.1.2)



Teorem 2.1.2. Bir f (n) fonksiyonu n > 0 i¢in tanimh ise bu durumda,
n—1
A7 f(n) = f(i) +¢, (csabit) (2.1.3)

1=0

seklinde tanimhdir [1, 3.

f (n) fonksiyonu n > ny i¢in tanimh ise o zaman f (n)’in ters fark

A = T e
A—2f(n) = Z_:Zn;lf(i)+cln+02,

A3 f(n) = z_: > f (i) + cin® + can + cs,
seklinde tanimhdir [1, 3].

Teorem 2.1.3. Diferansiyel analizde kismi integrasyona benzer bir ifade

a)gy(i)ﬁx(i)zx(my(n)— > (i+1) Ay (i) + e

1=0

n—1

b) 7TLZ%ly(zﬁtl)Ax(i) =z(n)y(n)— ;)x(i)Ay(i)-l—c
seklindedir [1, 3]. -

Teorem 2.1.4. AF (n) = f(n) ve a, b (b > a) tamsayilar olsun. Bu durumda

b

Y @) =F(b+1)~F(a)

i=a

esitligi saglanir [1, 3.
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Fark Analiziyle Diferansiyel Analizin Karsilagtirilmasi

Fark Analizi

Diferansiyel Analiz

Az (n) =z (n+¢)—z(n) Dx(t):lin%m—(t)
Acx = cAx Dcx = cDx

Akg = A (Ak=1)

DFx = D (D" 'x)

A.I'(k) — kjgl'(k_l)

Dzt = kak1

A (Cl.Il + 02332) = ClAl‘l + CQA.TQ

D (01371 + CQ.TQ) = chml + CZDJJQ

x (n), k.dereceden bir polinom ise,

AFg = sabit, | > k + 1 igin Alz = 0.

x (1), k.dereceden bir polinom ise,

DF¥z = sabit, [ > k + 1 i¢in D'z = 0.

A (zy) = yAx + (Ex) Ay

yAxr—rAy
yEy

A(5) -

D (xy) = yDz + xDy
yDx—xDy

D(3) ==

AF = fise Al f =F +c¢

DF =fise [f=F+c

Tablo 2.1. [3]

2.2. Sabit Katsayili Fark Denklemleri

2.2.1. Temel Tanim ve Sonuglar

Tanim 2.2.1. n € N= {0, 1,2, ...} bagimsiz degisken ve z bilinmeyen fonksiyon olmak

lizere

F(n,z(n),z(n+1),..,z(n+k)=0

esitligine fark denklemi denir [1, 3.

Tamim 2.2.2. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiik ve en

kiigiik argiimentlerinin farkina o denklemin basamag: denir [1, 3].

Tanim 2.2.3. N iizerinde tanimli bir x (n) fonksiyonu her n € N igin (2.2.1) denklemini

saglyorsa x (n) fonksiyonuna N iizerinde (2.2.1) denkleminin bir ¢oziimii denir. k.

basamaktan bir fark denkleminin

¢ (nax7clu Ca, ...

x=p(n,c,co ...

11
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seklinde k tane ¢y, ca, ..., ¢ € R keyfi sabit iceren ¢oziimiine genel ¢oziim ve bunlardan

elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢ziim adi verilir [1, 3].

Tanim 2.2.4. (Baglangic Deger Problemi) k. basamaktan bir fark denkleminin

bir 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in o ¢oziime iligkin
x(ng+i)=a; 0<i<k-—1 (2.2.2)

veya

Arn)=a; 0<i<k—1 (2.2.3)

bi¢iminde ilk k£ tane ardigik degerin belirtilmesi gereklidir, burada ny € N ve
Qp, ..., a1 reel sabitlerdir. (2.2.2) veya (2.2.3) kosullarina baglangig kogullar1 adi
verilir. k. basamaktan bir fark denklemi ve (2.2.2) yada (2.2.3) baslangi¢ kogullaridan
olusan probleme baglangig deger problemi denir [1 — 3].

Tamim 2.2.5. a; (n), az(n),..., ar (n) katsayilar ile g (n), n > ng i¢in tammh reel
degerli fonksiyonlar ve [ng,00) = {ng, no+ 1, ng + 2, ...} iizerinde a; (n) # 0 olmak
uzere

zn+k)+a(nxn+k—1)+..+ar(n)z(n)=g(n) (2.2.4)
bi¢imindeki bir denkleme k. basamaktan lineer fark denklemi denir. Bu denklem

g (n) = 0 oldugunda homojen denklem, aksi durumda homojen olmayan denklem olarak

adlandirilir. Buna goére k. basamaktan bir lineer homojen fark denklemi
zn+k)+a(n)zn+k—1)4+..+a(n)x(n)=0 (2.2.5)

seklinde ifade edilir. Ayrica, biitiin  a; (n) katsayilarn  a; (n) =a; sek-
linde sabitse (2.2.5) denklemine sabit katsayili, aksi halde degisken katsayil fark
denklemi denir [1, 3.

Teorem 2.2.1. (Varlik-Teklik Teoremi) a; (n), as(n),..., ai (n) katsayilarn ile
g (n), n > ng i¢in tanimh reel degerli fonksiyonlar ve [ng, 00) tizerinde ay (n) # 0 olsun.

Bu durumda
zrn+k)+a(n)zan+k—1)+..+ar(n)z(n)=g(n) (2.2.6)

x(ng) =g, v(no+1)=aq,..., x(nog+k—1) =y (2.2.7)
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baglangig deger problemi n > ng igin tamimli olan bir tek x (n) ¢dziimiine sahiptir [3].

Tamim 2.2.6. f,(n), fo(n),..., f- (n) fonksiyonlar1 n > ng igin tammh olsunlar. Her
n > ng i¢in

ctfi(n) +e2fo(n)+ ...+ fr(n)=0 (2.2.8)

olacak bicimde hepsi birden sifir olmayan ¢y, cs, ..., ¢, sabitleri var ise bu durumda

{fl (n) >f2 (n) ) "'7f7" (n)}

ciimlesine [ng, 00) iizerinde lineer bagimhidir denir. (2.2.8) esitligi her n > ng igin sadece
¢ = ¢ = ... = ¢ = 0 durumunda saglanmyorsa {f1 (n), fa(n),..., fr (n)} climlesine

[ng, 00) tizerinde lineer bagimsizdir denir [1, 3].

Tanim 2.2.7. (2.2.5)’nin k tane lineer bagimsiz ¢oziimiiniin ciimlesine bir temel ciimle

denir [1, 3.

Tanim 2.2.8. z;(n), x2(n),..., x, (n) fonksiyonlarinin W (n) ile gosterilen Caso-
ratyani
x1 (n) T (1) z, (n)
1 (n+1 To(n+1 . (n+1
W (n) = det 1(' ) 2(' ) ( )

rin+r—1) za(n+r—-1) ... z.(n+r—1)

seklinde tanimhdir [1, 3.

Lemma 2.2.1. (Abel Lemmasi) 1z (n), z2(n),..., zx (n) fonksiyonlar1 (2.2.5)

homojen denkleminin ¢oztimleri ve W (n) onlarin Casoratyan: olsun. Bu durumda

n > ng i¢in
n—1
W) = (1 (T ) W (o)
i=ngo
esitligi saglanir [1, 3.
Sonug 2.2.1. z; (n), x2 (n), ..., x (n) fonksiyonlar1 (2.2.5) nin ¢dziimleri ve her n > ny

icin ax, (n) # 0 olsun. Bu durumda her n > ny sayisina karsiik W (n) # 0 olmasi igin

gerek ve yeter kogul W (ng) # 0 olmasidir [1, 3.
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Teorem 2.2.2. (2.2.5) homojen denkleminin x4 (n), x5 (n), ..., zx (n) ¢dziimlerinin bir
temel ctimle olusturmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir ny € N sayisina karsilik

W (ng) # 0 olmasidir [1, 3.

Teorem 2.2.3. Her n > ny igin ax (n) # 0 ise bu durumda (2.2.5) lineer homojen fark

denklemi [ng, 00) tizerinde bir temel ciimleye sahiptir [1, 3].

Teorem 2.2.4. (2.2.5) homojen denkleminin &k  tane lineer  bagimsiz
¢Ozumii
x1(n),za(n), ...,z (n),
olsun. Bu durumda (2.2.5)’nin genel ¢oziimii ¢1, ¢a, ..., ¢ keyfi sabitler olmak iizere
x(n) =z (n) + cexe (n) + ... + ez (n),

esitligi vardir [1, 3].

Tanim 2.2.9. V| k. basamaktan (2.2.5) homojen denkleminin biitiin ¢oziimlerinin

ciimlesi olmak {izere (4) ve (-) islemleri
i) z,y € V ve n € N igin
(z+y)(n) =z(n)+yn),
ii) x € V ve a bir sabit olmak iizere
(ax) (n) = ax (n),
seklinde tanimlanirsa (V) +,-) k boyutlu lineer vektor uzayidir [1, 3.

Teorem 2.2.5. (2.2.5) homojen denkleminin genel ¢ziimii z;, (n) ve homojen olmayan
(2.2.4) denkleminin bir 6zel ¢oziimii x, (n) ise bu durumda (2.2.4) denkleminin genel
¢Oztmi

z(n) = zp (n) + 2 (n)

olur [1, 3].
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2.3. Birinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri
Bu boliimde birinci basamaktan lineer homojen olmayan
z(n+1l)=am)z(n)+g(n), n>ng >0, (2.3.1)
fark denklemi ve
x (ng) = o, (2.3.2)

baglangi¢ kosulundan meydana gelen baglangig deger problemi ele alinacaktir; a (n) ve
g (n) [ne, 0o) tizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlar olup her n > ng icin a (n) # 0’dir
11, 3].

(2.3.1) denklemine iligkin

zn+1l)=am)z(n), n>ne>0 (2.3.3)
k k
homojen denklemini ele alalim. Ayrica [[ a(i)=1ve >  a(i) =0 olsunlar.
i=k+1 i=k+1

Teorem 2.3.1. (2.3.3) homojen fark denklemi ve (2.3.2) baglangig kogullarindan olugan

problemin tek ¢oziimii

z(n) = (nr[l a (z’)) %o, (2.3.4)

1=ng

olup (2.3.1) — (2.3.2) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

2 (n) = <”ﬁ1 a(i)) 70 + Zf ("ﬁl a(z’)) o (r) (2.3.5)

1=ng r=ng Z='f‘+].

seklindedir [1, 3].
Aciklama 2.3.1. 1. basamaktan sabit katsayili
rn+1)=ax(n)+g(n), (2.3.6)

denklemi ve

z (0) = xo, (2.3.7)
kosulu i¢in (2.3.5) ¢oziim formiilii
n—1
x(n)=a"zry+ Z a” " g (r), (2.3.8)
r=0

olur.

15



Ayrica g bir sabit olmak iizere g (n) = g oldugu zaman (2.3.8)’den

axg + (%) g, a#1

xz(n)=
1’0+g(n)> a=1

(2.3.9)

seklinde yazilabilir [1, 3].
2.4. ikinci Basamaktan Lineer Fark Denklemleri

ay, as katsayilar: reel sabitler ve ay # 0 olmak tizere 2. basamaktan sabit katsayili
lineer homojen

x(n+2)+ar(n+1)+ax(n) =0, (2.4.1)
fark denklemleri i¢in ¢oziim aranirsa,

N4 ag A+ ay =0, (2.4.2)

bulunur. Bu denkleme (2.4.1) fark denkleminin karakteristik denklemi denir. Bu
denklemin \;, Ay koklerine karakteristik kokler adi verilir.
(2.4.1) homojen fark denkleminin genel ¢oziimii A\;, Ay koklerine bagh olarak iig

farkll durumda hesaplanir [1, 3.

Durum 2.4.1. A\; # X ve reel ise (A}, Aj) ciimlesi (2.4.1) denkleminin bir temel

ciimlesidir. Buradan (2.4.1)’in genel ¢oziimii
z(n) = A\ + e\, (2.4.3)
bi¢imindedir.

Durum 2.4.2. A\; = Ay = A olsun. Bu durumda (2.4.1)’in temel ciimlesi {\", n\"}

olup genel ¢oziim asagidaki bigimdedir,

z(n) = (a1 + can) A", (2.4.4)

Durum 2.4.3. \; = a+ i3, \a = a—if olsun. a, 5 € R, 5 # 0 ’dir. Bu durumda

(2.4.1)’in temel ciimlesi {r" cosnf, r"sinnf}’dir, burada
r=1/a?+ 3% 6 =tan"? <é> ,
a
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Buradan (2.4.1)’in genel ¢oziimii
x (n) = 1" (¢ cosnb + ¢y sinnf) (2.4.5)

veya

x(n) = Ar" cos (nf — ),

bi¢imindedir.

Tanim 2.4.1. ag (n), a; (n), asz (n) katsayilar1 n > ng igin tammh reel degerli fonksi-

yonlar ve [ng, 00) tizerinde ag (n) # 0, as (n) # 0 olmak iizere
ag(n)z(n+2)+a;(n)z(n+1)+ax(n)z(n) =0, n>ng (2.4.6)

fark denklemine ikinci basamaktan degigsken katsayili lineer homojen fark denklemi

denir [1, 3.

Teorem 2.4.1. (Basamagin Indirgenmesi) z; (n), (2.4.6) denkleminin her n > ng
i¢in sifirdan farkh bir ¢dziimii olsun. ag (n) ve ay (n) katsayilar: [ng, 0o) iizerinde sifirdan

farkli ise o zaman )
— W (i
pa(n) =1 () 3 — D)

2y () (i 1)

1=

ifadesi (2.4.6) denkleminin ikinci bagimsiz ¢oziimiidiir, burada W (n),

as (n)
ap (n)

W(n+1)= W (n)
esitliginin agikar olmayan bir ¢oziimiidiir [1, 3.
Tanim 2.4.2. k. basamaktan degisken katsayili lineer homojen olmayan

zn+k)+a(n)a(n+k—1)+..+ar(n)z(n)=g(n), (2.4.7)

fark denklemi ele almmaktadir. a; (n),...,a; (n) katsayilart n > ng igin tanmimh reel

degerli fonksiyonlar ve [ng, 00) iizerinde a, (n) # 0’dir [1, 3.
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2.5. Diferansiyel Denklemlerin Fark Denklemlerindeki Karsilig:
Asagidaki 2. mertebeden lineer self-adjoint diferansiyel denklemini gz ¢niine alalim.
(P(z)2 (2)) +Q (x) 2 (x) =0, (2.5.1)

,d] iginde P (z) > 0 ve [¢,d] tizerinde P (z), @ (x)’in siirekli oldugunu varsayalim.

e, d
(2.5.1) denkleminin self-adjoint bir fark denklemi oldugunu gosterelim [1]. Simdi, kiigiik
h p—

% icin ,
o (@) DT
alinabilir ve buradan
(P (2) 2 (2)) ~ % {P<x+h) [z(:;+ h)—=z(z)] Pz [Z(x)h—z(x_h)]},

elde edilir. Boylece

r=c+nh,
n, 0 < n <t tamsay: degerleri {izerinde alinan ayrik bir degisken olmak tizere
y(n) =z(c+nh),

olsun, burada z (), [c, d] iizerindeki (2.5.1) denkleminin bir ¢ziimiidiir. O zaman
Pc+(n+1)h)z(c+ (n+1)h) = [P(c+ (n+1)h)+ P(c+nh)]z(c+ nh)

+P(c+nh)z(c+ (n—1)h)+ h*Q (c+nh) z (c+nh) ~ 0.
elde edilir. Eger

p(n—1) = P(c+nh),

¢(n) = h*Q(c+nh)
olacak sekilde alirsak sirasiyla 1 <n <tvel <n <t —1 igin,
pmyn+1)—(pn)+pnr-1)y@) +pn-1)yn-1)+q(@n)y0)=0,
bulunur. Son olarak bu ifadeyi agagidaki bigimde yazabiliriz,

A(p(n—1)Ay(n—1))+q(n)y(n) =0,
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1 <n <t—1olmak iizere y (n), 0 < n < ¢ i¢in tamimhdir.

2. mertebeden lineer self-adjoint fark denklemi
Alp(n=1)Ay(n—1))+q(n)y(n) =0, (2.5.2)

seklinde tammhidir, p (t)'nin [a,b+ 1] = {a,a +1,...,b+ 1} tamsay1 kiimesi iizerinde
tamimlh ve pozitif oldugunu, ¢ (¢)’nin [a + 1,b+ 1] tamsay:r kiimesi tizerinde tanimh

oldugunu varsayalim. (2.5.2) denklemini agagidaki gibi yazabiliriz,
p(n)y(n+1)+c)ym)+pn—-1)ym—-1)=0, (2.5.3)

n € [a+ 1,b+ 1] olmak {izere

c(n)=gq(n)—pm) —pn-1) (2.5.4)

esitligi mevcuttur.
(2.5.3) denklemi y (n 4+ 1) ve y (n — 1) igin tek bir gekilde ¢oziilebildiginden (2.5.3)
baglangic deger problemi,

y(n0> = A7
y(no+1) = B,

seklinde ifade edilir, ng [a,b + 1] igindedir, A, B sabit, ve bu baglangig deger problemi
l[a,b+2] (={a,a+1,...,b+ 2}) nin tiimiinde tamml tek bir ¢oziime sahiptir. Ayrica
benzer bir durum karsilik gelen homojen olmayan denklem icin de dogrudur.
(2.5.3) denklemi geklinde yazilabilen herhangi bir denklem igin, [a, b + 1] iizerinde
p(t) >0,
gn)=cn)+pn)+pn-1), (2.5.5)

alarak (2.5.2) denkleminin self-adjoint formunda yazilabilir.
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3. SINIR DEGER PROBLEMLERI

Bu boliimde, esas itibariyla ikinci basamaktan lineer self-adjoint fark denklemlerini
kapsayan sinir deger problemleri ele alinacak, ¢oziimlerin hangi kosullar altinda tek

oldugu incelenecek ve ¢oziimleri bulmak i¢in Green fonksiyonu inga edilecektir [1 — 3].
3.1. Temel Kavramlar
Ikinci basamaktan lineer self-adjoint
A(p(n—1)Az(n—1))+qg(n)z(n)=0 (3.1.1)

fark denklemini ele alalim, burada p (n) fonksiyonu [a,b+ 1] = {a,a + 1,...,b+ 1} ii-

zerinde tanimli ve pozitif degerli, ¢ (n) fonksiyonu [a + 1,b + 1] tizerinde tanimhdur.

Alp(n—=1)Ax(n—1)) = pn)Az(n)—pn—1)Az(n—1)
= p)(@n+1)—z(n)—ph—-1)(z{H)-z(n-1)
= pm)a(n+1)=pm)xz(n)—pn—1)z(n)
+p(n—1)z(n—1)
= pm)zn+1)+(—pn—1)—p(n)z(n)

+pn—1)z(n—-1)
oldugundan bu denklem acik olarak
pmyz(n+1)+cn)xzn)+pn—1)zn—-1)=0,necla+1,b+1] (3.1.2)

bigimindedir ve ¢ (n)
c¢(n)=q(n)—p(n)—pn—1) (3.1.3)

seklindedir.

Tersine p (n) fonksiyonu [a, b + 1] iizerinde pozitif oldugu siirece (3.1.2) denklemi

g(n)=c(n)+p(n)+pn—1) (3.1.4)

olmak tizere (3.1.1) seklinde yazilabilir.
Genel olarak

amn)zn+1)+6Mm)z(n)+vyn)z(n—-1)=0, (3.1.5)



denklemin € [a,b+ 1] i¢ina (n) > 0ven € [a+ 1,b+ 1] i¢iny (n) > 0 olmak koguluyla
(3.1.1) self-adjoint formunda gosterilebilir. (3.1.5) denkleminin her iki yam pozitif bir

d (n) fonksiyonu ile ¢arpilirsa,
dn)am)z(n+1)+d(n)Bn)x(n)+d(n)yn)x(n—1)=0,
bulunur. Bu denklemin (3.1.2) self-adjoint formunda olmast icin
6 (n)a(n) =p(n) ved(n)y(n)=pn—1)

saglanmalidir. Buradan birinci basamaktan

d(n+1)=
fark denklemi ortaya c¢ikar. Bu ise

5(n) = T —20)

i=a ’)/<Z+ ].)

¢oziimiine sahiptir, burada g herhangi bir pozitif sabit veya sade olmasi acisindan

1 =1 alimabilir. Boylece

~—

p(n)=a(n)d(n
i _al)

v (i+1)

p(n) =a(n)

1=

S|

ve (3.1.4)’ten,
q(n)=0d(n)Bn)+pn)+pn-1)
oldugundan (3.1.5) denklemi (3.1.1) denklemine esdegerdir.
Ote yandan, (3.1.2) denklemi x (n + 1) ve z (n — 1)’e gore tek olarak ¢oziilebildigin-

den, bu denklemin ng € [a,b+ 1], A ve B sabit olmak iizere
z(ng) =A, z(no+1) =B, (3.1.6)

baglangi¢ kosullarim saglayan bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim [a, b + 2] araliginda
ardigik tamsayilar tizerinde tanimlidir.
Benzer durum (3.1.2) denklemine kargilik gelen homojen olmayan denklem igin de

dogrudur. Bununla beraber,
A’z (n—1)+2x(n) =0,
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z(0)=A, z(2) =B,
sinir deger problemi

A’z (n—1)+2x(n) =0,

r(n+1l)—2x(n)+z(n—1)+2x(n) = 0,
zrn+1l)+xz(n-1) = 0,

oldugundan karakteristik denklem ve kokleri

1

)\+X = 0ise ¥ +1=0,
Ao = =i,

seklinde olup buradan
T
=1, 0==
T. Y 2 )

bulunur. Boylece
z(n) = c1cos %T + cosin n_27r ¢oziimii elde edilir. Simir sartlariyla birlikte

x(0) = e1=A, z(2) = —c; = B olur.

Bu problem A = B = 0 i¢in sonsuz sayida ¢oziime sahip iken A = 0, B # 0 halinde
hicbir ¢oziime sahip degildir.
Oncelikle,

{S = [a, b+ 2] iizerinde tanimh reel degerli fonksiyonlar}
climlesi iizerinde tanimh olan
Lr(n)=A(p(n—1)Az(n—1))+q(n)x(n), n€la+1,0+1] (3.1.7)

operatoriinii gozoniine alahm. Buna gore (3.1.1) denklemi Lz (n) = 0 seklinde olup

asagidaki sonuglar verilebilir.

Teorem 3.1.1. (Lagrange Ozdesligi) = (n) ve y (n) fonksiyonlari [a, b + 2] tizerinde
tamumh ise, W (n) = W (y(n),z (n)) fonksiyonu y (n) ve = (n)’'in Casoratyan: olmak

tizere n € [a + 1,b+ 1] i¢in agagidaki esitlik saglanir [1 — 3],

y(n)Lx(n) —x(n)Ly(n) =A(p(n—-1)W(y(n—1),z(n-1)))
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Ispat. n € [a+ 1,0+ 1] icin

y (n) Lz (n)

y()A(p(n—1)Az(n 1)) +y(n)q(n)x(n)
y(n)(p(n) Az (n) —p(n—1) Az (n—1))+y(n)q(n)z(n)
—y(n—1)pn—1)Az(n—1)+y(n—1)p(n—1)Azx(n—1)

y(n)p( n)Az(n) —y(n)pn—1)Ax(n—1)+y(n)q(n)z(n)

-~

(M) ®3)
—y(n—=1)pn-1)Az(n—-1)+y(n—-1)p(n—1)Az(n—-1)
(2 (4)

y(n)p(n)Am(n)—y(nv— p(n—1)Az(n—1)
H-(2)
—y(n)pn-1)Az(n—-1)+y(n—1)pn—-1)Az(n—1)

N

' g

®) @
+y(n)q(n)x(n)

Aly(n—1)p(n—1)Az(n—1)) = Ay(n—1)p(n—1)Az(n—1)

-~

RIME) (3)-()
+y(n)q(n)x(n) —x(n)p(n) Ay (n) +x(n)p(n) Ay (n)

A(y(n—=1)p(n—1)Ax(n—1))
—Ay(n—1)p(n—1)(z(n) —z(n-1))
+y(n)g(n)x(n) —x(n)p(n) Ay (n) +z(n)p(n) Ay (n)

%) (©)
Ay —=1pn-1Azn-1)=-Ayn-1ph -z

2y —Dpn -z -1 +ym)gm)zn)—zm)ph) Ay @)

®)
+z (n)p(n) Ay (n)

Aly(n=1)p(n—1)Az(n—1))

—z(n)p(n) Ay (n)+x(n—1)p(n—1)Ay(n—1)

/

~"

(
(5)—(8)
(n)p(n—1)Ay(n—1)+z(n)q(n)yn)

J/

+z(n)p(n) Ay (n) —
(6)~(7)
Aly(n—=1)pn—1)Az(n—-1)) = Az (n—-1)p(n—1)Ay(n —1))

() Alp(n—1)Ay(n—1))+2(n)q(n)y(n)
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= Aymr-Dphh-1)Azmn—-1)—z(n-1)ph—-1)Ay(n—-1))
+2(n) Ap (n = 1) A% (n — 1) + =z (n) ¢ (n) y (n)

= Apm-1yh-1)Arn-1) -z -1)Ay(n-1)))
+z(n)A(p(n—1)Ay(n—1))+x(n)q(n)y(n)

= Apm-1(yh-1)Azn-1)—z(n-1)Ay(n 1))

+z(n) (A(p(n—1) Ay (nv—vl)) +q(n)y(n))

.

= Alpm-1)W(y(n-1),z(n—-1))+z(n)Ly(n)

Sonug 3.1.1. (Green Formiilii) = (n) ve y (n) fonksiyonlar [a, b + 2] tizerinde tanimh

ise bu durumda
b+l

Y ly(n) La(n) =z (n) Ly (n)] = p (W) W (y (n) = (n)) 2,

n=a+1

esitligi saglanir [1 — 3.

Ispat. Lagrange 6zdesliginden

Yol Lem)—zm)Lym)]= Y Alphr-1)W(ynh-1),z0-1),

(n — 1) = m alinirsa
= S Alp(m) Wy (m) . ()
ve Lemma 2.1.1 (i)’den

=p+ D)W (y+1),z(b+1)—pla) W(y(a),z(a)).

Sonug 3.1.2. (Liouville Formiilii) x (n) ve y (n) fonksiyonlar:1 (3.1.1) denkleminin

¢oziimleri ise ¢ sabit olmak tizere n € [a, b+ 1] igin

esitligi saglanir [1 — 3.

Ispat. Lagrange dzdegliginden, n € [a,b+1] icin z(n)vey(n) fonksi-

yonlar1 (3.1.1) denkleminin ¢oziimleri olduklarindan

Lz (n) = 0,

Ly(n) = 0,
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olur.
Apn—-1)W(x(n-1),y(n—-1)) =y(n)Lx(n) —z(n)Ly(n)

oldugundan

Apn=1)W (z(n—-1),y(n—-1)))=0

elde edilir. O halde bu denkleme A™! uygulamirsa n € [a + 1,b + 2] igin
pn=1)W(xn-1),y(n—-1))=c

yada

bulunur.

Sonug 3.1.2’den goriildiigii iizere x (n) ve y (n), (3.1.1) denkleminin ¢oziimleri olduk-
lar1 zaman ya her n € [a,b+ 1] igin W (z (n),y (n)) = 0’dir yada W (z (n),y (n)) tek
isaretlidir. Teorem 2.2.2’den birinci durumda z (n) ve y (n) ¢oziimleri [a, b 4 2] boyunca

lineer bagimh iken ikinci durumda lineer bagimsizdirlar.

Tanim 3.1.1. z(n,s),a <n <b+2 a+1 < s < b+ 1, fonksiyonu herbir sabit
s€la+1,b+1] igin
Lz (n,s) =0, (3.1.8)

z(s,8) =0, z(s+1,s) = (3.1.9)

1
p(s)’
baglangig deger problemini sagliyorsa o zaman x (n, s) fonksiyonuna (3.1.1) denkleminin

Cauchy fonksiyonu denir [1 — 3.

Uygulama 3.1.1.
A(p(n—1)Azxz(n—1))=0

fark denkleminin z (n, s), n > s, Cauchy fonksiyonunu bulalim. (3.1.8) — (3.1.9)’dan
A(pn—1)Az(n—1,s)) =0, n€a+1,b+1],
yazilir. Buradan bu ifadeye A~ uygulamirsa n € [a + 1,b + 2] igin

p(n—=1)Az(n—1,5) =n(s),
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seklinde bir 7 (s) sabiti var demektir. Bu sabit n = s + 1 igin

Ap(s)Ax(s,s)) = 0,
AT (A(p(s) Az (s,5) = AT0=1(s),
p(s)Ax(s,s) = p(s)(z(s+1)—a(ss) =n(s),

1
= p(S)m=n(8)=1,

olmak iizere 7 (s) = 1’dir.

Simdi n yerine n + 1 alinirsa,
p(n) Az (n,s) =1 ise

Az (n,s) :]T”)

bulunur. Iki taraf n > s olmak iizere s’den n — 1’e kadar toplanirsa Lemma 2.1.1

(7)’den

[ay

n—

n—1 1
; Az (n,s) = 70’

1
(i)’

gikar. (3.1.9)’dan x (s, s) = 0 oldugundan Cauchy fonksiyonu n > s igin

S

3 .
[
—_ ®

x(n,s) —x(s,s) =

S

A

S

biciminde elde edilir. Ozel olarak A%z (n — 1) = 0 fark denklemi i¢in Cauchy fonksiyonu
z(n,s) =n—sdir [1 - 3.

Teorem 3.1.2. Lineer bagimsiz ¢oziimleri u; (n) ve uz (n) olan (3.1.1) fark denkleminin

Cauchy fonksiyonu

uy () us(s)

uy (n) uz(n)
x(n,s) = ,a<n<b+2 a+1<s<b+1, (3.1.10)

uy () us ()

up(s+1) us(s+1)

p(s

seklinde ifade edilebilir [1 — 3].
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Ispat. wu;(n) ve wy(n) lineer bagmsiz c¢oziim  olduklarmdan  her
n € la,b+1] igcin W (uy (n),us (n)) # 0’dir. Buradan (3.1.10) iyi tammhdir. Ote
yandan, paydaki determinant hesaplanirsa (3.1.10)’daki « (n, s) fonksiyonunun herbir
sabit s € [a+ 1,b+ 1] igin u1 (n) ve uy (n)’in bir lineer kombinasyonu oldugu goriiliir.
Dolayisiyla z (n,s) fonksiyonu (3.1.1)'in bir ¢oziimiidiir. Ayrica agk olarak

x(s,s) = 0dr,

up (8) us(s)

(s,8) = i (e) (o) (3.1.11)

uy (s) us (s)
up (s+1) ux(s+1)

uy (8) ug () — uz (s) uy (s)

p(s

= - 0
p(s) (ur (s)uz (s +1) = ug (s) us (s +1))
ve
uy (s) us (s)
up(s+1) ug(s+1) 1
r(s+1,s)= = : (3.1.12)
w(s) (s | PO
p(s)
u (s+1) ug(s+1)
olur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.3. (Sabitlerin Degisimi Formiilii)
x(n,s), Lz (n) = 0 i¢in Cauchy fonksiyonu olmak iizere
Lz (n)=f(n), n€la+1,b+1],
z(a)=0, z(a+1)=0,
seklinde taniml baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii
r(n)= > x(ns)f(s), n€lab+2. (3.1.13)

s=a+1

seklindedir [1 — 3].

Ispat. 2 (n), (3.1.13) ile verilmis olsun. Varsayimdan dolay1,



Ote yandan, (3.1.9)’dan
z(a+1)=z(a+1l,a+1)f(a+1)=0,

ve

1
pla+1)’

r(a+2,a+1)=
boylece
z(a+2) = xz(a+2,a+1)fa+1)+x(a+2,a+2)f(a+2)

fla+1)
pla+1)’

elde edilir. Buradan « (n) fonksiyonu n = a + 1 i¢in Lz (n) = f (n) denklemini saglar.

Lz(a+1) = f(a+1),
)

pla+)z(a+2)+cla+)z(a+1)+pla)z(a) = fla+1),
pla+1) (<a+8 = fla+1).

Simdi a +2 <n < b+ 1 olsun. Bu durumda (3.1.13)’ten

Lz (n) = p(n—1)x(n—1)+c(n)§\(@+p(n)x(n+l),

S—— S——
(1) (2 ®3)
n—1 n
= Y pa-Da—15)f(s)+ > cn)z(ns)[(s)

ot R s=a+1 T

n+1
3 pm)a(n+1,5) f(s),

s=a+1

(3)

Tanim 3.1.1°den yararlanarak,

- ZLMS ) +e(n)z (n,n)f (n) +p(n) g (n+Lm) f (n)

N — ———
s= a+1

+p(n)\x(n+1,n+1)lf(n+1),
0

= f(n),
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bulunur. Ayrica n = b+ 2 i¢in

Lx(b+2) = f(b+2),

= pb+2)x(b+3)+c(b+2)z(b+2)+p(b+1)z(b+1),

= p(b+2) Y w(b+3,5) f(s)+c(b+2) > x(b+2,5) f(s)
+p(b+1) Z z(b+1,s) f(s),
= D [pb+2)x(d+3,5) f(s)+cb+2)z(b+2,5)f(s)

+p(b+ 1)z (b+1,s) f(s)]

+p(b+2)[x(b+3,0+2)f(b+2)+x(b+3,b+3)f (b+3)]

_1 0
p(b+2)

+c(b+2)x(b+2,b0+2)f(b+2),
0

b+1

= > La(0+2,5)f(s)+ f(b+2),
s:a—f—lﬁ’—J
= f(b+2).
x(b+2,b+2) f(b+2) =0 oldugundan ispat tamamlanir.
Tanim 3.1.2. (3.1.1) denkleminin bir x (n) ¢tziimiinii ele alalim.

i) ng = a iken x (ny) = 0 veya

ii) ng > a iken z (ng) = 0 yada z (ng — 1) x (ny) < 0

kosullar1 saglaniyorsa ng noktasinda bir genellestirilmis sifira sahiptir denir [1, 3].

Teorem 3.1.4. (Sturm Ayirma Teoremi) (3.1.1) denkleminin iki lineer bagimsiz
¢oziimii ortak bir sifira sahip olamaz. (3.1.1) denkleminin agikar olmayan bir ¢ziimii
ny noktasinda bir sifira sahip ve ny > n; noktasinda bir genellegtirilmis sifira sahip ise
o zaman (3.1.1) denkleminin her ikinci bagimsiz ¢oziimii (ny, ny| lizerinde bir genellegti-

rilmis sifira sahiptir [1 — 3.

Sturm ayirma teoremi biitiin ikinci basamaktan lineer homojen fark denklemlerine

uygulanabilir. Ornegin,
x(n+1)—xz(n)—x(n—-1)=0,
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bu tiir denklemler Fibonacci fark denklemleridir. Gergekten, bu denklemin lineer

bagimsiz ¢oziimleri

r1(n) = (%—?) ve x5 (n) = (%—F?)

dir. Birinci ¢oziim her tamsay1 noktasinda bir genellestirilmig sifira sahip iken ikinci
¢ozlim her n icin pozitiftir. Bu durum Teorem 3.1.4 ile celismez. Zira bu denklemin
self-adjoint formda yazilamayacag1 agiktir.

Ote yandan Sturm ayirma teoremindeki iki lineer bagimsiz ¢oziimiin ortak bir sifira
sahip olup olmamasi durumu genellestirilmis sifirlar icin dogru degildir. Oyle ki self-

adjoint formda yazilabilen
r(n+1)+2x(n)+2zx(n—1)=0,
fark denklemi

2
M42X+2 = 0,

A2 = —1=+49,

7":\/5,9:3—7T

seklinde karakteristik koklere sahip oldugundan

) 3
xdn)zﬁsin% ve x5 (n) = 23 COS%

seklinde lineer bagimsiz ¢oziimlere sahiptir. Yani,

W (21, 79) # 0 olmahdir.

n . n
22 sin 3?7” 22 cos ?”fT"
W (z1,25) = det atl . Smnil) emil srns1) |
272 sin 7 272 COS —7—
2n1 3 1 3 1
— 275 (sin 3™ cog 3M@HL g 3T gy Sm(ntl)
4 4 4 1 )
_ o2ntl 3mn 3mn 3 3N iy 3T
=27z [sm (cos cos f — sin <7 sin T)
3mn 3t 3mn L34, 3T
cos 222 (sin 222 cos 3T + cos 2% sin 2T )],
__g2ndl [ 7 3mn 3mn 3mn 3mn
=22 < 7 (sm 1 oS 2 sin 7l sin 7l )

1 3t i, 3T 3mn 3mn
ﬁ(COS 1 Sl —— i COS —/— 1 COS 1 ),

= 2" (—sin 22 cos 32 + sin® 37 — cos 3T in 3T 4 cos? 1)
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— _9n i 3T 3mn
= -2 (QSm 1 COs =~ ),
= —2"sin 3”7” # 0,

ve bu ¢oziimlerin ikisi de n = 2 noktasinda bir genellestirilmis sifira sahiptir. Yani,

z1(l) = V2—==1
z1(2) = 1(-1)=-1

ise
1 (D)2 (2)=—-1<0vexs(2)=0

olur. Simdi, calismamizda 6nemli bir parametre olan diskonjuge kavramini aciklayalim.

Tanmim 3.1.3. Bir fark denkleminin asikar olmayan ¢oziimleri [a,b + 2] iizerinde iki
yada daha ¢ok genellegtirilmis sifira sahip degilse, bu fark denklemine [a, b + 2] {izerin-
de diskonjugedir denir [1 — 3].

Bu tamima gore (3.1.1)’in [a, b + 2] iizerinde bir tek genellestirilmis sifira sahip olan

agikar olmayan ¢oziimleri mevcut olabilir.

Sinir deger probleminin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi, ayn1 zamanda Green fonksi-
yonunun varlik ve tekligi diskonjugelik kavramina dayanmaktadir. Bu yiizden bu kavra-
min daha iyi anlagilmasi ve test edilmesini saglamak icin asagidaki kriteri goz oniine

alalim.

Teorem 3.1.5. Lz (n) = 0 denkleminin [a, b + 2] tizerinde diskonjuge olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul Lz (n) = 0 denkleminin [a,b+ 2] tizerinde bir pozitif ¢oziime sahip

olmasidir [1 — 3].

Ispat. Lz (n) = 0 denklemi [a,b+ 2] iizerinde diskonjuge olsun. u(n) ve v (n)

Lz (n) = 0 denkleminin sirasiyla

u(a)=0, wu(a+1)=1
vb+1)=1, v(b+2)=0

kosullarim saglayan ¢oziimleri olsun. Diskonjugelik nedeniyle [a + 1,0+ 2| iizerinde
u(n) > 0 ve [a,b+ 1] iizerinde v (n) > 0’dur.

Dolaysiyla z (n) = u(n) + v (n), Lz (n) = 0 denkleminin bir pozitif ¢oztimiidiir.
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Tersine olarak Lz (n) = 0 denklemi [a, b+ 2] iizerinde bir pozitif ¢6ziime sahip
olsun. Sturm ayirma teoreminden dolayr Lz (n) = 0 denkleminin [a,b + 2| iizerinde
iki genellegtirilmis sifira sahip olan asikar olmayan ¢oziimleri yoktur. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 3.1.6. [a+ 1,0+ 1] ([a + 1,00)) iizerinde g (n) < 0 ise o zaman Lz (n) = 0
denklemi [a, b + 2] ([a, 00)) iizerinde diskonjugedir [1 — 3].

Teorem 3.1.7. n € [a+ 1,b+ 1] igin
pn)rf+cn)r+pn—-1)<0

olacak gekilde bir r > 0 sayis1 varsa o zaman Lz (n) = 0 denklemi [a, b + 2] iizerinde

diskonjugedir [1 — 3].
Sonug 3.1.3. [a + 1,0 + 1] iizerinde v (n) > 0 olmak iizere
zx(n+1)+8Mn)z(n)+yn)z(n—1)=0, (3.1.14)
denklemi verilsin. n € [a + 1,b+ 1] igin
P+ Bm)r+v(n)<0

olacak gekilde bir r > 0 sayisi varsa o zaman (3.1.14) denklemi [a, b+ 2] iizerinde

diskonjugedir [1 — 3].

Teorem 3.1.8. Lz (n) = 0 denklemi [a, b + 2] tizerinde diskonjuge ve n € [a + 1,0+ 1]
icin k£ (n) < 0 ise o zaman

Lx(n)+k(n)x(n)=0

denklemi [a, b + 2] iizerinde diskonjugedir [1 — 3.

Teorem 3.1.9. (Sturm Karsilagtirma Teoremi)

Lz (n)+qi (n) x (n) = 0 denklemi [a, b + 2] iizerinde diskonjuge ve n € [a + 1,0 + 1]
i¢in g2 (n) < ¢ (n) ise bu durumda Lz (n) + ¢ (n) z (n) = 0 denklemi de [a,b+ 2]
tizerinde diskonjugedir [1 — 3].

Ispat. Lz (n) 4 g2 (n) x (n) = 0 denklemi
Liz(n)+k(n)xz(n)=0
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seklinde yazilabilir, burada
Liyz(n) =Lz (n)+q (n)z(n) =0
denklemi [a, b + 2] iizerinde diskonjuge olup
k(n)=¢@n)—qg(n) <0, nela+1,b+1]

dir. O halde Teorem 3.1.6’dan Lz (n) 4+ ¢2 (n) x (n) = 0 denklemi [a, b + 2] iizerinde
diskonjugedir.

3.2. Lineer Sinir Deger Problemleri

Lx(n)=f(n), n€la+1,b+1], (3.2.1)
z(ny) =A, v(ng) =B (3.2.2)

simir deger problemini ele alalim, burada L operatorii (3.1.7)’deki gibi olup f(n),
[a + 1,b + 1] iizerinde tanimh bir fonksiyon, a < n; < ny < b+2, A ve B reel sabitlerdir
11, 3].

Teorem 3.2.1. Lx (n) = 0 denklemi [a, b + 2] tizerinde diskonjuge ise o zaman (3.2.1)—

(3.2.2) siur deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir [1, 3].

Ispat. x; (n) ve 3 (n) Lz (n) = 0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ve x,, (n)
Lz (n) = f(n) denkleminin bir 6zel ¢oziimii olsun. Bu durumda (3.2.1) denkleminin
genel ¢oziimii

z(n) = axy (n) + oz (n) + x, (n),

dir. (3.2.2) sir kogulu uygulanirsa,

cairy (n) + care (n1) = A—a, (1),

c1r1 (ng) + a2 (n2) = B —x,(ng),
sistemi bulunur. Bu sistemin bir tek ¢oziime sahip olmasi igin gerek ve yeter kogul

I (nl) i) (nl) %07

T (ng) i) (ng)
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dir. Bu determinantin sifir, yani

x1 (n1) 2 (n2) — x1 (n2) 2 (n1) =0,
oldugunu kabul edelim. Bu durumda homojen

Lz (n)=0, z(ny) =0, x(ng) =0,

sinir deger probleminin

x(n) = dyzy (n) + daxy (n),

seklinde asikar olmayan bir ¢oziimii var demektir, burada d; ve ds sifirdan farkh sabitler-
dir. Bu ise Lz (n) = 0 denkleminin [a,b+ 2| tizerinde diskonjuge olmasi kabuliiyle

celisir ve dolayisiyla ispat tamamlanir.
Sonug 3.2.1. Lz (n) = 0 denklemi [a, b + 2| iizerinde diskonjuge ise
Lz (n)=0, z(a)=0, z(b+2)=0 (3.2.3)
siir deger probleminin tek ¢oziimii  (n) = 0’dwr [1, 3.
Sonug 3.2.2. Lz (n) = 0 denklemi [a, b + 2| iizerinde diskonjuge ise
Lx(n)=f(n), z(a)=0, z(b+2)=0 (3.2.4)
siir deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir [1, 3].

Simdi (3.2.4) simir deger probleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in kargilik gelen (3.2.3)

homojen problemine iligkin Green fonksiyonunu olusturalim.
Tamim 3.2.1. Agagidaki kosullar saglayan G (n, s) fonksiyonuna
Lz (n) =0, (3.2.5)
z(a)=0, z(b+2)=0
homojen sinir deger problemi i¢in Green fonksiyonu denir [1, 3]:

a) G(n,s),a<n<b+2 a+1<s<b+1 iizerinde tanimhdir,

b) LG (n,s) =dps,a+1<n<b+1,a+1<s<b+ 1'dir, burada ¢,,, Kronecker

deltasidir, yani, n # s i¢in 0, = 0 ve n = s i¢in J,,, = 1’dir.
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c) G(a,s)=G(b+2,5)=0,a+1<s<b+1

Teorem 3.2.2. Lz (n) = 0 denklemi [a, b + 2] {izerinde diskonjuge ise o zaman (3.2.5)
homojen siir deger problemi i¢in (a) — (¢) kosullarin saglayan bir tek G (n, s) Green

fonksiyonu vardir [1, 3.

Ispat. z; (n),
Lx(n)=0, z(a)=0, z(a+1)=0 (3.2.6)

baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii ve x (n,s), Lz (n) = 0 i¢in Cauchy fonksiyonu
olsun.
Simdia <n<b+2,a+1<s<b+ 1 iizerinde tanimh

b2,
_20s25m ) n<s

G (n,s) = z1(b+2) (3.2.7)

z(b+2,8)z1(n
— 242 5)m(n) :1(17121)( L4 z(n,s), s<n

fonksiyonunu ele alalim.
Lz (n) =0, [a, b+ 2] lizerinde diskonjuge oldugundan z; (b + 2) > 0’dir. Dolayisiyla
G (n, s) iyi tammhdir. Ayrica,
_z(b+2,5) 7 (a)

G(a,s) = 0+2) =0,
2 2
Glh+2,5) — —"’"(b*x ’(2)112(;’* ) w(b+2,5) = 0.
1

Baylece G (n, s) fonksiyonu (a) ve (c) kogullarim saglamaktadir. Ote yandan

n > s+ 1ic¢n
b+ 2
LG (n,s) = —%Lxl (n) + Lz (n, s)
= 0= 6ns»
n<s—1i¢n
z(b+2,5s)
LG = ——L
(n.5) o)
= 0= 5’)18’

n = s i¢in
LG (s,s) = p(s)G(s+1,8)+c(s)G(s,s)+p(s—1)G(s—1,s)

z(b+2,5s)

= p(s)x(s+1,s)— T2

Lz (s)
= 1= 5ns>
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olur.
Boylece (b) kosulu saglanmig oldu. Geriye G (n,s) fonksiyonunun tek oldugunu
gostermek kaldi. Bunun igin (a) — (¢) kosullarin saglayan bagka bir H (n, s) fonksiyonu

mevcut olsun. Sabit bir s € [a + 1,b+ 1] igin
z(n,s) =G (n,s)— H(n,s),

fonksiyonunu ele alalim. (b)’den, z (n) fonksiyonu [a,b+ 2] iizerinde Lx(n) =0

denkleminin bir ¢oziimiidiir.
(¢)’den z (a) =0, z (b+2) = 0’dir. Lz (n) = 0 denklemi [a, b + 2] iizerinde diskon-
juge oldugundan [a, b + 2] iizerinde x (n) = 0 olur. s € [a + 1,b + 1] keyfi segildiginden

G(n,s)=H(n,s), n€la,b+2], s€la+1,b+1],
bulunur.
Aciklama 3.2.1. Ozel olarak homojen
A’z (n—1) =0,

x(a)=0, z(b+2)=0,
siir deger probleminin Green fonksiyonu, p (i) = 1 olmak iizere

_ (n—a)(b+2—5)

n<s
_ b+2—a ) —
G (77/7 S) - (s—a)(b+27n) < b
o b+2—a » ST

dir. Bu fonksiyon a <n <