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Bu çalışma dört bölüm halinde düzenlenmiştir.  

Birinci bölümde bazı temel tanım ve teoremler  verildi. 

İkinci bölümde; kompakt manifoldların karakteristik değerleri araştırıldı. 

Üçüncü bölümde; Sn+1 küresinde  minimal hiperyüzeyin   karakteristik 

değeri incelendi. 

Dördüncü bölüm; çalışmanın orijinal kısmıdır. Bu  bölümde; 

hiperyüzeyler için birinci karakteristik değer tahmini üzerine teoremler ifade ve 

ispat edildi. 
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This thesis is arrenged in four chapter. 

In first chapter, some basic concepts and theorems are given. 

In second  chapter, characteristcs values of compact manifolds are 

investiged. 

In third  chapter, characteristcs value of  Sn+1 are examined. 

The fourth  chapter is the original part of this study.In this section 

theorems and proofs are given on estimate of first characteristic value for 

hypersurfaces. 
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1. BÖLÜM 

 

TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 1.1.1. M, bir topolojik uzay olsun. M için aşağıdaki önermeler 

doğru ise M ye n-boyutlu bir topolojik manifold (veya kısaca topolojik n-

manifold) denir. 

(M1) M, bir Hausdorff uzayıdır. 

(M2) M nin her açık alt cümlesi En e veya En in bir açık bir alt cümlesine 

homeomorftur. 

(M3) M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir, [1]. 

 

Tanım 1.1.2. Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlası S = {(ψα, W 

α)}α∈A olsun. Eğer S atlası için Wα∩Wβ ≠∅   olmak üzere ∀ α, β ∈ A ya karşılık 

φαβ ve φβα fonksiyonları Ck sınıfından diferensiyellenebilir ise S ye Ck sınıfından 

diferansiyellenebilirdir denir. 

S atlası M üzerinde Ck sınıfından olduğu zaman S ye M üzerinde Ck 

sınıfından diferensiyellenebilir yapı adı verilir, [1]. 

 

Tanım 1.1.3. M topolojik n-manifold olsun. M üzerinde Ck sınıfından bir 

diferansiyellenebilir yapı tanımlanabilirse M ye Ck sınıfından diferensiyellenebilir 

manifold denir, [1]. 

 

Tanım 1.1.4. M bir C∞ manifold olsun. M üstünde vektör alanlarının uzayı 

χ(M) ve reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞ (M, IR) olmak üzere, 

〈 , 〉: χ(M) x χ(M) → C∞(M, IR) 

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada 〈,〉 

işlemine M üzerinde bir iç çarpım, metrik tensör, Riemann metriği ve ya 

diferansiyellenebilir metrik denir, [1]. 



 2

Tanım 1.1.5. M bir C∞ manifold olsun. M üzerinde vektör alanlarının 

uzayı χ(M) olmak üzere; 

D: χ(M) x χ(M) → χ(M) 

      (X, Y) → D(X, Y) = DXY 

fonksiyonu için; 

1) D fX + gY Z = f DxZ + g DyZ,   ∀ X, Y, Z ∈ χ(M),  ∀ f, g ∈ C∞ (M, 

IR) 

2) D X (fY) = f DXY + (X f)Y,  ∀ X, Y  ∈ χ(M),   ∀ f ∈ C∞ (M, IR) 

özellikleri sağlanıyorsa D ye M manifoldu üstünde bir afin konneksiyon adı verilir      

 ( DX ‘e X’ e göre kovaryant türev operatörü denir), [1]. 

 

Tanım 1.1.6. M bir yarı Riemann manifoldu ve D, M üstünde bir afin 

konneksiyon olsun. 

Eğer; 

1) D, C∞ sınıfındandır. 

2) M nin bir A bölgesi üzerinde, C∞ olan ∀X, Y ∈ χ(M) için  

DxY - DyX = [X, Y] 

dir. 

3) M nin bir A bölgesi üzerinde C∞ olan ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) ve ∀ p ∈ A 

için  

X p 〈Y, Z〉 = 〈DXY, Z〉|p 
 +  〈Y, DX Z〉|p 

özellikleri sağlanıyorsa, D konneksiyonuna, M üstünde bir Riemann 

konneksiyonu denir, [1]. 
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Tanım 1.1.7. 

R: χ(En) x χ(En) x χ( En) → χ(En) 

       ( X,       Y,         Z)   →  R(X, Y, Z) = R(X, Y)Z 

       R(X, Y, Z) =  DX(DYZ) – DY(DXZ) - D[X, Y]Z 

               =  (DXDY – DYDX - D[X, Y])Z 

              =  ([DX , DY] - D[X, Y])Z 

olarak tanımlanan R fonksiyonu χ(En) üzerinde üçüncü mertebeden bir kovaryant 

tensör alanına En in eğrilik tensör alanı ve bunun bir p∈En noktasındaki değeri 

olan  

R (Xp, Yp)Zp
 tensörüne de En in bir p noktasındaki bir eğrilik tensörü veya kısaca 

En in p deki eğriliği denir, [1]. 

Tanım 1.1.8. M, n-boyutlu Riemann manifold olmak üzere TM(P) tanjant 

uzayındaki her P düzlemi için K(P) kesit eğriliği; X1 ve X2 ,  P nin ortonormal 

bazı olmak üzere 

K(P) = K(X1, X2, X1, X2) = 〈R(X1, X2) X1, X2 〉 

şeklinde tanımlanır, [2]. 

Tanım 1.1.9. 

 

M bir Riemann n-manifold  ve M nin bir p noktası ile bu noktadaki bir Xp
 

tanjant vektörü verilmiş olsun. 
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TM (P) nin Xp yi ihtiva eden bütün 2-boyutlu alt uzaylara göre kesit 

eğriliklerinin toplamı, M nin P noktasında Xp doğrultusundaki Ricci eğriliği 

olarak adlandırılır, [3].  

 

Tanım 1.1.10. M, n-boyutlu bir Riemann manifold ve p∈M noktasındaki 

tanjant uzay TM(P) olsun. TM(P) nin ortonormal bazı {e1, e2, ..., en} ve M nin 

Riemann eğrilik tensörü R olmak üzere 

Ric: TM(P) x TM(P)  → IR 

           ( u ,  v )        →  Ric (u , v) 

dönüşümü 

             ( )∑
=

=
n

1i
ii ev,u,eRv)Ric(u,  

şeklinde tanımlanırsa, M nin Ricci eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Ricci eğrilik 

tensörünün p ∈ M noktasındaki değerine M nin Ricci eğriliği denir,  [4]. 

 

Tanım 1.1.11. M, bir C∞ manifold olsun. M üstünde vektör olanlarının 

uzayı χ(M) ve reel değerli C∞ fonksiyonların halkası C∞(M, IR) olmak üzere 

〈,〉: χ(M) x χ(M) → C∞(M, IR) 

fonksiyonu, 

1) 2-lineer 

2) Simetrik 

3) ∀ x ∈ χ(M) için 〈X, Y〉 = 0 ⇒ Y = 0 ∈ χ(M) 

özelliklerini sağlıyor ise, M ye bir yarı-Riemann manifoldu denir, [1]. 

 

Tanım 1.1.12. Bir (M, g) yarı-Riemann manifoldu için ∀ p∈M noktasında 

R eğrilik tensörü özdeş olarak sıfıra eşitse M ye flatt manifold denir, [3]. 
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Tanım 1.1.13. En , in bir hiperyüzeyi M olsun. χ(M)⊥ in bir bazı {N} ise N 

ye M nin birim normal vektör alanı denir. χ(M)⊥ in iki tane birim normal vektör 

alanı vardır. Bunlardan biri {N} ise diğeri {-N} dir, [1]. 

 

Tanım 1.1.14. En, n-boyutlu öklid uzayında bir M hiperyüzeyinde 

diferansiyellenebilir birim normal vektör alanına M üzerinde bir yönlendirme 

denir. E3 deki her irtibatlı M yüzeyi için tam iki farklı yönlendirme vardır. Bir 

yüzey üzerinde bir yönlendirme seçilmiş ise bu yüzeye yönlendirilmiş yüzey 

denir, [1]. 

 

Tanım 1.1.15. En de bir hiperyüzey M olsun. M nin bir p noktasındaki 

şekil operatörü S(P) olmak üzere 

H : M → IR 

      P  → H(P) = İzS(P) 

biçiminde tanımlanan fonksiyona M nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve H(P) 

değerine de M nin P noktasındaki ortalama eğriliği denir, [1]. 

 

Tanım 1.1.16. ( ) 1nE2r
1n

1i

2
ix1nE1nx,...,2x,1xXnS +⊂














=

+

=

+∈+== ∑  cümlesine 

n-boyutlu küre ( veya n-küre) denir.  

Bir n-küre  topolojik n-manifolddur, [1]. 

 

Tanım 1.1.17. Mn, Rm de n-boyutlu Riemann manifoldunun hacmi 

∫=
nM

n dv)Vol(M  

şeklinde tanımlanır. Burada dv, Mn nin hacim elementidir, [5] .  
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Tanım 1.1.18. M, n-boyutlu manifold ve M üzerinde C∞ sınıfından 

fonksiyonların cümlesi C∞ (M, IR) olmak üzere, 

∆: C∞ (M, IR) → C∞(M, IR) 

        (f) → ∑
= ∂

∂
=∆

n

1j
2
jx

f
f  

şeklinde tanımlanan dönüşüme M nin Laplace operatörü denir, [6]. 

 

Tanım 1.1.19. Verilen bir bölgenin sınırında belirli bir sürekli fonksiyona 

eşit olan harmonik fonksiyonun bulunması problemi, birinci sınır problemi olarak 

adlandırılır,  [7] . 

 

Tanım 1.1.20. n≥k olmak üzere M bir k-manifold ve M  de bir n-manifold 

olsun. ∀ p∈M noktası için M   de bir U  ve M de bir U koordinat komşuluğu 

mevcut ve  

{ }0(m)x...(m)xUmU n1k ===∈= +  

ise M ye M  nin bir altmanifoldu denir, [1]. 

 

Tanım 1.1.21. En de sınırlı (veya sınırlı olmayan) ve yönlü bir k-manifold 

M, M nin bir yönü µ olsun. M nin bir noktası x olduğuna göre µx yönü ile Tx iç 

çarpımı bir W(x) ∈ Λk (TM(x)) hacim elementini belirtir. Böylece M üzerinde 

sıfırdan farklı bir k-formdan W elde edilir. Bu k-forma M üzerinde µ tarafından 

belirtilen hacim elementi denir ve dV ile gösterilir,  [8] . 
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Tanım 1.1.22. 

div: χ(En) → C(En, IR) 

    X→ div (X) 

öyleki 

∑
=

=
n

1i i
i
dx

d
fX  

olmak üzere 

∑
=

∂

∂
=

n

1i i

i

x

f
div(X)  

bir gösterim olmak üzere 

div(X) = 〈∇, X〉 

şeklinde tanımlı div fonksiyonuna, En de {x1, ..., xn} koordinat sistemine göre 

divergens fonksiyonu denir, [1] . 

 

Teorem 1.1.1. E3 de kompakt ve sınırlı bir 2-manifold M ve ∂M üzerinde 

dış birim normal vektör alanı n olsun. M üzerinde bir diferansiyellenebilir vektör 

alanı F ise 

∫=∫
∂MM

dAnF,divFdv  

dır. Burada dV ile E3 deki hacim elementini ve dA ile de M deki alan elementini 

gösteriyoruz,  [8]. 

 

Tanım 1.1.23. r bir pozitif reel sayı ve P0 ∈IRn olsun. 

a) {P: P∈IRn ve ||P - P0|| < r} cümlesine açık yuvar, 

b) {P: P∈IRn ve ||P - P0|| ≤ r} cümlesine kapalı yuvar, 

c) {P: P∈IRn ve ||P - P0|| = r} cümlesine küre 
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denir. P0 merkez ve r yarıçap olup Br(P0) şeklinde gösterilir, [9] . 

 

Teorem 1.1.2. M bir n-manifold ve f ∈ C∞ (M, IR) olsun. O zaman 

d2f = d(df) = 0 

 

dır , [3] . 

 

Tanım 1.1.24. Bir yüzeyin üzerinde ayrılmadan çizilen, kesişmeyen, basit 

kapalı eğrilerin en büyük sayısı olan yüzeyin topolojik invaryantına genus adı 

verilir. Diğer bir ifadeyle yüzeyde bulunan deliklerin sayısıdır. Geometrik genus 

olarak da bilinir ve Euler karakteristiği ile arasında χ = 2 - 2g  şeklinde bir ilişki 

vardır, [8]. 
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2. BÖLÜM 

 

2. KOMPAKT MANİFOLDLARIN KARAKTERİSTİK 

DEĞERLERİ 

Ω , (n + 1) boyutlu, kompakt, negatif olmayan Ricci eğrilikli ve boş 

olmayan MM ∂=  sınırlı bir Riemann manifoldu olsun. M nin karakteristik 

değerlerinin alttan bir c sabiti ile sınırlı olduğunu kabul edelim.  

Bu bölümde,  M nin Laplace operatörünün sıfırdan farklı birinci 

karakteristik değerinin  2
1 ncλ ≥ eşitsizliğini sağlaması için gerek ve yeter şartlar 

araştırılacaktır. 

2.1. GİRİŞ 

Schroeder ve Strake [10],  konveks, sınırlı ve  pozitif Ricci eğrilikli 

manifoldlar için aşağıdaki teoremi ispatladılar. 

Temel teorem: Ω ,  konveks, sınırlı ve pozitif Ricci eğrilikli kompakt 

Riemann manifoldu olsun. ∂ Ω  nin kesit eğriliğinin bir U komşuluğu üzerinde 

sıfır olduğunu kabul edelim. Bu durumda aşağıdaki şartlardan biri sağlanır. 

a) ∂ Ω  basit irtibatlıdır, 

b) ∂ Ω  nın boyutu çift ve p∈∂ Ω  noktasında basit konveks ise Ω  flatt’tır. 

Bu teorem;  Gromov’un [11]  pozitif Ricci eğrilikli manifoldların kesit 

eğrilikli Rigidity sonuçlarından genelleştirilmiş olan teoremlerin benzeridir. 

Schroeder ve Strake; metriğin tüm ∂ M  üzerinde flatt’lık şartının oldukça 

güçlü olması üzerinde durdular. Ayrıca, yalnızca sınır üzerinde kesit eğriliğinin 

sıfır olması kabulünün yeterli olup olmadığı sorusunun cevabının özel olarak bir 

metrik yuvar alınması durumunda da doğru olduğunu ispatladılar. Bunlara ilave 

olarak, Changyu Xia [12], pozitif Ricci eğrilikli konveks sınırlı kompakt 

manifoldların benzer Rigidity promlerini çalıştı ve  farklı bir metod kullanarak 

aşağıdaki teoremleri ispatladı. 
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Teorem 2.1.1. Ω , (n + 1) - boyutlu kompakt, pozitif Ricci eğrilikli ve 

üzerindeki indirgenmiş metriği Ω  ile aynı olan boştan farklı M = ∂ Ω  sınırlı bir 

Riemann manifoldu ve M üzerindeki iç birim normal vektörü de  N olsun. Ayrıca 

M nin karakteristik eğrilikleri alttan pozitif c sabitiyle sınırlı olsun. (yani M nin N 

ye göre temsil edilen ikinci temel formunu σ ile gösterirsek o zaman matris 

anlamında σ≥ cI olur). O zaman M üzerinde Laplace operatörünün sıfırdan farklı 

birinci karakteristik değerinin  λ1 (M)  ≥ n c2 eşitsizliğini sağlaması için gerek ve 

yeter şart Ω  nın 
c

1
 yarıçaplı Öklid yuvarına izometrik olmasıdır. 

Teorem 2.1.2. Ω , (n + 1) - boyutlu kompakt, pozitif Ricci eğrilikli ve 

üzerindeki indirgenmiş metriği Ω  ile aynı olan boştan farklı  M = ∂ Ω  sınırlı bir 

Riemann manifoldu olsun. Kabul edelim ki Ω  nin K kesit eğriliği tüm 2-boyutlu 

düzlemler için 0)(K =π  olsun. Eğer M, r yarıçaplı Öklid n-küreye izometrik ise 

Ω  de (n+1) – boyutlu r-yarıçaplı Öklid yuvarına izometriktir. 

 

Teorem 2.1.3. Ω ,  (n + 1) - boyutlu, boştan farklı M = ∂ Ω , sınırlı, pozitif 

Ricci eğrilikli Riemann manifoldu olsun. Kabul edelim ki M nin karakteristik 

eğrileri alttan bir c sabiti ile sınırlı ve M nin ortalama eğriliği de alttan 
nc

(M)λ1  ile 

sınırlı olsun. O zaman Ω , 
c

1
 yarıçaplı (n + 1) - boyutlu Öklid yuvarına 

izometriktir. 

2.2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde yukarıda verilen teoremlerin ispatı için gerekli olan yardımcı 

teoremler ifade ve   ispat edilecektir.  

Ω , M = ∂ Ω  sınırlı, (n + 1) - boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. 

Ω  ve M üzerindeki Riemann konneksiyonları, sırasıyla, D  ve D olsun. dV ve dA 

sırasıyla Ω  ve M üzerindeki kanonik ölçümler, V, Ω  nın hacmi ve A ile M nin 
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alanı gösterilsin. Ayrıca f ∈ C∞ ( Ω ) ve 
M

fz =  ve 
MN

f
u

∂

∂
=  olsun. Burada N, 

M üzerindeki iç birim normaldir.Diğer yandan  Reilly  integral  formülü [12 ]; 

( ) ( ) ( ) ( ){ }∫M
2222

dAzz,σnHuu∆z2dvff,Ricff∆ ∇∇++−=
⌡
⌠







 ∇∇−∇−

Ω

 (2.2.1) 

dir. Burada ∇ f,  f nin Ω  üzerindeki gradiyent, f∆  , f nin Ω  üzerindeki 

Laplasyanı ve  f2∇  , f nin Ω  üzerindeki Hessian’dır. Ric, Ω  nin Ricci eğriliği 

∇z ve ∆z de M deki z nin sırasıyla gradiyant ve Laplasyan’ıdır. σ, M nin N ile 

temsil edilen ikinci temel formu ve  H da   M nin N ile temsil edilen ortalama 

eğriliğidir. Yani ∀ u, v ∈M için 

          σ(u, v) = 〈 vu∇ , N〉  

ve trσ
n

1
H =  dır. M nin karakteristik eğrileri σ nın karakteristik değerleriyle 

tanımlanır. Böylece, eğer M nin tüm karakteristik değerleri alttan bir c sabiti ile 

sınırlı ise matris anlamında σ  ≥ c I dır ve bunun tersi de doğrudur. 

Yardımcı Teorem 2.2.1. Ω , M = ∂ Ω   sınırlı, pozitif Ricci eğrilikli, (n + 

1) - boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. Eğer M nin ortalama eğriliği  

)ΩV(

A(M)

1n

1
H

+
≥  

eşitsizliğini sağlıyorsa o zaman Ω  bir Öklid yuvarına izometriktir. Burada A(M), 

M  alanını ve V( Ω ) de, Ω  nın hacmini göstermektedir,  [ 12 ] . 

 

Teorem 2.1. 1’in ispatı M nin Laplasyanının sıfırdan farklı λ1 

karakteristik değerine karşılık gelen karakteristik fonksiyon z, yani, 

0zλ∆z 1 =+          (2.2.2) 

olsun. Ayrıca Dirichlet probleminin C∞ ( Ω ) daki çözümü f olmak üzere 





=

=∆Ω

z  f      üzerinde    M

0f               da     
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bağıntılarını sağlasın. O zaman (2.2.1) ve Ω  nın pozitif Ricci eğrilikli olmasından 

( ) ( )
⌡
⌠







 ∇∇−∇−≥

Ω

dvff,Ricff∆0
222

  

    ( ) ( ){ }∫M
2 dAzz,σnHuu∆z2 ∇∇++−=                      (2.2.3) 

bulunur. σ ≥ cI olduğu göz önüne alınırsa 

H  ≥ c  ve σ(∇z , ∇z)  ≥  c|∇z| 2     (2.2.4) 

elde edilir. (2.2.2) ve (2.2.4), (2.2.3) de yerine yazılırsa 

∫ ( )∫ ∫M
2

1MM

2
dAzλzdA∆zdAz =−=∇     (2.2.5) 

ve  

( ){ }∫

{ }∫


⌡

⌠





















−≥




⌡

⌠





















−+








+=

++=

∇++−−≥

M

2
2
1

1

M

2
2
1

1

22
1

M
2

1
2

1

M

22
1

dAz
nc

λ
cλ

dAz
nc

λ
cλz

nc

λ
unc

dAzcλncuzu2λ

dAzcncuuzλ20

                                   (2.2.6) 

bulunur. Bu son ifadeden   

0
nc

λ
cλ

2
1

1 ≤−  ya da 2
1 ncλ ≥  

elde edilir. Bu ise teorem 2.1.1’in ilk kısmının ispatını tamamlar. 

Eğer Ω , 
c

1
 yarıçaplı (n + 1) - boyutlu Öklid yuvarına izometrik ise  

λ1(M) = nc2 dir. Tersine, kabul edelim ki; λ1 = nc2 olsun. Bu durumda (2.2.3), 

(2.2.4) ve (2.2.6) eşitsizlikleri,  eşitlik halini alır. Böylece  
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0f2 =∇ , H = c ve czz
nc

λ
u 1 −=−=      (2.2.7) 

elde edilir. 

0f2 =∇  olduğunda 
2

f∇   sabit olur. Tersine  f bir sabit olmadığından 

2
f∇  sıfırdan farklıdır. Bu durumda genelliği bozmayacağı için 

2
f∇ = 1 

alınabilir. O zaman p∈M noktası için 

(p)uz)p(f1 222
+∇=∇=       (2.2.8) 

yazılabilir. (2.2.8) den integral alınır ve u = -cz kullanılırsa  

{ }∫ { }∫M
22

1M
22

dAuzλdAuzA(M) +=+∇=
  

          { }∫ ( ){ }∫M
2

M
222 dAu1ndAuznc +=+=              (2.2.9) 

bulunur. Diğer taraftan 

( ) 1f∆fff∆
2

1 22 =+∇=       (2.2.10) 

ve divergens teoreminden 

( ) ( ) ∫ 
⌡
⌠=−=

⌡
⌠=

M

2

M
Ω

2 dA
c

u
zudAdVf∆

2

1
ΩV
r

   (2.2.11) 

dir. (2.2.9) ve (2.2.11) birleştirilirse  

)ΩV(

A(M)

1n

1
cH

+
==        (2.2.12) 

elde edilir. (2.2.12) eşitliği ve yardımcı teorem 2.2.1 den Ω  nın Öklid yuvarına 

izometrik olduğu görülür. λ1(M) = nc2 olduğundan Ω  nın yarıçapı 
c

1
 olmalıdır. 

Bu da teorem 2.1.1’in ispatını tamamlar. 
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Sonuç 2.2.1. Ω ,  boştan farklı M = Ω∂  sınırlı, pozitif Ricci eğrilikli (n + 

1) - boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. M nin karakteristik eğriliğinin 

alttan 
n

(M)λ1  ile sınırlı olduğunu kabul edelim. O zaman Ω , 
Mλ

n

1

 yarıçaplı 

(n + 1) - boyutlu Öklid yuvarına izometriktir. 

İspat: 

2

1
1

n

λ
nλ 










=  olduğundan teorem 2.1.1’den ispat açıktır. 

Yang ve Yau [13]; eğer A alanlı ve g genuslu kompakt yönlendirilebilen 

bir yüzey (M, dS2) ise ( ) 1
1 A1g8π(M)λ −+≤  olduğunu ispatladılar. Böylece Yang 

ve Yau’nun teoremleriyle teorem 2.1.1 birlikte ifade edilirse aşağıdaki sonuç 

verilebilir. 

Sonuç 2.2.2. Ω  , boştan farklı M = Ω∂  sınırlı, pozitif Ricci eğrilikli 3-

boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. M nin genusunu g ile gösterelim ve 

kabul edelim ki M nin karakteristik eğriliği alttan c > 0 sabitiyle sınırlı olsun. O 

zaman M nin alanının ( ) 2c1gπ4 A(M) −+≤  eşitliğini sağlaması için gerek ve 

yeter şart Ω  nın 
c

1
 yarıçaplı 3-boyutlu Öklid yuvarına izometrik olmasıdır. 

Teorem 2.1.2’nin İspatı: p∈M noktasında σ1(p), σ2(p),..., σn(p) ile 

gösterilen karakteristik eğrileri birim ortogonal e1(p), e2(p),..., en(p) ye karşılık 

tutalım ve M nin kesit eğriliğini K ile gösterelim. M, r yarıçaplı n-küreye 

izometrik olduğu için kesit eğriliği 
2r

1
 dir. Ω , kesit eğriliğinin kabulünden ve 

Gauss denkleminden 1 ≤ i ≠ j ≤ n için; 

( ) ( ) )p().p()p().p()p(e)p(eK)p(e)p(eK
r

1
jiijiji2

σσ=σσ+∧=∧=          (2.2.13) 

yazılabilir. Burada ei(p) Λ ej(p), ei(p) ve ej(p) ile gerilen düzlemi göstermektedir. 

P keyfi bir nokta ve karakteristik eğriler M üzerinde sürekli fonksiyonlar 

olduğundan ya σ1 = ... = σn = 
r

1
 ya da σ1 = ... = σn = 

r

1
−  dir. Diğer bir ihtimal M 

nin ortalama eğriliğinin x noktasında pozitif tanımlı olmasıdır. Diğer taraftan M, r 
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yarıçaplı Öklid n-küreye izometrik olduğundan, λ1(M) = 
2r

1
n  dir. Böylece teorem 

2.1.1 den dolayı Ω , r  yarıçaplı (n + 1) - boyutlu Öklid yuvarına izometriktir. Bu 

da teorem 2.1.2 ’nin ispatını tamamlar. 

Teorem 2.1.3’ün ispatı: Teorem 2.1.1 in ispatında olduğu gibi, M nin 

Laplasiyan’ının sıfırdan farklı λ1 birinci karakteristik değerine karşılık gelen 

karakteristik fonksiyon z ve Dirichlet probleminin C∞( Ω ) da çözümü f olsun. 

Yani  





=

=∆Ω

z  f    üzerinde  M

0f          da    
 

olsun. (2.2.1) den,  Ω  nin Ricci eğriliği tanımından ve  

σ (∇z, ∇z) ≥  c |∇z|2,  
nc

λ
 H 1≥      (2.2.14) 

dan  

 

( ) ( )

( ) ( ){ }∫

( )

0

dAczu
c

λ

dAzcλu
c

λ
zu2λ

dAzz,σnHuu∆z2

(2.2.15) dVff,Ricff∆0

M

21

M

2
1

21
1

M
2

Ω

222

≥


⌡
⌠ +=


⌡

⌠









++≥

∇∇++−=


⌡
⌠







 ∇∇−∇−≥

     

bulunur. Böylece elde edilen  (2.2.14) ve (2.2.15) eşitliklerinin işaretleri aynı 

olmalıdır. Özellikle  
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0f2 =∇ ,  
nc

λ
H 1=   ve  u = -cz                 

(2.2.16) 

alınırsa, Teorem 2.1.1’in ikinci kısmındaki ispatta olduğu gibi 0f2 =∇  ve 

2
f1 ∇=  olur.  p∈M için 1 = |∇z|2(p) + u2(p) alınabilir. Sonuç olarak; 

{ }∫ { }∫

( )

( ) ( )ΩcV1
c

λ
dVf∆

2

1
.c1

c

λ

dAzu1
c

λ
dAu1

c

λ

(2.2.17)                                        dAuzλdAuzA(M)

2
1

Ω

2
2
1

M
2
1

M

2
2
1

M
22

1M
22









+=

⌡
⌠








+=


⌡

⌠
−








+=

⌡

⌠









+=

+=+∇=

   (2.2.17) 

elde edilir. c
nc

λ
H 1 ≥=   ve (2.2.17) den 

1)H(nHnHc
c

λ

)ΩV(

A(M) 1 +=+≤+=      (2.2.18) 

ya da 

)Ω1)V((n

A(M)
H

+
≥  

bulunur. Bu durumda  yardımcı teorem 2.2.1’den Ω , (n + 1) - boyutlu Öklid 

yuvarına izometriktir. Eğer Ω  nın yarıçapını r ile gösterilirse o zaman M nin 

karakteristik eğrilerinin hepsi 
r

1
 ye eşit olur. Yani I

r

1
σ =  dir. Böylece σ(∇z, ∇z) 

= c|∇z|2 ve 
c

1
r =  dir. Bu da teorem 2.1.3’ün ispatını tamamlar. 
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3. BÖLÜM 

3. Sn+1 in MİNİMAL HİPERYÜZEYİNİN BİRİNCİ KARAKTERİSTİK 

DEĞERİ 

Bu bölümde; Sn+1 küresinde minimal hiperyüzeyler  için Dirichlet 

probleminin bir f çözümü gözönüne alınarak   f için Poincare tipi eşitsizlik 

ispatlanacaktır. Ayrıca, sınır üzerinde kapalı karakteristik değer için sıfırdan farklı 

birinci karakteristik değerin tahmininde bulunulacaktır. 

3.1. Kürede Minimal Hiperyüzey 

Mn, Sn+1 in kompakt minimal hiperyüzeyi olsun. Yau [14] çalışmasında  M 

üzerinde ∇Mu + λu = 0 özelliğindeki λ1 birinci karakteristik değerinin n olduğunu 

ispatladı. 

Mn, Sn+1’  i  Ω1 ve Ω2 gibi iki  bağlantılı bölgeye bölsün. Öyleki ∂Ω1 = ∂Ω2 

= M olmak üzere Choi-Wang [ 15 ] de  





=

=

üzerinde   M        f

üzerinde  Ω      0f∆ 1

ϕ
                                                                   (3.1.1) 

Dirichlet probleminin çözümüne Reilly formülünü uyguladılar ve  M üzerinde 

birinci karakteristik değer için 

λ1(M) > n/2 

eşitsizliğini  ispatladılar. Burada ϕ karakteristik değer fonksiyonudur. Böylece 

Choi-Wang (3.1.1) ile verilen probleminin f çözümünü tahmin ettiler .  

Diğer  taraftan Abdenago Barros ve G. Pacelli Bessa [16] aşağıdaki  

teoremi ispatladılar. 

Teorem 3.1.1. Dirichlet probleminin çözümü f olsun. O zaman 

( ) IRt  0,f
1n

n
.tf(M)2λ.tfn(M)2λP(t)

2t
1

22

1 ∈∀≥
+

++∇−=                 (3.1.2) 

dir. 
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Sonuç 3.1.1. M, Sn+1 nin yönlendirilebilir minimal hiperyüzeyi ve λ1 de M 

üzerinde Laplasyan fonksiyonunun sıfırdan farklı birinci karakteristik değeri 

olsun. (3.1.1) ile verilen  probleminin çözümü f olsun. O zaman  

p(f)
2

n

2

n
(M)λ1 +≥        (3.1.3) 

dir. Burada  

( ) ( )

( ) 2

2

2
222

f1n

f

f
1n1f2f1nf2

ρ(f)
+

∇
+−∇−+−∇

= .  (3.1.4) 

İlave olarak 0 < ρ(f) ≤ 1 ve ρ(f) = 1 olması için gerek ve yeter şart 

( ) 22
f1nf +=∇  dır. Ayrıca f fonksiyonu )(ΩH 1

1
0 e dahil değilse aşağıdaki 

Poincare eşitsizlikleri geçerlidir: 

Sonuç 3.1.2. f, Dirichlet probleminin çözümü olsun. O zaman f aşağıdaki 

eşitsizlikleri sağlar. 

( ) 22
f1nf +≥∇  ,       (3.1.5) 

222 f
4

1)n(n
fD

+
>  .      (3.1.6) 

Burada fD 2 , f nin Hessian’ıdır. 

 Teorem 3.1.1.in ispatı 

Ω, ∂Ω  de sınırlı, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. f de Ω üzerinde 

tanımlı ve ∂Ω üzerinde C∞ sınıfından olan bir fonksiyon olsun. ϕ = f/∂Ω ve u = 

∂f/∂v, f nin dış birim normalinin türevi olsun. ∀ X, Y ∈TΩ için (D2f)(X, Y) 

Hessian tensörünü göstersin. B(v, w), ∂Ω nın ikinci temel formu ve  Ω nın Ricci 

eğriliği Ric şeklinde gösterilsin. O zaman Reilly formülü olarak bilinen (2.2.1) 

eşitliğinden 

( )∫ ∫ ( )∫ ∫ ( )∫ ∫ Ω
2

ΩΩΩΩ
2

Ω

2
nHu,B2u∆ff,RicfDf∆ ∂∂∂ +ϕ∇ϕ∇+ϕ+∇∇+= (3.1.7) 

yazılabilir. 
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Eğer t = 0 ise Teorem 3.1.1 in ispatı kolaylıkla  yapılabilir. Şayet t ≠ 0 ise 

o zaman  





=

Ω=∆

üzerinde   M     , tg   

üzerinde          f,g 1

ϕ
            (3.1.8) 

şeklinde verilen Dirichlet problemini gözönüne alalım. Buna Green formülü 

uygulanırsa 


















⌡

⌠
∇∇+

⌡

⌠
=

⌡
⌠

∂

∂
ϕ


⌡

⌠
∇∇=

⌡
⌠

∂

∂
ϕ


⌡

⌠
∇=

⌡
⌠

∂

∂
ϕ

11

1

1

ΩΩ

2

M

ΩM

Ω

2

M

gf,f
v

g

gf,
v

f
t

f
v

f

   (3.1.9) 

elde edilir. (3.2.9) dan 

∫ ∫
11 Ω

2

Ω ftgf, ∇=∇∇          (3.1.10) 

ve Cauchy-Schwartz eşitsizliği uygulanırsa 

∫ ∫
11 Ω

22
Ω

2
ftg ∇≥∇          (3.1.11) 

bulunur. (3.1.9) un 3’üncü eşitliği ve (3.1.10) dan  


⌡
⌠ ∇+

⌡
⌠

=
⌡
⌠

∂

∂

11
Ω

22

Ω

2

M

ftft
v

g
t ϕ      (3.1.12) 

olur.  

( )222 g∆
1n

1
gD

+
≥  

ve 

( )
⌡
⌠

≥∇∇
M

0,B ϕϕ  
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eşitlikleri göz önüne alınıarak, (3.1.8) deki  g fonksiyonuna Reilly formülü 

uygulanırsa   ( )∫ ∫ ( )
⌡
⌠

∂

∂
+∇≥

+ M
Ω

2

Ω

2
∆t

v

g
2gng∆

1n

n
11 ϕ                (3.1.13) 

elde edilir. Diğer taraftan (3.1.11), (3.1.12) ve fg =∆  alınarak (3.1.13) ten 

∫ ∫ ∫∫[ ]
1 111 Ω Ω

222
1Ω

22
Ω

2 ftft(M)2λfntf
1n

n
∇+−∇≥

+
  (3.1.14) 

olur. Buradan da 

( ) 0f
1n

n
tf(M)2λtfn(M)2λp(t)

22

1
22

1 ≥
+

++∇−=   (3.1.15) 

elde edilir. Bu da Teorem  3.1.1 in ispatını tamamlar. 

p pozitif olsun. O zaman (31.15) den 

( )
2

2

2
11

f

f
(M)λ

n

1n
n(M)2λ

∇

+
≥−      (3.1.16) 

yazılır. (3.2.16) ve (3.1.3) den f için Poincare eşitsizliğinden 

( ) 22
f1nf +≥∇        (3.1.17) 

şeklin de yazılabilir. 

Teorem 3.1.1 in ispatında (3.1.13) ün sağ tarafındaki ( )∫ 0t,tBM ≥∇∇ ϕϕ  

terim hesaba alınmayarak ispat  yapıldı. Eğer bu terim  ispatta göz önüne alınırsa 

( )∫M
2t,Bp(t) ϕϕ ∇∇≥  bulunur. Böylece  

( ) ( )∫ 2

2
2

1M

2

1
f

f
(M)λ

n

1n
,Bfn(M)2λ

∇

+
≥∇∇−∇− ϕϕ  

yazılır. Diğer taraftan (2.2.1) Reilly formülünden 

( ) ( )∫M
222

1 ,BfDfn(M)2λ ϕϕ ∇∇+=∇−  

bulunur. 2n/(M)λ1 >  olduğundan 

222
1

22 f
4

1)n(n
f(M)λ

n

1n
fD

+
>

+
≥     (3.1.18) 

elde edilir. 
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4. BÖLÜM 

4.1. HİPERYÜZEYLER İÇİN BİRİNCİ KARAKTERİSTİK DEĞER 

TAHMİNİ 

 

Teorem 4.1.1. M, kompakt yönlendirilebilir Riemann manifoldu N nin  

kompakt hiperyüzeyi olsun. Kabul edelim ki N nin Ricci eğriliği alttan bir pozitif 

k sabiti ile sınırlı ve ortalama eğriliği de  H ≥ z şeklinde olsun. O zaman 

2

nu

2

k
λ1 −≥         (4.1.1) 

dır. 

İspat: M  ile N yönlendirilebilir ve N nin Ricci eğriliği pozitif  

olduğundan M, N yi Ω1 ve Ω2 gibi iki bölgeye ayırır. Öyle ki ∂Ω1 = M = ∂M2 dir. 

M nin birinci karakteristik fonksiyonu z olsun. Öyle ki 

∆z + λ1z = 0        (4.1.2) 

şartını sağlasın. Ayrıca Drichlet probleminin çözümü f olsun. Yani 







∂=

=

∂
üzerinde  Ω    fz   

üzerinde  Ω           0f∆

1Ω

1

1

      (4.1.3) 

olsun. Cauchy Schwartz eşitsizliğinden 

( ) fnf∆ 22
∇≤        (4.1.4) 

yazılabilir. (4.1.2) ve (4.1.4) eşitsizlikleri  (2.2.1) eşitliğin de yerine yazılırsa 

( ) ∫ ( )∫ ( )∫ΩΩ
2

1Ω

2

Ω

2
dAzz,σdAnzuzu2λ-dvfkdvf∆

n

1n
11

1

∇∇+−+∇≥
⌡
⌠ −

∂

 (4.1.5) 

bulunur. Bu son eşitsizlikten 

( )∫ 0dAzz,σ
1Ω

≥∇∇
∂

       (4.1.6) 

olur. Burada (4.1.3) kullanılırsa 



 22 

∫ ( )∫
11 Ω 1Ω

2
zudAnu2λdvfk0 ∂ −−+∇≥     (4.1.7) 

elde edilir. Diğer taraftan 

∫ ∫
11

11
Ω

2

Ω

2

Ω
n

Ω
ff∆ffffzu ∇=+∇== ∫∫ ∂∂

                      (4.1.8) 

dir. Böylece (4.1.7) ve (4.1.8) den 

( )∫
1Ω

2

1 fnu2λk0 ∇−−≥  

elde edilir. f sabit bir fonksiyon olmadığı için 

k - 2λ1 - nu ≤ 0 

veya  

2

nu

2

k
λ1 −≥  

bulunur. 

 

Teorem 4.1.2. M, kompakt yönlendirilebilir Riemann manifoldu N nin  

kompakt hiperyüzeyi olsun. Kabul edelim ki N nin Ricci eğriliği alttan bir k sabiti 

ile sınırlı ve ortalama eğriliği 
u

z
H ≥  şartını sağlasın. O zaman 

2

n

2

k
λ1 −≥         (4.1.9) 

dir. 

İspat: (4.1.2), (4.1.5), (4.1.6) ve hipotezdeki  ifadeler gözönüne alınırsa 

∫ 
⌡

⌠








−+∇≥

∂ 1
1

Ω

2
1Ω

2
dAu

u

z
n-zu2λdvfk0               (4.1.10) 

elde edilir. Diğer yandan (4.1.8) de gözönüne alınırsa 

∫ ( )∫
11 Ω 1Ω

2
dAnzuzu2λdvfk0 ∂ −−+∇≥               (4.1.11) 

bulunur. Buradan  
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∫ ( )
⌡
⌠

−−+∇≥
∂ 1

1
Ω

1Ω

2
zudAn2λdvfk0  

∫ ( )∫
11 Ω

2

1Ω

2
dvfn2λdvfk0 ∇−−+∇≥  

 

( )∫
1Ω

2

1 dvfn2λk0 ∇−−≥       (4.1.12) 

elde edilir. f sabit bir fonksiyon olmadığı için integralin değeri pozitiftir. O halde 

0 ≥ (k - 2 λ1 - n) 

2

n

2

k
1 −≥λ   

elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 
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