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SIMGELER LiSTESI
M : Manifold
IR : Reel sayilar ciimlesi
E"  :n-boyutlu Oklid uzay:
x(M) : M iizerindeki vektor alanlarinin uzay:
Twm(P) : M nin bir P noktasindaki tanjant vektorlerinin uzay1
Ric : Ricci egrilik tensorii
: D1s carpim
: Riemann egrilik tensorii
: Laplace operatorii

: Grad fonksiyonu

=~ a b =® >

: Gauss egriligi
Hessf : Hessian tensorii

D : Riemann konneksiyonu

)

: Gauss anlaminda tiirev operatorii
dV  : Hacim elementi

H : Ortalama egrilik

I



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SINIRLI KOMPAKT RiEMAN MANiIiFOLDLARI

Mesut POLAT

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

2007, Sayfa:25

Bu calisma dort boliim halinde diizenlenmistir.
Birinci boliimde bazi temel tanim ve teoremler verildi.
Ikinci boliimde; kompakt manifoldlarin karakteristik degerleri arastirildi.

Uciincii boliimde; S™! kiiresinde minimal hiperyiizeyin  karakteristik

degeri incelendi.

Doérdiincii  boliim; c¢aligmanin  orijinal kismudir. Bu boliimde;

hiperyiizeyler i¢in birinci karakteristik deger tahmini iizerine teoremler ifade ve

ispat edildi.

Anahtar Kelimeler: Sinirli Riemann manifoldu, Karakteristik deger.
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ABSTRACT

M.S.Thesis

COMPACT RIEMANIAN MANIFOLDS WiTH BOUNDARY

Mesut POLAT

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

2007, Page:25

This thesis is arrenged in four chapter.
In first chapter, some basic concepts and theorems are given.

In second chapter, characteristcs values of compact manifolds are

investiged.
In third chapter, characteristcs value of S™! are examined.

The fourth chapter is the original part of this study.In this section
theorems and proofs are given on estimate of first characteristic value for

hypersurfaces.

Key words: Riemanian manifolds with boundary, characteristic value.



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 1.1.1. M, bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki onermeler
dogru ise M ye n-boyutlu bir topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-

manifold) denir.
(M1) M, bir Hausdorff uzayidir.

(M2) M nin her agik alt ciimlesi E" e veya E" in bir agik bir alt ciimlesine

homeomorftur.

(M3) M sayilabilir ¢coklukta acik ciimlelerle ortiilebilir, [1].

Tanmm 1.1.2. Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlas1 S = {(y,, W
o) Jaca Olsun. Eger S atlasi icin WWp#J olmak tizere V o, B € A ya karsilik
dop ve Opo fonksiyonlar C* simfindan diferensiyellenebilir ise S ye C* simfindan

diferansiyellenebilirdir denir.

S atlast M iizerinde C* simfindan oldugu zaman S ye M iizerinde C*

siifindan diferensiyellenebilir yap1 ad1 verilir, [1].

Tanim 1.1.3. M topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan bir
diferansiyellenebilir yap1 tanimlanabilirse M ye C* simifindan diferensiyellenebilir

manifold denir, [1].

Tamm 1.1.4. M bir C” manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarinin uzay1

x(M) ve reel degerli C™ fonksiyonlarin halkasi C™ (M, IR) olmak iizere,
() xM) x x(M) = C*(M, IR)

seklinde bir i¢ carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada (,)
islemine M {izerinde bir i¢ carpim, metrik tensor, Riemann metrigi ve ya

diferansiyellenebilir metrik denir, [1].



Tanmm 1.1.5. M bir C™ manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin

uzay1 X(M) olmak iizere;
D: xM) x x(M) — x(M)
X,Y) > DX, Y)=DxY
fonksiyonu icin;

DDix+ovZ=fDZ+gDZ VX, Y,ZexM), Vfge C° (M,
IR)

2) D x(fY) =fDxY + (X )Y, VX, Y e x(M), Ve C°(M,IR)
ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ad1 verilir

(Dx ‘e X’ e gore kovaryant tiirev operatorii denir), [1].

Tamm 1.1.6. M bir yar1 Riemann manifoldu ve D, M distiinde bir afin

konneksiyon olsun.

Eger;

1) D, C” sinifindandir.

2) M nin bir A bolgesi iizerinde, C” olan VX, Y € (M) i¢in

D,Y - DX =[X, Y]
dir.

3) M nin bir A bolgesi lizerinde C” olan V X, Y, Z € yM) ve Vp e A
icin

X (Y, Z) =(DxY, Z)|, + (Y, DxZ)|,

ozellikleri saglaniyorsa, D konneksiyonuna, M iistinde bir Riemann

konneksiyonu denir, [1].



Tanm 1.1.7.
R: (E") x X(E") x x(E") — x(E")
(X, Y. Z) - RXY,Z)=RX Y)Z
R(X, Y, Z)= Dx(DyZ) - Dy(DxZ) - Dix, y/Z
= (DxDy - DyDx - Dix, v})Z

= ([Dx, Dyl - Dix, yPZ

olarak tanimlanan R fonksiyonu % (E") iizerinde iigiincii mertebeden bir kovaryant
tensor alanina E" in egrilik tensor alan1 ve bunun bir pe E" noktasindaki degeri

olan
R (X, Yp)Z, tensoriine de E" in bir p noktasindaki bir egrilik tensorii veya kisaca
E" in p deki egriligi denir, [1].

Tamm 1.1.8. M, n-boyutlu Riemann manifold olmak tizere Ty(P) tanjant

uzayindaki her P diizlemi icin K(P) kesit egriligi; X; ve X, , P nin ortonormal

bazi olmak iizere
K(P) = K(Xi, X5, Xi, X2) =(R(X1, Xo) X1, X2 )
seklinde tanimlanur, [2].

Tamm 1.1.9.

M bir Riemann n-manifold ve M nin bir p noktas ile bu noktadaki bir X,

tanjant vektorii verilmis olsun.



Twm (P) nin X, yi ihtiva eden biitiin 2-boyutlu alt uzaylara gore kesit
egriliklerinin toplami, M nin P noktasinda X, dogrultusundaki Ricci egriligi
olarak adlandirilir, [3].

Tanmm 1.1.10. M, n-boyutlu bir Riemann manifold ve pe M noktasindaki
tanjant uzay Tm(P) olsun. Ty(P) nin ortonormal bazi {ei, €, ..., €,} ve M nin

Riemann egrilik tensorii R olmak iizere
Ric: Tm(P) x Tm(P) — IR
(u, v) — Ric (u, v)

doniisiimii
Ric(u,v) = Z (R (e u)v, e;)
i=1

seklinde tanimlanirsa, M nin Ricci egrilik tensorii olarak adlandirilir. Ricci egrilik

tensoriiniin p € M noktasindaki degerine M nin Ricci egriligi denir, [4].

Tamm 1.1.11. M, bir C” manifold olsun. M iistiinde vektor olanlarinin

uzay1 (M) ve reel degerli C™ fonksiyonlarin halkasi C*(M, IR) olmak iizere
() xM) x x(M) = C*(M, IR)
fonksiyonu,
1) 2-lineer
2) Simetrik
JHVxe y M) icin(X,Y)=0=Y=0e y(M)

ozelliklerini sagliyor ise, M ye bir yari-Riemann manifoldu denir, [1].

Tamm 1.1.12. Bir (M, g) yari-Riemann manifoldu i¢in V pe M noktasinda

R egrilik tensorii 6zdes olarak sifira esitse M ye flatt manifold denir, [3].



Tamm 1.1.13. E" , in bir hiperyiizeyi M olsun. )((M)L in bir baz1 {N} ise N
ye M nin birim normal vektor alami denir. )((M)L in iki tane birim normal vektor

alan1 vardir. Bunlardan biri {N} ise digeri {-N} dir, [1].

Tamm 1.1.14. E", n-boyutlu oklid uzayinda bir M hiperyiizeyinde
diferansiyellenebilir birim normal vektor alanina M iizerinde bir yonlendirme
denir. E* deki her irtibathh M yiizeyi icin tam iki farkli yonlendirme vardir. Bir
yiizey lizerinde bir yonlendirme secilmis ise bu yiizeye yonlendirilmis yiizey

denir, [1].

Tamm 1.1.15. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir p noktasindaki

sekil operatorii S(P) olmak iizere
H:M—IR
P — H(P) = izS(P)

biciminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)

degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir, [1].

n+l
inz =2l ciimlesine
i=1

Tamm 1.1.16. S" =X = (x.x2.... x4 )€ E™*!

n-boyutlu kiire ( veya n-kiire) denir.

Bir n-kiire topolojik n-manifolddur, [1].

Tamm 1.1.17. M", R™ de n-boyutlu Riemann manifoldunun hacmi

VolM") = [dv
v

seklinde tanimlanir. Burada dv, M" nin hacim elementidir, [5] .



Tamm 1.1.18. M, n-boyutlu manifold ve M iizerinde C* sinifindan

fonksiyonlarin ciimlesi C* (M, IR) olmak iizere,

A: C° (M, IR) — C*(M, IR)

nof
(f)—>Af=z§

seklinde tanimlanan doniisiime M nin Laplace operatorii denir, [6].

Tanmm 1.1.19. Verilen bir bolgenin sinirinda belirli bir siirekli fonksiyona
esit olan harmonik fonksiyonun bulunmasi problemi, birinci sinir problemi olarak

adlandinlir, [7].

Tamm 1.1.20. n>k olmak iizere M bir k-manifold ve M de bir n-manifold

olsun. V pe M noktasi i¢in M de bir U ve M de bir U koordinat komsulugu

mevcut ve

U={me Ufxe(m) =...= xa (m) = 0]

ise M ye M nin bir altmanifoldu denir, [1].

Tamm 1.1.21. E" de sinirli (veya sinirh olmayan) ve yonlii bir k-manifold
M, M nin bir yonii i olsun. M nin bir noktas1 x olduguna gore L, yonii ile Ty i¢
carpimi bir W(x) € A¥ (Tm(x)) hacim elementini belirtir. Boylece M iizerinde
stfirdan farkli bir k-formdan W elde edilir. Bu k-forma M iizerinde p tarafindan

belirtilen hacim elementi denir ve dV ile gosterilir, [8] .



Tanmm 1.1.22.

div: x(E") — C(E", IR)

X— div (X)
oyleki
x=%¢-L
o dx;
olmak iizere

o of,
div(X)= ) —
iv(X) ;ax

bir gosterim olmak iizere
div(X) =(V, X)

seklinde tanimli div fonksiyonuna, E" de {xi, ..., X,} koordinat sistemine gore

divergens fonksiyonu denir, [1] .

Teorem 1.1.1. E’ de kompakt ve smnirh bir 2-manifold M ve oM iizerinde
dis birim normal vektor alani n olsun. M iizerinde bir diferansiyellenebilir vektor

alani F ise

[divFdv = [(F,n)dA
M

oM

dir. Burada dV ile E® deki hacim elementini ve dA ile de M deki alan elementini

gosteriyoruz, [8].

Tamm 1.1.23. r bir pozitif reel say1 ve Py € IR" olsun.
a) {P: PeIR" ve ||P - Po|| < r} ciimlesine agik yuvar,
b) {P: PeIR" ve ||P - Po|| < r} ciimlesine kapali yuvar,

¢) {P: PeIR" ve |[P - Py|| = r} ciimlesine kiire



denir. Py merkez ve r yaricap olup B,(Py) seklinde gosterilir, [9] .

Teorem 1.1.2. M bir n-manifold ve f € C” (M, IR) olsun. O zaman

d*f=ddf) =0

dir, [3].

Tamm 1.1.24. Bir yiizeyin iizerinde ayrilmadan cizilen, kesismeyen, basit
kapali egrilerin en biiyiik sayisi olan yiizeyin topolojik invaryantina genus adi
verilir. Diger bir ifadeyle yiizeyde bulunan deliklerin sayisidir. Geometrik genus
olarak da bilinir ve Euler karakteristigi ile arasinda = 2 - 2g seklinde bir iliski
vardir, [8].



2. BOLUM

2. KOMPAKT MANIFOLDLARIN KARAKTERISTIK
DEGERLERI

Q, (n + 1) boyutlu, kompakt, negatif olmayan Ricci egrilikli ve bos
olmayan M =0M smirli bir Riemann manifoldu olsun. M nin Kkarakteristik

degerlerinin alttan bir c sabiti ile sinirh oldugunu kabul edelim.
Bu boliimde, M nin Laplace operatoriiniin sifirdan farkli birinci
karakteristik degerinin A, > nc esitsizligini saglamasi igin gerek ve yeter sartlar

arastirilacaktir.
2.1. GIRIS

Schroeder ve Strake [10], konveks, smirli ve pozitif Ricci egrilikli

manifoldlar i¢in asagidaki teoremi ispatladilar.

Temel teorem: Q, konveks, sinirli ve pozitif Ricci egrilikli kompakt
Riemann manifoldu olsun. 9Q nin kesit egriliginin bir U komsulugu iizerinde

sifir oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagidaki sartlardan biri saglanir.
a) d Q basit irtibathdir,

b) 9 Q nin boyutu ¢ift ve pe 9 Q noktasinda basit konveks ise Q flatt’tir.

Bu teorem; Gromov’un [11] pozitif Ricci egrilikli manifoldlarin kesit

egrilikli Rigidity sonuclarindan genellestirilmis olan teoremlerin benzeridir.

Schroeder ve Strake; metrigin tiim 0 M iizerinde flatt’lik sartinin oldukca
giiclii olmasi iizerinde durdular. Ayrica, yalnizca sinir lizerinde kesit egriliginin
sifir olmas1 kabuliiniin yeterli olup olmadig1 sorusunun cevabinin 6zel olarak bir
metrik yuvar alinmasi durumunda da dogru oldugunu ispatladilar. Bunlara ilave
olarak, Changyu Xia [12], pozitif Ricci egrilikli konveks smirli kompakt
manifoldlarin benzer Rigidity promlerini ¢alisti ve farkli bir metod kullanarak

asagidaki teoremleri ispatladi.



Teorem 2.1.1. Q, (n + 1) - boyutlu kompakt, pozitif Ricci egrilikli ve
iizerindeki indirgenmis metrigi Q ile ayni olan bostan farkli M = 9 Q sinirl bir
Riemann manifoldu ve M iizerindeki i¢ birim normal vektorii de N olsun. Ayrica
M nin karakteristik egrilikleri alttan pozitif ¢ sabitiyle sinirli olsun. (yani M nin N
ye gore temsil edilen ikinci temel formunu ¢ ile gosterirsek o zaman matris
anlaminda 62 cl olur). O zaman M iizerinde Laplace operatoriiniin sifirdan farkl

birinci karakteristik degerinin A, (M) > n ¢ esitsizligini saglamasi icin gerek ve

yeter sart Q nin 1 yarigapl Oklid yuvarina izometrik olmasidir.
c

Teorem 2.1.2. Q, (n + 1) - boyutlu kompakt, pozitif Ricci egrilikli ve
iizerindeki indirgenmis metrigi Q ile ayn1 olan bostan farkli M = 9 Q simurh bir
Riemann manifoldu olsun. Kabul edelim ki Q nin K kesit egriligi tiim 2-boyutlu
diizlemler icin K (m) =0 olsun. Eger M, r yaricapli Oklid n-kiireye izometrik ise

Q de (n+1) — boyutlu r-yarigapht Oklid yuvarma izometriktir.

Teorem 2.1.3. Q , (n + 1) - boyutlu, bostan farkli M = 9Q , sinirly, pozitif

Ricci egrilikli Riemann manifoldu olsun. Kabul edelim ki M nin karakteristik

MM e
nc

egrileri alttan bir ¢ sabiti ile sinirli ve M nin ortalama egriligi de alttan

siirlt olsun. O zaman Q, 1 yarigapi (n + 1) - boyutlu Oklid yuvarina
C
izometriktir.

2.2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde yukarida verilen teoremlerin ispati i¢in gerekli olan yardimct

teoremler ifade ve ispat edilecektir.

Q,M=9Q smrl, (n + 1) - boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun.
Q ve M iizerindeki Riemann konneksiyonlari, sirasiyla, D ve D olsun. dV ve dA

sirastyla Q ve M iizerindeki kanonik Olctimler, V, Q nin hacmi ve A ile M nin

10



alam gosterilsin. Ayricafe C* (Q)ve z=f v Ve u= aa—; | olsun. Burada N,

M

M iizerindeki i¢ birim normaldir.Diger yandan Reilly integral formiilii [12 ];

j{(Zf f -] - Ric(Vf,Vf)}dv = | F 2(A2)u + nH? + 6(VZ V2)RA 2.2.1)

dir. Burada V f, f nin Q iizerindeki gradiyent, Af , f nin Q iizerindeki
Laplasyan1 ve V2f , fnin Q iizerindeki Hessian’dir. Ric, Q nin Ricci egriligi
Vz ve Az de M deki z nin sirasiyla gradiyant ve Laplasyan’idir. 6, M nin N ile
temsil edilen ikinci temel formu ve H da M nin N ile temsil edilen ortalama
egriligidir. Yani V u, ve M icin

o(u, v) :(Vuv, N)

ve H :ltro dir. M nin karakteristik egrileri 6 nin karakteristik degerleriyle
n

tanimlanir. Boylece, eger M nin tiim karakteristik degerleri alttan bir ¢ sabiti ile

sinirli ise matris anlaminda ¢ = c I dir ve bunun tersi de dogrudur.

Yardimcr Teorem 2.2.1. @, M =0Q sinirl, pozitif Ricci egrilikli, (n +

1) - boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. Eger M nin ortalama egriligi

1AM
T n+1V(Q)

esitsizligini sagliyorsa o zaman Q bir Oklid yuvarina izometriktir. Burada A(M),

M alanini ve V(Q ) de, Q@ nin hacmini gostermektedir, [ 12 ] .

Teorem 2.1. 1’in ispatt M nin Laplasyaninin sifirdan farkli A,

karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik fonksiyon z, yani,
Az+M\z=0 (2.2.2)
olsun. Ayrica Dirichlet probleminin C* (Q ) daki ¢oziimii f olmak iizere

Q da Af = o}

M iizerinde f=z

11



bagintilarini saglasin. O zaman (2.2.1) ve Q nin pozitif Ricci egrilikli olmasindan

0> J {(Zf)2 -[7[ ~Ric(VE. Vi )}dv

Q
= jM {— 2(Az)u +nHu? + 6(Vz, VZ)}dA (2.2.3)
bulunur. ¢ = cI oldugu gz Oniine alinirsa
H >c veo(Vz, Vz) > ¢|Vz|? (2.2.4)
elde edilir. (2.2.2) ve (2.2.4), (2.2.3) de yerine yazilirsa
[ (V2 dA = -], (Az)zdA =1, ],,2%dA (2.2.5)
ve

02 L,,{— 2(- Xlz)u +ncu’ + C|VZ|2bA

= [\, 12A,zu + ncu”® + ch,z° dA
M
(2.2.6)

r

2 Y 22
= nc(u + —12] + (ckl - —IJZZ dA
nc nc

JM

r 7\112 )
> ch ——- 2% t{dA
nc
JM

bulunur. Bu son ifadeden

A :
ch,——<0yada A, 2nc

nc
elde edilir. Bu ise teorem 2.1.1’in ilk kisminin ispatin1 tamamlar.

Eger Q, 1 yarigapli (n + 1) - boyutlu Oklid yuvarina izometrik ise
c

M(M) = nc? dir. Tersine, kabul edelim ki; A; = nc® olsun. Bu durumda (2.2.3),
(2.2.4) ve (2.2.6) esitsizlikleri, esitlik halini alir. Boylece

12



Vif=0,H=cve u:—ﬁz:—cz (2.2.7)
nc

elde edilir.
V*f =0 oldugunda Wf |2 sabit olur. Tersine f bir sabit olmadigindan
Wf |2 sifirdan farklidir. Bu durumda genelligi bozmayacagi igin Wf |2:
almabilir. O zaman pe M noktasi i¢in
=[VE[ () =|VZ" +u(p) (2.2.8)
yazilabilir. (2.2.8) den integral alinir ve u = -cz kullanilirsa

AM) = | V2P +u?pA = [ fz? +u?fa

= ], a2 + v jA = [, {n+1)u A (2.2.9)
bulunur. Diger taraftan

SA()= (vt +eae -1 (22.10)

ve divergens teoreminden

V(§)=J%Z(f2)dV=—L,,zudA [ YA 2.2.11)
Q

MC

dir. (2.2.9) ve (2.2.11) birlestirilirse

1AM
H=c= 1 V) (2.2.12)

elde edilir. (2.2.12) esitligi ve yardimci teorem 2.2.1 den Q nin Oklid yuvarma

izometrik oldugu goriiliir. A;(M) = nc? oldugundan Q nin yaricapi 1 olmalidir.
c

Bu da teorem 2.1.1’in ispatin1 tamamlar.
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Sonuc 2.2.1. Q, bostan farkli M = 9Q sy, pozitif Ricci egrilikli (n +

1) - boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. M nin karakteristik egriliginin

alttan M M) ile stnirl1 oldugunu kabul edelim. O zaman Q, {ﬁ yaricaplt
n 1

(n + 1) - boyutlu Oklid yuvarina izometriktir.

2
Ispat: 1, = n{ ﬁ} oldugundan teorem 2.1.1’den ispat agiktir.
n

Yang ve Yau [13]; eger A alanl ve g genuslu kompakt yonlendirilebilen
bir yiizey (M, dS?) ise A(M) < 8n(g+1)A™" oldugunu ispatladilar. Boylece Yang
ve Yau'nun teoremleriyle teorem 2.1.1 birlikte ifade edilirse asagidaki sonug

verilebilir.

Sonug 2.2.2. Q , bostan farkli M = 9Q smirl, pozitif Ricci egrilikli 3-
boyutlu kompakt Riemann manifoldu olsun. M nin genusunu g ile gosterelim ve

kabul edelim ki M nin karakteristik egriligi alttan ¢ > O sabitiyle sinirli olsun. O

zaman M nin alanimin AM) < 4n(g+1)c™ esitligini saglamasi icin gerek ve
yeter sart Q nin 1 yaricapli 3-boyutlu Oklid yuvarima izometrik olmasidur.
c
Teorem 2.1.2°nin ispatn: peM noktasinda G(p), G2(p),..., Cu(p) ile

gosterilen karakteristik egrileri birim ortogonal e;(p), ex(p),..., en(p) ye karsilik

tutalim ve M nin kesit egriligini K ile gosterelim. M, r yaricapli n-kiireye

izometrik oldugu icin kesit egriligi iz dir. Q, kesit egriliginin kabuliinden ve
r

Gauss denkleminden 1 <1 #j < n i¢in;

1 _
- Kle; (@ ae;()=Kle; () ae;(m)+0, (o) =0, (p)o;(p) (2213

yazilabilir. Burada ei(p) A ej(p), ei(p) ve ej(p) ile gerilen diizlemi gostermektedir.

P keyfi bir nokta ve karakteristik egriler M iizerinde siirekli fonksiyonlar

oldugundan ya 6| = ... = G, = 1 yadao)=..=0,= —1 dir. Diger bir ihtimal M
T r

nin ortalama egriliginin x noktasinda pozitif tanimli olmasidir. Diger taraftan M, r

14



yarigapl Oklid n-kiireye izometrik oldugundan, A,(M) = ni2 dir. Boylece teorem
r

2.1.1 den dolay1 Q, r yarigaph (n + 1) - boyutlu Oklid yuvaria izometriktir. Bu
da teorem 2.1.2 ’nin ispatin1 tamamlar.

Teorem 2.1.3’iin ispati: Teorem 2.1.1 in ispatinda oldugu gibi, M nin
Laplasiyan’inin sifirdan farkli A; birinci karakteristik degerine karsilik gelen

karakteristik fonksiyon z ve Dirichlet probleminin C*(Q ) da ¢oziimii f olsun.

Yani

Q da Af =0}

M tizerinde f=z

olsun. (2.2.1) den, Q nin Ricci egriligi tanimindan ve

6(Vz,Vz) > ¢ |Vz, H > M (2.2.14)
nc
dan
A — 2 —  —
ozf{(Af)z—‘sz‘ —Ric(Vf,Vf)}dV (2.2.15)
Q

= jM {— 2(Az)u + nHu? + 6(Vz, Vz)}dA

> {2klzu + M u’+ CXIZZ}dA

bulunur. Boylece elde edilen (2.2.14) ve (2.2.15) esitliklerinin isaretleri ayni
olmalidir. Ozellikle
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(2.2.16)

aliirsa, Teorem 2.1.1in ikinci kismindaki ispatta oldugu gibi V*f=0 ve

1=|Vf|* olur. peMicin 1 = IVz[*(p) + u’(p) almabilir. Sonug olarak;
P ¢ P Y ¢

AM) = |, {V2* +u? jiA = [ fu22 +u2jia 2.2.17)

- J {%H}usz:(}”—;HH (- zu)dA
M LC ¢ M
_ (ﬁ + 1),(; f 1A hv = (ﬁ+ 1jcv(§)
c? a2 ¢’
(2.2.17)

elde edilir. H = ﬁz ¢ ve (2.2.17)den
nc

AM) M | <nH+H=@0+DH (22.18)
V(i) ¢

ya da

AM)
T (m+1D)V(Q)

bulunur. Bu durumda yardimei teorem 2.2.1°den Q, (n + 1) - boyutlu Oklid

yuvarina izometriktir. Eger Q mnin yaricapim r ile gosterilirse o zaman M nin

karakteristik egrilerinin hepsi ! ye esit olur. Yani o = lI dir. Boylece 6(Vz, Vz)
r r

| .
= c|Vz[* ve r=— dir. Bu da teorem 2.1.3’iin ispatin1 tamamlar.
c
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3. BOLUM

3. S™! in MINIMAL HiPERYUZEYININ BiRINCi KARAKTERISTIK
DEGERI

Bu boliimde; S™' kiiresinde minimal hiperyiizeyler  icin Dirichlet
probleminin bir f ¢dziimii gozoniine almarak  f i¢in Poincare tipi esitsizlik
ispatlanacaktir. Ayrica, sinir tizerinde kapali karakteristik deger icin sifirdan farkl

birinci karakteristik degerin tahmininde bulunulacaktir.
3.1. Kiirede Minimal Hiperyiizey

M", S™!in kompakt minimal hiperyiizeyi olsun. Yau [14] calismasinda M
tizerinde Vyqu + Au = 0 6zelligindeki A, birinci karakteristik degerinin n oldugunu

ispatladi.

M, S™ i Q) ve Q, gibi iki baglantili bolgeye bolsiin. Oyleki 0Q; = 0,
= M olmak iizere Choi-Wang [ 15 ] de

Af=0 Q, iizerinde
(3.1.1)

f=¢ M iizerinde

Dirichlet probleminin ¢6ziimiine Reilly formiiliinii uyguladilar ve M {izerinde

birinci karakteristik deger i¢in
AM(M) >n/2

esitsizligini ispatladilar. Burada ¢ karakteristik deger fonksiyonudur. Boylece

Choi-Wang (3.1.1) ile verilen probleminin f ¢ézlimiinii tahmin ettiler .

Diger taraftan Abdenago Barros ve G. Pacelli Bessa [16] asagidaki

teoremi ispatladilar.

Teorem 3.1.1. Dirichlet probleminin ¢6ziimii f olsun. O zaman
P() = (20, (M)~ )[VE]".% + 20, WD + % It =0, Vie IR (3.1.2)
n

dir.
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Sonug 3.1.1. M, S"™! nin yonlendirilebilir minimal hiperyiizeyi ve A; de M
iizerinde Laplasyan fonksiyonunun sifirdan farkli birinci karakteristik degeri

olsun. (3.1.1) ile verilen probleminin ¢dziimii f olsun. O zaman
n n
A (M) 2=+ p() (3.1.3)

dir. Burada

Ve[~ + 1) 2wt

p(f) =

. (3.1.4)
(n+1)f|

llave olarak 0 < p(f) < 1 ve p(f) = 1 olmasi igin gerek ve yeter sart
||Vf||2 =(n+1)||f||2 dir. Ayrica f fonksiyonu H;(Q,)e dahil degilse asagidaki
Poincare esitsizlikleri gecerlidir:

Sonug 3.1.2. f, Dirichlet probleminin ¢oziimii olsun. O zaman f asagidaki

esitsizlikleri saglar.

Ve[ = o+ )" (3.1.5)
o> n(nTH)”f”2 : (3.1.6)

Burada D*f, f nin Hessian1dir.
Teorem 3.1.1.in ispati

Q, dQ de sinirli, n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. f de Q iizerinde
tamimli ve dQ iizerinde C” simifindan olan bir fonksiyon olsun. ¢ = f/dQ ve u =
of/dv, f nin dis birim normalinin tirevi olsun. V X, Y €TQ icin (D*)(X, Y)
Hessian tensoriinii gostersin. B(v, w), dQ nin ikinci temel formu ve Q nin Ricci
egriligi Ric seklinde gosterilsin. O zaman Reilly formiilii olarak bilinen (2.2.1)

esitliginden
[ (@) = [Q\sz\ + [, Ric(VE VE)+ [, 20A9 + [,, B(VQ, V) + [, nHu> (3.1.7)

yazilabilir.
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Eger t = 0 ise Teorem 3.1.1 in ispat1 kolaylikla yapilabilir. Sayet t # 0 ise

0 zaman

(3.1.8)

Ag=f, Q, ilizerinde
g=tp, M izerinde

seklinde verilen Dirichlet problemini gozoniine alalim. Buna Green formiilii

uygulanirsa
(pa—f = Wf‘z
d
M v J Q
] S —
t oe=-= <Vf,Vg> (3.1.9)
M OV Jg
(p%— £2 +J (Vi Vg)
ov ) o o

elde edilir. (3.2.9) dan

L, (V£.ve) = tLl Vil (3.1.10)
ve Cauchy-Schwartz esitsizligi uygulanirsa

L > el [vif 3.1.11)

bulunur. (3.1.9) un 3’iincii esitligi ve (3.1.10) dan

fq)——tj £2 +t2f kil (3.1.12)
Q Q

olur.

D? g‘ 2 ?(Ag)

Ve

J B(Vp.Vg) 20
M
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esitlikleri goz Oniine alimiarak, (3.1.8) deki g fonksiyonuna Reilly formiilii

uygulanirsa %Ll (Zg)2 > n_[Zl |Vg|2 + 2fMg—i(At¢) (3.1.13)
elde edilir. Diger taraftan (3.1.11), (3.1.12) ve Ag =f almarak (3.1.13) ten

ﬁjﬂlf2 > ntle Vil —ZXI(M)[tLIfz +t2Ll |Vf|2] (3.1.14)
olur. Buradan da

p() = (24, (M) —n)|VE[ 2 +22, (M)||f||2t+ﬁ||f||2 >() (3.1.15)

elde edilir. Bu da Teorem 3.1.1 in ispatim1 tamamlar.

p pozitif olsun. O zaman (31.15) den

f 2
(2, (M) -n)= 2 vy U . (3.1.16)
" [vi
yazilir. (3.2.16) ve (3.1.3) den f i¢cin Poincare esitsizliginden
[VE[ = (n+ 1) (3.1.17)
seklin de yazilabilir.
Teorem 3.1.1 in ispatinda (3.1.13) iin sag tarafindaki IMB(Vtw,Vt ¢)20

terim hesaba alinmayarak ispat yapildi. Eger bu terim ispatta gdz Oniine alinirsa

p(t) = I]\/IB(V(P,V(‘,)t2 bulunur. Boylece

2
(22,0 -n)ve - IMB(V(p,V(P)znTHxl(M)z%

yazilir. Diger taraftan (2.2.1) Reilly formiiliinden
_ — 2

(@0, o -0 )V = D] +,B(V,.V,)
bulunur. A, (M) >n/2 oldugundan

n(n + 1) ||f||2

.1
1 (3.1.18)

[l = %o >

elde edilir.
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4. BOLUM

4.1. HIPERYUZEYLER iCiN BiRiINCi KARAKTERIiSTiK DEGER
TAHMINI

Teorem 4.1.1. M, kompakt yonlendirilebilir Riemann manifoldu N nin
kompakt hiperyiizeyi olsun. Kabul edelim ki N nin Ricci egriligi alttan bir pozitif

k sabiti ile sinirh ve ortalama egriligi de H = z seklinde olsun. O zaman

xlzg—% 4.1.1)

dir.

Ispat: M ile N yonlendirilebilir ve N nin Ricci egriligi pozitif
oldugundan M, N yi Q; ve Q, gibi iki bolgeye ayirir. Oyle ki dQ; = M = oM, dir.

M nin birinci karakteristik fonksiyonu z olsun. Oyle ki
Az + Mz =0 4.1.2)

sartin1 saglasin. Ayrica Drichlet probleminin ¢6ziimii f olsun. Yani

Af =0 Q, lizerinde 113
z=f|,,  0Q, iizerinde (41.3)

olsun. Cauchy Schwartz esitsizliginden
(Af) <n[V?f| (4.1.4)

yazilabilir. (4.1.2) ve (4.1.4) esitsizlikleri (2.2.1) esitligin de yerine yazilirsa

n
(4.1.5)

f n-l (Zf)zdv > Ll k|Vf|2dV + Jagl (— 2%, zu —nzu? )dA +[,0(Vz,Vz)dA
Q)

bulunur. Bu son esitsizlikten

[ 6(Vz,Vz)dA >0 (4.1.6)

olur. Burada (4.1.3) kullanilirsa
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— 2
0> Ll K|VE[ dv+ [, (- 24, —nu)zudA 4.1.7)
elde edilir. Diger taraftan
=12 — — 12
ngzlll = [, = Ll Ve[ +fAf = Ll V] (4.1.8)
dir. Boylece (4.1.7) ve (4.1.8) den

0> (k—24, —nu)Lle\2

elde edilir. f sabit bir fonksiyon olmadig: i¢in

k-2A-nu<0
veya
3 >X_mu
2 2
bulunur.

Teorem 4.1.2. M, kompakt yonlendirilebilir Riemann manifoldu N nin

kompakt hiperyiizeyi olsun. Kabul edelim ki N nin Ricci egriligi alttan bir k sabiti

. Citine z -
ile sinirh ve ortalama egriligi H > — sartin1 saglasin. O zaman
u

> 4.1.9)

N | =
(SR

dir.

Ispat: (4.1.2), (4.1.5), (4.1.6) ve hipotezdeki ifadeler gozoniine alimirsa

0> [, V[ dv+ f

(— 2}zu -niuzjdA (4.1.10)
20, u

elde edilir. Diger yandan (4.1.8) de gbzoniine alinirsa
o>[Q k|§f|2dv+j (- 21,zu — nzu)dA (4.1.11)
2 b, 20, | 1.

bulunur. Buradan

22



0> Ll K[VE[ dv+(-2n, - n)J 2udA
a0,

02 [, 9 av+ (2, —n)f, [VH[ dv

0> (k- 24, —n)Llerdv @.1.12)

elde edilir. f sabit bir fonksiyon olmadigi i¢in integralin degeri pozitiftir. O halde

0>(k-2M\ -n)
2 2

elde edilir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
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