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BIiRINCi BOLUM

1. TEMEL TANIMLAR

Tan>m 1.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi Ustiinde bir vektor uzay V

olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir

f:AxA->V
fonksiyonu varsa A yaV ile birlestirilmis bir afin uzay denir.
(A)VP,QReAicin f(P,Q)+f(QR)=f(P,R)

(A,)¥PeAve VaeVigin f(P,Q)=a olacak sekilde bir tek Qe A vardr,
[1].

Tan>m 1.2. V, sonlu boyutlu bir reel vektor uzay» olsun.
¥V xV —>IR
fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa W ye V Usttinde i¢ garp>m denir.

0] ¥ bilineer formdur; Va,a, e R ve VX, Y, X, Y,, X,y €V ise;

\P(alxl +a,X;, Y) = ai\P(Xl’ Y)"' az\P(Xzi Y)
\P(X’aﬂﬁ +a, Y2) = ai\P(X’ Y1) + az\P(X’ Y2)

(i) ¥ simetriktir;
P(x y)="(y.x)
(iii) ¥ pozitif tan>mbd>r;

¥(x,x)=0,vxeV
P(x,x)=0=x=0



P(x,y)=(x,y) olup {x,x)=|x|" ile gosterilir, [2].

Tan>m 1.3. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay V olsun. V de bir i¢

carpim iglemi olarak;

(. )VxV—>IR

(x,y)—>(x, y>zgxiyi{>y<=(x1,...,xn)

(Yo Vi)

OkKlid i¢ carpimi tamimlanirsa bu islem yardimiyla A da uzakbk ve ag> gibi metrik
kavramlar tansmlanabilir. Boylece A afin uzaysnda yeni bir ad olarak Oklid uzay> ad>n>
abr, [1].

Tamm 1.4. E" de srab> bir {P,,R,...,P,} nokta n+1 lisine R" de karsilik gelen

y Fpyees

(

PP PPy POPn} vektér n lisine R" igin bir ortonormal baz ise {P,,P,...,P,} sistemine

E" in bir dik cat>s> veya Oklid cat>s> denir, [1].

Tan>m 1.5. X bir cimle olsun. X in altcimlelerinin bir koleksiyonu z olsun. =

koleksiyonu asagidaki 6nermeleri saglarsa X tzerinde bir topoloji ad>n> abr, [1].

(t, )X, @ € 1,
(rz)‘v’Al,Aze T=> AN A, e T,
(t3)VA,et,iel= U A, e

Tan>m 1.6. Bir X climlesi ve tizerindeki 7 topolojisinden olusan (X, ) ikilisine
topolojik uzay denir, [1].

Tan>m 1.7. X bir topolojik uzay olsun. X in p ve q gibi farkl> noktalar> icin X de
sxras>ile p ve g noktalarn»icine alan A, ve A, agxk altcimleleri

A,NnA, =0
olacak sekilde bulunabilirse X topolojik uzay»na bir Haussdorff uzay> denir, [1].

Tan>m 1.8. M bir topolojik uzay olsun. Elemanlar> M iginde n-boyutlu koordinat
sistemleri olan bir A kiimesi asagidaki iki dnermeyi dogrularsa A kiimesine M topolojik

uzay» tstunde n-boyutlu bir atlas ad> verilir.



(A1) M nin her bir noktas> A kiimesinin en az bir elemans>n>n tan>m bdlgesinde

bulunur.
(A2) A igindeki her iki koordinat sistemi diizgiin olarak ortiistir, [3].

Tan>m 1.9. A, M topolojik uzay> izerinde bir atlas olsun. A n>n elemanlaryla
diizgiin ortiisen her koordinat sistemi yine A n>n elemanlar> oluyorsa A ya M (stinde bir

tam atlas denir, [3].

Tan>m 1.10. M, Haussdorff uzay»> Gstinde bir tam atlas varsa, bu tam atlasla
birlikte M ye bir dizgiin (diferensiyellenebilir) manifold denir, [1].

Tan>m 1.11. M bir topolojik uzay olsun. M asagidaki dnermeleri dogrularsa M

ye n-boyutlu topolojik manifold denir.

(M) M bir Haussdorff uzaysdor,

(M2) M nin her bir agk altcimlesi E" e veya E" in bir agk altcimlesine

homomorftur,
(M3) M sayslabilir coklukta ag>k ctimlelerle ortilebilir, [1].

Tan>m 1.12. M bir C* manifold olsun. M Ustlinde vektor alan>n uzay> y(M) ve

reel degerli C* halkas> COO(M : |R) olmak Uizere;

(. ):2(M)xz(M) - C*(M,IR)
seklinde bir i¢ carpim tanimli ise M ye Riemann manifoldu denir, [1].

Tan>m 1.13. V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay A olsun. pe A ve veV

icin (p,&)swab ikilisine A afin uzay>n>n p noktasndaki tanjant vektoru denir, [1].

Tarom 1.14. {T,(p)®,R+,, 0O} vektor uzayna A afin uzaynon peA

noktassndaki tanjant uzay> denir ve kssaca T,(p) ile gosterilir, [1].

Tan>m 1.15. V < M uzerindeki bir vektor alan> operator;



X:V—-UT,(p)

pev
biciminde bir fonksiyondur. Oyle ki;
roX=1:V->V
doniisiimii bir 6zdeslik fonksiyonudur, [1].
Tan>m 1.16. grad:C(E”, IR)—) Z(E”)
f —grad(f)
oyle ki E" de {x,,...,x,} bir koordinat sistemi olmak iizere

o o

d(f)=> 2
grad(f) = 0%, O,

seklinde tanimli grad fonksiyonuna E" de {x,,...,x, }koordinat sistemine gére gradient

fonksiyonu denir ve V ile gosterilir, [1].

Tamom 1.17. div: #(E")—> C(E", IR)
X — div(X)
oyle ki;

olmak Uzere;
nof

div(X )= >
i1 OX;

veya
div(x)=(V,x)

seklinde tanimli div fonksiyonuna E" de {x,,...,x,} koordinat sistemine gére divergens

fonksiyonu denir, [1].



Tamm 1.18. E" de (n-1) boyutlu bir yizey, E" deki bos olmayan bir M

ciimlesine denir. Oyle ki;
M={xeUcE"|f:U—>IR U biragk altcimle}
x— f(x)=c
Vi|p#0,VpeM

bigiminde tan>mlans>r. E" de n=2 ise diizlemsel egri, n=3 ise yiizey, n>3 ise hiperyiizey
denir, [1].

Tan>m 1.19. E" in hiperyiizeyi M olsun. (M )" mn ortonormal baz> N ise, N

ye M nin birim normal vektor alan> denir, [1].

Tan>m 1.20. E" in bir hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektér alan> N

verilsin. E" de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VX e (M) igin

seklinde tanimli, S doniisiimiine M tizerinde sekil operatorii veya M nin Wiengarten

doniigiimi denir, [1].

Tan>m 1.21. E" de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil

operatoru S(P) olmak tizere,

H:M - IR
P H(P)=izS(P)

biciminde tan>mlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine

de M nin P noktas>ndaki ortalama egriligi denir, [1].

Tan>m 1.22. M, n-boyutlu bir manifold ve M {zerinde C* sn>Hbndan

fonksiyonlar>n cimlesi COO(M,IR) olmak Uzere

A:C*(M,IR)—C”(M,IR)



n 9% f
f > Af =
,Z_llaxf

seklinde tanimlanan doniisime M nin Laplace operatoru denir, [4].

Tan>m 1.23. E" de M bir (n-1) altmanifold ve P noktassnda M nin tanjant uzay»

Ty (P) olduguna gore M tlizerinde Weingarten doniisiimii; M nin birim normal vektor

alan> N verilmek tzere, V X € (M) igin
s:T,(P)>T,(P)
X — S(X)=DxN

seklinde tanimlanir. S ile tan>mlanan ikinci temel form M (zerinde ikinci dereceden bir

kovaryant tensor olarak VXY, €T, (P) igin,
1(Xp,Ys)=(S(X)Y)N
seklinde tanimlanur, [1].

Tan>m 1.24. E" in bir hiperylizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. E" in

Riemann konneksiyonu D ile gésterilmek iizere, VX,Y € x(M) igin,
D,Y =D,Y +(S(X).Y)N (1.1)

seklinde taniml D operatOriine M Uzerinde Gauss anlam>nda kovaryant tirev operator

ve (1.1) denklemine de M uizerinde de Gauss denklemi denir. Ayr>ca
D, (s(X)~ D, (S()+S([x.Y]))=0

denklemine de Codaozzi—Mainardi denklemi denir, [1].

Tan>m 1.25. Eger M altmanifoldunun ikinci temel formu sifira esitse M ye total

geodeziktir denir, [5].

Tarom 1.26. R: z(E")x 2(E")x 2(E")—> #(E")



(X,Y,Z)—>R(X,Y,Z)=R(X,Y)z
R(X,Y,Z)=Dx(DyZ)-Dy(DxZ)-Dix v}Z

= (DXDY —DyDyx - D[X,Y])Z

:([DXvDY]—D[x,Y])Z

olarak tan>mlanan R fonksiyonu ;((E”) uzerinde Gglncl mertebeden bir kovaryant

tensor alanxd>r. Bu kovaryant tensér alansna E" in egrilik tensér alan> ve bunun bir

p € E" noktasindaki degeri olan R(X pr)Zp tensoriine de E" in p noktasindaki egrilik

tensorii veya krsaca E" in p deki egriligi denir, [1].

Tan>m 1.27. M, n-boyutlu bir Riemann manifold ve p € M noktas>ndaki tanjant
uzay T,,(P) olsun. T,,(P) nin ortonormal baz> {e,,€,,....€,} ve M nin Riemann egrilik

tensort R olmak (zere,
Ric: Ty, (P)xTy(P)—> IR
(u, v)—Ric(u,v)

doniistimii

RiC(U 1V) = Z<R(e| ' U)V1 ei >
i=1
seklinde tanimlanirsa, M nin p noktasindaki Ricci egrilik tensorii olarak adlandirilir. Bu

Ricci egrilik tensoriiniin p € M noktasindaki degerine M nin Ricci egriligi denir, [1].

Tarmm 1.28. M, n-boyutlu Riemann manifoldu olmak izere T,,(X) tanjant

uzay>ndaki VP duzlemi icin K(P) kesit egriligi; {X1,X2} , P nin ortonormal baz> olmak

uzere,

K(P): R(xl’xz’xpxz):<R(X17X2)X2’X1>



seklinde tanimlanir, [5].

Tarm>m 1.29. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve pe M igin T,,(P) nin

ortonormal baz» {el,ez,...,en}olsun. S, M nin Ricci egrilik tensor alant olmak {izere,

S = Ricle;,€) (1.2)
i=1
seklinde taniml1 S degerine M nin skalar egriligi denir. (1.2) esitliginde

Ric(X,Y) an R(e;, X)Y,e;)

ifadesi goz 6niine abnorsa,

S=ii<R(ej,ei)ei,ej>

i=1 j=1
seklindedir, [6].

Tan>m 1.30. M ve M birer C* manifold ve f: M — M bir C” fonksiyon olsun.

Eger f nin f- Jakobian matrisi VP e M noktas>nda regiiler ise f ye M den M igine bir
immersiyon (daldirma) denir. Bir baska ifade ile rank f = boy M ise f bir

immersiyondur, [1].

n+1

Tamm 1.31. S" :{x:(xl,xz, WX ) E”*1|ZX =r }c E™ile tarmmlb
ifadeye n-boyutlu kiire denir, [1].

Tan>m 1.32. E2 icinde yonlii bir M yiizeyinin birim normal vektér alan> N olmak

uzere

p:M—IR
P p(P)=<P,N(P) >

fonksiyonuna M yiizeyinin destek fonksiyonu denir. p(P) sayss> T, (M) diizleminin

baglangic noktasina uzakligidir [7 ].



IKiNCi BOLUM
2. INTEGRAL FORMULLERI

2.1. Giris

V", E™ Oklid uzayma daldirilmus ikinci mertebeden diferensiyellenebilir
yonlendirilmis bir hiperyiizey ve Xi,...X,, V" in bir P noktasndaki karakteristik
egrilikleri olsun. V" in bir P noktassndaki r-inci temel simetrik fonksiyonu olarak
tan>mlanan, r-inci ortalama egriligi; x1,...X, nin terimlerin say>s>na boltnerek elde edilir.

Yani,

(NYM=Zxq...%, r=1....n (2.1.1)

dir. Mo=1 olarak tan>mlanr.
p(p), E™' in belirli bir O noktasndan, V" in P noktasndaki tanjant
hiperyiizeyine olan uzaklig1 gostersin ve dA da P noktasinda V" in alan elementi olsun.

n-1 boyutlu V"* kapal> s>n>rna sahip yonlendirilebilir V™ hiperyiizeyi icin

j (Meap+ M) dA, r=0,....n-1

g
integrallerini, V™" sinur1 iizerinden integraller olarak ifade edilebilecegini W.Sherrer [8]
de n=2 i¢in elde edilen bu iligkileri, kapali hiperyiizeyler ile ilgili olan asagidaki {i¢
teoremi ispat etmek icin kulland>.

Teorem 2.1.1. V" E™ Oklid uzayma daldirnlmis ikinci mertebeden

diferensiyellenebilir kapal> bir hiperyiizey olsun. Buna gore

j (My+1 pdA + j M;dA=0,r=0,...,n-1 (2.1.2)
v" v"

dir. Bu formuller konveks hiperytizeyler icin n=2 halinde H.Minkowski taraf>ndan elde
edildi ve T.Kuboto tarafindan n i¢in genellestirildi [9].
Teorem 2.1.2. V" E™ OKlid uzayma daldirlmis ikinci mertebeden

diferensiyellenebilir kapal> bir hiperyiizey olsun. E™* de bir O noktas>n> ve Ms>0 sart1



alnda, ya p<-Ms.1 / Ms ya da p>-Mgy / Mg Ozelliklerini V" in tim noktalar> igin
saglayan bir s tamsayisinmn var oldugunu kabul edelim. Buna gére V" bir hiperkredir.

V" hiperyiizeyinin konveks olmas: durumunda s=1 dir ve son sarttaki esitlik
saglanir. Bu teorem n=2 i¢in K.P.Grotemeyer [10] tarafndan elde edildi ve W.Siss [11]
tarafindan n icin genellestirildi. Grotemeyer ve Suss ayn> zamanda (-p)° = 1/Ms sartmni
saglayan konveks hiperyiizeylerin bir hiperkiire oldugunu gdsterdiler. Bu sonug teorem
2.1.1 ve Suss’ in metodu kullanslarak hiperyiizeylerin daha genel s>n>flar> iginde elde
edilebilir.

Teorem 2.1.3. V" E™ Oklid uzayma daldirlmis ikinci mertebeden
diferensiyellenebilir kapal> bir hiperyiizey olsun. E™* de bir O noktas>n> ve V" in tiim
noktalarinin da p fonksiyonu ile ayni1 isarete sahip oldugunu, i=1,...,s i¢in M;>0 ve Mg
sabit olacak sekilde, bir s tamsayisinin (1<s<n) var oldugunu kabul edelim. Bu durumda
V" bir hiperkredir.

n=2 hali i¢in Teorem 2.1.3; sabit Gauss egrilikli kapali hiperyiizeylerin kiire
oldugu ve eger ylizeyin aymi tarafindaki tiim tanjant diizlemler iizerinde bir nokta
mevcutsa, sabit ortalama egrilikli bir kapali ylizeyin bir kiireye karsilik gelmesi
gerektigi bilinen sonucuna doniisiir. Keyfi boyuta sahip konveks hiperylizeler i¢in
teorem W.Sliss’ iin yaklagimiyla ispatlanir. Teoremin ispati da Siiss’ iin ispatina

benzerdir.

2.2. Kapal> Hiperyuzeyler igin Baz> Temel Kavramlar

Bu bolimde temel kaynak olarak [12] Hsiung,C.C, nin makalesi kullan>ld>.

E™! Oklid uzay-nda O noktas> orjin olmak kaydyla bir ortogonal Ons .. Opns1
cabsn> gdz onine alabm. Bu ortogonal catya gore E™' de n-tane Ai,....A,
vektorlerinin carp>men> Ans vektori olarak tanmimlayalim ve asagidaki sartlar1 saglayan
bu vektori A; X....x A, ile gosterelim

(@) Ans1 vektord, Ag,.....An vektorleri ile belirlenen n-boyutlu uzaya normaldir.

(b) An+1 vektoriiniin biyiikligi, koseleri Ag,....,An vektorleri olan paralelyuzin

hacmine esittir.

(c) O Aq,.....An, Ans1 Ve Ony,. Onyeg gabdlars ayn> yonlendirmeye sahiptir.

Kabul edelim ki, o; 1,....,n say>$>n>n permitasyon fonksiyonu olsun, buna gore;
As 1) Xo.. X Ag ()= (sgn o) A1 X....X Ay (2.2.1)

10



dir. Burada sgn o, permiitasyonun tek veya cift olmasma baglh olarak +1 veya -1 e
esittir.
I1,...,In+1 OFjinden 1 nn+1 € YOnine tan>ml> birim vektorler ve AJ da =1,...,n+1

olmak (zere Ony. Onner cabsna gore o=1,....,n i¢in A, vektoriiniin bilesenleridir. A,

ve Ag vektorlerinin skalar ve As,..,An n.vektorinin vektorel carpsmlars> da sras>yla

Ay Ap=2 i ALA (2.2.2)

P n-1
AlXA2X....XAn:(_1)n A, A1 ..... A

A A

(2.2.3)

dir. Eger Ad lar X,...x" n degiskenin diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 ise (2.2.3)
denkleminden ve determinantlar>n tirevinden

%(Alezx....xAn): 3 (AXAoX.....X AgiX Zingﬁﬂx ...... XA, (2.2.4)
X =i X

elde edilir. Simdi E™ e daldirilmis ikinci mertebeden diferensiyellenebilir bir V"

hiperytizeyini ele alabm. (Y4,....,Yn+1) E" deki bir p noktas>nn Ony,... Onpn. ortogonal

cabs>na gore koordinatlar> olsun. Boylece V" asagidaki parametrik denklemle
y =, X", i=1,...,n+l (2.2.5)

yada
Y = F(<... X" (2.2.6)

vektor denklemiyle verilebilir. Burada y' ve f srasyla Y ve F vektérlerinin
bilesenleridir; x*,...,x" parametreleri de n boyutlu reel say> uzay>n>n basit irtibatl> bir D

araliginda deger alirlar, f(x*,....x") lerde ikinci s>n>f ve D nin her noktasnda rank> n

gy—a Jakobian matrisine sahiptirler.
X

olan

11



oy

Eger a=1,...,n i¢in vektorini Y, ile gosterirsek V" in bir P noktas>ndaki

a

OX
birinci temel formu
ds® =g pdx®dx’,  gup =YY (2.2.7)
olur. Burada (g, | matrisi pozitif tan>mbd>r, yani
0=(9,,|>0 (2.2.8)

determinant> s>f>rdan blyuktdr.

N, V" in bir P noktas>ndaki birim normal vektorii ve N, da 8_[\1

vektorudir, yani

OX
N,=-bug™y, (2.2.9)
d>r. Burada
b of = b Ba = -NQYB (2.2.10)

olup V" nin II.temel formunun bilesenleridir. Burada g5 Kronecker deltas> olmak izere

g®.gp =8 (2.2.11)
dor. V" in p noktassndaki xy,....X, n-karakteristik egrilikleri,

|bup ~ x905) = O (2.2.12)
determinantinin kokleridir. (2.1.1) ve (2.2.12) esitliklerinden

M, = b/g, nM;= bgg g%, nMy.1 = g=B*/g (2.2.13)
yaz>labilir. Burada

b=|bg| (2.2.14)
ve B” da b de b, mon kofaktéridir. V" in P noktassndaki alan elementi

dA=g"? dx....dx" (2.2.15)
ile verilir. Kabul edelim ki PY7,....YnN ve Ons,.. Onnsa ayn> yonlendirmeye sahip
olmak tizere N birim normal vektérinun yontinde olsun. Boylece (2.2.3) ve (2.2.15)

denklemlerinden

12



g*°N = Yix... XYq (2.2.16)
Ve

| Y1,.,Yn N | =g (2.2.17)
elde edilir.

2.3.r=0icin (2.1.2) Formiiliiniin ispat:

YiXeoo.XYna XN X Ygr1 X ...X Y, vektord N normal vektorine dik ve
YiXeoooX Yoo X N X Your X ... X Yo = 2™V (2.3.1)

dir.

(2.3.1) denkleminin her iki yann> Y, vektorl ile skaler carparsak ve (2.2.1),

(2.2.3), (2.2.7), (2.2.16) denklemlerini kullansrsak

aaBgBY = -gl/z 57(/X 1 (x’ 9 Y = ]‘"""n (2.3.2)

elde ederiz.
(2.3.2) denklemini belirli bir a ve a® degeri i¢in ¢dziip sonucunu (2.3.1)
denklemiyle birlikte diislintirsek

Y1X.o. XY aXNXY i X.... XY, = -g # g Y, (2.3.3)

yazabiliriz. (2.2.4), (2.2.9), (2.2.13) ve (2.2.16) denklemlerini kullanarak

n

n
0
Z ax—a(le....xYa.lxNxYa+1x..xYn):Z (Y1X.... XY q1XNg XY gr1X.....XYy)

a=1 a=1
= -ng*? M;N (2.3.4)
oldugu goriilebilir. Boylece (2.3.3) ve (2.3.4) denklemlerinden
0
ng"”* MiN = porl VRV (2.3.5)
bulunur.

(2.3.5) esitliginin her iki yanmin Y ile skaler ¢arpimint alalim. Boylece (2.2.7)
ve (2.2.11) denklemlerinin bir sonucu olarak

1/2

a [
nMipg™*= —2 (g™ g np)- ng'™” (2.3.6)

elde ederiz. Burada

13



P=Y.N, n=Y.Y, (2.3.7)
dir. V™! kapal> s>n>pna sahip bir V" hiperyiizeyini géz 6niine alalbbm ve E™* Oklid
uzayma daldirilmis, ikinci mertebeden diferensiyellenebilir oldugunu kabul edelim.
(2.3.6) denkleminin V" izerinden x',...x" e gore integralini alarak ve (2.3.6)

denkleminin sag tarafinin ilk terimine Green teoremini uygulayarak

[ MipdA + A=n | > (D™ g gy XX dx (2.38)
Vﬂ

Vv -1 g=1

elde ederiz.
Ozel olarak V" kapali ve yonlendirilebilir oldugundan (2.3.8) denkleminin sag
tarafindaki integral ayrilir ve boylece (2.1.2) denklemi r = 0 i¢in saglanir.

2.4. (2.1.2) Formiiliiniin Genel Bir r i¢in Ispat:
Bu boliimde (2.3.8) formiiliinii genel bir r i¢in benzer sekilde tiiretmek i¢in

kullanacagiz. Bunun i¢in ilk olarak E™* de V™! kapal> s>n>rna sahip ve V" e paralel olan
V" hiperytzeyini ele alabm. Bu durum da V" ove V" ayn> normale sahip olur. t reel bir
parametre olmak Uzere V" in vektdr denkleminin

Y =Y-tN (2.4.1)

seklinde yazilabilecegi agiktir. (2.4.1) denkleminden N.N=1 ve N.Y ,= 0 olmasndan

[ddta]=0 yani t nin sabit oldugu sonucuna variriz. (2.2.7), (2.2.9), (2.2.10)
X

denklemlerinden ve bunlarn V" icin benzerlerini kullanarak V" in birinci ve ikinci

temel formlarmm bilesenlerini

gaﬁ = g(XB-I- ZbQBt + bagbB@ gpOC tz = (gap+ bapt)( 55 + bﬁagpat )’ (242)

b, = bus + b, bye 97 t=b, (57 +b,, g"t) (2.4.3)

olarak elde ederiz. Burada basit hesaplamalar yard>m»yla V"ve b (2.2.8) ve (2.2.14)

denklemlerine benzer sekilde tanimlanarak,
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b =bA, (2.4.4)

g=gA®, (2.4.5)

| Rebyy =0 | = | (R=1)Dup-Gap | A (2.4.6)
olarak bulunur. x; , \F nin karakteristik egrilikleri olmak iizere

A=|85 +b,,9”t], (2.4.7)

R =1X,, i=1....n (2.4.8)

bulunur. (2.4.4), (2.4.5), (2.4.6) ve (2.2.12), (2.2.13), (2.2.15) denklemlerinin bir sonucu

olarak, V" inkilere benzer formiillerle dA , g nin alan elementi ve Ri=1/X; olmak
Uzere;

M, .dA = M.dA (2.4.9)
ve

R =Ri+t (2.4.10)

bulunur. g , g de g ile bolinmiis g,, ron kofaktdri olsun, boylece (2.3.7), (2.4.1),
(2.4.2) ve (2.4.7) esitliklerden
np=npt tbﬁsggy My =Ty (5;}5'/ +tbﬂ595y) (2.4.11)

ve

g-97 0, =0"A (2.4.12)

elde ederiz. Burada i , =Y Y,

g1 +1tbyg 012 +thyp g1n +1tbrp
Oa-11+Wy 11 9g-12+y 12 o Gg-1n+thy_1n
Q" = mn 2 In (2.4.13)
Oa+11 tyi11 o412 +thyi12 o Ggain +Hyi1n
On1 + by On2 + 1ty Onn + topn
dsr ve
=in-1
=) 0 t' (2.4.14)
rmo\ [
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0%=99"n; (2.4.15)

oldugu agiktir. (2.1.1) ve (2.4.8) denklemleri yardimiyla g icin (2.3.8) esitligi

P=YN= p-tve V", V" nin sinirt olmak {izere asagidaki sekilde yazilabilir:

[ PER-RRH[ RRpR M, dA
Vﬂ

= j )" g™ g 5, dxt..dx*tdx*...dx" (2.4.16)
yn-toa=l
(2.45), (24.9), (2.4.10), (2.4.12) ve (2.4.14) esitliklerini (2.4.16) da yerine
yazarsak,

j (p-t) i (n=i) (ZR;....R)" M, dA+n i (n—i) Z (ZR1....R)t"MdA

$ (-1)“'1(n_1] g™ @t dx...dx*ldx* ! dx"  (2.4.17)
vt oe=l r=0 r

elde ederiz ki bu da t de bir 6zdesliktir. Buradan (2.4.17) denkleminin her iki yanindaki
t' nin katsayilarin1 esitleyerek ve (2.1.1) denklemini kullanarak (2.3.8) formilinin
asagidaki genellestirilmis seklini elde ederiz. Yani

j M,.1PdA+ j M,dA=n" j Z (-1)“1g? j dxt...dx*dx*!....dx"
v" vn yn

vV n-1 =1

(2.4.18)
dir.
Bu formil V" in kapal> ve yonlendirilebilir olmas> durumunda (2.1.2)

formuliinden elde edilir.

2.5. Teorem 2.1.2 ve 2.1.3 iin Ispatlan

Teorem 2.1.2 yi ispatlamak igin Mg>0 oldugundan p<-Ms.1 / M ve p>-Ms.1 / Mg
onermelerinin sxrassyla MP + Ms1<0 ve MP + Ms1>0 esitsizliklerine denk oldugunu
g6z 6nine alabm.
R =s-1igin (2.1.2) den

[ (MP+Ms1)dA=0

oo
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yaz>labilir. Boylece iki 6nerme de p=-Ms.1/ Ms oldugunu gosterir. r = s igin bu sonucu

(2.1.2) de yerine yazarsak

[ (M MsaMsi) | MdA=0 (2.5.1)
Vﬂ

elde ederiz.

n L. . . . <
(_ ]Mi, Xiyuennen Xn reel sayslarsn>n i-inci temel simetrik fonksiyonlar1 oldugundan
i

MZ-MisMis1>0 i=1,....... -1 (2.5.2)
elde ederiz ve i nin herhangi bir degeri i¢in (2.5.2) deki esitlikten x;=.....=X, elde edilir
[13]. (2.5.1) den V" nin her noktas>nda x;=......=X, oldugu sdylenebilir. Bilindigi gibi bu
sonucta V" nin bir hiperkire oldugunu gésterir. Boylece Teorem 2.1.2 ispatlanmis olur.
Eger Mi.1>0 ve M>0 ise (2.5.2) esitsizligi

M;i | Mi > Mis1/ M; (2.5.3)
seklinde yazilabilir. Teorem 2.1.3 iin s<n 0zelligindeki baz1 degerler i¢cin saglandigini
kabul edelim. Boylece (2.5.3) esitsizligi i=1,..,s i¢in saglamrr. Ozel olarak

M1/Mo>M;:1/Ms veya M1.M>Mg g (2.5.4)
dir ve esitsizlikten x;=....=X, elde edilir. M;>0 oldugundan ve V" nin her noktas>nda p
nin ayni isarete sahip oldugu kabul edildiginden r=0 i¢in (2.1.2) formilinden p<0
oldugu sodylenebilir.

(2.5.4) esitsizliginin her iki yanma P yi ekleyelim. V" Uizerinden integral alal>m

ve (2.1.2) formulind r=0 ve r=s i¢in uygulayal>m, boylece M; sabit olmak Uzere

-Ms_[ dA:Msj MlpdAsj Ms+1PdA:-Msj dA
v v v v

elde ederiz. Sonug olarak (2.5.4) denklemi V" nin tiim noktalar1 i¢in saglanmalidir ve
s<n i¢in Teorem 2.1.3 saglanir. Teorem 2.1.3 {in geriye kalan hali i¢in yani s = n i¢in
onerme

M>0, i=1,....... N (2.5.5)
oldugunu gosterir. (2.5.2) ve (2.5.5) esitliklerinden

M> M2, My YO >M, M (2.5.6)
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elde edilir. Simdi ¢ pozitif bir sabit olmak iizere M,=c" alalbm. Boylece bir taraftan
r=n-1 i¢in (2.1.2) formiilii ve (2.5.6) esitsizliginden

[ MPdA=-[ MpdA<-c™ [ dA (2.5.7)
A A A

ve diger taraftan da p<0 (2.5.6) esitsizligi ve r = 0 i¢in (2.1.2) formiiliinden
[ MpdA=c™ [ M"PdAZc™ [ M;PdA=-c™ [ dA
A A A

bulunur. Boylece M,"" = M; ve tekrar V" nin tiim noktalar> icin x; =.....= x, = ¢ elde

edilir.
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UCUNCU BOLUM
3. HIPERYUZEYLER

3.1.Giris

M, IR™ Oklid uzaymda ¢ sabit egrilikli S"(c) kiresinin A mn
diferensiyellenebilir bir fonksiyonu ve S"(c) nin skalar egriligi S olmak iizere S= A1(n-1)
bagmtisini sagladigi bilinir. Bu béliimde; tersine, “R™! in pozitif Ricci egrilikli
kompakt, baglantili, daldirilmis M hiperyiizeyinin, laplasyansn s>frdan farkl> A4 birinci
karakteristik degeri S = A;(n-1) bagmtisin1 sagliyorsa M, baz1 6zel ¢ sabitleri icin S"(c)
ye izometrik midir?” sorusunun cevabi arastirildi.

Diferensiyel geometri ag>s>ndan dnemli olan bu sorunun cevab> S.Deshmukh

[14] tarafindan asagidaki teoremle ifade ve ispat edildi.

Teorem 3.1.1. M, R™ de pozitif Ricci egrilikli, kompakt, irtibath bir
hiperylizey olsun. Eger M {izerinde, A Laplace operatorinin s>fxdan farkl> birinci
karakteristik degeri A1 ve M nin skalar egriligi S olmak iizere; S< A1(n-1) bagintis
saglanirsa M, S"(c) kresine izometriktir [14].

Bu teoremin ispat1 i¢in agsagidaki temel kavramlar verilebilir.

3.2. Oklid Uzaysnda Kompakt Hiperylizeyler
Bu bolimde temel kaynak olarak [14] Deshmukh, S., nin makalesi kullansld>.
R™ in kompakt daldirilmis bir hiperyiizeyi M ve y:M—R™!
diferensiyellenebilir bir immersiyon olsun. Ayrica M nin sekil operatorii A ve birim
normal vektor alan> da N olmak tzere Gauss ve Weingarten formulleri

V,Y=V,Y+hXY)N, V,N=-AX , X,Y € y(M) (3.2.1)

seklinde tanimlanir. Burada V ve V srasyla R™! ve y(M) in Riemann konneksiyonlar»;
h, A m>n ikinci temel formudur ve h(X,Y) = <Ax,Y> seklinde tanimlanir. Diger taraftan
A sekil operatorii (VA)(X,Y) = V, AY-A(V,Y)

olmak tizere asagidaki Codazzi denklemini saglar,yani

(V A(X,Y) = (VA)Y,X) (3.2.2)
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A sekil operatorii simetrik oldugundan ve (3.2.2) esitligini sagladigindan

a=(1/n) r ortalama egriligi

grad o = %ZHZ(VA)(ei &) (3.2.3)
=]
ve
X@ =23 (VAEE)D . xCLM)
sartlarin1 saglar. Burada {ej,...... .en} M Uzerinde bir lokal ortonormal bazdsr. (3.2.1)

esitliginden, M nin Ricci ve skalar egriligi sirastyla
Ric(X,Y) = nag(Ax,Y)-g(Ax,Ay) , XY € x(M) (3.2.4)
ve

S =n’e? - Al (3.2.5)
seklinde ifade edilebilir.

Eger M—R, f = %”t//”2 seklinde secilirse ve vy, IR™ de M nin yer vektéri

olmak uzere
Y = grad f+ pN (3.2.6)
elde ederiz. Burada p:M—R olmak Uzere p=<¥, N> seklinde tanimli M nin destek

fonksiyonudur. Boylece (3.2.1) denkleminden
V, grad f=X + pAx, X(p) =-g (A(X), grad f), X € y(M) (3.2.7)

seklinde yazilabilir. (3.2.7) denkleminin ilk kisminda Af= n(1+pa) bulunur. Bu ifadenin

M uzerinden integrali abnsrsa

[@+ pa)dv =0 (3.2.8)

M
elde edilir ki bu da Minkowski integral formulu olarak bilinir. r-inci dereceden ortalama
egrilik; Hy,

n n ) n N
det (1 +tA) =H, + 1 Hit+ ) Hot"+ ...+ . Hit", t€IR (3.2.9)
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denklemiyle tan>mlansr. Burada H; ortalama egriligi, H, bir sabitten biylk olan skalar
egriligi, H, ise Gauss-Kronecker egriligidir. Hsiung, R™* de bir M kompakt hiperyiizeyi
icin (3.2.8) deki Minkowski formullnu iceren

[Hdv+ [Hpdv=0, r=1..n (3.2.10)
M M
formiiliinii elde etmistir.

3.3. Teorem 3.1.1 in Ispat1

M nin kiitle merkezini IR™ in orijininden gegtigini kabul etmek genelligi

bozmaz. O halde y : M—R;™" immersiyonu _[l//dV =0 esitligini saglar.
M
Jsnvol(M)/ [|¥|"dv
M

formultnu elde etmek i¢cin minimum prensibi uygulanabilir. Burada A1, M (zerinde A,

Laplace operatdriiniin birinci karakteristik degeridir. Boylece
‘[”‘P”Z dV < (n.volM) / A1) (3.3.1)
M

yazilir. O halde (3.2.4) esitliginden
[ Ric(gradf , gradf )dV = n [ ag(A(gradf ), gradf )dV = [[|A(gradf)|"dv (3.3.2)
M M M

bulunur.
(3.2.7) deki ikinci denklemden grad p = -A (grad f) olur, bdylece

g (A(grad f), grad f) = -g (grad p, grad f) = - grad f(p)

= - div (p grad f) + pAf
= - div (p grad f) + np(1+ pa)
elde edilir. Buradan
ag(A (grad f, grad f) = -a div (p grad f) + nap(1+ pa) (3.3.3)

yaz>br. M lzerindeki {es,....en} ortonormal baz> kullan>b>rsa

div(A (grad f) ) = Zg(V ,A(gradf),e,)
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=X [g((VA)(e,, gradf),e;) + g(A(Ve,gradf)e;)]
bulunur. Diger taraftan denklem (3.2.3) ve (3.2.7) den
div (A(grad f)) = n (grad f)a + na + p||A|]? (3.3.4)
yaz>br. :M—IR ve x € x(M) igin
div (fx) = x(f) + fdiv x
oldugundan
div (pA (Vf)) = A(VF )p + pdiv (A(VF))
pdiv (A(VTF)) =div (pA(VT)) - A(VF )p
— div(pA(VF)) + | A(VE)|? (3.3.4)
elde edilir. Eger (3.3.4) esitligi p ile carp>brsa
pdiv (A(Vf )= np(grad Ha + nap+ p* [|A|] (3.3.4)"
olacagindan (3.3.4)" ve (3.3.4)"" birlestirilerek
np(grad fo + nap+ p” A[° = div(pA(grad f)) + ||A(grad D)
div(ap grad f)=p(grad f)o + a div(p grad f) (3.3.5)
ve bu esitlik (3.3.4)"’ de yaz>larak
-nadiv(pgrad f)+div (napgrad f)+nap+p?|All*=div(pA(grad f))+|A(grad )|/
(3.3.6)
bulunur. Eger denklem (3.3.6) dan -nadiv(pgrad f), (3.3.3) de yerine yaz>l>rsa ve Stokes

teoremi ve (3.2.8) Minkowski formull kullanslrsa

[ nag(A(grad f), grad NV = | [[|A(grad f)|- nap - p |Al*+n’pa(1+ap)]dV

= [ [n(n-Doptps + [|A(grad f)|]dV (3.3.6)’
=-n(n-1)vol(M) + [ p’sdV + [ [|A(grad f)|’dV (3.3.7)

elde edilir. Diger taraftan;
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[%]° = litgrad DI+ p* ve s < Aa(n-1)
ve (3.3.1) esitliginden

[ psdvs| ¥ dv < nmm-2) [ ¥ sdV < n(n-1)vol(M)
M M

M

bulunur. Boylece (3.3.7) deki integral formulu yeniden yaz>brsa

[ nag(A(grad f).grad fidV < | [|(grad f)|*dV

M M

ve (3.3.2) denklemiyle birlikte diisiiniiliirse

[ Ric(grad f, grad f)dv <0

M
esitsizligi saglanir.
Teoremin hipotezinde Ricci egriligi pozitif oldugundan gradf = 0 olmalidir.

Boylece M irtibatb, f,%rzolan sabit fonksiyondur yani M, r yarxcapl> bir Kkireye

izometriktir. Bu da teoremin ispat>n> tamamlar.

3.4. Hsiung Integralleri Sifir Olan Hiperyiizeyler

Bu bélimde R™ de birinci ve ikinci Hsiung integralleri s>fr olan kompakt
daldirilmis hiperyiizeyleri goz Oniine alacagiz.

Teorem 3.4.1. M, R™ de kompakt ve irtibatli daldirilmus hiperyiizey olsun.
Eger M nin p destek fonksiyonu ve o ortalama egriligi

I+a p<0
bagmtismni sagliyorsa; M, S" kiiresine izometriktir.

n+1

fspat: @: M—R™ immersiyonu icin f = %”‘P”2 fonksiyonunun (3.2.7)

denklemini sagladigini biliyoruz. Boylece
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div ( fgrad f) = [|(grad DI + g % (1+ @ p) (3.4.1)
elde etmek icin div(f grad f) yi hesaplayal>m. Bu ifadenin integrali abnsrsa

[ llgrad P dv + g [ %] (1+ap)dv=0 (3.4.2)
M M
bulunur.

I+a p <0 oldugundan (3.2.8) Minkowski formili 1+a p =0 oldugunu ifade eder.
Bu ifade (3.4.2) de kullanslarak grad f=0 bulunur ki bu da M nin kireye izometrik
olmas> demektir.

Teorem 3.4.2. R™ de bir kompakt, irtibatli, daldirilmis hiperyiizey M olsun.
Eger M nin Il.temel formu negatif taniml> ise M nin a ortalama egriligi ve S skalar
egriligi ve p destek fonksiyonu aras>nda n(n-1)a+ps<0 esitsizligi saglantyorsa; M,

kireye izometriktir.

ispat: Kabul edelim ki, ¢@: M—R™" bir immersiyon ve f = %”‘P”:Z olsun.

(3.2.6) denkleminden
A(grad f) f=g (A (grad f), grad f)
ve burada (3.3.4) kullanslrsa
div( f A(grad f)) = A (grad f) f + f div (A (grad 1))
= h(grad f, grad f) + nf (grad f)o + naf + £ p ||Al]? (3.4.3)

bulunur. Ayrxca (3.4.1) kullan>brsa

2
div (naf grad f) = nf (grad fo + na ||grad f° + nTa ||‘I’||2 (1+a p) (3.4.4)

bulunur. (3.4.3) denkleminden (3.4.4) denklemi ¢>karsbrsa;
div(fA(grad f)-naf grad f)) = h(grad f, grad f)+naft+fp||Al*-na ||grad fl|* -n’o?pf-n“af
= h(grad f, grad f)-pfs + naf- no||grad f]|*-n’af

= h(grad f, grad f)-f (n(n-1)a + ps)+n(n-1)fo + naf - n%af - noj|grad ]
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bulunur. Yukarsdaki denklemin integrali abnsrsa

[ Th(grad f, grad f)- najgrad fI*] dV = [ [f(n(n-1)a+ ps] dV

M M
grad f # 0 olmak {izere U ag>k kiimesi Uzerinde e birim vektor alan> e = ”323: ”
tan>mlansrsa
[ llgrad fi* [ h(e.e)—naldV = [ f(n(n-1)a+ ps)dV (3.4.5)
M M
bulunur. Diger taraftan (3.2.10) da r = 2 alinirsa
[ (n(n-Da + ps) dV=0 (3.4.6)
M
bulunur. Bu integral formuli ayn> zamanda
div (A (grad f) — nagrad f) = -n(n-1)a—ps (3.4.7)

formulinden de elde edilir. Boylece n(n-1)at+ps < 0 oldugu igin ve (3.4.6), (3.4.7)
integrallerden n(n-1)o+ps=0 elde edilir. Sonu¢ olarak (3.4.5) denklemi yeniden

diizenlenirse

[ llgrad fiI’[ h(e,e)—na] dV = 0 (3.4.8)

M
elde edilir. U tzerindeki lokal ortonormal baz {e,.....,en} olmak lizere
no = h(ey,e1) + h(ez,ez) + ...... + h(en,en)

yaz>labilir ki 11.temel formun negatif tan>ml> olmas>ndan na< h(e,e) olur. Bu da (3.4.8)
de yazslxsa ||grad f|| = O bulunur. Yani f sabit bir fonksiyondur. O halde M, kireye

izometriktir.

3.5. Integral Formuli

Teorem 3.5.1. IR™ de bir kompakt, irtibatli, daldirilmis hiperyiizey M olsun. M

nin ortalama egriligi a, destek fonksiyonu p ve s skalar egriligi arasinda;
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'[ [k(1+ pa)®-knpo — p?s ] dV <0 (3.5.1)

M
bagintist vardir. Burada k=n(n-1) olan pozitif bir sabittir.
Ispat: f € C* (M,R) olmak (izere Bochner-Lichnerowicz formiiliinin M

uzerinden integrali abn>rsa

[ [(AD? |IHess fi[? - Ric(gradf, gradf) ] dv=10 (3.5.2)

M
bulunur [15] . Diger taraftan Vf € C*(M,R) icin

(Af)*< n |[Hess f||* (3.5.3)
yazilabilir. Eger (3.3.2) de (3.3.6)" kullansl>rsa

[ Ric(gradf, gradf) dV = | (n(n-Dap+sp?) dV (3.5.4)

M M
elde edilir. (3.5.4), (3.5.3) ifadeleri (3.5.2) de yerine yaz>bp Af = n(1+ap) ve k=n(n-1)
konumu yap>lrsa (3.5.1) elde edilir.

Teorem 3.5.2. IR™ de bir kompakt, irtibatli, daldirilmis hiperyiizey M olsun. M
nin ortalama egriligi o, destek fonksiyonu p olsun. Eger A1 IR™* Oklid uzay>nda c sabit
egrilikli S"(c) kiresinin A mon diferensiyellenebilir bir fonksiyonu ve S"(c) nin skalar
egriligi S olmak tizere S= A;1(n-1) bagintisini sagliyorsa,

I [ n(1+ po))*-npo—p®Ay]dV < 0 (3.5.5)

M

dor.

Ispat:Hipotezden ve (3.5.1) den (3.5.5) elde edilir.
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