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This thesis is arranged in three chapters. 
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BİRİNCİ BÖLÜM 

 

1. TEMEL TANIMLAR 

 

 Tan m 1.1.  › Boş olmayan bir cümle A ve bir K cismi üstünde bir vektör uzay V 

olsun. Aşağıdaki önermeleri doğrulayan bir 

 VAAf :  

fonksiyonu varsa A  ya V ile birleştirilmiş bir afin uzay denir. 

  ARQPA  ,,1  için      RPfRQfQPf ,,,   

  APA 2 ve V için   QPf ,  olacak şekilde bir tek AQ  vard r, ›

[1]. 

Tan m 1.2. › V, sonlu boyutlu bir reel vektör uzay  olsun.›  

IRVV :  

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlarsa Ψ ye V üstünde iç çarp m denir.›  

(i) Ψ bilineer formdur;  Raa  21,  ve Vyxyxyx  ,,,,, 2211  ise; 

            
     
     22112211

22112211

,,,
,,,
yxayxayayax
yxayxayxaxa




 

(ii) Ψ simetriktir; 

              xyyx ,,   

(iii) Ψ pozitif tan ml› d r;› ›  

            
 
  00,

,0,



xxx
Vxxx
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  yxyx ,,   olup 2, xxx   ile gösterilir, [2]. 

Tan m 1.3. › Bir reel afin uzay A ve A ile birleşen vektör uzay V olsun. V de bir iç 

çarpım işlemi olarak; 

   
 












 n

n
n

i
ii yyy

xxx
yxyxyx

IRVV

,...,
,...,

,,

:,

1

1

1

 

Öklid iç çarpımı tanımlanırsa bu işlem yardımıyla A da uzakl k ve aç  gibi metrik › ›

kavramlar tan mlanabilir. Böylece › A afin uzay nda yeni bir ad olarak Öklid uzay  ad n  › › › ›

al r, [1].›  

Tan m 1.4. › nE  de s ral  bir › ›  nPPP ,...,, 10  nokta n+1 lisine nR  de karşılık gelen 

 nPPPPPP 02010 ,...,,  vektör n lisine nR  için bir ortonormal baz ise  nPPP ,...,, 10  sistemine 

En in bir dik çat s  veya Öklid çat s  denir› › › › , [1]. 

Tan m 1.5. › X  bir cümle olsun.  X in altcümlelerinin bir koleksiyonu  olsun.   

koleksiyonu aşağıdaki önermeleri sağlarsa X üzerinde bir topoloji ad n  al r, [1].› › ›  

 
 
  .AIi,A

,AAA,A
,Ø,X

ii3

21212

1






  

Tan m 1.6. › Bir X cümlesi ve üzerindeki   topolojisinden oluşan  ,X  ikilisine 

topolojik uzay denir, [1]. 

Tan m 1.7. › X  bir topolojik uzay olsun. X  in p ve q gibi farkl  noktalar  için › › X de 
s ras  ile › › p ve q noktalar n  içine alan › › pA  ve qA  aç k altcümleleri›  

 qp AA Ø 

olacak şekilde bulunabilirse X topolojik uzay na bir Haussdorff uzay  denir, [1].› ›  

Tan m 1.8. › M bir topolojik uzay olsun. Elemanlar  › M içinde n-boyutlu koordinat 

sistemleri olan bir A kümesi aşağıdaki iki önermeyi doğrularsa A kümesine M topolojik 

uzay  üstünde › n-boyutlu bir atlas ad  verilir.›  
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(A1) M nin her bir noktas  › A kümesinin en az bir eleman n n tan m bölgesinde › › ›

bulunur. 

(A2) A içindeki her iki koordinat sistemi düzgün olarak örtüşür, [3]. 

Tan m 1.9. › A, M topolojik uzay  üzerinde bir atlas olsun. › A n n elemanlar yla › ›

düzgün örtüşen her koordinat sistemi yine A n n elemanlar  oluyorsa › › A ya M üstünde bir 

tam atlas denir, [3]. 

Tan m 1.10. › M, Haussdorff uzay  üstünde bir tam atlas varsa, bu tam atlasla ›

birlikte M ye bir düzgün (diferensiyellenebilir) manifold denir, [1]. 

Tan m 1.11. › M bir topolojik uzay olsun. M aşağıdaki önermeleri doğrularsa M  

ye  n-boyutlu topolojik manifold denir. 

(M1) M bir Haussdorff uzay d r,› ›  

(M2) M nin her bir aç k altcümlesi › nE  e veya nE  in bir aç k altcümlesine ›

homomorftur, 

(M3) M say labilir çoklukta aç k cümlelerle örtülebilir, [1].› ›  

Tan m 1.12. › M bir C  manifold olsun. M üstünde vektör alan n uzay  › › )(M  ve 

reel değerli C halkas  ›  IRM ,C  olmak üzere; 

   IRMCMM ,)(:,    

şeklinde bir iç çarpım tanımlı ise M  ye Riemann manifoldu denir, [1]. 

Tan m 1.13. › V vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay A olsun. Ap  ve Vv  

için  vp, s ral  ikilisine › › A afin uzay n n › › p noktas ndaki tanjant vektörü denir, [1].›  

Tan m 1.14. ›     ,,,,,  RpTA  vektör uzay na › A afin uzay n n › › Ap  

noktas ndaki tanjant uzay  denir ve k saca › › ›  pTA  ile gösterilir, [1]. 

Tan m 1.15. › MV   üzerindeki bir vektör alan  operatörü;›  
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 pTVX V
Vp

 :  

biçiminde bir fonksiyondur. Öyle ki; 

             VVIX  :  

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur, [1]. 

Tan m 1.16. ›    nn EIRECgrad ,:  

           fgradf   

öyle ki En  de  nxx ,...,1  bir koordinat sistemi olmak üzere 

  
i

n

i i xx
ffgrad







1

 

şeklinde tanımlı grad fonksiyonuna En de  nxx ,...,1 koordinat sistemine göre gradient 

fonksiyonu denir ve   ile gösterilir, [1]. 

Tan m 1.17.  ›    IRECEdiv nn ,:   

       XdivX   

öyle ki;   

             
 




n

i ix
fX

1

 

olmak üzere; 

              
 



n

i ix
fXdiv

1

 

veya 

              xxdiv ,  

şeklinde tanımlı div fonksiyonuna En de  nxx ,...,1  koordinat sistemine göre divergens 

fonksiyonu denir, [1]. 
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Tan m 1.18. › nE  de (n-1) boyutlu bir yüzey, nE  deki boş olmayan bir M 

cümlesine denir. Öyle ki; 

M { UIRUfEUx n ,:|   bir aç k altcümle}›  

                                        cxfx   

Mppf  ,0|  

biçiminde tan mlan r. › › nE  de n=2 ise düzlemsel eğri, n=3 ise yüzey, n>3 ise hiperyüzey 

denir, [1]. 

Tan m 1.19. › nE  in hiperyüzeyi M olsun.  M  n n ortonormal baz  › › N ise, N 

ye M nin birim normal vektör alan  denir, [1].›  

Tan m 1.20. › nE  in bir hiperyüzeyi M ve M nin birim normal vektör alan  › N 

verilsin. nE  de Riemann konneksiyonu D olmak üzere,  MX   için 

     NDXS X  

şeklinde tanımlı, S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü veya M nin Wiengarten 

dönüşümü denir, [1]. 

Tan m 1.21. › nE  de bir hiperyüzey M olsun. M nin bir P noktasındaki şekil 

operatörü S(P) olmak üzere, 

    PizSPHP
IRMH


:

 

biçiminde tan mlanan fonksiyona › M nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve H(P) değerine 

de M nin P noktas ndaki›  ortalama eğriliği denir, [1]. 

Tan m 1.22. › M, n-boyutlu bir manifold ve M üzerinde C s n f ndan › › ›

fonksiyonlar n cümlesi ›  IRMC ,  olmak üzere 

        IRMCIRMC ,,:          
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                          
 



n

j jx
fff

1
2

2

 

şeklinde tanımlanan dönüşüme M nin Laplace operatörü denir, [4]. 

Tan m 1.23. › nE  de M bir (n-1) altmanifold ve P noktas nda  › M nin tanjant uzay  ›

 PTM  olduğuna göre M üzerinde Weingarten dönüşümü;  M nin birim normal vektör 

alan  N v› erilmek üzere,  X  (M) için 

        PTPTS MM :  

                   X →  S(X) = DX N 

şeklinde tanımlanır. S ile tan mlanan ikinci temel form › M üzerinde ikinci dereceden bir 

kovaryant tensör olarak  PTYX MPP   için, 

                    NYXSYXII PP ,,   

şeklinde tanımlanır, [1]. 

Tan m 1.24.›  nE  in bir hiperyüzeyi M ve M nin şekil operatörü S olsun. nE  in 

Riemann konneksiyonu D ile gösterilmek üzere,  MYX  ,  için, 

  NYXSYDYD xx ,                                                                              (1.1) 

şeklinde tanımlı D  operatörüne M üzerinde Gauss anlam nda kovaryant türev operatörü ›

ve (1.1) denklemine de M üzerinde de Gauss denklemi denir. Ayr ca›  

          0,  YXSYSDXSD xy  

denklemine de Codaozzi–Mainardi denklemi denir, [1]. 

Tan m 1.25.›  Eğer M altmanifoldunun ikinci temel formu sıfıra eşitse M ye total 

geodeziktir denir, [5]. 

Tan m 1.26.  ›        nnnn EEEER  :  



7 

       ZYXRZYXRZYX ,,,,,   

        ZDZDDZDDZ,Y,XR Y,XXYYX   

            ZDDDDD Y,XXYYX 
 

    ZDD,D Y,XYX   

olarak tan mlanan › R fonksiyonu  nE  üzerinde üçüncü mertebeden bir kovaryant 

tensör alan d r. Bu kovaryant tensör alan na › › › nE  in eğrilik tensör alan  ve bunun bir ›
nEp  noktasındaki değeri olan   ppp ZYXR  tensörüne de nE  in p noktasındaki eğrilik 

tensörü veya k saca › nE  in p deki eğriliği denir, [1]. 

Tan m 1.27.›  M, n-boyutlu bir Riemann manifold ve Mp  noktas ndaki tanjant ›

uzay  PTM  olsun.  PTM  nin ortonormal baz  ›  neee ,...,, 21  ve M nin Riemann eğrilik 

tensörü R olmak üzere, 

    IRPTPT:Ric MM   

                     v,uRicv,u   

dönüşümü 

    



n

i
ii evueRvuRic

1
,,,  

şeklinde tanımlanırsa, M nin p noktasındaki Ricci eğrilik tensörü olarak adlandırılır. Bu 

Ricci eğrilik tensörünün Mp  noktasındaki değerine M nin Ricci eğriliği denir, [1]. 

Tan m 1.28. › M, n-boyutlu Riemann manifoldu olmak üzere  XTM  tanjant 

uzay ndaki › P  düzlemi için K(P) kesit eğriliği; {X1,X2} , P nin ortonormal baz  olmak ›

üzere, 

      12212121 X,XX,XRX,X,X,XRPK   
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şeklinde tanımlanır, [5]. 

Tan m 1.29. › M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve Mp için  PTM  nin 

ortonormal baz  ›  neee ,...,, 21 olsun. S, M nin Ricci eğrilik tensör alanı olmak üzere, 

  



n

i
ii eeRicS

1

,                                                                                          (1.2) 

şeklinde tanımlı S değerine M nin skalar eğriliği denir. (1.2) eşitliğinde 

    



n

i
ii eYXeRYXRic

1
,,,  

ifadesi göz önüne al n rsa,› ›  

  
 


n

i

n

j
jiij eeeeRS

1 1
,,  

şeklindedir, [6]. 

Tan m 1.30› .  M ve M  birer C manifold ve f: M  M bir C fonksiyon olsun. 

Eğer f nin f* Jakobian matrisi MP noktas nda regüler ise f ye M den › M  içine bir 

immersiyon (daldırma) denir. Bir başka ifade ile rank f = boy M ise f bir 

immersiyondur, [1]. 

Tan m›  1.31.   1
1

1

221
121 |,...,, 






 









  n
n

i
i

n
n

n ErxExxxxS ile tan ml  › ›

ifadeye n-boyutlu küre denir, [1]. 

Tan m 1.32. › E3 içinde yönlü bir M yüzeyinin birim normal vektör alan  N olmak ›

üzere  

  


)P(N,PPP
IRM:

 

fonksiyonuna M yüzeyinin destek fonksiyonu denir.  P  say s  T› › p (M) düzleminin 

başlangıç noktasına uzaklığıdır [7 ]. 
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İKİNCİ BÖLÜM 

 

2. İNTEGRAL FORMÜLLERİ 

 
 
2.1. Giriş 

 

 Vn, En+1 Öklid uzayına daldırılmış ikinci mertebeden diferensiyellenebilir 

yönlendirilmiş bir hiperyüzey ve x1,…xn, Vn in bir P noktas ndaki karakteristik ›

eğrilikleri olsun. Vn in bir P noktas ndaki›  r-inci temel simetrik fonksiyonu olarak 

tan mlanan, r› -inci ortalama eğriliği; x1,…xn nin terimlerin say s na bö› › lünerek elde edilir. 

Yani, 

 (
n
r ) Mr = Σ x1….xr ,  r = 1,….,n       (2.1.1) 

dir. Mo=1 olarak tan mla› n r› .  

 p(p), En+1 in belirli bir O noktas ndan, V› n in P noktas ndaki tanjant ›

hiperyüzeyine olan uzaklığı göstersin ve dA da P noktasında  Vn in alan elementi olsun. 

n-1 boyutlu Vn-1 kapal  s n r na sahip yönlendirilebilir V› › › › n hiperyüzeyi için 

 
nV

(Mr-1 p+ Mr) dA ,  r = 0,….,n-1 

integrallerini, Vn-1 sınırı üzerinden integraller olarak ifade edilebileceğini W.Sherrer [8] 

de n=2 için elde edilen bu ilişkileri, kapalı hiperyüzeyler ile ilgili olan aşağıdaki üç 

teoremi ispat etmek için kulland . ›  

 Teorem 2.1.1. Vn, En+1 Öklid uzayına daldırılmış ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir kapal  bir hiperyüzey olsun. Buna göre›  

 
nV

(Mr+1 pdA + 
nV

Mr dA=0 , r = 0,…,n-1     (2.1.2) 

dir. Bu formüller konveks hiperyüzeyler için n=2 halinde H.Minkowski taraf ndan elde ›

edildi ve T.Kuboto tarafından n için genelleştirildi [9].  

 Teorem 2.1.2. Vn, En+1 Öklid uzayına daldırılmış ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir kapal  bir hiperyüzey olsun› . En+1 de bir O noktas n  ve M› › s>0 şartı 
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alt nda, ya p› ≤-Ms-1 / Ms ya da p≥-Ms-1 / Ms özelliklerini Vn in tüm noktalar  için ›

sağlayan bir s tamsayısının var olduğunu kabul edelim. Buna göre Vn bir hiperküredir. 

 Vn hiperyüzeyinin konveks olması durumunda s=1 dir ve son şarttaki eşitlik 

sağlanır. Bu teorem n=2 için K.P.Grotemeyer [10] taraf ndan elde edildi ve W.Süss [› 11] 

tarafından n için genelleştirildi. Grotemeyer ve Süss ayn  zamanda (› -p)s = 1/Ms şartını 

sağlayan konveks hiperyüzeylerin bir hiperküre olduğunu gösterdiler. Bu sonuç teorem 

2.1.1 ve Süss’ ün metodu kullan larak hiperyüzeylerin daha genel s n flar  içinde elde › › › ›

edilebilir.  

 Teorem 2.1.3. Vn, En+1 Öklid uzayına daldırılmış ikinci mertebeden 

diferensiyellenebilir kapal  bir hiperyüzey olsun. › En+1 de bir O noktas n  ve V› › n in tüm 

noktalarının da p fonksiyonu ile aynı işarete sahip olduğunu, i=1,…,s için Mi>0 ve Ms 

sabit olacak şekilde, bir s tamsayısının (1≤s≤n) var olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

Vn bir hiperküredir. 

 n=2 hali için Teorem 2.1.3; sabit Gauss eğrilikli kapalı hiperyüzeylerin küre 

olduğu ve eğer yüzeyin aynı tarafındaki tüm tanjant düzlemler üzerinde bir nokta 

mevcutsa, sabit ortalama eğrilikli bir kapalı yüzeyin bir küreye karşılık gelmesi 

gerektiği bilinen sonucuna dönüşür. Keyfi boyuta sahip konveks hiperyüzeler için 

teorem W.Süss’ ün yaklaşımıyla ispatlanır. Teoremin ispatı da Süss’ ün ispatına 

benzerdir. 

 

2.2. Kapal  Hiperyüzeyler için Baz› › Temel Kavramlar 

             Bu bölümde temel kaynak olarak  [12] Hsiung,C.C, nin makalesi kullan ld .› ›  

 En+1 Öklid uzay nda O noktas  orjin olmak kayd yla bir ortogonal O› › › ŋ1,… Oŋn+1 

çat s n  göz önüne alal m. Bu ortogonal çat ya göre E› › › › › n+1 de n-tane A1,…..An 

vektörlerinin çarp m n  A› › › n+1 vektörü olarak tanımlayalım ve aşağıdaki şartları sağlayan 

bu vektörü A1 x….x An ile gösterelim  

(a) An+1 vektörü, A1,…..An vektörleri ile belirlenen n-boyutlu uzaya normaldir. 

(b) An+1 vektörünün büyüklüğü, köşeleri A1,….,An vektörleri olan paralelyüzün 

hacmine eşittir. 

(c) O A1,…..An, An+1 ve Oŋ1,… Oŋn+1 çat lar  ayn  yönlendirmeye sahiptir.                                                                                         › › ›

Kabul edelim ki, σ; 1,….,n  say s n n p› › › ermütasyon fonksiyonu  olsun, buna göre;  

 Aσ (1) x….x Aσ (n) = (sgn σ) A1 x….x An      (2.2.1) 
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dir. Burada sgn σ, permütasyonun tek veya çift olmasına bağlı olarak +1 veya -1 e 

eşittir. 

 i1,…,in+1 orjinden ŋ1,…ŋn+1 e yönüne tan ml  birim vektörler ve A› › α
j da j=1,…,n+1 

olmak üzere Oŋ1,….Oŋn+1 çat s na göre › › α=1,….,n için Aα vektörünün bileşenleridir. Aα 

ve Aβ vektörlerinin skalar ve A1,..,An  n.vektörünün vektörel çarp mlar  da s ras yla› › › ›  

  

 Aα .Aβ = Σ i Aα
i.Aβ

i         (2.2.2) 

 A1xA2x….xAn = (-1)n 
121

121
121

.....
..................

.....

.....






n
nnn

n
iii

n

AAA

AAA
iii

     (2.2.3) 

dir. Eğer Aα
j lar x1,…,xn n değişkenin diferensiyellenebilir fonksiyonları ise (2.2.3) 

denkleminden ve determinantlar n türevinden›  

 
x

 ( A1xA2x….xAn) = 


n

1

( A1x A2 x……x Aβ-1x 



x

A



 x Aβ+1x.…..xAn)  (2.2.4) 

elde edilir. Şimdi En+1 e daldırılmış ikinci mertebeden diferensiyellenebilir bir Vn 

hiperyüzeyini ele alal m. (Y› 1,….,Yn+1) En deki bir p noktas n n O› › ŋ1,…..,Oŋn+1 ortogonal 

çat s na göre koordinatlar  olsun. Böylece V› › › n aşağıdaki parametrik denklemle  

 yi = fi(x1,…,xn) , i=1,…,n+1        (2.2.5) 

yada  

 Y = F(x1,…,xn)        (2.2.6) 

vektör denklemiyle verilebilir. Burada yi ve fi s ras yla Y ve F vektörlerinin › ›

bileşenleridir; x1,…,xn parametreleri de n boyutlu reel say  uzay n n basit irtibatl  bir D› › › ›  

aralığında değer alırlar, fi(x1,…,xn) lerde ikinci s n f ve D nin her noktas nda rank  n › › › ›

olan x
y i


  Jakobian matrisine sahiptirler.  



12 

 Eğer α=1,…,n için  x
y


 vektörünü Yα ile gösterirsek Vn in bir P noktas ndaki ›

birinci temel formu 

 ds2 = g αβ dxα dxβ ,   g αβ = YαYβ       (2.2.7)  

olur. Burada g  matrisi pozitif tan ml d r, yani› › ›  

 g= g >0            (2.2.8) 

determinant  s f rdan büyüktür.› › ›  

 N, Vn in bir P noktas ndaki birim normal vekt› örü ve Nα da x
N


 vektörüdür, yani  

 N α = -b αβ g βγ Yγ         (2.2.9) 

d r. Burada›  

 b αβ = b βα = -NαYβ                  (2.2.10) 

olup Vn nin II.temel formunun bileşenleridir. Burada 
g Kronecker deltas  olmak üzere›  

 g αβ.g βγ  = δγ
α                                                                         (2.2.11) 

d r. V› n  in p noktas ndaki x› 1,….xn  n-karakteristik eğrilikleri,  

  xgb  = 0                                                   (2.2.12) 

determinantının kökleridir. (2.1.1) ve (2.2.12) eşitliklerinden 

 Mn = b/g, nM1= bαβ gαβ,  nMn-1 = gαβ=Bαβ/g               (2.2.13) 

yaz labilir. Burada›  

 b=|bαβ|                                                                                     (2.2.14) 

ve Bαβ da b de bαβ n n kofaktörüdür. V› n in P noktas ndaki alan elementi ›  

 dA=g1/2  dx1….dxn                                                             (2.2.15) 

ile verilir. Kabul edelim ki PY1,….YnN ve Oŋ1,… Oŋn+1 ayn  yönlendirmeye sahip ›

olmak üzere N birim normal vektörünün yönünde  olsun. Böylece  (2.2.3) ve (2.2.15) 

denklemlerinden  
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 g1/2N = Y1x….xYn                 (2.2.16) 

ve 

 | Y1,.,Yn, N | = g1/2                                                           (2.2.17) 

elde edilir. 

 

2.3. r = 0 için (2.1.2) Formülünün İspatı 

 Y1 x…..x Yn-1 x N x Yα+1 x ….x Yn vektörü N normal vektörüne dik ve  

 Y1 x…..x Yn-1 x N x Yα+1 x ….x Yn = aαβYβ     (2.3.1) 

dir.  

 (2.3.1) denkleminin her iki yan n  Y› › α vektörü ile skaler çarparsak ve (2.2.1), 

(2.2.3), (2.2.7), (2.2.16) denklemlerini kullan rsak›  

 aαβgβγ = -g1/2 
 ,  α , γ = 1,….,n       (2.3.2) 

elde ederiz. 

 (2.3.2) denklemini belirli bir α ve aαβ değeri için çözüp sonucunu (2.3.1) 

denklemiyle birlikte düşünürsek 

 Y1x….xYα-1xNxY α+1x…..xYn = -g ½ gαβ Yβ     (2.3.3)  

yazabiliriz. (2.2.4), (2.2.9), (2.2.13) ve (2.2.16) denklemlerini kullanarak 

 


n

1
x


(Y1x….xYα-1xNxY α+1x..xYn) =


n

1
(Y1x….xYα-1xNα xY α+1x…..xYn) 

     = -ng1/2 M1N                        (2.3.4) 

olduğu görülebilir. Böylece (2.3.3) ve (2.3.4) denklemlerinden 

 ng1/2 M1N = x


( g1/2 gαβ Yβ)      (2.3.5) 

bulunur. 

 (2.3.5) eşitliğinin her iki yanının Y ile skaler çarpımını alalım. Böylece (2.2.7) 

ve (2.2.11) denklemlerinin bir sonucu olarak  

 nM1pg1/2 = x


( g1/2 gαβ ηβ)- ng1/2      (2.3.6) 

elde ederiz. Burada 
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 P=Y.N,   ηα=Y.Yα        (2.3.7) 

dir. Vn-1 kapal  s n r na sahip bir V› › › › n hiperyüzeyini göz önüne alal m ve E› n+1 Öklid 

uzayına daldırılmış, ikinci mertebeden diferensiyellenebilir olduğunu kabul edelim. 

(2.3.6) denkleminin Vn üzerinden x1,…,xn e göre integralini alarak ve (2.3.6) 

denkleminin sağ tarafının ilk terimine Green teoremini uygulayarak  

 
nV

M1pdA + A=n-1 
1nV



n

1

(-1)α-1 g1/2 gαβ ηβ dx1…..dxα-1dxα+1….dxn  (2.3.8) 

elde ederiz. 

 Özel olarak Vn kapalı ve yönlendirilebilir olduğundan (2.3.8) denkleminin sağ 

tarafındaki integral ayrılır ve böylece (2.1.2) denklemi r = 0 için sağlanır. 

 

2.4. (2.1.2) Formülünün Genel Bir r için İspatı     

 Bu  bölümde (2.3.8) formülünü genel bir r için benzer şekilde türetmek için 

kullanacağız. Bunun için ilk olarak En+1 de Vn-1 kapal  s n r na sahip ve V› › › › n e paralel olan 

nV  hiperyüzeyini ele alal m. Bu › durum da nV  ve Vn ayn  normale sahip olur. t reel bir ›

parametre olmak üzere nV  in vektör denkleminin 

  Y  = Y- tN        (2.4.1) 

şeklinde yazılabileceği açıktır. (2.4.1) denkleminden N.N=1 ve N. Y = 0 olmas ndan ›









dx
dt =0 yani t nin sabit olduğu sonucuna varırız. (2.2.7), (2.2.9), (2.2.10) 

denklemlerinden ve bunlar n › nV  için benzerlerini kullanarak nV in birinci ve ikinci 

temel formlarının bileşenlerini 

 g  =  gαβ + 2bαβt + bαgbβœ 
g t2 = ( g + bα  t)( tgb 



  ),   (2.4.2) 

 b = bαβ + b bβœ 
g t = b ( tgb 



  )    (2.4.3) 

olarak elde ederiz. Burada basit hesaplamalar yard m yla › › nV ve b (2.2.8) ve (2.2.14) 

denklemlerine benzer şekilde tanımlanarak, 
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 b  = bΔ,         (2.4.4) 

 g = gΔ2 ,         (2.4.5) 

 |  gbR  | = | ( tR  )bαβ-gαβ | Δ       (2.4.6) 

olarak bulunur. ix ,  nV  nin karakteristik eğrilikleri olmak üzere 

 Δ = | tgb 



  | ,          (2.4.7) 

 iR = 1/ iX  , i = 1,…..,n        (2.4.8) 

bulunur. (2.4.4), (2.4.5), (2.4.6) ve (2.2.12), (2.2.13), (2.2.15) denklemlerinin bir sonucu 

olarak, nV inkilere benzer formüllerle dA , g nin alan elementi ve Ri=1/Xi olmak 

üzere;  

 dAM n . = MndA        (2.4.9) 

ve 

 iR = Ri + t                   (2.4.10) 

bulunur. g , g de g ile bölünmüş g  n n kofaktörü olsun, böylece (2.3.7), (2.4.1), ›

(2.4.2) ve (2.4.7) eşitliklerden 

 ηβ = ηβ +  t 
 gb ηγ = ηγ ( 



 gtb )             (2.4.11) 

ve 

 
  gg = Φα Δ                            (2.4.12) 

elde ederiz. Burada  YY    

 Φα = 

nnnnnnnn

nn

n

nn

nn

tbgtbgtbg
tbgtbgtbg

tbgtbgtbg
tbgtbgtbg











...

...

...

...

...

2211

,1,12,12,11,11,1

21

,1,12,12,11,11,1

1112121111




           (2.4.13) 

d r ve ›  

 Φα = 










 1

0

1n

r r
n

Θα
r tr                          (2.4.14) 
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 Θα
o = g gαβηβ                   (2.4.15) 

olduğu açıktır. (2.1.1) ve (2.4.8) denklemleri yardımıyla g  için (2.3.8) eşitliği 

NYP  = p-t ve 1nV ,   nV  nin sınırı olmak üzere aşağıdaki şekilde yazılabilir: 

 
nV

P  (Σ 121 .......  nRRR )+ 
nV

AdMRRR nn .........21    

  = 
1nV



n

1

(-1)α-1 g-1/2 g-αβ 
 dx1...dxα-1dxα+1….dxn            (2.4.16) 

 (2.4.5), (2.4.9), (2.4.10), (2.4.12) ve (2.4.14) eşitliklerini (2.4.16) da yerine 

yazarsak, 

 
nV

(p-t)





1

0
)(

n

i
in (ΣR1….Ri)tn-i-1MndA+n






1

0
)(

n

i
in 



n

i 0
(ΣR1….Ri)tn-iMndA  

  = 
1nV



n

1





1

0

n

r
(-1)α-1








 
r
n 1  g-1/2 

r tr dx1...dxα-1dxα+1….dxn       (2.4.17) 

elde ederiz ki bu da t de bir özdeşliktir. Buradan (2.4.17) denkleminin her iki yanındaki 

tr nin katsayılarını eşitleyerek ve (2.1.1) denklemini kullanarak (2.3.8) formülünün 

aşağıdaki genelleştirilmiş şeklini elde ederiz. Yani  

 
nV

Mr+1PdA+ 
nV

MrdA=n-1 
1nV



n

1

(-1)α-1g-1/2 
nV

dx1...dxα-1dxα+1….dxn 

                                                               (2.4.18) 

dir. 

 Bu formül Vn in kapal  ve yönlendirilebilir olmas  durumunda (2.1.2) › ›

formülünden elde edilir.  

 

2.5. Teorem 2.1.2 ve 2.1.3 ün İspatları 

 Teorem 2.1.2 yi ispatlamak için Ms>0 olduğundan p≤-Ms-1 / Ms ve p≥-Ms-1 / Ms 

önermelerinin s ras yla M› › sP + Ms-1≤0 ve  MsP + Ms-1≥0 eşitsizliklerine denk olduğunu 

göz önüne alal m.›  

R = s-1 için (2.1.2) den 

 
nV

 ( MsP + Ms-1)dA=0 
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yaz labilir. Böylece iki önerme de  p= › -Ms-1 / Ms olduğunu gösterir. r = s için bu sonucu 

(2.1.2) de yerine yazarsak 

 
nV

 (Ms
2-Ms-1Ms+1) | MsdA=0      (2.5.1) 

elde ederiz. 

 







i
n

Mi,    x1,…….,xn reel say lar n n  i› › › -inci temel simetrik fonksiyonları olduğundan  

 Mi
2-Mi-1Mi+1≥0   i=1,…….,n-1      (2.5.2) 

elde ederiz ve i nin herhangi bir değeri için (2.5.2) deki eşitlikten x1=…..=xn elde edilir 

[13]. (2.5.1) den Vn nin her noktas nda x› 1=…...=xn olduğu söylenebilir. Bilindiği gibi bu 

sonuçta Vn nin bir hiperküre olduğunu gösterir. Böylece Teorem 2.1.2 ispatlanmış olur. 

Eğer Mi-1>0 ve Mi>0 ise (2.5.2) eşitsizliği 

 Mi | Mi ≥ Mi+1 / Mi        (2.5.3) 

şeklinde yazılabilir. Teorem 2.1.3 ün s<n özelliğindeki bazı değerler için sağlandığını 

kabul edelim. Böylece (2.5.3) eşitsizliği i=1,..,s için sağlanır. Özel olarak       

 M1/M0≥Ms+1/Ms veya M1.Ms≥Ms+1          (2.5.4) 

dir ve eşitsizlikten x1=….=xn elde edilir. M1>0 olduğundan ve Vn nin her noktas nda p ›

nin aynı işarete sahip olduğu kabul edildiğinden r=0 için (2.1.2) formülünden p<0 

olduğu söylenebilir.  

 (2.5.4) eşitsizliğinin her iki yanına P yi ekleyelim. Vn üzerinden integral alal m ›

ve (2.1.2) formülünü r=0 ve r=s için uygulayal m, böylece M› s sabit olmak üzere 

 -Ms 
nV

dA = Ms 
nV

M1PdA ≤ 
nV

Ms+1PdA = -Ms 
nV

dA 

elde ederiz. Sonuç olarak (2.5.4) denklemi Vn nin tüm noktaları için sağlanmalıdır ve 

s<n için Teorem 2.1.3 sağlanır. Teorem 2.1.3 ün geriye kalan hali için yani s = n için 

önerme 

 Mi>0 , i=1,…….,n        (2.5.5) 

olduğunu gösterir. (2.5.2) ve (2.5.5) eşitliklerinden 

 M1≥ M2
1/2≥….≥Mn-1

1/(n-1) ≥Mn
1/n      (2.5.6) 
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elde edilir. Şimdi c pozitif bir sabit olmak üzere Mn=cn alal m. Böylece bir taraftan   ›

r=n-1 için (2.1.2) formülü ve (2.5.6) eşitsizliğinden  

 
nV

MnPdA = - 
nV

Mn-1dA ≤ -cn-1 
nV

dA     (2.5.7) 

ve diğer taraftan da p<0 (2.5.6) eşitsizliği ve r = 0 için (2.1.2) formülünden 

 
nV

MnPdA = cn-1 
nV

Mn
1/n PdA ≥ cn-1 

nV

M1 PdA= - cn-1  dA 

bulunur. Böylece Mn
1/n = M1 ve tekrar Vn nin tüm noktalar  için x› 1 =…..= xn = c elde 

edilir. 
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

 

3. HİPERYÜZEYLER 

 

3.1.Giriş 

 λ1, IRn+1 Öklid uzayında c sabit eğrilikli Sn(c) küresinin Δ n n ›

diferensiyellenebilir bir fonksiyonu ve Sn(c) nin skalar eğriliği S olmak üzere S= λ1(n-1) 

bağıntısını sağladığı bilinir. Bu bölümde;  tersine, “Rn+1 in pozitif Ricci eğrilikli 

kompakt, bağlantılı, daldırılmış M hiperyüzeyinin, laplasyan n›  s f rdan farkl  › › › λ1 birinci 

karakteristik değeri S = λ1(n-1) bağıntısını sağlıyorsa M, bazı özel c sabitleri için Sn(c) 

ye izometrik midir?” sorusunun cevabı araştırıldı. 

 Diferensiyel geometri aç s ndan önemli olan bu s› › orunun cevab  S.Deshmukh ›  

[14] tarafından aşağıdaki teoremle ifade ve ispat edildi. 

 

 Teorem 3.1.1.  M, Rn+1 de pozitif Ricci eğrilikli, kompakt, irtibatlı bir 

hiperyüzey olsun. Eğer M üzerinde, Δ Laplace operatörünün s f rdan farkl  birinci › › ›

karakteristik değeri λ1 ve M nin skalar eğriliği S olmak üzere; S≤ λ1(n-1) bağıntısı 

sağlanırsa M, Sn(c) küresine izometriktir [14].  

 Bu teoremin ispatı için aşağıdaki temel kavramlar verilebilir. 

 

3.2. Öklid Uzay nda Kompakt Hiperyüzeyler›  

             Bu bölümde temel kaynak olarak  [14] Deshmukh, S., nin makalesi kullan ld .› ›  

 Rn+1 in kompakt daldırılmış bir hiperyüzeyi M ve ψ:M→Rn+1 

diferensiyellenebilir bir immersiyon olsun. Ayrıca M nin şekil operatörü A ve birim 

normal vektör alan  da N olmak üzere Gauss ve Weingar› ten formülleri 

 YY XX ..  + h(X,Y)N , X N = -AX , X,Y Є χ(M)  (3.2.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada  ve  s ras yla R› › n+1 ve χ(M) in Riemann konneksiyonlar ; ›

h, A n n ikinci temel fo› rmudur ve h(X,Y) = <AX,Y> şeklinde tanımlanır. Diğer taraftan 

A şekil operatörü (A)(X,Y) = X AY-A( X ,Y) 

olmak üzere aşağıdaki Codazzi denklemini sağlar,yani 

 (A)(X,Y) = (A)(Y,X)       (3.2.2) 
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 A şekil operatörü simetrik olduğundan ve (3.2.2) eşitliğini sağladığından  

α=(1/n) r  ortalama eğriliği 

 grad α = 



n

i
ii eeA

n 1
),)((1         (3.2.3) 

ve 

 X(α) = 



n

i
ii xeeA

n 1
),,)((1  , x Є χ(M) 

şartlarını sağlar. Burada {e1,……,en} M üzerinde bir lokal ortonormal bazd r. (3.2.1) ›

eşitliğinden, M nin Ricci ve skalar eğriliği sırasıyla 

 Ric(X,Y) = nαg(AX,Y)-g(AX,AY) , X,Y Є χ(M)    (3.2.4) 

ve 

 S = n2α2 - ||A||2         (3.2.5) 

şeklinde ifade edilebilir. 

 Eğer f:M→R, f = 2

2
1  şeklinde seçilirse ve ψ, IRn+1 de M nin yer vektörü 

olmak üzere 

 Ψ = grad f + ρN        (3.2.6) 

elde ederiz. Burada ρ:M→R olmak üzere ρ=<Ψ, N> şeklinde tanımlı M nin destek 

fonksiyonudur. Böylece (3.2.1) denkleminden  

 X grad f = X + ρAX , X(ρ) = -g (A(X), grad f),  X Є χ(M)  (3.2.7) 

şeklinde yazılabilir. (3.2.7) denkleminin ilk kısmında Δf= n(1+ρα) bulunur. Bu ifadenin 

M üzerinden integrali al n rsa › ›  

  
M

dV 0)1(           (3.2.8) 

elde edilir ki bu da Minkowski integral formülü olarak bilinir. r-inci dereceden ortalama 

eğrilik; Hr,  

 det (I + tA) = Ho + 







1
n

H1 t + 







2
n

H2 t2 + ….+ 







n
n

Hntn ,  t Є IR   (3.2.9) 
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denklemiyle tan mlan r. Burada › › H1 ortalama eğriliği, H2 bir sabitten büyük olan skalar 

eğriliği, Hn ise Gauss-Kronecker eğriliğidir. Hsiung, Rn+1 de bir M kompakt hiperyüzeyi 

için (3.2.8) deki Minkowski formülünü içeren  

 dVH
M

r 1 + dVH
M

r  = 0 ,  r = 1,…,n             (3.2.10) 

formülünü elde etmiştir. 

 

3.3. Teorem 3.1.1 in İspatı 

 M nin kütle merkezini IRn+1 in orijininden geçtiğini kabul etmek genelliği 

bozmaz. O halde ψ : M→R1
n+1 immersiyonu  

M

dV 0  eşitliğini sağlar. 

 λ1≤nvol(M)/  
M

dV2   

formülünü elde etmek için minimum prensibi uygulanabilir. Burada λ1, M üzerinde Δ, 

Laplace operatörünün birinci karakteristik değeridir. Böylece 

  
M

dV2 ≤ (n.vol(M) / λ1)        (3.3.1) 

yazılır. O halde (3.2.4) eşitliğinden  

 
M

dVgradfgradfRic ),( = n 
M

dVgradfgradfAg )),(( = 
M

dVgradfA 2)(  (3.3.2) 

bulunur. 

 (3.2.7) deki ikinci denklemden grad ρ = -A (grad f) olur, böylece 

 g (A(grad f), grad f) = -g (grad ρ, grad f) = - grad f(ρ) 

    = - div (ρ grad f) + ρΔf 

    = - div (ρ grad f) + nρ(1+ ρα)  

elde edilir. Buradan 

 αg(A (grad f, grad f) = -α div (ρ grad f) + nαρ(1+ ρα)   (3.3.3) 

yaz l r. M üzerindeki {e› › 1,….en} ortonormal baz  kullan l rsa › › ›  

 div(A (grad f) ) = Σg( )),(1 ie egradfA   
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   = Σ [g(( ))(()),,)( 1 iii egradfeAgegradfeA  ] 

bulunur. Diğer taraftan denklem (3.2.3) ve (3.2.7) den  

 div (A(grad f)) = n (grad f)α + nα + ρ||A||2      (3.3.4) 

yaz l r. f:M› › →IR ve x Є χ(M) için 

 div (fx) = x(f) + f div x  

olduğundan 

 div (ρA ( f )) = A( f )ρ + ρdiv (A( f )) 

 ρdiv (A( f )) = div (ρA( f )) - A( f )ρ 

   = div(ρA( f )) + || A( f )||2                (3.3.4)´ 

 elde edilir. Eğer (3.3.4) eşitliği ρ ile çarp l rsa› ›  

 ρdiv (A( f ))= nρ(grad f)α + nαρ+ ρ2 ||A||2                          (3.3.4)΄΄ 

olacağından (3.3.4)΄ ve (3.3.4)΄΄ birleştirilerek 

 nρ(grad f)α + nαρ+ ρ2 ||A||2 = div(ρA(grad f)) + ||A(grad f)||2 

 div(αρ grad f)=ρ(grad f)α + α div(ρ grad f)               (3.3.5) 

ve bu eşitlik (3.3.4)’’ de yaz larak›  

 -nαdiv(ρgrad f)+div (nαρgrad f)+nαρ+ρ2||A||2=div(ρA(grad f))+||A(grad f)||2 

                    (3.3.6) 

bulunur. Eğer denklem (3.3.6) dan -nαdiv(ρgrad f), (3.3.3) de yerine yaz l rsa ve Stokes › ›

teoremi ve (3.2.8) Minkowski formülü kullan l rsa› ›  

 
M

nαg(A(grad f), grad f)dV = 
M

[ ||A(grad f)||2- nαρ - ρ2 ||A||2+n2ρα(1+αρ)]dV 

  = 
M

[ n(n-1)αρ+ρ2s + ||A(grad f)||2]dV              (3.3.6)΄ 

  = -n(n-1)vol(M) + 
M

ρ2sdV + 
M

||A(grad f)||2dV   (3.3.7) 

elde edilir. Diğer taraftan; 
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 2
 = ||(grad f)||2 + ρ2 ve s ≤ λ1(n-1)  

ve (3.3.1) eşitliğinden 

 
M

ρ2sdV≤ 
M

2
 dV  ≤  λ1(n-1) 

M

2
 sdV ≤  n(n-1)vol(M) 

bulunur. Böylece (3.3.7) deki integral formülü yeniden yaz l rsa  › ›  

 
M

nαg(A(grad f),grad f)dV ≤ 
M

||(grad f)||2dV  

ve (3.3.2) denklemiyle birlikte düşünülürse 

  
M

Ric( grad f, grad f)dV ≤ 0 

eşitsizliği sağlanır.  

 Teoremin hipotezinde Ricci eğriliği pozitif olduğundan gradf = 0 olmalıdır. 

Böylece M irtibatl , f,› 2

2
1 r olan sabit fonksiyondur yani M, r yar çapl  bir küreye › ›

izometriktir. Bu da teoremin ispat n  tamamlar.› ›  

 

 

3.4. Hsiung İntegralleri Sıfır Olan Hiperyüzeyler 

  

 Bu bölümde Rn+1 de birinci ve ikinci Hsiung integralleri s f r ol› › an kompakt 

daldırılmış hiperyüzeyleri göz önüne alacağız.  

 Teorem 3.4.1. M, Rn+1 de kompakt ve irtibatlı daldırılmış hiperyüzey olsun. 

Eğer M nin ρ destek fonksiyonu ve α ortalama eğriliği  

 1+α ρ≤0 

bağıntısını sağlıyorsa; M, Sn küresine izometriktir. 

 İspat: φ: M→Rn+1 immersiyonu için f = 
2
1 2

  fonksiyonunun (3.2.7) 

denklemini sağladığını biliyoruz. Böylece  
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 div ( f grad f) = ||(grad f)||2 + 
2
n 2

 (1+ α ρ)    (3.4.1) 

elde etmek için div(f grad f) yi hesaplayal m. Bu ifadenin integrali al n rsa› › ›  

 
M

||(grad f)||2 dV + 
2
n

M

2
 (1+αρ)dV=0     (3.4.2) 

bulunur.   

 1+α ρ ≤0 olduğundan (3.2.8) Minkowski formülü 1+α ρ =0 olduğunu ifade eder. 

Bu ifade (3.4.2) de kullan larak grad f=0 bulunur ki bu da M nin küreye izometrik ›

olmas  demektir.›  

 Teorem 3.4.2. Rn+1 de bir kompakt, irtibatlı, daldırılmış hiperyüzey M olsun. 

Eğer M nin II.temel formu negatif tanıml  ise M nin › α ortalama eğriliği ve S skalar 

eğriliği ve ρ destek fonksiyonu aras nda n(n› -1)α+ρs≤0 eşitsizliği sağlanıyorsa; M, 

küreye izometriktir. 

 İspat: Kabul edelim ki,  φ: M→Rn+1 bir immersiyon ve f = 
2
1 2

  olsun. 

(3.2.6) denkleminden 

 A(grad f) f = g (A (grad f), grad f) 

ve burada (3.3.4) kullan l rsa › ›  

 div( f A(grad f)) = A (grad f) f + f div (A (grad f)) 

   = h(grad f, grad f) + nf (grad f)α + nαf + f ρ ||A||2   (3.4.3) 

bulunur. Ayr ca (3.4.1) kullan l rsa › › ›  

 div (nαf grad f) = nf (grad f)α + nα ||grad f||2 + 
2

2n 2
 (1+α ρ)  (3.4.4) 

bulunur. (3.4.3) denkleminden (3.4.4) denklemi ç kar l rsa;› › ›  

div(fA(grad f)-nαf grad f)) = h(grad f, grad f)+nαf+fρ||A||2-nα ||grad f||2 –n2α2ρf-n2αf 

  = h(grad f, grad f)-ρfs + nαf- nα||grad f||2-n2αf 

  = h(grad f, grad f)-f (n(n-1)α + ρs)+n(n-1)fα + nαf - n2αf - nα||grad f||2  
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bulunur. Yukar daki denklemin integrali al n rsa › › ›  

 
M

[h (grad f, grad f)- nα||grad f||2] dV = 
M

[f(n(n-1)α + ρs] dV 

grad f ≠ 0 olmak üzere U aç k kümesi üzerinde e birim vektör alan  e = › ›
gradf
gradf  ile 

tan mlan rsa› ›  

 
M

||grad f||2 [ h(e,e)–nα]dV = 
M

f(n(n-1)α + ρs)dV   (3.4.5) 

bulunur. Diğer taraftan (3.2.10) da r = 2 alınırsa 

 
M

(n(n-1)α + ρs) dV=0       (3.4.6) 

bulunur. Bu integral formülü ayn  zamanda ›  

 div (A (grad f) – nαgrad f) = -n(n-1)α–ρs     (3.4.7) 

formülünden de elde edilir. Böylece n(n-1)α+ρs ≤ 0 olduğu için ve (3.4.6), (3.4.7) 

integrallerden n(n-1)α+ρs=0 elde edilir. Sonuç olarak (3.4.5) denklemi yeniden 

düzenlenirse 

 
M

||grad f||2[ h(e,e)–nα] dV = 0      (3.4.8) 

elde edilir. U üzerindeki lokal ortonormal baz {e1,…..,en} olmak üzere 

 nα = h(e1,e1) + h(e2,e2) + ……+ h(en,en)  

yaz labilir ki II.temel formun negatif tan ml  olmas ndan n› › › › α< h(e,e) olur. Bu da (3.4.8) 

de yaz l rsa ||grad f|| = 0 bulunur. Yani f sabit bir fonksiyondur. O halde M, küreye › ›

izometriktir. 

 

3.5. İntegral Formülü 

 

 Teorem 3.5.1. IRn+1 de bir kompakt, irtibatlı, daldırılmış hiperyüzey M olsun. M 

nin ortalama eğriliği α, destek fonksiyonu ρ ve s skalar eğriliği arasında; 
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  
M

[(1+ ρα)2-nρα – ρ2s ] dV ≤ 0      (3.5.1) 

bağıntısı vardır. Burada =n(n-1) olan pozitif bir sabittir. 

 İspat: f Є C∞ (M,R) olmak üzere Bochner-Lichnerowicz formülünün M 

üzerinden integrali al n rsa› ›  

  
M

[ (Δf)2- ||Hess f||2 – Ric(gradf, gradf) ] dV= 0    (3.5.2) 

bulunur [15]  . Diğer taraftan ),( RMCf   için 

 (Δf)2 ≤ n ||Hess f||2        (3.5.3) 

yazılabilir. Eğer (3.3.2) de (3.3.6)΄ kullan l rsa› ›  

 
M

Ric(gradf, gradf) dV = 
M

(n(n-1)αρ+sρ2) dV    (3.5.4) 

elde edilir. (3.5.4), (3.5.3) ifadeleri (3.5.2) de yerine yaz l p › › Δf = n(1+αρ) ve =n(n-1) 

konumu yap l rsa (3.5.1) elde edilir.› ›  

 Teorem 3.5.2. IRn+1 de bir kompakt, irtibatlı, daldırılmış hiperyüzey M olsun. M 

nin ortalama eğriliği α, destek fonksiyonu ρ olsun. Eğer λ1, IRn+1 Öklid uzay nda c sabit›  

eğrilikli Sn(c) küresinin Δ n n diferensiyellenebilir bir fonksiyonu ve S› n(c) nin skalar 

eğriliği S olmak üzere S= λ1(n-1) bağıntısını sağlıyorsa, 

 
M

 [ n(1+ ρα)2–nρα–ρ2λ1]dV ≤ 0       (3.5.5) 

d r.›  

 İspat:Hipotezden ve  (3.5.1) den (3.5.5) elde edilir. 
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