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 Üç bölümden oluşan bu çalışmanın ilk bölümünde, daha sonraki bölümlerde 

kullanılacak olan bazı temel tanımlar ve teoremler ile lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı 

verilmiştir. İkinci bölümde; ( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c  vec,l  uzaylarının bazı özellikleri ile 

( ) ( ) ( )mmm ∆∆∆∞ 0c ve c,l  genelleştirilmiş fark dizi uzayları verildikten sonra; çalışmanın 

orijinal kısmını oluşturan üçüncü bölümde ( )∆,χS  ve ( )∆,χθS  uzayları tanımlanarak bu 

uzaylar arasındaki bazı kapsama bağıntıları verilmiştir. 
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 In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, we give some 

fundamental definitions, theorems which will be used in the later chapters and lacunary 

statistical convergence concept. 

 In the second chapter we give some properties of the difference sequence spaces 

( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c and c,l , and we also give the generalised difference sequence spaces 

( ) ( ) ( )mmm ∆∆∆∞ 0c and c,l , ΙΝ∈m . In the third chapter which is the last and the original part 

of the thesis, we define the sequence spaces ( )∆,χS  and ( )∆,χθS , and give some inclusion 

relations between these spaces. 

 
 Key Words: natural density, statistical convergence, statistical Cauchy sequence, 

strongly Cesàro convergence, strongly p-Cesàro convergence, lacunary statistical convergence, 

difference sequence spaces, generalised difference sequence spaces.
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1. GENEL KAVRAMLAR 

 

1.1. Temel Tanımlar 

 

 İstatistiksel yakınsaklık kavramı Fast [1] ve Schoenberg [2] tarafından birbirlerinden 

bağımsız olarak verildi. Yıllar sonra farklı isimler altında Fourier analiz teorisinde, ergodic 

teoride ve sayı teorisinde çalışıldı. Son zamanlarda, genelleştirilmiş istatistiksel yakınsaklık, 

kuvvetli integral toplanabilmede ve lokal kompakt uzaylar üzerinde tanımlı sınırlı sürekli 

fonksiyon ideallerinin yapısında görülmeye başlandı. 

 İstatistiksel yakınsaklık kavramının ihtimaliyetteki yakınsaklık kavramıyla da yakından 

ilişkisi vardır. Bu kavram ΙΝ  doğal sayılar kümesinin altkümelerinin yoğunluğuna bağlıdır. 

 ΙΝ ’nin bir E altkümesinin doğal yoğunluğu 

 )(1lim)(
1

k
n

E
n

k
En ∑

=
∞→

= χδ  

şeklinde tanımlanan )(Eδ  sayısı ile gösterilir. Burada ,Eχ  E’nin karakteristik fonksiyonudur. 

Açıktır ki ΙΝ ’nin sonlu herhangi bir altkümesi sıfır doğal yoğunluğa sahiptir ve 

)(1)( EE c δδ −= ’dir. Ayrıca, E kümesinin doğal yoğunluğu ( }:{ Eknk ∈≤  notasyonu         

E ’nin n’den büyük olmayan elemanlarının sayısını göstermek üzere) 

 }:{1lim)( Eknk
n

E
n

∈≤=
∞→

δ  

şeklinde tanımlanır. 

 Eğer bir P(k) özelliği sıfır yoğunluklu bir küme dışında sağlanırsa, P özelliği hemen 

hemen her k için sağlanır diyeceğiz ve bunu kısaca h.h.k. ile göstereceğiz. 

 Her bir J  reel sayısı için 

 1}):({ =>ΙΝ∈ Jxk kδ  

ise ( )kx  dizisi ∞ ’a ıraksaktır denir. 

 Her bir Q reel sayısı için 

 <ΙΝ∈ kxk :({δ Q}) = 1 
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ise ( kx ) dizisi ∞− ’a ıraksaktır denir. 

 Eğer en az bir A reel sayısı için 

 0}):({ =>ΙΝ∈ Axk kδ  

ise ( )kx  dizisine istatistiksel sınırlıdır denir. 

 Tanım 1.1.1. )( kxx =  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer her 0>ε  için, 

 ,0}:{1lim =≥−≤ εLxnk
n kn

 

yani h.h.k. için Lxk − <ε  ise x = ( )kx  dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

durumda S- lim xk = L veya )(SLxk →  yazılır. Burada küme sembolü dışındaki dikey çizgiler 

kümenin eleman sayısını göstermektedir [3]. 

 İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı S ile gösterilir. L=0 olması halinde 0S , yani sıfıra 

istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı elde edilir. Bu uzaylar aşağıda gösterilmiştir: 

 S = ( ) { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =≥−≤= 0:1lim: εLxnk

n
xx knk , 

 ( ) { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =≥≤== 0:1lim:0 εknk xnk

n
xxS . 

Açıkça görülebileceği gibi yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır, ancak bunun tersi doğru 

değildir. Bunun için m = 1,2,3,… olmak üzere 

 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
 m,      k

m,      k
xk 2

2

0
1

 

şeklinde tanımlanan )( kxx =  dizisini göz önüne alalım. Her ε >0 için 

 { } { } nxnkxnk kk ≤≠≤≤≥≤ 0:: ε  

olduğundan, 

 { } 0lim0:1lim =≤≠≤
n
nxnk

n nkn
 

elde edilir. Bu S – lim xk = 0 olması demektir. Diğer taraftan ∞l  ve S uzayları birbirlerini 

kapsamazlar, ancak ortak elemanları vardır. Gerçekten m = 1,2,3,… olmak üzere 
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⎩
⎨
⎧

≠
=

=
2

2

1 m,       k   
m,     kkxk  

şeklinde tanımlanan ( )kxx =  dizisi için S – lim xk =1 ’dir, ancak ∞∉ lx  ’dur. Bunun yanında   

x=(1,0,1,0,…) dizisi sınırlıdır. Ancak istatistiksel yakınsak değildir. 

 Bir dizi istatistiksel yakınsak ise limiti tektir, yani S – lim xk = 1L  ve S – lim xk = 2L  ise 

21 LL =  ’dir. 

 Teorem 1.1.2. S – lim xk = 1L  , S – lim yk = 2L  ve RΙ∈α  olsun. Bu durumda  

 (i) S – lim ( ) 1Lxk αα = , 

 (ii) S – lim(xk+yk)= 21 LL +  ’dir. 

(i) ve (ii) ’den istatistiksel yakınsak diziler uzayının lineer uzay olduğu anlaşılır. 

 Tanım 1.1.3. ε > 0 olsun. h.h.k. için Nk xx − <ε  olacak şekilde bir N=N(ε ) sayısı var 

ise, yani 

 { } 0:1lim =≥−≤ εNkn
xxnk

n
 

ise )( kxx =  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [3]. 

 Teorem 1.1.4. Aşağıdaki önermeler birbirine denktir: 

 (i) x = (xk) bir istatistiksel yakınsak dizidir. 

 (ii) x = (xk)  bir istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 (iii) h.h.k. için kk yx =  olacak şekilde yakınsak bir y = (yk) dizisi vardır[3]. 

 İspat. (i)⇒ (ii) Burada “yakınsak bir dizi Cauchy dizisidir” teoreminin ispatına benzer 

bir yol takip edilecektir. S – lim xk = L ve ε > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k. için 

 Lxk −  < 
2
ε  

dir. Eğer N, LxN −  < 
2
ε  olacak şekilde seçilirse, h.h.k. için 

 LxLxxLLxxx NkNkNk −+−≤−+−=−
22
εε

+≤  < ε  



 4

elde edilir. Böylece x bir istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 (ii)⇒ (iii) (ii) sağlansın ve h.h.k. için [ ]1,1 +−=∈ NNk xxIx  olacak şekilde bir N 

sayısı seçelim. Aynı şekilde h.h.k. için [ ]2/1,2/1' +−=∈ MMk xxIx  olacak şekilde bir M 

sayısı seçelim. Burada h.h.k. için '1 IIIxk ∩=∈  olduğunu belirtelim. Çünkü 

 { } { } { }'::': IxnkIxnkIIxnk kkk ∉≤∪∉≤=∩∉≤  

olup, böylece 

 { } { } { } 0':1lim:1lim':1lim =∉≤+∉≤≤∩∉≤
∞→∞→∞→

Ixnk
n

Ixnk
n

IIxnk
n knknkn

 

dır. Bu nedenle ,1I  h.h.k. için kx ’yı ihtiva eden ve uzunluğu 1’den küçük veya 1 e eşit olan 

kapalı bir aralıktır. 

 Benzer şekilde h.h.k. için kx ( ) ( )[ ]2/1,2/1 22 +−=′′∈ NN xxI  olacak şekilde N(2) sayısını 

seçelim. Yukarıdaki düşünceye göre ,2I  h.h.k. için kx ’yı ihtiva eder ve uzunluğu ≤ 1/2 olan 

kapalı bir aralıktır. Bu şekilde devam edilirse her bir m için 1+⊇ mm II  olacak şekilde kapalı 

aralıkların bir { }∞=1mmI  dizisini oluşturabiliriz. mI ’nin uzunluğu m−≤ 12 ’dir ve h.h.k. için 

mk Ix ∈ ’dir. İç içe aralıklar teoremi gereğince λ=∞
= mm I1I  olacak şekilde bir λ sayısı vardır. 

h.h.k. için mk Ix ∈  olduğu göz önüne alınırsa n > mT  için 

 { }mk Ixnk
n

∉≤ :1 <
m
1 ,        (1.1.1) 

olacak şekilde pozitif artan bir { }∞=1mmT  tamsayı dizisini seçebiliriz. 

 Şimdi mT  < k < 1+mT  iken mk Ix ∉  ve x’in k > mT  olacak şekildeki tüm kx  

terimlerinden oluşan bir z alt dizisini tanımlayalım. Daha sonra y dizisini 

 
⎩
⎨
⎧

=
durumlardadiger           ,

ise bir teriminin '         ,   

k

k
k x

zx
y

λ
 

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde lim λ=ky  ’dir. Çünkü eğer ε  > 1/m > 0 ve k > mT  ise ,kx  

z’nin bir terimidir ki bu λ=ky  anlamına gelir, ya da mkk Ixy ∈=  ve mk Iy ≤− λ ’nin 

uzunluğu m−≤ 12 ’dir. Burada h.h.k. için kk yx = ’dir. Şimdi bunu gösterelim: Eğer mT < n < 1+mT  

ise bu taktirde 
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 { } { }mkkk Ixnkxynk ∉≤⊆≠≤ ::  

dir ve (1.1.1)’den 

 { } { }mkkk Ixnk
n

xynk
n

∉≤≤≠≤ :1:1  < 
m
1  

yazılabilir. Böylece ∞→n  iken limit 0 ’dır ve h.h.k. için kk yx =  ’dir. Bu nedenle (ii), (iii)’ü 

gerektirir. 

 (iii)⇒ (i) Kabul edelim ki (iii) sağlansın. h.h.k. için kk yx =  ve lim Lyk =  olsun ve 

ε >0 verilsin. Bu taktirde, her bir n için, lim Lyk =  olduğundan 

 { } { } { }εε ≥−≤∪≠≤⊆≥−≤ LynkyxnkLxnk kkkk :::  

yazılabilir. Böylece h.h.k. için kk yx =  olması sebebiyle 

 { } { } { } 0:1lim:1lim:1lim =≥−≤+≠≤≤≥−≤ εε Lynk
n

yxnk
n

Lxnk
n knkknkn

 

elde edilir. Bu nedenle h.h.k. için Lxk −  < ε  dir, bu yüzden (i) sağlanır ve ispat tamamlanmış 

olur. 

 Sonuç 1.1.5. Eğer (xk), LxS k =− lim  olacak şekilde bir dizi ise, bu taktirde 

Lyk =lim  olacak şekilde (xk) ’nın bir y=(yk) alt dizisi vardır. 

 Tanım 1.1.6. )( kxx =  kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer 

 ∑
=

=−
n

k
kn

Lx
n 1

01lim  

olacak şekilde bir L sayısı varsa x dizisi L ’ye kuvvetli Cesàro yakınsaktır denir. Kuvvetli 

Cesàro yakınsak dizilerin uzayı 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−== ∑
=

n

1k
1 için bir  azen      01lim:)( LLx

n
xx knkσ  

ile gösterilir. Özel olarak L= 0 alınırsa bu uzay 0
1σ  ile gösterilir. 

 Tanım 1.1.7. ( )kxx =  kompleks terimli bir dizi ve p>0 reel bir sayı olsun. Eğer 

 ∑
=

=−
n

k

p
kn

Lx
n 1

01lim  
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olacak şekilde bir L sayısı varsa ( )kxx =  dizisi L ’ye kuvvetli p-Cesàro yakınsaktır denir. 

Kuvvetli p-Cesàro yakınsak dizilerin cümlesi 

 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−== ∑
=

n

1k
için  bir  azen     01lim: LLx

n
xxw p

knkp  

ile gösterilecektir [4]. 

 Teorem 1.1.8. 0 < p < ∞  olsun. Bu taktirde, 

 (i) Bir L sayısına kuvvetli p-Cesàro yakınsak olan bir dizi L sayısına aynı zamanda 

istatistiksel yakınsaktır. 

 (ii) Bir L sayısına istatistiksel yakınsak olan sınırlı bir dizi L sayısına aynı zamanda 

kuvvetli p-Cesàro yakınsaktır [5]. 

 

1.2. Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık 

 

 Tanım 1.2.1. Pozitif tamsayıların artan bir dizisi ( )rk=θ  olsun. Eğer 00 =k  olmak 

üzere ∞→r  için ∞→−= −1rrr kkh  ise ( )rk=θ  dizisine lacunary dizisi denir [6]. 

)( rk=θ  tarafından belirlenen aralıklar ( ]rrr kkI ,1−=  ile gösterilecektir. Bu çalışmada 

 ∑
+= −

r

r

k

ki 11

∑
∈

=
rIi

ii xx  

alınacak ve uygunluk için bu toplam kısaca ∑
rI

ix  ile ve 
1−r

r
k
k  oranı da rq  ile gösterilecektir. 

 Tanım 1.2.2. θ  bir lacunary dizisi olsun. Her ε  > 0 için 

 { } 0:1lim =≥−∈ εLxIk
h kr

r
r

        (1.2.1) 

ise )( kxx =  dizisi L sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. 

Bir x=(xk) dizisi lacunary istatistiksel yakınsak ise LxS k =− limθ  veya ( )θSLxk →  ile 

gösterilir[7]. Lacunary istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı 
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 ( ) { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=≥−∈== 0:1lim: εθ LxIk
h

xxS kr
r

k  

ile gösterilecektir. 

 Tanım 1.2.3. Herhangi bir ( )rk=θ  lacunary dizisi için  

 ∑
∈

=−
rIk

k
r

r
Lx

h
01lim  

olacak şekilde bir L sayısı varsa (xk) dizisi L sayısına kuvvetli lacunary yakınsaktır denir ve 

kuvvetli lacunary yakınsak dizilerin uzayı 

 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−== ∑
∈ rIk

için bir  azen     ,01lim: LLx
h

xxN k
r

rkθ  

ile gösterilir [6]. θN  uzayı L = 0 olması durumunda 0
θN  ile gösterilir. 

 Teorem 1.2.4. θσ N⊆1  olması için gerek ve yeter şart lim 1inf >rr q  olmasıdır. 

 İspat. (Yeterlilik) lim 1inf >rr q  ise her 1≥r  için rq≤+ δ1  olacak şekilde 0>δ  

sayısı vardır. 0
1σ∈x  için  

 ∑∑∑
−

==

−==
1

11

111          
rr

r

k

i
i

r

k

i
i

rI
i

r
r x

h
x

h
x

h
τ  

  = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑∑

−

=−

−

=

1

11

1

1

11 rr k

i
i

rr

r
k

i
i

rr

r x
kh

k
x

kh
k  

yazabiliriz. 1−−= rrr kkh  olduğundan  

 
δ
δ+

≤
1

r

r

h
k  ve 

δ
11 ≤−

r

r

h
k  

elde ederiz. Böylece ∑=

r

r

k

i ik x
1

1  ve ∑ −

− =

1

1 1
1 r

r

k

i ik x  terimlerinden her ikisi de sıfıra yakınsar ve 

0
θNx∈  elde edilir. Buradan θσ N⊆1  bağıntısı elde edilir. 

 (Gereklilik) Kabul edelim ki lim 1inf =rr q  olsun. θ  lacunary dizisi olduğundan 

21 +≥ −jj rr  olmak üzere 
1−jr

jr

k

k
< j

11+  ve j
jr

jr

k

k
>

−

−

1

1  olacak şekilde ( )rk=θ  lacunary dizisinin bir 

( )
jrk  alt dizisini seçebiliriz. ( )ixx =  dizisini 
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( )

⎩
⎨
⎧ =∈

=
durumlardadiger        ,0 

,...3,2,1   ,   ,1  jIi
x jr

i  

şeklinde tanımlayalım. Bu taktirde herhangi bir L sayısı için 

 ∑ −=−
jrj I

i
r

LLx
h

11  , j=1,2,3, … 

ve 

 ∑ =−
rI

i
r

LLx
h
1  , jrr ≠  

olur. Bundan dolayı θNx∉  fakat x  kuvvetli Cesàro yakınsaktır. Eğer t yeteri kadar büyük bir 

tamsayı ise 1−jrk < 11−+
≤

jrkt  olacak şekilde bir tek j bulabiliriz. Buradan 

 
jjjk

hk
x

t
j

jj

r

rrt

i
i

2111

11

1 =+≤
+

≤
−=

−∑  

yazabiliriz. ∞→t  iken ∞→j  olur. Böylece 0
1σ∈x  olur. 

 Teorem 1.2.5. 1σθ ⊆N  olması için gerek ve yeter şart lim ∞<rr qsup  olmasıdır [6]. 

 Teorem 1.2.6. ( )rk=θ  lacunary dizisi olsun. Bu durumda 

 (i) ( )θNLxk →  ise ( )θSLxk → , 

 (ii) ∞∈ lx  ve ( )θSLxk →  ise ( )θNLxk → , 

 (iii) ∞∞ ∩=∩ ll θθ NS  , 

dir[7]. 

 İspat. (i) 0>ε  ve ( )θNLxk →  olsun. Bu taktirde 

 { }εε
ε

≥−∈≥−≥− ∑∑
≥−

∈∈

LxIkLxLx kr

Lx
Ik

k
Ik

k

k
rr

:  

yazabiliriz. Buradan (i) gerçeklenir. 
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(i) ’deki içerme kesindir. Gerçekten, ( )rk=θ  bir lacunary dizisi olsun. ( )kxx =  dizisi rI  

aralığında ilk [ ]rh  tamsayılarında 1,2,3, …, [ ]rh  ,diğer durumlarda 0 olarak tanımlayalım. 

Bu dizi sınırlı değildir, ancak lacunary istatistiksel yakınsaktır. Gerçekten 0>ε  sayısı için, 

 { }
[ ]

,00:1
→=≥−∈

r

r

kr
r h

h
xIk

h
ε  ( )∞→r  

dır. Yani ( )kx  dizisi sıfıra lacunary istatistiksel yakınsaktır. Diğer yandan 

 
[ ] [ ]( )

,0
2
1

2

1.101
≠→

+
=−∑

∈

rr

rIk
k

r

hh

h
x

h
r

 ( )∞→r  

olduğundan ( )θNxk 0→  ’dır. 

 (ii) Kabul edelim ki ( )θSLxk →  ve ∞∈ lx  olsun. Her ∈k ΙΝ  için MLxk ≤−  

diyelim. 0>ε  verilsin. Bu taktirde 

 ∑∑∑
<−

∈
≥−

∈∈

−+−=−

εε Lx
Ik

k
r

Lx
Ik

k
rIk

k
r

k
r

k
rr

Lx
h

Lx
h

Lx
h

111  

   { } εε +≥−∈≤ LxIk
h
M

kr
r

:  

dur. Buradan ( )θNLxk →  elde edilir. 

 (iii) (i) ve (ii)’nin sonucudur. 

 Teorem 1.2.7. Herhangi bir ( )rk=θ  lacunary dizisi için SS ⊆θ  olması için gerek ve 

yeter şart lim ∞<rr qsup  olmasıdır. 

 İspat. (Yeterlilik) Kabul edelim ki lim ∞<rr qsup  olsun. Bu durumda her ∈r ΙΝ  için 

Hqr <  olacak şekilde bir H 0>  sayısı vardır. ( )θSLxk →  ve { }ε≥−∈= LxIkN krr :   

olsun. (1.2.1) göz önüne alınırsa her 0>ε  ve 0rr >  için ε<
r

r
h
N  olacak şekilde bir  

∈0r ΙΝ  vardır. Şimdi { }01:max rrNM r ≤≤=  diyelim ve rr knk ≤<−1  olacak şekilde bir n 

seçelim. Bu taktirde 
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 { } { }εε ≥−≤≤≥−≤
−

Lxkk
k

Lxnk
n kr

r
k :1:1

1

 

    

{ }

{ }

Hr
k
M

qr
k
M

k
kk

r
k
M

hh
h
N

k
r

k
M

h
Nh

h
N

h
k

r
k
M

NNNNN
k

r

r
r

r

rr

r

rr
r

r

rrrr

r

r
r

r

r
r

rr

rrr
r

ε

ε

ε

+≤

+≤

−
+≤

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+++≤

++++++=

−

−

−−

+
>−−

+

+
+

−−

+
−

0
1

0
1

1
0

1

1
1

0
1

1

1
1

1
0

1

121
1

0

0
0

0

0

0

00

...sup1

...1

......1

 

yazabiliriz. Buradan θSS ⊆  elde edilir. 

 (Gereklilik) Kabul edelim ki lim ∞=rr qsup  olsun. Bu taktirde jq
jr >  olacak şekilde 

( )rk=θ  lacunary dizisinin bir (
jrk ) alt dizisini seçebiliriz ve ( )ixx =  dizisini 

 
( )

⎩
⎨
⎧ =≤<

= −−

durumlardadiger                   0,
32121 11 ,...,,j,   ki,    k   

x jj rr
i  

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda θNx∈  fakat 1σ∉x  ’dir. (Teorem 1.2.6 (i)) ’den 

θSx∈  ’dır. Fakat (Teorem 1.2.8) ’den Sx∉  ’dir. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 Teorem 1.2.8. Herhangi bir ( )rk=θ  lacunary dizisi için θSS ⊆  olması için gerek ve 

yeter şart lim 1inf >rr q  olmasıdır. 

 İspat. (Yeterlilik) Kabul edelim ki lim 1inf >rr q  olsun. Yeterince büyük r için 

δ+≥ 1rq  olacak şekilde 0>δ  sayısı vardır. Buradan δ
δ
+≥ 1r

r
k
h  elde edilir. ( )SLxk →  ise 

0>ε  ve yeterince büyük r için 
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 { }ε≥−≤ Lxkk
k kr

r

:1
≥ { }ε≥−∈ LxIk

k kr
r

:1  

        ≥ { }ε
δ

δ
≥−∈

+
LxIk

h kr
r

:1
1

 

elde edilir. Buradan θSS ⊆  elde edilir. 

 (Gereklilik) lim 1inf =rr q  olsun. (Teorem 1.2.4.)’deki yol takip edilirse 21 +≥ −jj rr  

olmak üzere jk

k

jr

jr 11
1

+<
−

 ve j
jr

jr

k

k
>

−

−

1

1  olacak şekilde ( )rk=θ  lacunary dizisinin bir ( )
jrk  alt 

dizisini seçelim ve ( )ixx =  dizisini 

 
( )

⎩
⎨
⎧ =∈

=
durumlardadiger           ,0  

,...3,2,1   ,   ,1 jIi
x jr

i  

şeklinde tanımlayalım. x’ in sınırlı olduğu aşikârdır. (Teorem 1.2.4)’den 1σ∈x , fakat  

θNx∉  ’dır. (Teorem 1.2.6 (ii))’den θSx∉  ve (Teorem 1.2.8) ’den Sx∈  olduğu görülür. 

O halde θSS ⊄  olur. Bu da ispatı tamamlar. 

 Teorem 1.2.9. ( ) θSSxk ∩∈  ise kk xSxS limlim −=−θ ’dir. Böylece herhangi bir θ  

lacunary dizisi için (xk) dizisinin −θS limiti tektir. 

 İspat. Kabul edelim ki ,lim LxS k =−  LxS k ′=− limθ  ve LL ′≠  olsun. Bu taktirde 

LL ′−< 2
1ε  için 

 { } 1:1lim =≥′−≤ εLxnk
n kn

 

elde ederiz. Bu durumda { }ε≥′−≤ Lxnk kn :1  istatistiksel limit ifadesinin mk -inci terimini 

göz önüne alalım. Bu taktirde,  

 { } { }∑
=

= ≥′−∈=≥−∪∈
m

r
kr

m
kr

m
r LxIk

k
LxIk

1
1 :1': εε  

           = ∑∑
=

−

=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ m

r
rr

m

r
r thh

1

1

1
     (1.2.2) 

elde edilir. Burada  
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 { } 0:1
→≥′−∈= εLxIk

h
t kr

r
r  

dır. Çünkü ( )θSLxk ′→  idi. ( )rk=θ  bir lacunary dizisi olduğundan (1.2.2) ifadesi t ’nin 

regüler ağırlıklı ortalama dönüşümüdür ve ∞→m  için sıfır olur. Diğer taraftan  

 ( { }ε≥−∪∈ = ':1
1 LxIk

k kr
m
r

m

) 

dizisi 

 { }
∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≥′−≤

1

:1

n
k Lxnk

n
ε  

dizisinin bir alt dizisi olduğundan  

 { } 1:1
→≥′−≤ εLxnk

n k  

bulunur ki bu bir çelişkidir. Yani LL ′=  ’dir. 
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2. ∆-DİZİ UZAYLARI 

 

2.1. ( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c  vec,l  Uzaylarının Bazı Özellikleri 

 

 Fark dizileri Kızmaz [8] tarafından tanımlandı. Bu bölümde ( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c  vec,l  dizi 

uzayları tanımlanacak, bu uzayların bazı özellikleri incelenecektir. 

 Tanım 2.1.1. ( )1+−=∆ kk xxx  olmak üzere ( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c  vec,l  dizi uzayları 

 ( ) ( ){ }∞∞ ∈∆==∆ ll xxx k : , 

 ( ) ( ){ }c: c   ∈∆==∆ xxx k , 

 ( ) ( ){ }00 c:c ∈∆==∆ xxx k  

şeklinde tanımlanır [8]. 

 Teorem 2.1.2. ( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c  vec,l  dizi uzayları, kxx sup=
∞

 olmak üzere 

 
∞∆

∆+= xxx 1          (2.1.1) 

normu ile birer normlu uzaydır [8]. 

 İspat. X; ( ) ( ) ( )∆∆∆∞ 0c  vec,l  dizi uzaylarından birini göstermek üzere Xyx ∈,  ve α  

bir skaler olsun. 

 N1) 01 ≥∆+=
∞∆

xxx  

 N2) 
∞∆

∆+= xxx 1 0=  olsun. Bu taktirde 01 =x  ve her ΙΝ∈k  için 

01 =− +kk xx  dır. Buradan her ΙΝ∈k  için 0=kx  elde edilir. O halde 0=x  dır. Tersine 

0=x  olması halinde 0=
∆

x  olduğu aşikârdır. 

 N3)  

  ( )11 sup      +∆
−+= kk

k
xxxx ααα  

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= +11 sup    kk

k
xxxα  
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∆

= x    α  

 N4) 

  ( ) ( )1111 sup    ++ −−−++=+ kkkk
k

yxyxyxyx  

   1111 supsup ++ −++−+≤ kk
k

kk
k

yyyxxx  

   
∆∆

+≤ yx  

 Teorem 2.1.3. ( )∆∞l  dizi uzayı (2.1.1) normu ile bir Banach uzayıdır. 

 İspat. ( ) ( )∆∈= ∞l,...,, 321
ssss xxxx  olmak üzere ( ) ( )∆∞l,sx  da bir Cauchy dizisi olsun. 

Bu durumda ∞→ts,  için 

 ( ) 011 →−∆+−=−
∞∆

tststs xxxxxx  

olur. Buradan ∞→ts,  için 

 011 →− ts xx  

ve her ΙΝ∈k  için 

 ( ) ( ) 011 →−−− ++
t
k

s
k

t
k

s
k xxxx  

dır. Buna göre ( )sx1 , C de bir Cauchy dizisidir. 

 ( ) ( ) t
k

s
k

t
k

s
k

t
k

s
k

t
k

s
k xxxxxxxx −+−−−≤− ++++ 1111  

olması nedeniyle her ΙΝ∈k  ve ∞→ts,  için, 

 0→− t
k

s
k xx  

elde edilir. Buna göre ( ),...,, 321
kkk

s
k xxxx =  dizisi her sabit ,...3,2,1=k  için C de bir Cauchy 

dizisidir. C tam olduğundan ( )s
kx , C de yakınsaktır. ( ),...3,2,1,lim == kxx k

s
ks

 diyelim. 

( ) ( )∆∞l,sx  da bir Cauchy dizisi olduğundan her 0>ε  için Nts ≥,  iken ε≤−
∆

ts xx  

olacak şekilde bir ( )εNN =  doğal sayısı vardır. O halde her Nts ≥,  için 

 ε<− ts xx 11  
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ve her bir k için 

 ( ) ( ) ε<−−− ++
t
k

s
k

t
k

s
k xxxx 11  

olur. Bu son iki ifadede ∞→t  için limit alınırsa her Ns ≥  için 

 ε<−=− 1111lim xxxx sts

t
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ε<−−−=−−− ++++ 1111lim k
s
kk

s
k

t
k

s
k

t
k

s
kt

xxxxxxxx  

bulunur. Buradan Ns ≥  için 

 ( ) ( ) ε2sup 1111 <−−−+−=− ++∆ k
s
kk

s
k

k

ss xxxxxxxx  

elde edilir. Bu ise xx s

s
=lim  demektir. Şimdi de ( ) ( )∆∈= ∞lkxx  olduğunu gösterelim. 

 N
k

N
k

N
k

N
kkkkk xxxxxxxx 1111 ++++ +−+−−=−  

      ( ) ( ) N
k

N
k

N
kk

N
kk xxxxxx 111 +++ −+−−−≤  

      01 →−+−≤ +∆

N
k

N
k

N xxxx  

olması nedeniyle ( ) ( )∆∈= ∞lkxx  elde edilir. O halde ( )( )
∆∞ ∆ .,l  bir Banach uzayı olur. 

 Sonuç 2.1.4. ( )∆c  ve ( )∆0c  uzayları, ( )∆∞l  uzayının birer kapalı altuzayı 

olduklarından (Teorem 2.1.3) den dolayı (2.1.1) deki norm ile birer Banach uzayıdır. 

 X herhangi bir dizi uzayı olsun. ( ) ( ){ }XxxxX k ∈∆==∆ :  yazılır. 

 Teorem 2.1.5. YX ⊂  ise ( ) ( )∆⊂∆ YX  dır [8]. 

 Teorem 2.1.6. X bir vektör uzayı ve XA ⊂  olsun. A konveks ise ( ) ( )∆∆ XA , da 

konvekstir [9]. 

 Teorem 2.1.7. X, .  normu ile bir Banach uzayı ise ( )∆X  

 xxx ∆+=
∆ 1  

normu ile Banach uzayıdır [9]. 

 Teorem 2.1.8. X ayrılabilir ise ( )∆X  da ayrılabilirdir [9].  
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 Sonuç 2.1.9. ( ) ( ) ,0 ∆∆ cc ve ( ) ( )∞<≤∆ pp 1l  uzayları ayrılabilirdir [9]. 

 Tanım 2.1.10. ( )kxx =  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer her 0>ε  için 

 { } 0:1lim =≥−∆≤ εLxnk
n kn

 

yani h.h.k için ε<−∆ Lxk  ise ( )kxx =  dizisi L sayısına −∆ istatistiksel yakınsaktır 

denir. −∆ istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı ( )∆S  ile gösterilir. 0=L  olması halinde ( )∆0S , 

yani sıfıra −∆ istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı elde edilir [10]. 

 Teorem 2.1.11. ( )∆S  lineer uzaydır [10]. 

 Tanım 2.1.12. ( )kxx =  kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir sayı olsun. Eğer 

 ∑
=

=−∆
n

k

p
kn

Lx
n 1

01lim  

olacak şekilde bir L sayısı varsa x dizisi L ye kuvvetli −∆ Cesàro yakınsaktır denir. 

 Kuvvetli −∆ Cesàro yakınsak dizilerin cümlesi 

 ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>=−∆==∆ ∑
=

n

k

p
knkp LpLx

n
xxw

1

için bir  azen ,0,01lim:  

ile gösterilecektir. ( )∆∈ pwx  olması durumunda ( )( )∆→ pk wLx  yazacağız [10]. 

 Teorem 2.1.13. ∞<<Ι∈ pp 0ve,R  olsun. 

 (i) ( )( )∆→ pk wLx  ise ( )( )∆→ SLxk  dir. 

 (ii) ( )∆∈ ∞lx  ve ( )( )∆→ SLxk  ise ( )( )∆→ pk wLx  dır [10]. 

 Sonuç 2.1.14.  

 (i) ( ) ( )∆∩∆⊂∩ ∞∞ ll SS  

 (ii) ( ) ( ) ( ) ( )∆∩∆=∆∩∆ ∞∞ ll pwS  dır [9]. 

 Tanım 2.1.15. ( ) wxx k ∈=  olsun. Eğer her 0>ε  için 

 { } 0:1lim =≥∆−∆≤ εNkn
xxnk

n
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olacak şekilde ( )εNN =  sayısı varsa ( )kxx =  dizisine −∆ istatistiksel Cauchy dizisi denir [9]. 

 Teorem 2.1.16. Eğer ( )kxx =  dizisi −∆ istatistiksel yakınsak ise ( )kxx =  dizisi 

−∆ istatistiksel Cauchy dizisidir [9]. 

 İspat. Kabul edelim ki ( )( )∆→ SLxk  ve 0>ε olsun. Bu taktirde h.h.k. için 

 
2
ε

<−∆ Lxk  

yazabiliriz. N sayısını 
2
ε

<−∆ LxN  olacak şekilde seçelim. Bu taktirde h.h.k. için 

 εεε
=+<−∆+−∆<∆−∆

22
LxLxxx NkNk  

olup x, −∆ istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 Teorem 2.1.17. ( )kyy = , −∆ istatistiksel yakınsak dizi olsun. Eğer ( )kxx =  dizisi 

h.h.k. için kk yx ∆=∆  olacak şekilde bir dizi ise x, −∆ istatistiksel yakınsak bir dizidir [9]. 

 İspat. h.h.k. için kk yx ∆=∆  ve ( ) LyS k =−∆ lim  olsun. 0>ε  verilsin. Bu taktirde 

içinn her  

 { } { } { }εε ≥−∆≤∪∆≠∆≤⊂≥−∆≤ LxnkyxnkLxnk kk :::  

yazabiliriz. Eşitsizliğin ikinci yanındaki son cümle sonlu sayıda eleman içerir. Bunu g=g ( )ε  

ile gösterelim. h.h.k. için kk yx ∆=∆  olduğundan 

 { } { }
n
gyxnk

n
Lxnk

n nkknn
lim:1lim:1lim +∆≠∆≤≤≥−∆≤ ε  

yazabiliriz. Bu ( )( )∆→ SLxk  demektir. 

 

2.2. Genelleştirilmiş Fark Dizi Uzayları 

 

 m∈ ΙΝ  ve ( ) ( ),, 1
0

+−=∆=∆ kkk xxxxx  ( ) 1
11, +
−− ∆−∆=∆∆=∆ k

m
k

m
k

m
k

mm xxxxx  olmak 

üzere Et ve Çolak [11], 
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( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }00 :

:

:

cxxxc

cxxxc

xxx

m
k

m

m
k

m

m
k

m

∈∆==∆

∈∆==∆

∈∆==∆ ∞∞ ll

 

dizi uzaylarını tanımladılar ve bu uzayların 

 ( )∑
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∆

m

v
vk

v
k

m x
v
m

x
0

1  

olmak üzere 

 ∑
=

∞∆
∆+=

m

i

m
i xxx

1

        (2.2.1) 

normu ile birer BK-uzayı olduğunu gösterdiler. 

 Teorem 2.2.1. ( ) ( ) ( )mmm cc ∆∆∆∞ 0 ve ,l  dizi uzayları (2.2.1) normu ile birer Banach 

uzayıdırlar [11]. 

 İspat. Her bir ΙΝ∈s  için ( ) ( ) ( )msss
i

s xxxx ∆∈== ∞l,..., 21  olmak üzere ( )sx , ( )m∆∞l  

uzayında bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda ∞→ts ,  için 

 ( ) 0sup
1

→−∆+−=− ∑
=

∆

t
k

s
k

m

k

m

i

t
i

s
i

ts xxxxxx  

dır. Bu durumda her bir ΙΝ∈k  için ∞→ts ,  iken 

 0→− t
k

s
k xx  

elde edilir. Buradan da ( ) ( ),..., 21
kk

s
k xxx =  dizisinin her bir k için C kompleks sayılar kümesinde 

bir Cauchy dizisi olduğu sonucu çıkar. C tam olduğundan bu dizilerin her biri yakınsaktır. Her 

bir ΙΝ∈k  için 

 k
s
ks

xx =lim  

alalım. ( )sx  bir Cauchy dizisi olduğundan her bir 0>ε  için Nts ≥∀ ,  olduğunda 

ε<−
∆

ts xx  olacak şekilde bir ( )εNN =  vardır. Böylece ΙΝ∈∀k  ve Nts ≥∀ ,  için  

 ∑
=

≤−
m

i

t
i

s
i xx

1

ε  ve ( ) ( ) ε≤−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

=
++

m

v

t
vk

s
vk

v xx
v
m

0

1  
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sağlanır. Buradan Ns≥∀ için, 

 ε≤−=− ∑∑
== mi

i
s
i

m

i

t
i

s
it

xxxx
11

lim  

ve 

 ( ) ( ) ε≤−∆=−∆ k
s
k

mt
k

s
k

m

t
xxxxlim  

elde edilir. Bu Ns≥∀  için ε2<−
∆

xx s , yani ( )kxx =  olmak üzere ∞→s  için xxs →  

olmasını gerektirir. 

 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )1

11

1

1

00

0

0

Oxxx

x
v
m

xx
v
m

xxx
v
m

x
v
m

x

N
k

mN

m

v

N
vk

v
m

v
vk

N
vk

v

m

v

N
vk

N
vkvk

v

m

v
vk

v
k

m

=∆+−≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∆

∆

=
+

=
++

=
+++

=
+

∑∑

∑

∑

 

olduğunda ( )mx ∆∈ ∞l  elde edilir. O halde ( )m∆∞l  bir Banach uzayıdır. 

 ( )mc ∆  ve ( )mc ∆0  uzaylarının  ( )m∆∞l  nin birer kapalı altuzayları olduğu gösterilebilir. 

Bu nedenle bu dizi uzayları da (2.2.1) de tanımlı norm’a göre birer Banach uzayıdır. 

 Aşağıda bu dizi uzayları arasındaki bazı kapsama bağıntılarını vereceğiz. 

 Lemma 2.2.2. (i) ( ) ( ),1
00

+∆⊂∆ mm cc  

 (ii) ( ) ( ),1+∆⊂∆ mm cc  

 (iii) ( )m∆∞l ⊂  ( )1+
∞ ∆ml  

ve bu kapsama bağıntıları kesindir [11]. 

 İspat. ( )mcx ∆∈ 0  olsun. 

 
( )∞→→∆+∆≤

∆−∆=∆

+

+
+

k         ,01

1
1

k
m

k
m

k
m

k
m

k
m

xx

xxx
 

olduğunda ( )1
0

+∆∈ mcx  elde ederiz. Böylece ( ) ( )1
00

+∆⊂∆ mm cc  olur. Örneğin ( )mkx =  

dizisi ( )1
0

+∆mc  ’e ait fakat ( )mc ∆0  ’e ait olmadığından bu kapsamalar kesindir. 

 (ii) ve (iii)’nin ispatları (i)’nin ispatına benzer şekilde yapılabilir. 

 Lemma 2.2.3. (i) ( )mc ∆0 ⊂ ( )mc ∆  

 (ii) ( )mc ∆ ⊂ ( )m∆∞l  
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ve bu kapsamalar kesindir. 

 İspatı (Lemma 2.2.2) ye benzer şekilde yapılabilir. 

 Ayrıca ( ) ( ) ( )mmm cc ∆∆∆∞ 0 ve ,l  uzayları koordinatsal sürekliliğe sahip, yani 

0→−
∆

xx s  olmasının, 0→− k
s
k xx  olmasını ΙΝ∈∀k  ve ∞→s  için gerektirecek şekilde 

Banach uzayları olduklarından, ( ) ( ) ( )mmm cc ∆∆∆∞ 0 ve ,l  uzayları aynı zamanda birer 

BK_uzaylarıdırlar. 
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3. KAPSAMA TEOREMLERİ 

 

 3.1. Tanımlar ve Notasyonlar 

 

 Bir topolojik gruptaki bir dizinin istatistiksel yakınsaklığı ile lacunary istatistiksel 

yakınsaklığı Çakallı tarafından verilmiştir ([12],[13]). Bu bölümde biz ∆-istatistiksel 

yakınsaklığı ve ∆-lacunary istatistiksel yakınsaklığı vereceğiz. 

 Bu bölümde χ  bir abel topolojik Hausdorff grubunu gösterecektir. Ayrıca  χ  

toplamsaldır ve sayılabilirliğin ilk aksiyomu sağlanır. 

 Tanım 3.1.1. Bir χ  topolojik grubundaki bir ( )kx  dizisine, eğer 0’ın her bir U 

komşuluğu için  

 { } 0:1lim =∉−∆≤
∞→

Uxmk
m km

l  

ise χ ’nin l  elemanına ∆-istatistiksel yakınsak denir. Burada dikey çizgiler o kümenin eleman 

sayısını göstermektedir. 

 ( ) ( )∆∆ ,,, 0 χχ SS  sırasıyla tüm ∆-istatistiksel yakınsak dizilerin ve χ ’de sıfıra ∆-

istatistiksel yakınsak tüm dizilerin kümesini gösterecektir. 

 Şimdi topolojik gruplarda ∆-lacunary istatistiksel yakınsaklık tanımını aşağıdaki gibi 

vereceğiz: 

 Tanım 3.1.2. ( )kx , χ  topolojik grubunda bir dizi ve ( )rk=θ  bir lacunary dizisi olsun. 

Eğer 0’ın her bir U komşuluğu için 

 { } 0:1lim =∉−∆∈
∞→

UxIk
h kr

r
r

l  

ise ( )kx  dizisi  l  sayısına ∆-lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Eğer ( )kx  dizisi l  

sayısına ∆-lacunary istatistiksel yakınsak ise bunu 

 ( ) l=−∆
∞→ kk

xS lim,χθ  veya ( )( )∆→ ,χθSxk l  

yazarak göstereceğiz. Yukarıdaki tanım anlamında ∆-lacunary istatistiksel yakınsak olan 

dizilerin sınıfı ( )∆,χθS  ile gösterilir, yani 

 ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−∆∃=∆

∞→
ll

k
kk xSxS lim,için  :, χχ θθ  

dir. Özel olarak 
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 ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =−∆=∆

∞→
0lim,:,0

k
kk xSxS χχ θθ  

tanımlayacağız. 

 

 3.2. Kapsama Teoremleri 

 

 Bu bölümde tüm −∆ istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi ile tüm −∆ lacunary 

istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi arasındaki bazı kapsama bağıntılarını vereceğiz. 

 Teorem 3.2.1. Herhangi bir θ  lacunary dizisi için ( ) ( )∆⊂∆ ,, χχθ SS  olması için 

gerek ve yeter şart lim sup ∞<rr q  olmasıdır. 

 İspat (Yeterlilik) Kabul edelim ki ∞<rr qsuplim  olsun. Bu taktirde her ΙΝ∈r  için 

Hqr <  olacak şekilde bir 0>H  sayısı vardır. ( )kx∆ , ( )∆,χθS ’nın herhangi bir elemanı 

olsun, yani ( ) l=−∆ kxS lim,χθ  diyelim. 0’ın herhangi bir U komşuluğunu alalım. ε  herhangi 

bir pozitif sayı olsun. { }UxIkN krr ∉−∆∈= l:  yazalım. Lacunary istatistiksel yakınsaklığın 

tanımı gereğince her 0rr >  için 

 ( ) ( ) 11 2 −− < HhN rr ε  

olacak şekilde bir ΙΝ∈0r  vardır. 

 Şimdi de { }01:max rrNM r ≤≤=  olsun ve n sayısı rr knk ≤<−1  eşitsizliğini sağlayan 

herhangi tamsayı olsun. Bu taktirde  

 { }
H
q

k
Mr

Uxnk
n

r

r
k 2

:1

1

0 ε
+≤∉−∆≤

−

l  

yazabiliriz. Böylece 1rr >  için 

 { } εεε
=+<∉−∆≤

22
:1 Uxnk

n k l  

olur. Buradan ( ) l=−∆ kxS lim,χ  olduğu anlaşılır. 
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 (Gereklilik) Kabul edelim ki lim ∞=rr qsup  olsun. χ ’nin 0 ’dan farklı bir x elemanını 

alalım. ( )rk=θ  ’nin ( ) ( ) 3      ve +>> jkjq jrjr  olacak şekilde bir ( )( )jrk  alt dizisini seçelim. 

Şimdi de bazı j=1,2,… ler için 

 ( ) ( )

⎩
⎨
⎧ =≤<

=∆ −

durumlardadiger                             ,0
,...3,2,1    2       , 1 jkikx

x jrjr
i  

şeklinde bir dizi tanımlayalım. U, 0’ın x∆ ’i ihtiva etmeyen simetrik bir komşuluğu olsun. Bu 

taktirde 1>j  için 

 
( )

( ){ } ( )

( )

( )

( ) ( ) 1
1:1

1

11

−
<

−
=<∉∆≤

−

−−

jkk
k

h
k

Uxkk
h jrjr

jr

jr

jr
kjr

jr

 

yazabiliriz. Böylece ( ) ( )∆∈ ,χθSxk ’dır. Fakat ( ) ( )∆∉ ,χSxk ’dir. Çünkü ( ) ( )∆∈ ,χθSxk  olma-

sından dolayı 

 
( )

( ){ }
( )

( ) ( ) ( )[ ]
2
1...

2
1:2

2
1

11211
1

1
1

>+++=∉∆≤ −−−
−

−
−

jrrr
jr

kjr
jr

kkk
k

Uxkk
k

 

olur ki buradan ( )∆∉ ,χSx  ’dır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 Teorem 3.2.2. Herhangi bir θ  lacunary dizisi için ( ) ( )∆⊂∆ ,, χχ θSS  olması için gerek 

ve yeter şart lim inf 1>rr q  olmasıdır. 

 İspat (Yeterlilik) Kabul edelim ki lim inf 1>rr q  olsun ve lim inf α=rr q  diyelim. 

( )1−= αβ 2 yazalım. Bu taktirde 0nr ≥  için β+≥ 1rq  olacak şekilde bir 0n  pozitif 

tamsayısı vardır. Böylece 0nr ≥  için  

 
11

11111 1

+
=

+
−≥−=−= −

β
β

βrr

r

r

r

qk
k

k
h  

yazılabilir. 

 Herhangi bir ( ) ( )∆∈ ,χSxk  alalım ve ( ) l=−∆ kxS lim,χ  olsun. ( ) l=−∆ kxS lim,χθ  

olacağını ispatlayacağız. 0’ın herhangi bir U komşuluğunu alalım. Bu taktirde 0nr ≥  için 
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{ } { }

{ }

{ }UxIk
h

UxIk
hk

UxIk
k

Uxkk
k

kr
r

kr
rr

kr
r

kr
r

∉−∆∈
+

≥

∉−∆∈=

∉−∆∈≥∉−∆≤

l

l

ll

:1
1

                                         

:11h                                         

:1:1

r

β
β

 

elde edilir. Bu nedenle ( ) l=−∆ kxS lim,χθ ’dir. 

 (Gereklilik) Kabul edelim ki lim inf 1=rr q  olsun. İstatistiksel yakınsak fakat lacunary 

istatistiksel yakınsak olmayan bir dizi bulmaya çalışacağız. θ ’nın ( ) ( ) 21    +−≥ jrjr  olmak 

üzere 

 ( )

( )

( )

( )
j   

k
       ve 11

1

1jr

1

>+<
−

−

− jrjr

jr

kjk
k

 

olacak şekilde bir ( )( )jrk  alt dizisini seçebiliriz. χ ’nin 0’dan farklı bir x elemanını alalım. 

Şimdi ,...2,1=j  için 

 ( )

⎩
⎨
⎧ ∈

=∆
durumlardadiger    ,0

 iseI     kx,        
x jr

k  

şeklinde bir dizi tanımlayalım. Bu taktirde ( ) ( )∆∈ ,χSxk  ’dir ( ) ( )( ).,  Gerçekte 0 ∆∈ χSxk  

Bunu görmek için 0’ın herhangi bir U komşuluğunu alalım. Bu taktirde WxUW ∈⊂   ve  

olacak şekilde 0’ın herhangi bir W komşuluğunu seçebiliriz. Diğer yandan her bir m için 

( ) ( ) 111 −+− ≤≤ jrjr knk  olacak şekilde pozitif bir mj  sayısı bulabiliriz. Bu taktirde her bir 

için  m   

 

{ }
( )

{ }

( )
( ){ } ( ){ }{ }

( )
( ){ }

( )
( ) ( )( )

mm

mm

jrjr
jr

kjr
jr

kjrkjr
jr

k
jr

k

jj

jj

kk
k

Wxkk
k

WxmkkWxkk
k

Wxmk
k

Uxmk
m

mm

m

m

m

mm

m

m

1
1

1                                   

111
1

1                                   

1:1                                   

::1                                   

:1  :1

1

+
+

<

−++
+

<

−+∉∆≤≤

∉∆≤<+∉∆≤≤

∉∆≤≤∉∆≤

+  
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elde edilir. Bu nedenle ( ) ( )∆∈ ,0 χSxk  dır. Şimdi de ( ) ( )∆∉ ,χθSxk  olacağını gösterelim. χ  

bir Hausdorff uzay olduğundan Vx∉  olacak şekilde 0 ’ın bir V komşuluğu vardır. Buna göre  

 

( )
( ) ( ){ }

( )
( ) ( )( )

( )
( )

1                                                                

1lim                                                            

1lim  :1lim 11

=

=

−=∉∆≤<

∞→

−∞→−∞→

jr
jr

j

jrjr
jr

jkjrjr
jr

j

h
h

kk
h

Vxkkk
h

 

ve 

 
( )

{ } 01:lim 1
,...2,1,

         
≠=∉−∆≤<−

=≠
∞→

Vxxkkk krr
jjrr

r
 

olur. Böylece ne x ne de 0, ( )kx  dizisinin lacunary istatistiksel limiti olabilir. χ ’nin diğer 

hiçbir noktası da dizinin lacunary istatistiksel limiti olamaz. Buna göre ( ) ( )∆∉ ,χθSxk ’dır. Bu 

da ispatı tamamlar. 

 Sonuç 3.2.3. θ  bir lacunary dizisi olsun. Bu taktirde ( ) ( )∆=∆ ,, χχ θSS  olması için 

gerek ve yeter şart  

 ∞<≤< rr qq
rr

sup liminf lim1  

olmasıdır. 

 Şüphesiz ki ( )−∆,χθS limiti tektir. Bununla birlikte farklı θ ’lar için farklı 

( )−∆,χθS limitlerinin olması da mümkündür. =χ C durumunda buna bir örnek Fridy ve 

Orhan [7] da gösterilmiştir. Teorem 3.2.4, ( )∆∈ ,χSx  iken bu durumun vuku bulmayacağını 

göstermektedir. 

 Teorem 3.2.4. Eğer ( ) ( ) ( )∆∩∆∈ ,, χχ θSSxk  ise ( ) ( ) kk xSxS lim,lim, −∆=−∆ χχ θ  

dır. 

 İspat. Herhangi bir ( ) ( ) ( )∆∩∆∈ ,, χχ θSSxk  için ( ) 1lim, l=−∆
∞→ kk

xS χ  ve 

( ) 2lim, l=−∆
∞→ kk

xS χθ  diyelim. Kabul edelim ki 21 ll ≠  olsun. χ  bir Hausdorff uzay 

olduğundan U∉− 21 ll  olacak şekilde 0’ın bir simetrik U komşuluğun vardır. Bu durumda 

UWW ⊂+  olacak şekilde 0’ın simetrik bir W komşuluğunu seçebiliriz. Buna göre her 

ΙΝ∈k  için 12 ll −=kz  olmak üzere  
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{ } { }

{ }Wxkk

Wxkk
k

Uzkk
k

km

km
m

km
m

∉∆−≤+

∉−∆≤≤∉≤

2
m

1

:
k
1                                           

:1:1

l

l

 

eşitsizliğini elde ederiz. Bu eşitsizlikten 

 
{ }

{ }Wxkk
k

Wxkk
k

km
m

km
m

∉∆−≤+

∉−∆≤≤

2

1

:1

:11

l

l

 

elde edilir. Bu eşitsizliğin sağ tarafındaki ikinci terim ∞→m  iken 0’a gider. Bunu görmek 

için { }WxIkt krhr
r

∉∆−∈= 2
1 : l  olmak üzere 

 

{ } { }

{ }

∑∑

∑

=

−

=

=

=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

∉∆−∈=

∉∆−∪∈=∉∆−≤

m

r
rr

m

r
r

m

r
kr

m

kr
m
r

m
km

m

thh

WxIk
k

WxIk
k

Wxkk
k

1

1

1

1
2

212

   

:1   

:1:1

l

ll

 

yazalım. ( ) 2lim, l=−∆
∞→ kk

xS χθ  olduğundan 0lim =rt  olduğunu biliyoruz. Bu nedenle ( )rt ’nin 

regüler ağırlıklı ortalama dönüşümü de sıfıra gider, yani 

 { } 0:1lim 2 =∉∆−≤
∞→

Wxkk
k km

mm
l       (3.2.1) 

olur. Diğer yandan, ( ) 1lim, l=−∆
∞→ kk

xS χ  olduğundan  

 { } 0:1lim 1 =∉−∆≤
∞→

Wxkk
k km

mm
l       (3.2.2) 

yazabiliriz. (3.2.1) ve (3.2.2)’den dolayı 

 { } 0:1lim =∉≤
∞→

Uzkk
k km

m
m

 

elde edilir. Bu çelişki ispatı tamamlar. 

 İstatistiksel Cauchy dizisi kavramı kompleks terimli diziler için Fridy ve Orhan 

tarafından [14] de ve bir topolojik gruptaki diziler için Çakallı tarafından [13] de verilmiştir. 
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 Tanım 3.2.5. ( )kx , χ  topolojik grubunda bir dizi ve ( )rk=θ  bir lacunary dizisi olsun. 

Eğer her bir r için rr Ik ∈'  ve 0’ın her bir U komşuluğu için l=∆∞→ rkr x 'lim  ve 

 { } 0:1lim ' =∉∆−∆∈
∞→

UxxIk
h rkkr

r
r

 

olacak şekilde ( )kx∆ ’nın bir ( )
rkx '∆  alt dizisi varsa ( )kx  dizisine bir ( )−∆,χθS Cauchy dizisi 

denir. 

 Burada bir dizinin ( )−∆,χθS yakınsak olması için gerek ve yeter şartın tamlık şartı 

olmaksızın bir ( )−∆,χθS Cauchy dizisi olmasıdır. 

 Teorem 3.2.6. Bir ( )kx  dizisinin ( )−∆,χS yakınsak olması için gerek ve yeter şart 

( )−∆,χθS Cauchy dizisi olmasıdır. 

 İspat (Yeterlilik) Kabul edelim ki ( )kx  bir ( )−∆,χθS Cauchy dizisi olsun. U, 0’ın 

herhangi bir komşuluğu olsun. Bu taktirde UWW ⊆+  olacak şekilde 0’ın bir W komşuluğunu 

seçebiliriz. Buna göre 

 
{ } { }

{ } .:1

:1:1

'

'

WxIk
h

WxxIk
h

UxIk
h

r

r

kr
r

kkr
r

kr
r

∉−∆∈+

∉∆−∆∈≤∉−∆∈

l

l

 

yazılabilir. 

 { } 0:1lim ' =∉∆−∆∈
∞→

UxxIk
h rkkr

r
r

 

ve l=∆∞→ rkr x 'lim  olduğundan hipotez gereği son eşitsizlikten ( ) l=−∆ ∞→ kk xS lim,χθ  elde 

edilir. 

 (Gereklilik) ( ) l=∆−∆ ∞→ kk xS lim,χθ  olacak şekilde herhangi bir ( )kx∆  dizisini 

alalım. ( )nU , 0’ın içiçe yığılmış komşuluklarının bir dizisi olsun. Her bir ΙΝ∈j  için 

( ) { }jk
j UxkK ∈−∆Ν∈= l:  yazalım. Buna göre her bir j için ( ) ( )jj KK ⊆+1  ve 

( ) ( ) 1lim 1 =∩ −
rr

j hIK  dir. ( )1mr ≥  olması ( ) 0>∩ r
j IK , yani ( ) φ≠∩ r

j IK  olmasını 

gerektirecek şekilde bir ( )1m  sayısı seçelim. Bu taktirde ( ) ( )21 mrm <≤  eşitsizliğini 
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sağlayan her bir r için ( )
rr IKk ∩∈′ 1  yani 1Ux

rk ∈−∆ ′ l  olacak şekilde rr Ik ∈′  seçelim. Bunu 

genelleştirirsek, ( )1+> pmr  olması ( ) ≠∩ +1p
r KI φ  olmasını gerektirecek şekilde 

( ) ( )pmpm >+1  seçelim. Bu taktirde ( ) ( )1+<≤ pmrpm  eşitsizliğini sağlayan her r için 
( ) ,r
p

r IKk ∩∈′  yani pk Ux
r

∈−∆ ′ l  olacak şekilde rr Ik ∈′  seçelim. Böylece l=∆ ′∞→ rkr xlim  

olur. U, 0’ın herhangi bir komşuluğu olsun. Bu taktirde UWW ⊆+  olacak şekilde 0’ın bir W 

komşuluğunu seçebiliriz. Buradan  

 
{ } { }

{ }.:1

:1:1

WxIk
h

WxIk
h

UxxIk
h

r

r

kr
r

kr
r

kkr
r

∉∆−∈+

∉−∆∈≤∉∆−∆∈

′

′

l

l

 

elde edilir. ( ) l=−∆ ∞→ kk xS lim,χθ  ve l=∆ ′∞→ rkr xlim  olduğundan 

 { } 0:1lim =∉∆−∆∈ ′
∞→

UxxIk
h rkkr

r
r

 

bulunur. Bu ise gerekliliğin ispatını tamamlar, böylece teorem ispatlanmış olur. 

 Sonuç 3.2.7. Bir χ  abel topolojik Hausdorff grubundaki herhangi −∆ lacunary 

istatistiksel yakınsak bir dizinin −∆ yakınsak bir alt dizisi vardır. 
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