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Uc bolimden olusan bu calismanm ilk bolimiinde, daha sonraki béliimlerde
kullanilacak olan baz1 temel tanimlar ve teoremler ile lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami
verilmigtir. Ikinci bolimde; /£ (A) c(A)vecy(A) uzaylarmin  bazi  ozellikleri ile
Ew(Am),c(Am) ve cO(Am) genellestirilmis fark dizi uzaylar verildikten sonra; calismanin
orijinal kismint olusturan ii¢lincli boliimde S( ;(,A) ve Sg( ;(,A) uzaylar1 tanimlanarak bu

uzaylar arasindaki bazi kapsama bagmtilar1 verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel Cauchy

dizisi, kuvvetli Cesaro yakinsaklik, kuvvetli p-Cesaro yakinsaklik, lacunary istatistiksel

yakinsaklik, fark dizi uzaylari, genellestirilmis fark dizi uzaylari.
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STATISTICAL CONVERGENCE
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In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, we give some
fundamental definitions, theorems which will be used in the later chapters and lacunary
statistical convergence concept.

In the second chapter we give some properties of the difference sequence spaces

(,.(A).c(A) andc,(A), and we also give the generalised difference sequence spaces
Ew( m),c( m) and co( " ), m e IN . In the third chapter which is the last and the original part
of the thesis, we define the sequence spaces S(y,A) and S,(y,A), and give some inclusion

relations between these spaces.

Key Words: natural density, statistical convergence, statistical Cauchy sequence,
strongly Cesaro convergence, strongly p-Cesaro convergence, lacunary statistical convergence,

difference sequence spaces, generalised difference sequence spaces.
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1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tanimlar

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast [1] ve Schoenberg [2] tarafindan birbirlerinden
bagimsiz olarak verildi. Yillar sonra farkli isimler altinda Fourier analiz teorisinde, ergodic
teoride ve sayi teorisinde c¢alisildi. Son zamanlarda, genellestirilmis istatistiksel yakinsaklik,
kuvvetli integral toplanabilmede ve lokal kompakt uzaylar iizerinde tanimli sinirli siirekli

fonksiyon ideallerinin yapisinda goriilmeye baslandi.

Istatistiksel yakinsaklik kavramimin ihtimaliyetteki yakinsaklik kavramiyla da yakindan

iligkisi vardir. Bu kavram IN dogal sayilar kiimesinin altkiimelerinin yogunluguna baglhdir.

IN ’nin bir E altkiimesinin dogal yogunlugu
L
S(E) =lim > 7. (k)
k=1

seklinde tanimlanan O6(E) sayisi ile gosterilir. Burada y., E’nin karakteristik fonksiyonudur.
Aciktir ki IN’nin sonlu herhangi bir altkiimesi sifir dogal yogunluga sahiptir ve
O(E®)=1-8(E)’dir. Ayrica, E kiimesinin dogal yogunlugu (|{k <n:ke E}| notasyonu

E ’nin n’den biiyiik olmayan elemanlarinin sayisini gostermek tizere)
.1
S(E)=lim—[{{k <n:k e E}|
n—o N

seklinde tanimlanir.

Eger bir P(k) 6zelligi sifir yogunluklu bir kiime diginda saglanirsa, P 6zelligi hemen

hemen her k i¢in saglanir diyecegiz ve bunu kisaca h.h.k. ile gosterecegiz.
Her bir J reel sayis1 igin
o({keIN:x, >J})=1

ise (X, ) dizisi oo’a 1raksaktir denir.

Her bir Q reel sayist1 i¢in

o((keIN:x, <Q}=1



ise (X, ) dizisi —oo’a raksaktir denir.
Eger en az bir A reel sayist1 i¢in
S({k e IN:|x,|> A}) =0
ise (X, ) dizisine istatistiksel sinirlidir denir.

Tanmm 1.1.1. X = (X, ) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in,
.1

hrn—‘{k <n: |Xk - L| > é‘}‘ =0,
nn

yani h.h.k. i¢in |Xk — L|<£ ise x = (X,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

durumda S- lim X, = L veya X, — L(S) yazilir. Burada kiime sembolii disindaki dikey cizgiler

kiimenin eleman sayisini gostermektedir [3].

[statistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gdsterilir. L=0 olmas1 halinde S,, yani sifira

istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi elde edilir. Bu uzaylar asagida gosterilmistir:

S= {X:(Xk):lign%‘{kgnﬂxk —L|Zg}(20},

S, :{Xz(xk):lirr]n%‘{k < n:|xk|zg}(:0}.

Acikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir, ancak bunun tersi dogru

degildir. Bunun i¢in m = 1,2,3,... olmak lizere
o 10 k=m?
“ 1o, k=m?
seklinde tanimlanan X = (X, ) dizisini goz oniine alalim. Her € >0 i¢in

‘{k£n:|xk|25}(g|{ksn:xk¢O}|£\/ﬁ

oldugundan,

lim%|{k <n:x, #0j< lim% =0

elde edilir. Bu S — lim x¢ = 0 olmas1 demektir. Diger taraftan ¢ ve S uzaylar birbirlerini

kapsamazlar, ancak ortak elemanlar1 vardir. Gergekten m = 1,2,3,... olmak lizere



_{JF, k=m’

““1 1, kzm?

seklinde tanimlanan x = (x, ) dizisi i¢in S — lim x =1 *dir, ancak X ¢ /, ’dur. Bunun yaninda

x=(1,0,1,0,...) dizisi stnirhidir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Bir dizi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir, yani S —lim X = L, ve S—lim Xx = L, ise
L, =L, *dir.

Teorem 1.1.2. S—IimXxc= L, ,S—limyx= L, ve o € IR olsun. Bu durumda

(i) S—1lim (axk ) =aly,

(i) S — lim(x+yx)=L, + L, ’dir.
(i) ve (i) *den istatistiksel yakinsak diziler uzaymin lineer uzay oldugu anlasilir.

Tanim 1.1.3. € > 0 olsun. h.h.k. i¢in |Xk — Xy | <¢ olacak sekilde bir N=N( &) sayis1 var

ise, yani
linm%‘{k Sn:|xk —XN|25}(=0

ise X =(X,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [3].
Teorem 1.1.4. Asagidaki dnermeler birbirine denktir:
() x = (x) bir istatistiksel yakinsak dizidir.
(if) x = (xx) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.
(iif) h.h.k. igin X, =y, olacak sekilde yakinsak bir y = (yx) dizisi vardir[3].

Ispat. (i)= (ii) Burada “yakinsak bir dizi Cauchy dizisidir” teoreminin ispatina benzer

bir yol takip edilecektir. S — lim Xy = L ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k. i¢in

M—q<§

dir. Eger N,

Xy — L| < % olacak sekilde segilirse, h.h.k. i¢in

|&—X@=VK—L+L—X@SVk—q+VN—q32+§“<5



elde edilir. Boylece X bir istatistiksel Cauchy dizisidir.
(it)= (iii) (i) saglansin ve h.h.k. i¢in x, €| :[XN -1, Xy +1] olacak sekilde bir N
sayist segelim. Ayni sekilde h.hk. icin X, € |'= [XM -1/2,%,, +1/2] olacak sekilde bir M

say1st secelim. Burada h.h k. igin X, € I, =1 N |' oldugunu belirtelim. Ciinkii
k<n:x, eglnlf=fk<n:x gljuk<n:x el

olup, boylece

1iml|{ksn:xk 2l ml'}|slim%|{ksnzxk ¢ |}1+1iml|{kgn:xk z1=0

e N0 e
dir. Bu nedenle |,, h.h.k. i¢in X, ’y1 ihtiva eden ve uzunlugu 1’den kiigiik veya 1 e esit olan
kapal1 bir araliktir.

Benzer sekilde h.h.k. i¢in x, € 1" = [XN(z) —1/2, Xy +1/ 2J olacak sekilde N(2) say1sini
secelim. Yukaridaki diisiinceye gore 1,, h.hk. icin X, ’y1 ithtiva eder ve uzunlugu <1/2 olan
kapali bir araliktir. Bu sekilde devam edilirse her bir m i¢in I, © 1., olacak sekilde kapali
araliklarin bir {Im}::1 dizisini olugturabiliriz. 1, nin uzunlugu <2"™’dir ve h.hk. igin
X, €|, dir. I¢ ige araliklar teoremi geregince N%_ I, = A olacak sekilde bir A sayis1 vardir.

h.hk. i¢in X, €|, oldugu goz 6niine alinirsa n >T_ i¢in
1 1
—fk<n:x el j<—, (1.1.1)
n m

olacak sekilde pozitif artan bir {Tm }ﬁzl tamsay1 dizisini segebiliriz.

Simdi T, <k < T,,, iken x, ¢1, ve x’in kK > T_ olacak sekildeki tim X,

terimlerinden olusan bir z alt dizisini tanimlayalim. Daha sonra y dizisini
A, Xy Z 'nin bir terimi ise
% ={ Xk » diger durumlarda
seklinde tanimlayalim. Bu taktirde limy, = A ’dir. Ciinkii eger ¢ > 1/m>0ve k> T, ise X,,
Z’nin bir terimidir ki bu y, =4 anlamma gelir, ya da y, =X, €|, ve |yk —/1| <1, nin
uzunlugu < 2'""°dir. Burada h.h.k. i¢in X, =y, *dir. Simdi bunu gosterelim: Eger T_<n <T__|

ise bu taktirde



k<n:y, #xctk<n:x el,}

dir ve (1.1.1)’den

1 1 1
H|{k3n.yk¢xk}|sﬁ|{k£n.xkélm}|<a

yazilabilir. Béylece n — oo iken limit 0 *dir ve h.h.k. igin X, =y, ’dir. Bu nedenle (ii), (iii)’i

gerektirir.

(ilf)= (i) Kabul edelim ki (iii) saglansin. h.h.k. i¢in X, =y, ve limy, =L olsun ve
& >0 verilsin. Bu taktirde, her bir ni¢in, limy, = L oldugundan

{kén:|xk —L|Z£}g{k£nzxk ¢yk}u{kén:|yk—L|28}

yazilabilir. Boylece h.h.k. i¢in X, =y, olmas1 sebebiyle
! O .1 _ .1 Ve _
llrplﬁ‘{kén.|xk L|Zg}‘éhgnn|{kﬁn.xk;tyk}|+11£nn‘{k£n.|yk L|28H 0

elde edilir. Bu nedenle h.h.k. igin |Xk - L| < & dir, bu ylizden (i) saglanir ve ispat tamamlanmis

olur.
Sonu¢ 1.1.5. Eger (X), S—limX, =L olacak sekilde bir dizi ise, bu taktirde

limy, =L olacak sekilde (xi) 'nin bir y=(yy) alt dizisi vardur.

Tanmm 1.1.6. X = (X, ) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

n

olacak sekilde bir L sayis1 varsa X dizisi L ’ye kuvvetli Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli

Cesaro yakinsak dizilerin uzay1

|0'1| = {X =(X,): lim%Zn]Xk — L| =0 enazbir Ligin}
noNY

=1
ile gosterilir. Ozel olarak L= 0 alinirsa bu uzay ‘010 ‘ ile gosterilir.

Tamm 1.1.7. x = (X, ) kompleks terimli bir dizi ve p>0 reel bir say1 olsun. Eger

lim%Zn]xk -1°=0

k=1



olacak sekilde bir L sayis1 varsa X = (Xk) dizisi L ’ye kuvvetli p-Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli p-Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi

w ={X=(Xk):lim%i|xk—L|p=0 enazbirLi(;in}

p
k=1
ile gosterilecektir [4].
Teorem 1.1.8. 0 < p < o olsun. Bu taktirde,

(i) Bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro yakinsak olan bir dizi L sayisina ayni zamanda

istatistiksel yakinsaktir.

(if) Bir L sayisina istatistiksel yakinsak olan sinirli bir dizi L sayisina ayni zamanda

kuvvetli p-Cesaro yakinsaktir [5].
1.2. Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk

Tamm 1.2.1. Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi € =(k,) olsun. Eger k, =0 olmak

lizere r — oo igin h, =k, —k,_, — o ise @ = (k, ) dizisine lacunary dizisi denir [6].
0 = (k,) tarafindan belirlenen araliklar | = (k,_,.k, ] ile gosterilecektir. Bu calismada

r

x| = 2]

i=k,_,+1 iel,

alinacak ve uygunluk i¢in bu toplam kisaca Z|Xi| ile ve kk—l orant da q, ile gosterilecektir.
|

r

Tamim 1.2.2. @ bir lacunary dizisi olsun. Her & > 0 i¢in
hmhi\{ke | t[x —L|>ef=0 (1.2.1)

ise X =(X,) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir.

Bir x=(x¢) dizisi lacunary istatistiksel yakmnsak ise S,—limx, =L veya x, — L(S,) ile

gosterilir[7]. Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1



r

S, :{X:(Xk):limhi‘{ke I :|Xk —L|Zg}(20}

ile gosterilecektir.

Tamm 1.2.3. Herhangi bir @ = (k, ) lacunary dizisi igin

hm Z|Xk - L|

r kel,

olacak sekilde bir L sayis1 varsa (Xx) dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir ve

kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin uzay1

N, :{ hm Z|Xk - L| , enazbir Ligin}

r kel
ile gosterilir [6]. N, uzay1 L = 0 olmas1 durumunda N ile gosterilir.
Teorem 1.2.4. |Gl| < N, olmasi icin gerek ve yeter sart lim inf, g, >1 olmasidir

Ispat. (Yeterlilik) lim inf, g, >1 ise her r>1 igin 1+5<(q, olacak sekilde & >0

say1st vardir. X € ‘010‘ icin

1
o= 2hl=g L3 I——ZIXI

rll rll

e e L]

rll

yazabiliriz. h, =K, —K, , oldugundan

1 1

. .. K, K, . . .
elde ederiz. Boylece Wzi:l|xi| ve krl,l Z l|X-| terimlerinden her ikisi de sifira yakinsar ve

x e N elde edilir. Buradan |Gl| c N, bagmtisi elde edilir.

(Gereklilik) Kabul edelim ki liminf, g, =1 olsun. & lacunary dizisi oldugundan

"> j olacak sekilde @ = (k, ) lacunary dizisinin bir

k
r=r,+ 2 olmak tzere —— <l +] L yve 21—

(kr]_ ) alt dizisini segebiliriz. x = (x;) dizisini



Xi :{ 19 l € II’J’ (J =1,2,3,...)

0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu taktirde herhangi bir L sayisi i¢in

-t =fi-L
hrj I

Li=1,2.3, ..

Ve

XY=l e
ro I

olur. Bundan dolay1 x ¢ N, fakat x kuvvetli Cesaro yakisaktir. Eger t yeteri kadar biiytik bir

tamsayiise k, ;< t<k_ _ olacak sekilde bir tek j bulabiliriz. Buradan

yazabiliriz. t - o iken j — oo olur. Boylece X € ‘610 ‘ olur.

Teorem 1.2.5. N, c |al| olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim sup, g, <o olmasidir [6].

Teorem 1.2.6. & = (k, ) lacunary dizisi olsun. Bu durumda
(i) x, = L(N,) ise x, = L(S,),
(i) xerl , ve X, > L(Sa) ise X, > L(Ng),
@iiiy S,n¢_ =N,n?_,
dir[7].

ispat. (i) £ >0 ve x, = L(N,) olsun. Bu taktirde

2=tz >
kel, kel,
[x—L|>e

Xk—L|28‘{keIr:|Xk—L|28}(

yazabiliriz. Buradan (i) gergeklenir.



(i) *deki icerme kesindir. Gergekten, @ =(k,) bir lacunary dizisi olsun. x = (x, ) dizisi I,

araliginda ilk h\/ﬁ

Bu dizi sinirli degildir, ancak lacunary istatistiksel yakinsaktir. Ger¢ekten & > 0 sayisi igin,

e, ;|xk_o|zgﬂz|ﬁh£hru

r r

J tamsayilarinda 1,23, ..., “\/E J ,diger durumlarda 0 olarak tanimlayalim.

-0, (r > )

dir. Yani (Xk) dizisi sifira lacunary istatistiksel yakinsaktir. Diger yandan

h, h, [+
hiz|xk_o|:hihfj(hj_J 1)9%;&0, (r — o)

r kel, r

oldugundan x, — O(N,) ’dur.

(i) Kabul edelim ki x, — L(S,) ve xe/,_ olsun. Her k € IN igin X —L|<M

diyelim. ¢ > 0 verilsin. Bu taktirde

1 1 1
Tl U= T oL Tl -

r kel, r kel, r kel,
‘Xk—L‘Zg ‘Xk—L‘<g

ShMere I, :|Xk —L|25}(+5

dur. Buradan x, — L(N,) elde edilir.
(iii) (i) ve (ii)’nin sonucudur.

Teorem 1.2.7. Herhangi bir @ = (k, ) lacunary dizisi igin S, = S olmas igin gerek ve

yeter sart limsup, g, <o olmasidir.
Ispat. (Yeterlilik) Kabul edelim ki limsup, g, <o olsun. Bu durumda her r € IN igin

g, < H olacak sekilde bir H> 0 sayis1 vardir. X, — L(Sg) ve N, = ‘{k el, :|Xk - L| > EH

olsun. (1.2.1) g6z 6niine alinirsa here > 0 ve r >, i¢in ':— < ¢ olacak sekilde bir

r, € IN vardir. Simdi M =max{N, :1<r <r,} diyelim ve k,, <n<k, olacak sekilde bir n

secelim. Bu taktirde



Xk—L|25H

:kL{N1 +N,++ N+ N+t Nr}

r-1

o+l

N

Sﬂroth h, ,, —+..+h —"
kr—l kr—l ’ hr0+1 hr
M 1

<—r,+—|sup— |\h,,, +...+h
k., 0 k., [Drfo) r j{ 1 r}

kr _kr

< r, + ~&
K K

My

- kr_1 0 r

SkﬂrongH

yazabiliriz. Buradan S < S, elde edilir.

(Gereklilik) Kabul edelim ki limsup, g, =co olsun. Bu taktirde q, > J olacak sekilde

0 = (k, ) lacunary dizisinin bir (K, ) alt dizisini secebiliriz ve x = (x;) dizisini

Lo L ke <i<2k (j=123,..)
0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. Bu durumda x € N, fakat X ¢ |0'1| ’dir. (Teorem 1.2.6 (i)) ’den
X €S, ’dir. Fakat (Teorem 1.2.8) ’den x ¢ S ’dir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 1.2.8. Herhangi bir 6 = (k, ) lacunary dizisi igin S =S, olmasi igin gerek ve

yeter sart liminf, g, >1 olmasidir.

Ispat. (Yeterlilik) Kabul edelim ki liminf, g, >1 olsun. Yeterince biiyiikk r igin
q, 21+ 0 olacak sekilde 6 >0 sayis1 vardir. Buradan E—:Z% elde edilir. x, — L(S) ise

£ >0 ve yeterince biiyiik r i¢in

10



k—lr\{ksk :|xk—L|Zg}{z%\{kelr X —L|>&]
o 1
th—‘{kelr |Xk—L|28}<

elde edilir. Buradan S < S, elde edilir.
(Gereklilik) liminf g,=1 olsun. (Teorem 1.2.4.)’deki yol takip edilirse r; >r,  +2
olmak {izere kk%l<1+% ve tj—i > j olacak sekilde 8 =(k,) lacunary dizisinin bir (krj) alt

dizisini secelim ve x = (X, ) dizisini

Xi:{ Loiel,, (j=123..)

0, diger durumlarda

seklinde tanimlayalim. X’ in sinirli oldugu asikardir. (Teorem 1.2.4)’den X €

X ¢ N, ’dir. (Teorem 1.2.6 (ii))’den X ¢ S, ve (Teorem 1.2.8) ’den X € S oldugu goriiliir.
O halde S ¢ S, olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 1.2.9. (x, )e SN S, ise Sy —limx, =S —limx, "dir. Boylece herhangi bir 6

lacunary dizisi i¢in (Xx) dizisinin S, — limiti tektir.
Ispat. Kabul edelim ki S—limx, =L, S, —limx, =L’ ve L# L’ olsun. Bu taktirde
£ <4|L-L igin
liml‘{k <n: |Xk - L'| > EH =1
non

elde ederiz. Bu durumda ﬂ{k <n :|Xk - L’| > g}( istatistiksel limit ifadesinin K, ,-inci terimini

g6z Online alalim. Bu taktirde,

[k ewm 1, :|x k—L'|z,s}(=klzm:\{ke| %, -

m r=1

L|> ¢}

=(Z hrj_ ihrtr (12.2)

r=1 r=1

elde edilir. Burada



25}(—)0

X, —L'

t, :hL‘{kE I, :

r

dir. Ciinkii x, — L'(S,) idi. 6=(k,) bir lacunary dizisi oldugundan (1.2.2) ifadesi t "nin

regiiler agirlikli ortalama doniigiimiidiir ve m — oo igin sifir olur. Diger taraftan

r=1"°r

(ki\{k eU 1, :[x ~ L]z &))

dizisi
1 T -
{H‘{k <n:fx -L|> g}{}n_l
dizisinin bir alt dizisi oldugundan
1 :
H‘{kSn.|xk—L|2g}{—>l

bulunur ki bu bir ¢eligkidir. Yani L = L' *dir.
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2. A-DiZi UZAYLARI
2.1. /_(A),c(A)vec,(A) Uzaylarmin Baz1 Ozellikleri

Fark dizileri Kizmaz [8] tarafindan tammlandi. Bu bélimde ¢, (A),c(A)vec,(A) dizi

uzaylar1 tanimlanacak, bu uzaylarin bazi 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 2.1.1. Ax = (X, — X, ., ) olmak iizere /_(A),c(A)vec,(A) dizi uzaylari
(.(A)={x=(x,):Axer },
c(A): {X = (Xk): AX e c},
c,(A)={x=(x):Axec,}
seklinde tanimlanir [8].

Teorem 2.1.2. ¢ _(A),c(A)vec,(A) dizi uzaylari, ||X||w = sup|xk| olmak tizere
[l =Pl +lax]. @.1.)

normu ile birer normlu uzaydir [8].

Ispat. X; ¢ w(A),c(A)ve CO(A) dizi uzaylarindan birini géstermek iizere X,y € X ve «

bir skaler olsun.

ND) [l =Pxl+lax], =0

N2) ||X||A :|X1|+”AX”OO =0 olsun. Bu taktirde X, =0 ve her kelIN i¢in
|Xk _Xk+1| =0 dir. Buradan her k €IN igin X, =0 elde edilir. O halde x=0 dir. Tersine

X =0 olmasi halinde ||X||A =0 oldugu asikardir.

N3)

x|, = Jex,] +s1:p|a(xk ~ X )

= o+ supbe .,

13



e I,

N4)

”X + yn = |X1 + y1| + S%PKXK — Y )_ (Xk+1 - Yk+1]

IN

|X1| +S‘:P|Xk - Xk+1| +|y1| +S‘:P|Yk - Yk+1|

IN

[, + I,

Teorem 2.1.3. 7/ (A) dizi uzay1 (2.1.1) normu ile bir Banach uzaydir.
Ispat. x° = (Xf, X5, X3 ,...)e ¢ (A) olmak iizere (Xs ), ¢ (A) da bir Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda s,t — o i¢in

X; —x}‘+HA<xS —xt]‘ -0

0

xS —xtH =
A

olur. Buradan s,t — o i¢in

X —xf‘—>0

ve her kK € IN i¢in

(le - Xlt< )_ (le+1 - XEH 1 -0
dir. Buna gore (XlS ), C de bir Cauchy dizisidir.

<

S t S t S t
Xirr = X (Xk = Xk )_ (Xk+1 = Xis 1 +

S t
Xk_Xk‘

olmasi nedeniyle her k € IN ve s,t — o igin,

Xg — x;‘ —0
elde edilir. Buna gore X; = (Xi,x,f,x,f,...) dizisi her sabit k =1,2,3,... i¢gin C de bir Cauchy
dizisidir. C tam oldugundan (XE), C de yakmsaktir. limx; = X, (k:1,2,3,...) diyelim.

(Xs) ¢.(A) da bir Cauchy dizisi oldugundan her £>0 igin s,t >N iken

> 0

X° —X‘H <eg
A

olacak sekilde bir N = N(g) dogal sayisi vardir. O halde her s,t > N igin

xf—xl“<e

14



ve her bir K i¢in

S t S t
(Xk = Xy )_ (Xk+1 - Xk+11 <é&

olur. Bu son iki ifadede t — oo i¢in limit alinirsa her s > N i¢in

lim| Xf—xl‘<g
t

s t] _
X| _Xl‘_

S t S t S S
(Xk - Xy )_ (Xk+1 - Xk+11 = ‘(Xk — Xy )_ (Xk+1 - Xk+11 <é

lim|
t
bulunur. Buradan s> N i¢in

S S
(Xk — X )_ (Xk+1 - Xk+11 <2¢

x® —XH =
A

X; —X1‘+sup
k

elde edilir. Bu ise limx® = x demektir. Simdi de x = (x, )& ¢, (A) oldugunu gosterelim.

_ N, uN N N
|Xk - Xk+1| =X = X = X X0 = Xy + Xy

N N N N
(Xk - Xk )_ (Xk+1 - Xk+l l + ‘Xk - Xk+1

IN

—0

< ‘XN —XHA +‘ka — X

olmasi nedeniyle x = (x, )€ ¢, (A) elde edilir. O halde (€ (), || A) bir Banach uzayi olur.

Sonu¢ 2.1.4. c(A) ve c,(A) uzaylar, /_(A) uzaymin birer kapal altuzay:

olduklarindan (Teorem 2.1.3) den dolay1 (2.1.1) deki norm ile birer Banach uzayidir.
X herhangi bir dizi uzayi olsun. X (A) = {X = (Xk ) tAX € X} yazilir.
Teorem 2.1.5. X Y ise X(A)cY(A) dir [8].

Teorem 2.1.6. X bir vektor uzayt ve Ac X olsun. A konveks ise A(A),X(A) da

konvekstir [9].

Teorem 2.1.7. X, || normu ile bir Banach uzay1 ise X (A)

[l = Il +[ax]
normu ile Banach uzayidir [9].

Teorem 2.1.8. X ayrilabilir ise X (A) da ayrilabilirdir [9].

15



Sonug 2.1.9. ¢, (A), c(A) ve £,(A)(1< p <o) uzaylar ayrilabilirdir [9].

Tanmm 2.1.10. X = (Xk) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
!

hm—‘{k <n: |AXk - L| > é‘}‘ =0
nn

yani h.h.k i¢in |AXk - L| <g ise X= (Xk) dizisi L sayisina A —istatistiksel yakinsaktir
denir. A —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S(A) ile gosterilir. L =0 olmasi halinde S,(A),

yani sifira A —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay elde edilir [10].

Teorem 2.1.11. S(A) lineer uzaydir [10].

Tamm 2.1.12. X = (Xk) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger
L p

hm—Z:|AXk - L| =0
"noNAG

olacak sekilde bir L sayis1 varsa X dizisi L ye kuvvetli A —Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli A —Cesaro yakinsak dizilerin climlesi

w,(A)= {x =(x,): 1ign%§|Axk ~L|" =0,p >0, enazbir Ligin}
ile gosterilecektir. x € W, (A) olmast durumunda x, — L(w, (A)) yazacagiz [10].
Teorem 2.1.13. peIR,ve 0 < p <oo olsun.
(i) % — Lw,(a)) ise x, — L(S(a)) dir.
(ii) x e £, (A) ve x, = L(S(a)) ise x, — L(w,(a)) dir [10].
Sonuc 2.1.14.
(iySnt, cS(A)ne (A)

(i) S(A)n e, (A)=w,(A)n ¢, (A) dir [9].

Tamm 2.1.15. x = (x, ) e W olsun. Eger her & >0 igin

linm%‘{k <n: |AXk — AXy, | > g}( =0
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olacak sekilde N = N(g) sayisi varsa x = (x, ) dizisine A —istatistiksel Cauchy dizisi denir [9].

Teorem 2.1.16. Eger x=(x,) dizisi A —istatistiksel yakinsak ise x=(x,) dizisi

A —istatistiksel Cauchy dizisidir [9].

ispat. Kabul edelim ki x, — L(S(A)) ve & > 0 olsun. Bu taktirde h.h.k. igin

AX, - L| < £
2
yazabiliriz. N sayisini |AXN - L| < % olacak sekilde se¢elim. Bu taktirde h.h.k. i¢in

AX, — AXy | < |Ax, — L] +]Ax, —L|<§+§:g

olup X, A —istatistiksel Cauchy dizisidir.
Teorem 2.1.17. y=(y, ), A—istatistiksel yakinsak dizi olsun. Eger x=(x,) dizisi

h.h.k. i¢in AX, = Ay, olacak sekilde bir dizi ise X, A —istatistiksel yakinsak bir dizidir [9].

ispat. h.hk. icin Ax, =Ay, ve S(A)-limy, =L olsun. &>0 verilsin. Bu taktirde

her nigin
k<n:ax-L>gfck<n:ax =y Jufk<n:|ax-L]> ¢
yazabiliriz. Esitsizligin ikinci yanindaki son ciimle sonlu sayida eleman igerir. Bunu g=g (5)

ile gosterelim. h.h.k. i¢in AX, = Ay, oldugundan

I ol <. md
hgnn‘{kén.|AX L|Zg}(éhrfnn|{kén.Axk¢Ayk}|+h§nn

yazabiliriz. Bu X, — L(S(A)) demektir.
2.2. Genellestirilmis Fark Dizi Uzaylan

me IN ve A% =(x, ), AX = (X, —X,,, ), A" =(A"X, ), A"X, = A™'X, —A™'X,., olmak

tizere Et ve Colak [11],
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KOO(A"‘) = {x:(xk):AmXGﬁw}
C(Am)= {X=(Xk):AmXEC}

cO(Am): {XZ(Xk):AmXECO}

dizi uzaylarini tanimladilar ve bu uzaylarin
m v m
% =30 (T
v=0 v
olmak iizere

m
Iy = 2 bl +

A" X

2.2.1)

0

normu ile birer BK-uzay1 oldugunu gosterdiler.

Teorem 2.2.1. Ew(Am ), C(Am) ve C, (Am) dizi uzaylar1 (2.2.1) normu ile birer Banach
uzayidirlar [11].
Ispat. Her bir s€IN igin x° = (Xf): (Xf, Xj,...)e fw(Am) olmak {izere (XS ), KOO( m)

uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda s,t — o igin

>
A

Am(x;—x;]—m

S t
X] _Xi‘Hlip

dir. Bu durumda her bir k € IN i¢in s,t— o iken

Xp — x;‘ —0
elde edilir. Buradan da (XE): (Xi X, ,) dizisinin her bir k igin C kompleks sayilar kiimesinde

bir Cauchy dizisi oldugu sonucu ¢ikar. C tam oldugundan bu dizilerin her biri yakinsaktir. Her
bir k € IN i¢in

limx; = X,
S

alalim. (Xs) bir Cauchy dizisi oldugundan her bir £>0 i¢in VS,t >N oldugunda

X° — XtHA < & olacak sekilde bir N = N(g) vardir. Boylece Wk € IN ve Vs,t> N igin

3 [ o -t
V=0 v

i=1

Xf—xit‘ég ve
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saglanir. Buradan Vs> N igin,

limzm: XS — x}‘ =>
t i=1 i=Im

XiS—Xi‘SS
ve

Am(xi —xﬁ]: A’“(x,f —kaSg

lim
t
elde edilir. Bu Vs>N ic¢in HXS - XHA <2¢, yani x=(x,) olmak iizere S— 0 igin X° — X

olmasini gerektirir.

Il
M=
|
!
N—
<
7\

m
N N
J(ka - Xk+v + Xk+v*
m il m
N \J N
( j(xk+v - Xk+v + (_ 1) [ Jxk+v
Vv V=0 \"

0
xN — XHA +‘A’”ka ‘ =0(1)
oldugunda x € ¢ w( m) elde edilir. O halde 7, (Am) bir Banach uzayidir.

A
M=
ah
=

<

C( m) ve C, (Am) uzaylarinin Em(Am) nin birer kapali altuzaylar1 oldugu gosterilebilir.

Bu nedenle bu dizi uzaylari da (2.2.1) de tanimli norm’a gore birer Banach uzayidir.

Asagida bu dizi uzaylar arasindaki bazi kapsama bagintilarini verecegiz.
Lemma 2.2.2. (i) c, (Am )c Co (Am” ),
(i) c(a™ )< c(a™),
(iii) ¢, (A" )< ¢, (a™)
ve bu kapsama bagintilari kesindir [11].

Ispat. xec, (Am) olsun.

m+l
A xk‘:

m m
ATX = A Xy

< ‘Am xk‘ + ‘Am X | =0,  (k—>o)

oldugunda X ec, (Am”) elde ederiz. Bdylece c, (Am)c C, (Am”) olur. Ornegin X = (km)
dizisic, (Am” ) e ait fakat C, (Am) ’e ait olmadigindan bu kapsamalar kesindir.

(ii) ve (iii)’nin ispatlar1 (i)’nin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Lemma 2.2.3. (i) CO( m) c C( m)

(i) c(a™ )< ¢, (am)
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ve bu kapsamalar kesindir.

Ispat1 (Lemma 2.2.2) ye benzer sekilde yapilabilir.
Ayrica / w(Am ), C(Am) ve C, (Am) uzaylart koordinatsal siireklilige sahip, yani

X® — XHA — 0 olmasinin,

X; — Xk‘ — 0 olmasin1 Vk € IN ve s — o igin gerektirecek sekilde

Banach uzaylari olduklarindan, Ew( m), C(Am) ve C, (Am) uzaylari aymi zamanda birer

BK uzaylandirlar.
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3. KAPSAMA TEOREMLERI

3.1. Tammmlar ve Notasyonlar

Bir topolojik gruptaki bir dizinin istatistiksel yakinsakligi ile lacunary istatistiksel
yakinsakligi Cakalli tarafindan verilmistir ([12],[13]). Bu bolimde biz A-istatistiksel
yakinsaklig1 ve A-lacunary istatistiksel yakinsaklig1 verecegiz.

Bu boliimde y bir abel topolojik Hausdorff grubunu gosterecektir. Ayrica  y
toplamsaldir ve sayilabilirligin ilk aksiyomu saglanir.

Tanmm 3.1.1. Bir y topolojik grubundaki bir (Xk) dizisine, eger 0’in her bir U

komsulugu i¢in

lim%|{k£m:Axk—€¢U}|:0

ise y 'nin ¢ elemanina A-istatistiksel yakinsak denir. Burada dikey c¢izgiler o kiimenin eleman
sayisini gostermektedir.

S(x,A),S,(7,A) sirasiyla tiim A-istatistiksel yakimsak dizilerin ve y’de sifira A-
istatistiksel yakinsak tiim dizilerin kiimesini gosterecektir.

Simdi topolojik gruplarda A-lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimini asagidaki gibi
verecegiz:

Tanim 3.1.2. (Xk ) , y topolojik grubunda bir dizi ve 0 = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

Eger 0’1n her bir U komsulugu i¢in

0

r—oo

1imhi|{ke|r:Axk—£eu}1

ise (Xk) dizisi ¢ sayisina A-lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Eger (Xk) dizisi /

sayisina A-lacunary istatistiksel yakinsak ise bunu

SH(Z:A)_&EE Xk =/ veya Xk _)K(SQ(ZaA))

yazarak gosterecegiz. Yukaridaki tanim anlaminda A-lacunary istatistiksel yakinsak olan

dizilerin smifi S,(y,A) ile gosterilir, yani

k—0

Se(;(,A):{(Xk): igin S, (y,A)-limx, = K}

dir. Ozel olarak
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550r.8)={(x): ,(7.8) - timx, =0}

k—o

tanimlayacagiz.
3.2. Kapsama Teoremleri

Bu boliimde tiim A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi ile tiim A —lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi arasindaki bazi kapsama bagintilarin1 verecegiz.

Teorem 3.2.1. Herhangi bir @ lacunary dizisi igin Sy(y,A)c S(y,A) olmasi igin
gerek ve yeter sart lim sup, ¢, <o olmasidir.

Ispat (Yeterlilik) Kabul edelim ki limsup, g, <o olsun. Bu taktirde her r € IN igin
q, <H olacak sekilde bir H >0 sayis1 vardir. (Ax, ), S,(7,A) nn herhangi bir eleman:
olsun, yani S 9( ;(,A)— limx, = ¢ diyelim. 0’1 herhangi bir U komsulugunu alalim. & herhangi
bir pozitif say1 olsun. N, = |{k el, 1Ax, 1 ¢ U}| yazalim. Lacunary istatistiksel yakinsakligin

tanimi geregince her r > r, i¢in
N, (h, )" <e2H)"
olacak sekilde bir r, € IN vardir.

Simdide M = max{Nr 1<r< ro} olsun ve n sayist k, , <n <Kk, esitsizligini saglayan

herhangi tamsay1 olsun. Bu taktirde

MrO mr

+
k 2H

l|{k3n:Axk —leUj<
n r-1
yazabiliriz. Boylece r > I, i¢in

1
H|{k3n:Axk—£eU}|<§+%:g

olur. Buradan S( 7,A)—=limx, =/ oldugu anlasilir.
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(Gereklilik) Kabul edelim ki limsup, g, =0 olsun. y ’nin 0 ’dan farkli bir X elemanini

alalm. 6 = (k ) ‘nin d,;)> ] ve K > j+3 olacak sekilde bir (k )) alt dizisini segelim.

r r(j

Simdi de baz1 j=1,2,... ler i¢in

Ax. = X, kr(j) <i< 2kr(j)—l J = 1,2,3,...
0, diger durumlarda

seklinde bir dizi tanimlayalim. U, 0’1n AX’i ithtiva etmeyen simetrik bir komsulugu olsun. Bu
taktirde j >1 i¢in

L ole<k ) ax gU (< Ke(ip = Ke(ip <
‘{ r(i) k }< h

he(i) () Ky K 11

yazabiliriz. Boylece(x, )€ S,(,A) dir. Fakat(x, ) & S(,A) dir. Ciinkii (x,)eS,(7,A) olma-

sindan dolay1

1
2K, ()

1
2kr(i)—l

‘{k < 2kr(j)—l . AXk gU }‘ = [kr(l)—l + kr(2)—l +...+ kr(j)—l]>%

olur ki buradan x & S(,A) *dir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 3.2.2. Herhangi bir 6 lacunary dizisi i¢in S( ;(,A) cS 9( ;(,A) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart lim inf, ¢, >1 olmasidur.
Ispat (Yeterlilik) Kabul edelim ki lim inf, g, >1 olsun ve lim inf,q, =« diyelim.
S =(a—l) / 2 yazalim. Bu taktirde r>n, i¢cin q, 21+ /S olacak sekilde bir n, pozitif

tamsayis1 vardir. Boylece r > n; icin

k | 1 i

B P ) [ E .

K, q, I+p  p+1

yazilabilir.

Herhangi bir (x,)e S(,A) alalim ve S(y,A)—limx, =/ olsun. S,(y,A)-limx, =/

olacagini ispatlayacagiz. 0’1 herhangi bir U komsulugunu alalim. Bu taktirde r > n; i¢in
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ki|{kgkr;Axk—muﬂzkiﬂkel,;Axk—mu}{
=h ii|{ke| (A — L gU
rkr hr r k
g1 CAX —
2ﬁ+1hr|{kelr.Axk LgUj

elde edilir. Bu nedenle S,(y,A)—1limx, = ¢ dir.

(Gereklilik) Kabul edelim ki lim inf, g, =1 olsun. Istatistiksel yakinsak fakat lacunary

istatistiksel yakinsak olmayan bir dizi bulmaya calisacagiz. € ’nin r(j) > r(j —1)+ 2 olmak

uzere

Ke(; K,
Wl e (i)t

Ke(j) j Ke(j-1)

> ]

olacak sekilde bir (kr( j)) alt dizisini segebiliriz. y 'nin 0’dan farkli bir X elemanini alalim.
Simdi j =1,2,... igin

X, kel ise
AX, = _
0, diger durumlarda

seklinde bir dizi tammlayalim. Bu taktirde (x, )e S(y,A) ’dir (Gergekte (x, )eS,(z,A))
Bunu gérmek i¢in 0’1 herhangi bir U komsulugunu alalim. Bu taktirde W cU ve xeW
olacak sekilde 0’in herhangi bir W komsulugunu segebiliriz. Diger yandan her bir m ig¢in
K < N < Ky(jay olacak sekilde pozitif bir j, sayist bulabiliriz. Bu taktirde her bir

m icin

ikSm:Axkgu < Lkgm:Ax gW
k k

m (i)
< ;{‘{k < kr(jm)  AX, gW}‘+‘{kr(1m) <k <m:Ax, gW}‘}
r(im)
< %Hk < Ke(j,) 1 A% gw}hk;_(krumm ki)
r(im) r(in)
< - ! +1+_L—1
Jo +1 Jm
1 1
< = +—
JI’T‘I +1 Jm
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elde edilir. Bu nedenle (x, ) S,(7,A) dir. Simdi de (x, )& S,(x,A) olacagim gosterelim. y

bir Hausdorff uzay oldugundan x ¢V olacak sekilde 0 *1n bir V komsulugu vardir. Buna gore

o .1
1.1m_‘{kr(j)—1 <k <k 1 X, gv}‘ = tim kg —keg)
oo h i»oh .
r(i) r(i)
_ 1 h
= M)
r(i)
= 1

Ve

lim [k, <k<k :Ax, —xgV]=1%0
r#r(jr)_,)T=1,2,4.A

olur. Bdylece ne X ne de 0, (Xk) dizisinin lacunary istatistiksel limiti olabilir. y ’nin diger
higbir noktasi da dizinin lacunary istatistiksel limiti olamaz. Buna gore (x, )¢ S,(x,A) dir. Bu
da ispat1 tamamlar.

Sonug 3.2.3. @ bir lacunary dizisi olsun. Bu taktirde S(y,A)=S,(7,A) olmasi igin

gerek ve yeter sart

I <liminf g, <limsupq, <o

olmasidir.

Stiphesiz ki S 0( ;(,A)—limiti tektir. Bununla birlikte farkli @’lar igin farkli
S,(x,A)—- limitlerinin olmasi da miimkiindiir. y =C durumunda buna bir 6rnek Fridy ve
Orhan [7] da gosterilmistir. Teorem 3.2.4, X € S( ya A) iken bu durumun vuku bulmayacagini
gostermektedir.

Teorem 3.2.4. Eger (x,)eS(7,A)nS,(x,A) ise S(y,A)-limx, =S,(x,A)-limx,
dir.

ispat. Herhangi bir (x)eS(7,A)NSy(x,A) icin S(z,A)—&me X, =0, ve
S 9( ;(,A)— %me X, =¢, diyelim. Kabul edelim ki /¢, #/¢, olsun. y bir Hausdorff uzay
oldugundan /¢, -7, ¢U olacak sekilde 0’in bir simetrik U komsulugun vardir. Bu durumda

W +W cU olacak sekilde 0’in simetrik bir W komsulugunu secebiliriz. Buna gore her

k €IN igin z, =/, — /¢, olmak iizere
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<k iz 2U) < kl|{kskm L AX — () £ W)
m m

kLHk <Ky i 0y —Axy 2 W |

m

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikten
1 < —|{k < km IAXk _El fW}|

+%|{k <SKp 0y —Axy 2 W |

m
elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim m — o iken 0’a gider. Bunu gérmek
icin t, =hl|{k el 10, —AX eEW}| olmak tizere

1
k—|{k <k,

m m

r=1°r

0, —AX gW] = ki\{keuml 10y~ X 2 W

m

= Z|kel ) —AX g W |

m r=1

() &

yazalim. S,(y,A)— &im X, =/, oldugundan limt, = 0 oldugunu biliyoruz. Bu nedenle (t, ) nin

regiiler agirlikli ortalama doniigiimii de sifira gider, yani

lim L|{kskm:£2—Axk gWj =0 (3.2.1)

Moo K

olur. Diger yandan, S( ya A) — Ilim X, =/, oldugundan

lim —| m A =0 gW =0 (3.2.2)

Moo K

yazabiliriz. (3.2.1) ve (3.2.2)’den dolay1

lirni{kﬁkmzzk ¢U}|=O

m—o0 km

elde edilir. Bu geliski ispat1 tamamlar.

[statistiksel Cauchy dizisi kavrami kompleks terimli diziler i¢in Fridy ve Orhan

tarafindan [14] de ve bir topolojik gruptaki diziler i¢cin Cakall1 tarafindan [13] de verilmistir.

26



Tamm 3.2.5. (Xk ), x topolojik grubunda bir dizi ve 8 = (kr) bir lacunary dizisi olsun.

Eger her bir r i¢in k', € I, ve 0’1 her bir U komsulugu i¢in lim, ,, AX,. =/ ve

limi{ke I, D AX, — AX,. %U}‘=O

r—oo

olacak sekilde (Ax, )’nin bir (Ax,. ) alt dizisi varsa (x) dizisine bir S,(z,A)-Cauchy dizisi
denir.

Burada bir dizinin S 6,(;(,A)—yak1nsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin tamlik sarti

olmaksizin bir S,(y,A)— Cauchy dizisi olmasidir.

Teorem 3.2.6. Bir (x,) dizisinin S(y,A)-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart

S,(,A)— Cauchy dizisi olmasidir.

ispat (Yeterlilik) Kabul edelim ki (x,) birS,(y,A)-Cauchy dizisi olsun. U, 0’mn
herhangi bir komsulugu olsun. Bu taktirde W +W < U olacak sekilde 0’1n bir W komsulugunu

secebiliriz. Buna gore

hi|{ke | :Ax —legU} < hi\{ke | 1A% A%, €W

r r

+hir‘{kelr:Axk,r ~rgwW].

yazilabilir.

lim |k e 1, : A%, - Ax,, eU]=0

r—oo

ve lim, , AX,, =/ oldugundan hipotez geregi son esitsizlikten S 9( ;(,A)— lim, , X, =/ elde
edilir.

(Gereklilik) S,(y,A)-1lim, , Ax, =/ olacak sekilde herhangi bir (Ax,) dizisini
alalim. (Un), 0’m igice yigilmis komsuluklarinin bir dizisi olsun. Her bir j € IN igin
KU = {k e N:Ax, —/ er} yazallm. Buna gore her bir | igin KU KU ve

lim‘K(j) Nl >0, yani KW A I, #¢ olmasini

(h,)' =1 dir. r>m(l) olmas: ‘K(j) N1,

gerektirecek sekilde bir m(1) sayist segelim. Bu taktirde m(l) < r < m(2) esitsizligini
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saglayan her bir r i¢in k! € K& A1, yani A%, — ¢ €U, olacak sekilde ki € I, segelim. Bunu
genellestirirsek, r > m(p +1) olmast |, M K (P ¢ olmasin1 gerektirecek sekilde
m(p +1) > m(p) secelim. Bu taktirde m(p) <r < m(p +1) esitsizligini saglayan her r i¢in
k! e K® A1, yani AX,, =t €U olacak sekilde k; €I, secelim. Boylece lim, ,, AX, =/

olur. U, 0’ herhangi bir komsulugu olsun. Bu taktirde W + W c U olacak sekilde 0’1n bir W

komsulugunu segebiliriz. Buradan

hL‘{ke I, D AX, — AX,, gu}( < hL|{ke l, tAX, — L gW |

r r

1
elde edilir. S,(,A)-lim,,, X, =¢ ve lim,_,, AX,, = oldugundan

limhi {ke I, o AX, — AX,, &EU}‘=O

r—oo

bulunur. Bu ise gerekliligin ispatin1 tamamlar, boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 3.2.7. Bir y abel topolojik Hausdorff grubundaki herhangi A —lacunary

istatistiksel yakinsak bir dizinin A —yakinsak bir alt dizisi vardir.
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