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ÖZET 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde, Banach uzaylarının bazı geometrik özellikleri açıklanmış ve 

aralarındaki ilişkiler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, genelleştirilmiş de la Vallee-Poussin ortalaması yardımıyla   m
pC   

dizi uzayı tanımlanmıştır. Bu uzayın bir paranormlu uzay olduğu kanıtlanmış ve modüler uzay 

olduğu gösterilmiştir. Aynı zamanda, uzayın Lüxemburg normuna göre bir Banach uzay 

olduğu gösterilip, hem   m
pC   uzayının hem de    kp  ve  n ’nin özel durumlarında elde 

edilen uzayların geometrik özellikleri incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde, lacunary dizisini kullanarak  mp ,,  uzayı tanımlanmış ve bu 

uzayın modüler yapısı araştırılmıştır. Daha sonra, Lüxemburg normuyla birlikte göz önüne 

alınarak k-hemen hemen düzgün konveks (k-NUC) özelliğini sağladığı fakat rotund (kesin 

konveks) olmadığı kanıtlanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler:  De la Vallee-Poussin ortalaması, Lacunary dizisi, Lüxemburg normu, 

Modüler uzay, Rotundluk (kesin konveks) 
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SUMMARY 

 

Some Geometric Properties Of The Generalized Difference Sequence Spaces  

This thesis consist of four chapters. 

In the first chapter, we give some fundamental definitions and theorems. 

In the second chapter, we give some geometric properties of Banach spaces and 

relations between these properties. 

In the third chapter, we define a new difference sequence space   m
pC   by means of 

the generalized de la Vallee-Poussin mean. Then, we show that the space   m
pC   is 

paranormed space and modular sequence space. Also, we prove that this space is Banach 

space equipped with the Luxemburg norm. Later, we study geometric properties of   m
pC   

and the spaces which are obtained by special cases of   kp  and  n . 

In the fourth chapter, we introduce the space  mp ,,  by using lacunary sequence 

and investigate modular structure of this space. Then, we consider the space  mp ,,  

equipped with the Luxemburg norm and show that it has k-NUC property but is not rotund 

(strictly convex). 

 

Keywords:  De la Vallee-Poussin mean, Lacunary sequence, Luxemburg norm, Modular 

space, Rotundity (strictly convex)   

 

 

 

 



 V 

 

SİMGELER LİSTESİ 

 
 

IN                 : Doğal sayılar kümesi  
IR   : Reel sayılar kümesi 
   : Lacunary dizisi 

m   : Genelleştirilmiş fark operatörü 
   : Konveks modül 

X   : Modüler uzay 

w   : Zayıf yakınsaklık 
s   : Kuvvetli yakınsaklık 

L
.   : Lüxemburg normu 
   : Reel (ya da kompleks) dizi uzayı 

 Aconv  : A  kümesinin konveks kabuğu 
 Aconv  : A  kümesinin kapalı konveks kabuğu 

 XB   : X  Banach uzayının kapalı birim yuvarı 
 XS   : X  Banach uzayının birim küresi 

1   : Kuvvetli Cesaro yakınsak dizilerin kümesi 

N   : Kuvvetli lacunary yakınsak dizilerin kümesi 



 
1. GENEL KAVRAMLAR 

 

1.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 1.1.1.  X   bir cümle ve  K   kompleks sayıların bir cismi olsun. 

     ,: XXX   

      XXK  :  

 fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa,  X   cümlesine  K   cismi üzerinde bir vektör 

uzay (lineer uzay) adı verilir. Her  Xzyx ,,   ve her  K,   için 

L1)  xyyx    

L2)     zyxzyx    

L3)  xx    olacak şekilde bir  X   vardır. 

L4) Her bir  Xx   için     xx   olacak şekilde bir    Xx    vardır. 

L5)  xx .1   

L6)    yxyx     

L7)    xxx     

L8)     xx     [1]. 

Tanım 1.1.2.   dX ,   bir metrik uzay ve   nxx     X   'de bir dizi olsun. Eğer  0   için  

0nn    olduğunda  

       xxd n ,  

olacak şekilde bir   00 nn    sayısı varsa   nx   dizisi  X   'de yakınsaktır denir ve  xxn    

veya  xxnn



lim   yazılır [2]. 

Tanım 1.1.3.  X  ,  K   cismi üzerinde bir lineer uzay olsun.  

     
xx

X



 R:.
 

 dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu dönüşüme bir norm ve   .,X   ikilisine de bir 

normlu uzay denir.  Xyx  ,   için 
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N1)  0x   

N2)   xx 0   

N3)  xx       skaler    

N4)  yxyx    

(N3) şartı  xx p      skaler    şeklinde olursa bu takdirde  X   bir  p  normlu uzay 

olur [3]. 

Tanım 1.1.4.  .,X   bir normlu uzay ve   nxx    de  X   uzayında bir dizi olsun. Eğer  

0   için  0nn    iken   xxn   olacak şekilde bir   0nno    sayısı varsa   nxx    

dizisi  x  'e yakınsaktır denir ve  xxnn



lim   veya  xxn    şeklinde yazılır [1]. 

Tanım 1.1.5.  .,X   bir normlu uzay ve   nxx    de  X   uzayında bir dizi olsun. Eğer  

0   için  0, nnm    iken   nm xx   olacak şekilde bir   0nno    sayısı varsa  

 nxx    dizisine bir Cauchy dizisi denir [1]. 

Tanım 1.1.6. Bir   .,X   normlu uzay tam ise; yani bu uzayda alınan her Cauchy dizisi bu 

uzayın bir noktasına yakınsıyorsa bu normlu uzaya Banach uzay denir [1]. 

Tanım 1.1.7.  X   bir  K  cismi üzerinde tanımlı bir normlu uzay olsun. X  üzerinde tanımlı 

tüm lineer fonksiyonellerden oluşan   KXL ,   Banach uzayına  X  ' in cebirsel duali denir ve  

*X   ile gösterilir. X  üzerinde tanımlı sınırlı lineer fonksiyonellerden oluşan küme  KXB ,    

ile gösterilir.  KXB ,  KXL ,  olduğu açıktır.   ', XKXB   eşitliğinde 'X  ifadesine X in 

sürekli duali denir [4]. 

Tanım 1.1.8.  X   bir normlu uzay ve  XX    ise  X   uzayına yansımalı (reflexive) uzay 

adı verilir.  nIR   ve  p   uzayları yansımalıdır fakat    
  0c   olduğundan  0c   yansımalı 

olmayan bir uzaydır [4]. 

Tanım 1.1.9.   .,X   bir normlu uzay ve   nxx    de  X   uzayında bir dizi olsun. Xf    

ve  n   için     xfxf n    ise   nx   dizisi  x  e zayıf yakınsaktır denir ve  
w

n xx    ile 

gösterilir [3]. 
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Tanım 1.1.10.   .,X   bir normlu uzay ve   nxx    de  X   uzayında bir dizi olsun. n   

için  0 xxn   ise   nx   dizisi  x  e kuvvetli yakınsaktır denir ve  
s

n xx    şeklinde 

gösterilir [3]. 

Tanım 1.1.11.   .,X   bir normlu uzay olsun. Bir  Xx 0   noktası ve pozitif bir  r   sayısı 

verilsin. Bu takdirde 

        rxxXxxBr  00 :  

kümesine  0x   merkezli  r   yarıçaplı açık yuvar, 

        rxxXxxB r  00 :  

kümesine  0x   merkezli  r   yarıçaplı kapalı yuvar, 

        rxxXxxSr  00 :  

kümesine de  0x   merkezli  r   yarıçaplı yuvar yüzeyi (küre) ad verilir [4]. 

Tanım 1.1.12.  X   bir Banach uzay olmak üzere 

        1:  xXxXB  

kümesine  X   uzayının kapalı birim yuvarı, 

        1:  xXxXS  

kümesine ise  X   uzayının birim küresi denir [1]. 

Tanım 1.1.13. Kompleks terimli tüm   ,kxx      ,...3,2,1k   dizilerinin cümlesini     ile 

göstereceğiz.  ,     ,kxx      kyy    ve,     bir skaler olmak üzere  

        kk yxyx   

      kxx    

şeklinde tanımlanan işlemler altında bir lineer uzaydır.    ' nın her alt lineer uzayına dizi 

uzayı denir. [6] 

Tanım 1.1.14.  X   bir dizi uzay olsun.  X  bir Banach uzay ve 

        ...3,2,1     ,:  kxxX kkk  C  

dönüşümü sürekli ise  X   ' e bir BK-uzayı denir [7]. 

Tanım 1.1.15. Bir  X   vektör uzayının bir  Y   alt kümesi verilsin. Eğer  Yyy 21 ,   
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olduğunda  

        YyyyYyM  10 ,1: 21   

oluyorsa  Y   alt kümesi konvekstir denir [3]. 

Tanım 1.1.16. Her  baxx ,, 21   ve her  1,0  için  

             2121 11 xfxfxxf    

oluyorsa f  fonksiyonu  ba,  üzerinde konvekstir denir [3]. 

Tanım 1.1.17.  IRIR:    sürekli fonksiyonu  IR,  vu   için 

        vuvu







 


2
1

2
1

2
 

şartını sağlıyorsa konveks fonksiyon adını alır [8]. 

Tanım 1.1.18.   kp   kesin pozitif reel sayıların sınırlı bir dizisi ve  kpH sup   olsun. Bu 

takdirde   12,1max  HD , 1
H
pt k

k  ve  Ckk ba ,   olmak üzere 

      kkk p
k

p
k

p
kk baDba                                                                                           (1.1.1) 

ve 

     kkk t
k

t
k

t
kk baba                                                                                                   (1.1.2) 

eşitsizlikleri sağlanır [9]. 

 

1.2. Fark Dizi Uzayları 

Fark dizisi ve bazı fark dizi uzayları, ilk defa 1981 yılında Kızmaz [10] tarafından 

tanımlanmıştır. 

Tanım 1.2.1.   kxx    kompleks terimli bir dizi ve   1 kk xxx   olmak üzere   ,    

 c   ve   0c   dizi uzayları 

     
    
    
    ,:

,:
,:

00 cxxxc
cxxxc

xxx

k

k

k



  

 

şeklinde tanımlanır. Kızmaz, bu uzayların  

     


 xxx 11
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normu ile birer BK uzayı olduğunu göstermiştir. Daha sonra Et ve Çolak [11],  ,Nm    

 ,0
kxx      ,1 kk xxx       ,1

11


  k
m

k
m

k
m

k
m xxxx      ik

i

mi
m

i
k

m xx 










  1

0

  

olmak üzere  

     

    
    
    ,:

,:
,:

00 cxxxc

cxxxc
xxx

m
k

m

m
k

m

m
k

m





  

 

dizi uzaylarını tanımlamış ve bu uzayların 

     





 xxx m
m

i
1

1

 

normu ile birer BK - uzay olduklarını göstermişlerdir. 

Daha sonra Et ve Nuray [12],  X   herhangi bir dizi uzayı olmak üzere yukarıdaki dizi 

uzaylarını   mX    dizi uzaylarına genelleştirerek bu uzayların bazı özelliklerini incelemiştir. 

Fark dizi uzayları ile ilgili baz özellikleri şöyle sıralayabiliriz. 

Teorem 1.2.2. Eğer  X   bir lineer uzay ise   mX    de bir lineer uzaydır [12]. 

Teorem 1.2.3. Eğer  YX    ise     mm YX    dir [12]. 

Teorem 1.2.4.  X   bir lineer uzay ve  XA    olsun. Bu takdirde  A   konveks ise   mA    

uzayı   mX    uzayında konvekstir [13]. 

Teorem 1.2.5. Eğer  ,X       normu ile bir Banach uzay ise   mX    uzayı da 

     xxx m
i

m

i





1

 

normu ile bir Banach uzayıdır [12]. 

Tanım 1.2.6.   kxx    kompleks terimli bir dizi olsun. Buna göre her  0   için  

       ,0:1lim  Lxnk
n k

m

n
 

yani h.h.k. için   Lxk
m   ise   kxx    dizisi  L   sayısına  m  istatistiksel yakınsaktır 

denir.  m  istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı   mS    ile gösterilir. Özel olarak  0L   

olması halinde   ,0
mS    yani sıfıra  m  istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı elde edilir [12]. 
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Sonuç 1.2.7.   mS    uzayı bir lineer uzaydır [12]. 

Tanım 1.2.8.  p  pozitif bir reel say ve   kxx    kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer  

     01lim
1




p
k

m
n

k
n

Lx
n

 

olacak şekilde bir  L   sayısı varsa  x   dizisi  L   ye kuvvetli  m
p  Cesàro yakınsaktır denir. 

Kuvvetli  m
p  Cesàro yakınsak dizilerin kümesi  

        








 


için bir  azen  ,0 ,01lim:
1

LpLx
n

xxw
p

k
m

n

k
nk

m
p  

ile gösterilir ve   m
pwx    olması durumunda    m

pk wLx    yazılır [12]. 

Teorem 1.2.9.   p0   olsun. 

i)    m
pk wLx    ise    m

k SLx    dir. 

ii)   mx     ve    m
k SLx    ise    m

pk wLx    dir [12]. 

Sonuç 1.2.10.  

i)     mmSS      

ii)         mm
p

mm wS      [12]. 

Tanım 1.2.11.   kxx    kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her  0   için  

       0:1lim 


N
m

k
m

n
xxnk

n
 

olacak şekilde bir   NN    sayısı varsa   kxx    dizisine  m  istatistiksel Cauchy dizisi 

denir [12]. 

Teorem 1.2.12.  m  istatistiksel yakınsak her dizi  m  istatistiksel Cauchy dizisidir [12]. 

Teorem 1.2.13.   kyy    dizisi  m  istatistiksel yakınsak bir dizi olsun. Eğer   ,kxx    

h.h.k. için  k
m

k
m yx    olacak şekilde bir dizi ise bu dizi  m  istatistiksel yakınsak bir 

dizidir [12]. 

 

1.3. Köthe Dizi Uzayı 

Tanım 1.3.1.  X   bir Banach uzay olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa  X   Banach 
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uzayına Köthe dizi uzayı adı verilir. 

 i) x   ve  INi   olmak üzere  ii yx    şartını sağlayan  Xy   için,  Xx   ve  

yx    dir. 

 ii) Ni   için    0ix   şekilde bir  Xx   vardır [5]. 

Tanım 1.3.2. Bir  X   Köthe dizi uzayında herhangi bir  Xx   için 

          0,...2,1,...,0,0,0lim 


nxnx
n

 

oluyorsa  X   uzayı kesin sürekli norma sahiptir denir [5]. 

Tanım 1.3.3.   ,...0,0,1,...,0,0,0ie   olmak üzere  Xx   için 

       xeix i

n

i
n





1

lim  

ise  X   Köthe dizi uzayı  A   özelliğine sahiptir denir [5]. 

Tanım 1.3.4.  Ni   olmak üzere     ixixn 0   olacak şekilde bir    Xixx    dizisi 

için  0nx   oluyorsa   ixx    dizisi sıralı süreklidir denir.  X   uzayındaki sıralı sürekli 

elemanların kümesi  aX   ile gösterilir. Eğer  aXX    ise  X   uzayı sıralı süreklidir denir [5]. 

Tanım 1.3.5. Herhangi bir  Ni   için 

    xxixix nn 0  

oluyorsa  X   Köthe dizi uzayı monoton tam uzay olarak adlandırılır [5]. 

 

1.4. Modüler Uzaylar 

Tanım 1.4.1.  X   bir reel vektör uzay olsun.    ,0: X   fonksiyonu aşağıdaki koşulları 

sağlarsa modül adını alır. 

 i)   00  xx   

 ii) 1   şeklinde her     skaleri için     xx     

 iii) 1    şeklinde  0,     ve  Xyx  ,   için       yxyx     

Ayrıca,     modülü 

 iv) 1    şeklinde  0,     ve  Xyx  ,   için       yxyx     

şartını sağlıyorsa konveks olarak adlandırılır [8]. 
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 X   uzayı üzerinde herhangi bir     modülü için, 

       0 ,0)(:  xXxX  

şeklinde tanımlanan uzay modüler uzay olarak adlandırılır [8].  X   uzayının elemanlarının 

bir   nx   dizisi,  n   iken     0 xxn   olacak şekilde bir  0   mevcutsa  

Xx  'e modüler yakınsaktır denir [8]. 

Genellikle bir     modülü alt toplamsal değildir ve bu nedenle bir norm ya da uzaklık 

fonksiyonu olarak düşünülmez. Ancak, bir modülü bir  F  normuyla ilişkilendirebiliriz. 

Öncelikle  F  norm kavramını hatırlayalım: 

Tanım 1.4.2. Bir    ,0:. X   fonksiyoneli, 

 i) 00  xx   

 ii) 1   olmak üzere  xx    

 iii) yxyx    

 iv)  n   ve  0 xxn   ise  0 xxnn    

şartlarını sağlıyorsa bir  F  normu tanımlar. Bu  F  normu  X   üzerinde    yxyxd ,   

şeklinde bir uzaklık tanımlar ve   dX ,   lineer metrik uzay tam ise  F  uzay adını alır [8]. 

 X   modüler uzayı 

      














 


 xx :0inf    

şeklinde tanımlanan  F  normu ile birlikte göz önüne alınabilir. Eğer     bir konveks modül 

ise 

     














 1:0inf


 xx  

formülü  X   üzerinde bir norm tanımlar ve bu norm Lüxemburg normu olarak adlandırılır 

[8]. 

Teorem 1.4.3.    Xxn    alalım.  0nx   olması için gerek ve yeter şart  0   için  

n   iken     0nx   olmasıdır [14]. 
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Tanım 1.4.4.  0   verilsin.    ax    olmak üzere  Xx   için 

           xKx2  

olacak şekilde  2K   ve  0a   sabitleri varsa,     modülü  2   şartını sağlar denir ve  

2    ile gösterilir [15]. 

Tanım 1.4.5.     modülü  0a   sayısına bağlı olan  2K   sabiti için  2   şartını 

sağlıyorsa,     kuvvetli  2   şartını sağlıyor denir ve  s
2    ile gösterilir [15]. 

Teorem 1.4.6.  2    ise,  X   uzayında norma göre yakınsaklık ile modüler yakınsaklık 

denktir [15]. 

Teorem 1.4.7.  s
2    olsun. 0L   ve  0  verilsin.   Lu    ve     v   

eşitsizliklerini sağlayan Xvu ,   için 

           uvu  

olacak şekilde  0   mevcuttur [15]. 

Teorem 1.4.8.  s
2    ise, herhangi  0   için     1x   olmak üzere   1x   

olacak şekilde    0    vardır [15]. 

 

1.5. Cesaro Fark Dizi Uzayları 

Cesaro dizi uzayları ilk olarak 1968 yılında Hollanda Matematik Topluluğu tarafından 

duallerinin hesaplanması için bir problem olarak ortaya atılmıştır. Leibowitz [16] ve Jagers 

[17]   01 ces   ve   p1   için  pces   uzaylarının ayrılabilir yansımalı Banach uzaylar 

olduğunu kanıtlamıştır. Ancak, bu uzaylar hakkında düzenli bir araştırma 1970 yılında Shiue 

[18] tarafından yapılmıştır. 

    bütün reel yada kompleks terimli dizilerin uzayı olsun.   p1   için Shiue, Cesaro dizi 

uzayını 

     




















 







p

k

n

kn
p x

n
xces

11

1:  

şeklinde tanımlamıştır ve bu uzay 
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pp

k

n

kn

x
n

x
/1

11

1





















 







 

normu ile donatılmıştır. 

  kpp    dizisi, INk   için  1kp   olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi olsun. 

Genelleştirilmiş Cesaro dizi uzayı Suantai [19] tarafından 

         içinlar '0  ,:   bazıxxces p  

olarak tanımlanmıştır. Burada   x  ,   pces   uzayı üzerinde bir konveks modüldür ve 

        
npn

kn

kx
n

x 







 





 11

1  

şeklinde tanımlıdır. Daha sonra, Orhan [20] Cesaro fark dizi uzaylarını 

      












 






px
n

xxC
p

k

n

kn
kp 1,1:

11

 

ve 

      








 


 1,1sup:
1

nx
n

xxC k

n

kn
k  

şeklinde tanımlamış ve   p1   için  ppp CXCes    bağıntısının kesin olduğunu 

göstermiştir. Daha sonra 

 INm   olmak üzere   m
pC    genelleştirilmiş Cesaro fark dizi uzayı Et [21] tarafından  

),(),( 1
0

 kkk xxxxx    )()( 1
11


  k

m
k

m
k

mm xxxx   ve  vk
v

mv
m

v
k

m xx 










  )1(

0

  

olmak üzere 

     




















 






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n

xxC
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k

m
p 1,1:)()(
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şeklinde tanımlanmıştır ve   p1   için 

     
pp

k
m

n

kn
i

m

i
p

x
n

xx

1

111

1

















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


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





 

normuna göre bir Banach uzay olduğu gösterilmiştir.



 

 

2. BAZI GEOMETRİK ÖZELLİKLER 

 

Tanım 2.1. (Extremum nokta) Bir   XSx   noktası verilsin. Herhangi   XBzy ,   için  

zyzyx 2   eşitliği sağlanıyorsa   XSx   noktasına extremum nokta adı verilir 

[22]. 

Tanım 2.2. (Rotund uzay)   XSx   noktası   XB  in bir extremum noktası ise  X   

Banach uzayına rotund adı verilir [22]. 

Örnek 2.3.   ,...0,0,0,1x   ve   ,...0,0,1,0 y   alalım. Bu takdirde  1, yx   ve  

  1
2
1

 yxyx   dir. Yani  1   rotund uzay değildir [23]. 

Tanım 2.4. (Düzgün konveks uzay)  X   bir Banach uzay olsun.  0   ve   XSyx ,   

için 

         1
2
1 yxyx  

olacak şekilde bir  0   sayısı mevcutsa  X   Banach uzayı düzgün konvekstir denir [24]. 

Örnek 2.5.   p1   için  pL   uzayları düzgün konvekstir [25]. 

Örnek 2.6. Hilbert uzayları paralelkenar kuralının bir sonucu olarak düzgün konveks 

uzaylardır [26]. 

Tanım 2.7. (   Ayrılmış dizi)  0   için   

          mnxxxsep mnn :inf    

olacak şekilde bir    Xxn    dizisi mevcutsa bu diziye    ayrılmış dizi adı verilir [24]. 

Tanım 2.8. (NUC uzay)  0   ve    nxsep   olmak üzere her     XBxn    dizisi için  

        XBxconv n 1   olacak şekilde bir   1,0   sayısı varsa  X   Banach uzayına  

(NUC) uzay adı verilir [24]. 

Tanım 2.9. (k-NUC uzay) Bir  X   Banach uzayı  0   ve    nxsep   olmak üzere 

herhangi bir     XBxn    dizisi için 
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     


1
...

21

k
xxx

knnn  

olacak şekilde  0   sayısı varsa  NUCk    uzay olarak adlandırılır [24]. 

Tanım 2.10. (Drop özelliği) Herhangi   XBx   için  x   ile tanımlanan "drop" kümesi 

            XBxconvXBxD ,  

şeklinde tanımlıdır.   XB   ile ayrık olan her kapalı  C   kümesi için 

         xCXBxD ,  

olacak şekilde bir  Cx   mevcutsa  X   Banach uzayı drop özelliğine sahiptir denir [24]. 

Tanım 2.11. (Kadec-Klee (H) özelliği) Birim küre üzerindeki her zayıf yakınsak dizi norma 

göre yakınsak ise  X   Banach uzayı Kadec-Klee özelliğine ((H) özelliği) sahiptir denir [23]. 

Tanım 2.12. Bir  X   Banach uzayının sınırlı bir  A   alt kümesi için non-kompakt olmanın 

yuvar ölçümü 

        rörtülebili rlayuvarlarla çokluktakisonlu olan   çapı:0inf  A  

şeklinde tanımlanır.   A   fonksiyonuna kompakt olmamanın Hausdorff ölçümü adı verilir 

[27]. 

Tanım 2.13. Bir  X   Banach uzayının kapalı, sınırlı, konveks bir alt kümesi  A   olsun.  A   

kümesinin çapı 

      AyyxdiamA
Ax




:sup  

şeklinde tanımlıdır [28]. 

Tanım 2.14. (Normal yapı)  X   yansımalı bir Banach uzayı ve  A  ,  X   Banach uzayının 

kapalı, sınırlı, konveks bir alt kümesi olsun.  Ax   için     AyyxAxr  :sup,   

olmak üzere  A   kümesinin Chebyhsev yarıçapı 

         AxAxrAR  :,min  

şeklinde tanımlıdır.  X   Banach uzayının kapalı, sınırlı, konveks, birden fazla elemana sahip 

her  A   alt kümesi için    diamAAR    şartı sağlanıyorsa  X   Banach uzayı normal yapıya 

sahiptir denir [27]. 

Tanım 2.15. (Opial özelliği) Bir  X   Banach uzayında sıfıra zayıf yakınsak herhangi   nx   

dizisi ve herhangi   0 Xx   için 
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     xxx nnnn



infliminflim  

şartı sağlanıyorsa  X   Banach uzayı Opial özelliğine sahiptir denir [29]. 

Tanım 2.16. (Düzgün Opial özelliği)  0   verilsin.  x   olmak üzere herhangi bir  

Xx   ve sıfıra zayıf yakınsak     XSxn    dizisi için xxr nn



inflim1  

olacak şekilde bir  0r   sayısı varsa  X   Banach uzayı düzgün Opial özelliğine sahiptir 

denir [29]. 

Tanım 2.17. (L özelliği)   ,A   kompakt olmamanın Hausdorff ölçümü olmak üzere her  

0   için kompakt olmamanın konvekslik modülü 

             kümesialt in   ,olan  ::inf1inf XBAAAxx    

şeklinde tanımlıdır.    1lim
1







  oluyorsa  X   Banach uzayı L özelliğine sahiptir denir [29]. 

Teorem 2.18.  X   Banach uzayının L özelliğine sahip olması için gerek ve yeter şart  X   

uzayının yansımalı ve düzgün Opial özelliğine sahip olmasıdır [29]. 

Tanım 2.19. (Nonexpansive dönüşüm)  X   bir Banach uzay ve  XA    olsun.  Ayx ,   

için  yxUyUx    eşitsizliği sağlanıyorsa  XAU :   dönüşümüne nonexpansive 

dönüşüm adı verilir [29]. 

Tanım 2.20. (Sabit nokta özelliği) Sınırlı, kapalı, konveks her  A    kümesi ve her  

AAU :   nonexpansive dönüşümü için    xxU    olacak şekilde bir  Ax   varsa  X   

Banach uzayı sabit nokta özelliğine sahiptir denir [29]. 

Teorem 2.21.  X  , duali  X   olan bir Banach uzayı olsun.  X   L- özelliğine sahipse,  X   

uzayı da sabit nokta özelliğine sahiptir [29]. 

Tanım 2.22. (p tipi Banach-Saks özelliği)  X   bir Banach uzay ve   p1   olsun.  X   

uzayındaki her zayıf yakınsak   kx   dizisi,  Nn   ve  0C   için 

       p
k

n

l

nCx
l

/1

0

1


 

olacak şekilde bir   
lkx   alt dizisine sahipse  X   Banach uzayı p tipi Banach-Saks ya da  

 pBS   özelliğine sahiptir denir [30].



 
3.    m

pC    DİZİ UZAYI VE GEOMETRİK ÖZELLİKLERİ 

 

3.1.    m
pC    Dizi Uzayı 

Toplanabilme teorisinde, de la Vallée-Poussin ortalaması ilk olarak Leindler [31] tarafından  

 ,V  -toplanabilirliği tanımlamak amacıyla kullanılmıştır. 

  k  , sonsuza giden pozitif reel sayıların azalmayan bir dizisi ve  ,11     11  kk    

olsun. Genelleştirilmiş de la Vallée-Poussin ortalaması bir   kxx    dizisi için  

 kkI kk ,1      ,...2,1k   olmak üzere 

       k
Ijk

k xxt
k






1  

şeklinde tanımlanır. 

De la Vallee Poussin ortalaması kullanılarak aşağıdaki uzaylar tanımlanmıştır: 

     

 

      

 





















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















k
Ijkk

k
Ijk

k

xxV

VlexxV

xxV

k

k









1sup:,

,,:,

,01lim:,

0

0

 

 Her INk    için  kk    ise bu uzaylar, Maddox [32] tarafından tanımlanan  ww ,0   ve  w   

uzaylarına indirgenir. 

   bütün reel dizilerin uzayı ve  INn   için  1np   olmak üzere   ,npp    pozitif reel 

sayların bir dizisi olsun. Şimşek, Savaş ve Karakaya [33] de la vallee pousiin ortalamasını 

kullanarak  pV ,  uzayını 

 




















  



 1

1:,
k

p

Ij
j

k

k

k

xxpV


  

şeklinde tanımlamışlardır. 

Şimdi,   m
pC   genelleştirilmiş fark dizi uzayını de la Vallee Poussin ortalaması ve 
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genelleştirilmiş fark operatörü m ’i kullanarak 
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m

Iknn
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olmak üzere 

         için 0 ,)(: 





 xxC m
m

p  

şeklinde tanımlıyoruz.   m
pC   dizi uzayını 

     

















1:0inf






xx mL
                                                                             (3.1.1) 

Lüxemburg normuyla birlikte gözönüne alıyoruz. 

  kpp    dizisi sınırlı ise bu takdirde 
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Iknn
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şeklinde yazılır ve  INn   için  ppn    olması durumunda     m
pC    uzayı   m

pC    

uzayına indirgenir. p,  ve m  nin özel seçilmesi durumunda aşağıdaki uzaylar elde edilir: 

 i) INn  için nn    ve  0m   ise bu takdirde      p
m

p cesC   [19], 

 ii) INn için ppn nn  ,   ve  0m   ise bu takdirde     p
m

p cesC   [18], 

 iii) INn  için ppn   ve nn    alınırsa      m
p

m
p CC   [21], 

 iv) 0m  ise bu takdirde    m
pC  =  pV ,  [33]. 

Çalışma boyunca INn  için 1np  ve n
n

pM sup  olarak alacağız. 

 

3.2.    m
pC    Dizi Uzayında Kadec-Klee Özelliği (H-Özelliği) 

Bu kısımda öncelikle    m
pC    uzayı üzerinde  m





  modülünün baz temel özelliklerini 

vereceğiz. Daha sonra  m





  modülü ile Lüxemburg normu arasındaki ilişkiyi araştıracağız. 

Teorem 3.2.1.  m





  fonksiyoneli    m
pC    uzayı üzerinde bir konveks modüldür. 
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İspat: 

      

0

0)(1  ve0)(

0)(1)()(0)(

11

11












































x

kxix

kxixxx

n

n

n

n

mm

p

m

Iknn

m

i

p

m

Iknn

m

i








 

dir.  1   olacak şekilde her     skaleri için  )()( xx mm





   olacağı açıktır. 

   m
pCyx ,   ve  1    olacak şekilde  0,    ise, bu takdirde  m   operatörünün 

lineerliği ve  INn   için  ntt    fonksiyonunun konveksliğini kullanarak 
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bulunur. 

Teorem 3.2.2.  

 a) 





 

k
kpMH sup,1max   olsun.   m

pC   dizi uzayı 
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k
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paranormuyla birlikte bir tam paranormlu uzay, 

 b)  m
pC    dizi uzayı  p1  için 
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normu ile bir  BK  uzayıdır. 

İspat: a) (1.1.1), (1.1.2) eşitsizlikleri ve m  operatörünün lineerliği kullanılırsa 

   m
pCyx  ,  için 
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ve   

      Hpn  ,1max                                                                                                          (3.2.2) 

 yazabiliriz. 0)( 




mg   ve  )()( xgxg mm 

 
  olduğu açıktır. (3.2.1) ve (3.2.2)   eşitsizlikleri  

kullanılırsa mg

  nin alt toplamsallığı elde edilir. 

Şimdi,   sx   dizisi    0


xxg s
m


  olacak şekilde     m
pC    uzayında herhangi bir  dizi ve  

 n  ,   n   olacak şekilde herhangi bir skaler dizi olsun. Bu takdirde, 
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olduğundan    
N s

sxg m


  dizisi sınırlıdır. Buradan, 
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olup  s   iken    0


xxg s
sm 


  elde edilir, yani skaler çarpım süreklidir. O halde  

mg

 ,     m

pC    uzayı üzerinde bir paranormdur. 

Şimdi     m
pC    uzayının tam olduğunu gösterelim.   lx   dizisi     m

pC    uzayında  

   ,..., 21
kkl

l
k

l xxxx    olmak üzere bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde  0   ve  0, ntl    

için 
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                                    (3.2.3) 

olacak şekilde  IN0 n   mevcuttur. Buradan her bir  INk   için  tl,   iken  

0 t
k

l
k xx   olur. Böylece     ,..., 21

kkl
l
k xxx    dizisi  C   de bir Cauchy dizisidir ve  C   tam 

olduğundan yakınsaktır.  k
l
kl

xx lim   diyelim. (3.2.3)  eşitliğinde  t   için limit alınırsa  

0nl    için 

       


























 







Hn

n

p

k
l
k

m

Iknn
i

l
i

m

i

xxxx

1

1
11

 

buluruz. Buradan      m
pk

l
k Cxx    dir.         m

pk
l
k

l
k Cxxx ,   ve     m

pC    uzayı 
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lineer uzay olduğundan        m
pk

l
k

l
kk Cxxxx   olduğu görülür. Dolayısıyla     m

pC    

uzayı tamdır. 

 b)  p1   için   m
pC    uzayının bir  BK  uzayı olduğu benzer şekilde gösterilebilir. 

Teorem 3.2.3   m
pCx    için  m





  modülü aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 i) 10  a   ise ,  bu takdirde    )(xa mm a
xM





   ve  ),()( xaax mm





   

 ii) 1a   ise ,  bu takdirde   ,)( a
xM

mm ax





   

 iii) 1a   ise ,   bu takdirde  )()()( axxax mmm





  . 

İspat: i)   10  a   için  

     

,)(1)(

)(1)(

)(1)()(

111

111

111















 









 






































a
xa

a
kxa

a
ixa

a
kxa

a
ixa

kxixx

m

n

n

n

n

m

M

pmn

kn

M

n

m

i

M

pmn

kn

p

n

m

i

p
m

n

knn

m

i













 

olur ve  m





  nın konveksliğinden  )()( xaax mm 
    olduğu görülür ve buradan (i)  

sağlanır. 

 ii) 1a   olduğunu kabul edelim. Buradan 

     

)()(1)(

)(1)(

)(1)()(

111

111

111

a
xa

a
kx

a
ixa

a
kxa

a
ixa

kxixx

m

n

n

n

n

m

M

pmn

knn

m

i

M

pmn

kn

p

n

m

i

p
m

n

knn

m

i





















































 









 


















 

buluruz. Böylece (ii)  elde edilir. 

iii) 1a  olsun. Bu takdirde 
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)()(1)(

)(1)(

)()(1)(

)(1)()(

111

111

111

111

axkxaiax

kxaiax

xakxaixa

kxixx

m

n

n

n

m

n

n

m

p
m

n

knn

m

i

p
m

n

kn

p

n

m

i

p
m

n

knn

m

i

p
m

n

knn

m

i





























































































 

olur ve buradan  )()()( axxax mmm





   elde edilir. 

Teorem 3.2.4. Herhangi bir   m
pCx    için ,   

 i) 1
L

x   ise ,   bu takdirde  ,)(
L

xxm 


   

 ii) 1
L

x   ise ,   bu takdirde  ,)(
L

xxm 


   

 iii) ,1)(1 


xx mL 
   

 iv) ,1)(1 


xx mL 
   

 v) ,1)(1 


xx mL 
   

 vi) 10  a   ve  ax
L
   ise ,   bu takdirde  ,)( Maxm 


   

 vii) 1a   ve  ax
L
   ise ,   bu takdirde  Maxm 


)(


   dir. 

İspat:  (i) 
L

x 10    olacak şekilde  0   verilsin. Bu durumda  1 
L

x   olur.  
L

.  

nin tanımından,  
L

x   ve  1)( 
 

 x
m   olacak şekilde  0   mevcuttur. Teorem 3.2.3  

(i)  ve  (iii)'den, 

     

   

  ,

)(





























 









 






LL

L
L

xxx

xxx
x

x

m

mmm

 

olur ki bu  
L

xxm 


)(


   olduğunu gösterir. Böylece (i) sağlanmış olur. 



 21 

 ii)   
L

L

x
x 1

0


    olacak şekilde  0   verilsin. Bu takdirde, 

      

  1
1

10

11

11
1













L

L

LL

L

x

x

xx
x







 

dir.  
L

.  nin tanımı ve Teorem 3.2.3  (i)'den 

     ,
)1(

1
)1(

1 mm

LL
xx

x






 













  

ve dolayısıyla  








 


x
x 1

,0   için  mL
x





 )1(   olur. Buradan   xx mL 



   bulunur 

ve (ii) sağlanır. 

 iii) 1
L

x   olduğunu kabul edelim. 
L

.  nin tanımından, 0   için  
L

x 1   ve  

1)( 
 




x
m   olacak şekilde  0   mevcuttur. Teorem 3.2.3 (ii)  den, 

        MMM xx mm 








1)(  

olur. Buradan  0   için    





1)(
1
M

m x   olur ki bu  1)( 


xm


   olduğunu gösterir.  

1)( 


xm


   ise, bu takdirde  1)( 


Maxm


   olacak şekilde  )1,0(a   seçebiliriz. Teorem 

3.2.3 (i)  den, 

     1)(1)( 


x
aa

x
mm M 

  

 buluruz. Buradan  1 ax
L

  olup bu bir çelişkidir. Böylece  1)( 


xm


   dir. 

Şimdi  1)( 


xm


   olduğunu kabul edelim. Bu durumda  1
L

x   dir.  1
L

x   ise, (i)'den  

1)( 
 L

xxm


   olup bu kabulümüzle çelişir. O halde  1
L

x   dir. 

iv) (i) ve (iii)'den açıktır. 

v) (iii) ve  (iv)'den açıktır. 
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vi) 10  a   ve  ax
L
   olsun. Bu durumda  1

La
x   dir. (v)'den,  1)( 

 a
x

m


   olur. 

Böylece Teorem 3.2.3 (i)'den 

     MM a
a
xax mm 


)()(


  

 elde edilir. 

 vii) 1a   ve  ax
L
   olduğunu kabul edelim. Bu takdirde  1

La
x   dir. (iv)'den,  

1)( 
 a

x
m


   olur.  1a   ise,  Maxm 


1)(


   olduğu açıktır.  1a   ise, bu durumda Teorem 

3.2.2 (ii)'den 

     MM a
a
xax mm 


)()(


  

 elde edilir. 

Teorem 3.2.5.     m
pC    dizi uzayı (3.1.1) de tanımlanan Lüxemburg normu ile bir Banach 

uzayıdır. 

İspat:    m
pC    uzayının   1.1.3   normuna göre bir normlu uzay olduğu kolayca 

gösterilebilir. Şimdi    m
pC    dizi uzayının tam olduğunu gösterelim. Bunun için   sx   dizisi  

  m
pC    uzayında bir Cauchy dizisi ve   1,0   olsun.   MH ,1max   olmak üzere,  

0, nts    için 

     Hts
Lts

xxxx m 





















 



1:0inf  

olacak şekilde  0n   sayısı vardır. Teorem 3.2.4   i  'den,  0, nts    için 

     H
ltsts xxxxm 





)(                                                                                         (3.2.4) 

olur ki bu 

       












 







n

n

p

ts
m

Iknn
ts

m

i

kxkxixix )()(1)()(
11

 

olması demektir. Buradan 
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2

)()(
1






ixix ts

m

i

 

ve 

      
2

)()(1
1






















n

n

p

ts
m

Iknn

kxkx  

olur. Bu takdirde  INi   için, 

     
2

)()( 
 ixix ts  

yazabiliriz. Böylece   )(ixt   dizisi  IR   de bir Cauchy dizisi olur.  IR   tam olduğundan 

yakınsaktır yani  t   iken     ixixt    dir. O halde  0ns    için 

     
2

)()( 
 ixixs  

ve 

      
2

)()(1
1






















n

n

p

s
m

Iknn

kxkx  

bulunur.   4.2.3   eşitsizliğinde  0ns    için  t   iken 

     )()( xxxx sts mm 
 

  

yazabiliriz. Dolayısıyla  0ns    için 

     



 Lss xxxxm )(  

 elde edilir.    m
pC    bir lineer uzay olduğundan      m

pnn Cxxxx 
00

  olur ve ispat 

tamamlanır. 

Teorem 3.2.6.    m
ps Cx )(   olsun. Bu takdirde, 

 i) s   iken  1
Lsx   ise ,   bu durumda  1)( 

 sxm


  , 

 ii) s   iken  0)( 
 sxm


   ise ,   bu durumda  0
Lsx   dir. 

İspat: i) s   iken  1
Lsx   olduğunu kabul edelim ve  )1,0(   alalım. Bu takdirde  

Ns    için   1   1
Lsx   olacak şekilde  INN   mevcuttur. Teorem 3.2.4 (vi)  ve  
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(vii)'den  Ns    için     M
s

M xm 





1)(1   olur ki bu  s   iken  1)( 
 sxm


   

olması demektir. 

 ii) s   iken  0Lsx   olduğunu kabul edelim.  1,0  olsun. Bu takdirde  INk   

için  
Lsk

x   olacak şekilde   sx   dizisinin bir   
ksx   alt dizisi ve vardır. Teorem 3.2.4 (vi) 

dan,  INk   için  M
sk

m x 





)(   olur. Bu ise  s   iken  0)(  sxm


   olmasıdır. 

Şimdi, yukarıdaki özellikleri kullanarak    m
pC    uzayının   H  özelliğini sağladığını 

göstereceğiz. Bunun için önce aşağıdaki teoremi vereceğiz: 

Teorem 3.2.7.    m
pCx    ve      m

ps Cx    olsun.  s   iken  )()( xx mm s





   ve  

INk   için  )()( kxkx m
s

m    ise ,   bu takdirde  s   iken  xxs    dir. 

İspat:  0   verilsin.   

     














 

n

n

m

p
m

Iknn

m

i

kxixx )(1)()(
11 




                                                                (3.2.5) 

 olduğundan, 

     1
11 2

1
3

)(1)(
0


















  M

p

m

Iknkn

m

i

n

n

kxix 


 

olacak şekilde  IN0 k   vardır.  s   iken  )()( xx mm s





   ve  INk   için  

)()( kxkx m
s

m    olduğundan 

     
n

n

m

n

n

m

p

m

Ikn

k

n

p

s
m

Ikn

k

n
s kxxkxx 





















 







)(1)()(1)(
00

11 






                            (3.2.6) 

olur. Böylece  0ns    için 

             M

pk

n Ik

m

n

pk

n Ik
s

m

n
s

n

n

m

n

n

m kxxkxx
2
1

3
11 00

11



























   

 


 


                 (3.2.7) 

ve 

        
3

10

1






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olacak şekilde INn 0  vardır. (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) den 0ns   için 
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olur. Bu ise  s   iken  0)( 


xxsm


   olduğunu gösterir. Böylece Teorem 3.2.6 (ii) den  

s   iken  0
Ls xx   olduğu görülür. 

Teorem 3.2.8.    m
pC    dizi uzayı   H  özelliğine sahiptir. 

İspat:  s   iken  1
Lsx   ve  xx

w

s    olacak şekilde     m
pCSx    ve  

    m
ps Cx    alalım. Teorem 3.2.4 (iii)'den  1)( 


xm


   olur ve dolayısıyla Teorem 3.2.6 

(i)'den  s   iken  )()( xx mm s





   olduğu görülür.  )()( kyy m
k    şeklinde 

tanımlanan      R: m
pk C    dönüşümü    m

pC    üzerinde bir sürekli lineer fonksiyonel 

olduğundan  INk   için  s   iken  )()( kxkx m
s

m    olur ve böylece Teorem 
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3.2.7'den  s   iken  xxs    elde edilir. 

 

3.3.   m
pC    Dizi Uzayında p-Tipi Banach Saks Özelliği 

Teorem 3.2.2 (b) şıkkından   m
pC    uzayının bir Banach uzay olduğu bilinmektedir. Şimdi  

 m
pC    dizi uzayının  1m   için   pBS   özelliğini sağladığını gösterelim. 

Teorem 3.3.1.   ,pC   uzayı p tipi Banach-Saks özelliğine sahiptir. 

İspat:   n   dizisi,  
2
1

1




n
n olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi ve   ,nx      pCB  

da sıfıra zayıf yakınsak bir dizi olsun.  00 x   ve  11 1
xxz n    alalım. Bu takdirde 

      
 

11
11












pC

i
si

eiz  

olacak şekilde  IN1 s   mevcuttur.  0
w

nx    iken  0nx   olduğundan,  2nn    için 

      
 

1
1

1








pC

in

s

i

eix  

olacak şekilde  IN2 n   vardır. Şimdi  22 2
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buluruz. Böylece   1.3.3   ve   2.3.3   yi kullanarak  
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elde edilir ki bu ispatı tamamlar. 

 

3.4.    m
pC    Dizi Uzayında Düzgün Opial Özelliği 

Düzgün opial özelliği, Banach uzaylarının geometrisinde önemli bir yere sahiptir. Bu özellik, 

sabit noktaların varlığıyla kuvvetli bir bağı olmasından dolayı Banach uzaylarının sabit nokta 



 28 

teorisinde önemli bir rol oynar. Bu kısımda    m
pC    uzayının  nn    özel durumunda elde 

edilen    m
pC    dizi uzayının düzgün opial özelliğini inceleyeceğiz. Bunun için ilk önce 

düşüncemizde bize yardımcı olacak aşağıdaki 3 teoremi ispatsız olarak vereceğiz. 

Teorem 3.4.1.  2 
m   ise,    m

pC    uzayında norma göre yakınsaklık ve modüler 

yakınsaklık denktir. 

Teorem 3.4.2.  s
m 2 


  olsun. 0L   ve  0  verilsin.   Lum 


   ve     


vm  

eşitsizliklerini sağlayan   m
pCvu ,   için 

          


uvu mm  

olacak şekilde  0   mevcuttur. 

Teorem 3.4.3.  s
m 2 


  ise, herhangi  0   için     


1xm   olmak üzere   1

L
x   

olacak şekilde    0    vardır. 

Teorem 3.4.4.  
 rr

psuplim   ise bu takdirde     m
pC    uzayı düzgün opial özelliğine 

sahiptir. 

İspat:  
L

x   olmak üzere  0   ve     m
pCx    alalım.  nx   dizisi      m

pCS    birim 

küresinde sıfıra zayıf yakınsak bir dizi, yani  0
w

nx    olsun. 
 rr

psuplim  , yani  s
m 2 


  

olduğundan Teorem 3.4.1'den     


xm   olacak şekilde  x  'den bağımsız bir   1,0   

vardır. Ayrıca  s
m 2 


  olduğundan Teorem 3.4.2'den    1


ym   ve    1 


zm   olmak 

üzere 
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olacak şekilde  IN0 n   seçelim. Buradan, 
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olmasını gerektirir.  0
w

nx    ise  0nx   olduğundan ve   3.4.3  'den  0nn    için 
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olduğu görülür ki bu  1nn    için 
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olması demektir. 
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elde edilir.  s
m 2 


  olduğundan Teorem 3.4.3 gereğince   1

Ln xx   olacak şekilde 

yalnızca    'ya bağlı bir     sayısının var olduğu görülür. Bu ise  


1inflim xxnn
  

olmasıdır. O halde ispat tamamlanır. 
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Sonuç 3.4.5.   m
pC    uzayı düzgün opial özelliğine sahiptir. 

Sonuç 3.4.6.    m
pC    uzayı  L  özelliğine ve sabit nokta özelliğine sahiptir. 

Sonuç 3.4.7.   m
pC    uzayı  L  özelliğine ve sabit nokta özelliğine sahiptir. 

 



 
4.   mp ,,   DİZİ UZAYI VE GEOMETRİK ÖZELLİKLERİ 

 

4.1.   mp ,,   Dizi Uzayı 

Pozitif tamsayıların artan bir dizisi   rk   olsun. Eğer  00 k   olmak üzere  r   için  

 1rrr kkh   ise   rk   dizisine lacunary dizisi denir [33]. 

  rk   tarafından belirlenen aralıklar   rrr kkI ,1   ile gösterilecektir. Bu çalışmada  
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olarak alınacak ve  
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
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r
r k

kq   olacaktır. 

  kxx    kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer  
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1




Lx
n k

n

k
n

 

olacak şekilde bir  L   sayısı varsa  x   dizisi  L   'ye kuvvetli Cesáro yakınsaktır denir. 

Kuvvetli Cesáro yakınsak dizilerin cümlesi  
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1sup   normu ile bir BK - uzayıdır [1]. 

Herhangi bir   rk   lacunary dizisi için  
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olacak şekilde bir  L   sayısı varsa  x   dizisi  L   sayısına kuvvetli lacunary yakınsaktır denir 

ve kuvvetli lacunary yakınsak dizilerin cümlesi 
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 N   uzayı  




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h
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
  normu ile bir BK - uzayıdır.   r2   olması halinde  

1 N   dir. 

   bütün reel dizilerin uzayı ve  INr   için  1rp   olmak üzere   ,rpp    pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisi olsun.   mp ,,   genelleştirilmiş fark dizi uzayını lacunary dizisi 

yardımıyla 
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şeklinde tanımlıyoruz. 

  rk   dizisi ve  m   doğal sayısının özel durumlarında, aşağıda verilen uzayları elde ederiz: 

 i)  r2   ve  0m   ise ,   bu takdirde     p
m cesp ,,  [19], 

 ii)   ppr
r  ,2   ve  0m   alınırsa    p

m cesp ,,  [18], 

iii) INr   için ppr   ise    m
p

mp  ,,,   , 

iv)  r2  ise    mm pp  ,,,   , 

v) 0m  ise, bu takdirde     ,,, pp m    [35]. 

Bu kısım boyunca   mp ,,   dizi uzayını 
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 xx m                                                                                     (4.1.1) 

Lüxemburg normuyla birlikte gözönüne alıyoruz. 

 

4.2.   mp ,,   Dizi Uzayında k-NUC Özelliği 

Bu kısımda   mp ,,   uzayının bir modüler uzay olduğunu ve k-NUC özelliğini sağladığını 

göstereceğiz ve buna ilişkin bazı sonuçlar vereceğiz. 
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Teorem 4.2.1.  m
   fonksiyoneli   mp ,,   uzayı üzerinde bir konveks modüldür. 

İspat:  
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dir.  1   olacak şekilde her     skaleri için  )()( xx mm 
   olacağı açıktır. 

  mpyx  ,,,    ve  1    olacak şekilde  0,    ise, bu takdirde  m   operatörünün 

lineerliği ve  INr   için  rtt    fonksiyonunun konveksliğini kullanarak 

 

bulunur. 

Aşağıdaki teoremin ispatı Teorem 3.2.2 nin ispatına benzerdir. Bu nedenle ispatsız olarak 

vereceğiz. 

Teorem 4.2.2.  
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normuna göre bir  BK  uzayıdır. 

Teorem 4.2.3.  1inflim rq   ise ,   bu takdirde     mm pp  ,,,    dir. 
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olur.  1 rrr kkh   olduğundan 
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buluruz.   1.2.4  'i kullanarak 
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Teorem 4.2.4.   rqsuplim1   ise , bu durumda     mm pp  ,,,     dir. 
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İspat:   rqsuplim1   olduğunu kabul edelim. Bu durumda  2r   için  Cqr 1   

olacak şekilde pozitif bir  C   sayısı vardır. t   sayısı  rr ktk 1   olacak şekilde herhangi bir 
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ve ispat tamamlanır. 

 Aşağıdaki lemmaların ispatı Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4 ün ispatına benzerdir. Bu nedenle 

ispatsız olarak vereceğiz. 

Lemma 4.2.5.   mpx  ,,   için m
   modülü aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 i) 10     ise , bu takdirde  )(xx
mm

M













   ve  ),()( xx mm 

    

 ii) 1   ise ,  bu takdirde  ,)( 









 
 xx mm

M   

 iii) 1   ise ,  bu takdirde  ).()()( xxx mmm 


   

Lemma 4.2.6. Herhangi bir   mpx  ,,   için ,   

 i) 1x   ise , bu takdirde  ,)( xxm 


   

 ii) 1x   ise , bu takdirde  ,)( xxm 


   

 iii) ,1)(1 


xx m   

 iv) ,1)(1 


xx m   
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 v) ,1)(1 


xx m   

 vi) 10     ve  x   ise , bu takdirde  ,)( Mxm  


  

 vii) 1   ve  x   ise , bu takdirde  Mxm  


)(   dir. 

Lemma 4.2.7.  s
m 2 


 olsun. 0L   ve  0   verilsin.   Lum 


   ve     


vm   

eşitsizliklerini sağlayan  mpvu  ,,,    için 

          


uvu mm  

olacak şekilde  0   mevcuttur. 

Lemma 4.2.8.  )i  s
m 2 


  ise , bu takdirde herhangi   mpx  ,,   için  1x  olması için 

gerek ve yeter şart    1


xm   olmasıdır. 

                        )ii  s
m 2 


  ise , bu takdirde herhangi     m

n px  ,,  dizisi için , 0nx   

olması için gerek ve yeter şart    0
 nxm   olmasıdır. 

Lemma 4.2.9.  s
m 2 


  olsun. Herhangi   1,0   için     


1xm   ise  1x   

olacak şekilde   1,0   mevcuttur. 

İspat: Farzedelim ki teorem sağlanmasın. Bu durumda     


1nxm   ve  1
2
1

 nx   

olacak şekilde  0   ve   m
n px  ,,   vardır.  11


n

n x
a    alalım. Bu durumda  n   

iken  0na   olur.    N:2sup 


nxL nm   olsun.  s
m 2 


  olduğundan    1


um   

şartını sağlayan   mpu  ,,   için     12 


uKu mm   olacak şekilde  2K   sayısı 

vardır. Buradan  Nn   için  

         112 


KxKx nn mm   

dir. Böylece   L0   olur.  s
m 2 


  olduğundan Lemma 4.2.8   i  'den 
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nn
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aLa
xaxa

xaxa

ax
x
x

mm

m

mm

 

olup  n   için limit alınırsa  11   bulunur ki bu bir çelişkidir. O halde teoremin 

şartları doğrudur. 

Şimdi bu sonuçları kullanarak   mp ,,   uzayının k-NUC özelliğini inceleyelim. 

Teorem 4.2.10. Herhangi  2k   tamsayısı için   mp ,,   uzayı k-NUC özelliğini sağlar. 

İspat:    nxsep   olacak şekilde  0   sayısı ve      m
n pBx  ,,   dizisi verilsin. Her 

bir  INn   için 

         ,...1,,0,...,0,0  lxlxx nn
l
n                                                                                     (4.2.2) 

alalım. Her bir  INi   için ,   1in ix   dizisi sınırlı olduğundan   nx   dizisinin yakınsak bir  

 
jnx   alt dizisini bulabiliriz. Bu durumda,    







 l

l

j tjnxsep   olacak şekilde artan bir   lt   

pozitif tamsayılar dizisi mevcuttur. Böylece  INl   için  ...21  rr   olmak üzere  
2


l

lr
x   

olacak şekilde bir   1llr   pozitif tamsayılar dizisi vardır. Lemma 4.2.8'den,  INl   için 

   


l

lm rx                                                                                                                         (4.2.3) 

olacak şekilde bir  0   olduğunu kabul edebiliriz.  rpinflim1     olacak şekilde  0   

ve  2k   tamsayısı için  
  














21
11

1
 



kk
k   alalım. Bu takdirde Lemma 4.2.7'den  

  1


um   ve     


vm   olmak üzere 

         1 


uvu mm                                                                                                 (4.2.4) 

olacak şekilde  0   vardır. Lemma 4.2.6   i  'den  her   1 klj   için  121 ...  klll   

olmak üzere     


i
m

l
ix   ve  jp   olacak şekilde  il   1,...,2,1  ki   pozitif tamsayıları 

mevcuttur.  11  kk ll   tanımlayalım.    


l

lm rx   olduğundan     


kl

km lr   olur.  



 39 

11  ki   için  isi    ve  
klk rs    alalım. Bu takdirde   3.2.4  ,   4.2.4  ,  m   

operatörünün lineerliği ve     IN iuuf ip
i   fonksiyonunun konveksliğinden 
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bulunur. Lemma 4.2.9'dan  


1
...

21

k
xxx

ksss   olacak şekilde  0   mevcuttur. Bu 

ise   mp ,,   uzayının k-NUC uzay olduğunu gösterir. k-NUC özelliği NUC özelliğini, 

NUC olma özelliği de  H  -özelliğini gerektirdiğinden ve yansımalılığı sağladığından bu 

teoremden aşağıdaki sonuçları verebiliriz: 

Sonuç 4.2.11.   mp ,,   uzayı NUC uzaydır. 

Sonuç 4.2.12.   mp ,,   uzayı drop özelliğine sahiptir. 

Sonuç 4.2.13.   mp ,,   uzayı NUC uzay olduğundan yansımalıdır ve   H - özelliğine 

sahiptir. 

 

4.3.   mp ,,   Dizi Uzayında Rotundluk 

Teorem 4.3.1.  INr   için   rpp    dizisi,  1rp   olacak şekilde pozitif sayıların sınırlı 

bir dizisi olsun. Bu takdirde   mp ,,   dizi uzayı rotund değildir. 

İspat:   ,...0,0,0,1x   ve  





 ,...0,0,

2
1,0y   dizilerini alalım ve ppr  ,    r

rk 2  

seçelim. Bu takdirde 
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        ,...0,0,0,1,...0,0,0,1  xx m  
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2
1,0 myy m  

elde edilir.     r
rk 2   olduğundan  11

1 222 
  rrr

rrr kkh   ve   rr
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bulunur.  1)()( 

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olur. Bu ise  yx    olması demektir. Ancak  x   ve  y   farklı dizilerdir yani  z   extremum 

nokta değildir.   mp ,,   uzayının birim küresi üzerinde extremum nokta olmayan bir nokta 

mevcut olduğundan   mp ,,   uzayı rotund yani kesin konveks değildir.
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