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OZET
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, Banach uzaylarmin bazi geometrik dzellikleri agiklanmis ve

aralarindaki iligkiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, genellestirilmis de la Vallee-Poussin ortalamas1 yardimiyla C(p)(A':{)

dizi uzay1 tanimlanmistir. Bu uzayin bir paranormlu uzay oldugu kanitlanmis ve modiiler uzay

oldugu gosterilmistir. Ayn1 zamanda, uzayin Liixemburg normuna gore bir Banach uzay
oldugu gosterilip, hem C(p)(A’Z) uzaymm hem de (p, ) ve (1, ) nin 6zel durumlarinda elde

edilen uzaylarin geometrik 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde, lacunary dizisini kullanarak f(p, 0, A’") uzay1 tanimlanmis ve bu

uzayin modiiler yapisi arastirilmistir. Daha sonra, Liixemburg normuyla birlikte gbz 6niine
alinarak k-hemen hemen diizgiin konveks (k-NUC) 6zelligini sagladig: fakat rotund (kesin

konveks) olmadigi kanitlanmstir.

Anahtar Kelimeler: De la Vallee-Poussin ortalamasi, Lacunary dizisi, Liixemburg normu,

Modiiler uzay, Rotundluk (kesin konveks)
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SUMMARY

Some Geometric Properties Of The Generalized Difference Sequence Spaces
This thesis consist of four chapters.
In the first chapter, we give some fundamental definitions and theorems.

In the second chapter, we give some geometric properties of Banach spaces and

relations between these properties.

In the third chapter, we define a new difference sequence space C(p)(A':{) by means of

the generalized de la Vallee-Poussin mean. Then, we show that the space C(p)(A'Z) is
paranormed space and modular sequence space. Also, we prove that this space is Banach

space equipped with the Luxemburg norm. Later, we study geometric properties of C(p)(A'Z)

and the spaces which are obtained by special cases of (p, ) and (4, ).

In the fourth chapter, we introduce the space f(p,Q,A'”) by using lacunary sequence

and investigate modular structure of this space. Then, we consider the space f(p,Q,A'”)
equipped with the Luxemburg norm and show that it has k-NUC property but is not rotund

(strictly convex).

Keywords: De la Vallee-Poussin mean, Lacunary sequence, Luxemburg norm, Modular

space, Rotundity (strictly convex)

v



SIMGELER LISTESI

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Lacunary dizisi

. Genellestirilmis fark operatori

: Konveks modiil

: Modiiler uzay

: Zay1f yakimsaklik

: Kuvvetli yakinsaklik

: Liixemburg normu

: Reel (ya da kompleks) dizi uzayi

. A kiimesinin konveks kabugu

. A kiimesinin kapali konveks kabugu

. X Banach uzayinin kapali birim yuvari
: X Banach uzayinin birim kiiresi

: Kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

: Kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin kiimesi



1. GENEL KAVRAMLAR

1.1. Temel Tamim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. X # ¢ birciimle ve K kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+: XxX > X,
C KxX—>X
fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X climlesine K cismi lizerinde bir vektor

uzay (lineer uzay) adi verilir. Her x,y,ze X veher A,ue K igin
Ll) x+y=y+x
L2) (x+y)+z=x+(y+z)
L3) x+60 =x olacak sekilde bir 6 € X vardir.
L4) Herbir xe X icin x+ (— x) =6 olacak sekilde bir (— x) e X vardir.
LS) 1x=x
L6) Alx+y)=Ax+ Ay
L7) (A+u)x=Ax+ ux
L8) Afux)=(Au)x [1].
Tamm 1.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve x= (xn) X 'de bir dizi olsun. Eger Ve >0 i¢in
Vn >n, oldugunda
d (xn , x) <&
olacak sekilde bir n, = n,(¢) sayisi varsa (x,) dizisi X ‘'de yakmsaktir denir ve x, — x

veya limx, =x yazlir [2].

n—>0

Tamm 1.1.3. X , K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
I: X >R
x =

) ikilisine de bir

doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu doniisiime bir norm ve (X ,

normlu uzay denir. Vx,y e X i¢in



N1) [x]|=0

N2) |x|=0cx=6

N3) Joo| =] (e skaler)

N4 [+ ] < o]+ [

(N3) sarti ood =|a|’|[| (e skaler) seklinde olursa bu takdirde X bir p— normlu uzay

olur [3].

Tamm 1.14. (X | ) bir normlu uzay ve x =(xn) de X uzaymda bir dizi olsun. Eger

Ve>0 i¢in n>n, iken ||xn - x|| <& olacak sekilde bir n, =n,(g) saysivarsa x=(x,)

dizisi x 'e yakimsaktir denir ve limx, =x veya x, — x seklinde yazilir [1].

n—>0

Tamm 1.1.5. (X |l ) bir normlu uzay ve x =(xn) de X uzaymda bir dizi olsun. Eger

Ve>0 i¢in m,n>n, iken ||xm —xn” <& olacak sekilde bir n, =n,(¢) sayisi varsa
x=(x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [1].

Tamm 1.1.6. Bir (X ol ) normlu uzay tam ise; yani bu uzayda alinan her Cauchy dizisi bu

uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzay denir [1].
Tammm 1.1.7. X bir K cismi lizerinde tanimli bir normlu uzay olsun. X iizerinde tanimh

tiim lineer fonksiyonellerden olusan L(X ,K ) Banach uzayina X 'in cebirsel duali denir ve
X" ile gosterilir. X iizerinde taniml1 siirl lineer fonksiyonellerden olusan kiime B(X K )
ile gosterilir. B(X,K)c L(X,K) oldugu agiktir. B(X,K)= X" esitliginde X' ifadesine X in
stirekli duali denir [4].

Tamm 1.1.8. X bir normlu uzay ve X = X" ise X uzaymna yansimal (reflexive) uzay
ad1 verilir. IR" ve (¢ uzaylan yansimaldir fakat (c ) =/, oldugundan ¢, yansimali
olmayan bir uzaydir [4].

Tamm 1.1.9. (X, ) bir normlu uzay ve x =(x ) de X uzayimnda bir dizi olsun. Vf € X'

n

ve n—ow i¢in f(x,)— f(x) ise (x,) dizisi x' e zayif yakinsaktir denir ve x, — x ile

gosterilir [3].



Tamm 1.1.10. (X, ) bir normlu uzay ve x= (xn) de X wuzayinda bir dizi olsun. n — o

i¢in ||xn —x||—>0 ise (x,) dizisi x' e kuvvetli yakinsaktir denir ve x, — x seklinde
gosterilir [3].

Tanmm 1.1.11. (X, A ) bir normlu uzay olsun. Bir x, € X noktas1 ve pozitif bir » sayisi

verilsin. Bu takdirde
Br(xo): {x eX : ||x —x0|| < r}
kiimesine x, merkezli r yarigapl agik yuvar,
Er(x0)= {x eX : ||x —x0|| < r}
kiimesine x, merkezli » yarigaph kapali yuvar,
Sr(x0)= {x eX : ||x—x0|| = r}
kiimesine de x, merkezli r yarigapl yuvar ylizeyi (kiire) ad verilir [4].
Tamm 1.1.12. X bir Banach uzay olmak iizere
B(X)={rex : |4 <1}
kiimesine X wuzayimnin kapali birim yuvari,
S(x)= {xeX : ||x||=1}
kiimesine ise X uzayinmn birim kiiresi denir [1].
Tamm 1.1.13. Kompleks terimli tim x = (xk ), (k = 1,2,3,...) dizilerinin cimlesini @ ile
gosterecegiz. w, x= (xk ), y= (yk) ve, « birskaler olmak iizere
x+y=(x)+(v)
o = (arx,)
seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. @ ' nin her alt lineer uzayma dizi
uzay1 denir. [6]
Tamm 1.1.14. X bir dizi uzay olsun. X bir Banach uzay ve
7, : X>C, r,(x)=x, (k=12,3.)
doniistimii stirekli ise X 'e bir BK-uzay1 denir [7].

Tamm 1.1.15. Bir X  vektdr uzaymmn bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y,,y, €Y



oldugunda
M={yeY : y=2y+(1-1)y,, 0<A<l}cY
oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [3].
Tamm 1.1.16. Her x,,x, € [a,b] ve her 1 e [O,l] icin
SO+ (1= )5, ) < 21 (e, )+ (1= 2)f (v, )
oluyorsa f fonksiyonu [a,b] tizerinde konvekstir denir [3].

Tamm 1.1.17. ® :IR — IR siirekli fonksiyonu Vu,v € IR ig¢in

@[”;VJ < %(D(u)+%q)(v)

sartin1 sagliyorsa konveks fonksiyon adini alir [8].

Tamm 1.1.18. (p,) kesin pozitif reel sayilarin siurl bir dizisi ve H =sup p, olsun. Bu
takdirde D = max(1,2H‘1 ), t, = % <lve a,,b, €C olmak iizere

la, +b,|" SD{ak|pk +|bk|”} (1.1.1)

Ve

Iy

a, +b “ b |" (1.1.2)
ja + by :

< |ak

esitsizlikleri saglanir [9].

1.2. Fark Dizi Uzaylan
Fark dizisi ve bazi fark dizi uzaylar, ilk defa 1981 yilinda Kizmaz [10] tarafindan
tanimlanmustir.

Tamm 1.2.1. x=(x,) kompleks terimli bir dizi ve Ax=(x, —x,.,) olmak iizere /_(A),
c(A) ve ¢, (A) dizi uzaylarn

fw( ) {x=(xk):Axefw},
c( ) {x=(xk):Axec},
CO(A):{x:(xk) : Axeco},

seklinde tanimlanir. Kizmaz, bu uzaylarin

A
A

[l = bl + 1A,



normu ile birer BK uzayr oldugunu gostermistir. Daha sonra Et ve Colak [11], meN,

A'x = (xk ), Ax = (xk = Xpa ), A'x, = (Amxk ) = (Am_lxk - Am_lxkn ), A'x, = Z(_ 1)i£mJ Xwi
olmak lizere

foc(Am)={x=(xk) : A’"xefoc},
c( '")={x=(xk) : A’"xec},
co( '")={x=(xk) : A’"xeco},

dizi uzaylarini tanimlamis ve bu uzaylarin

m
_ m
[l = X Jl+ o],
i=1

normu ile birer BK - uzay olduklarini géstermislerdir.

Daha sonra Et ve Nuray [12], X herhangi bir dizi uzay1 olmak iizere yukandaki dizi
uzaylarini X (A’” ) dizi uzaylarina genellestirerek bu uzaylarin bazi 6zelliklerini incelemistir.
Fark dizi uzaylari ile ilgili baz 6zellikleri sdyle siralayabiliriz.

Teorem 1.2.2. Eger X bir lineer uzay ise X( '”) de bir lineer uzaydir [12].

Teorem 1.23. Eger X ¥ ise X(A")c v(A") dir[12].

Teorem 1.2.4. X bir lineer uzay ve 4 c X olsun. Bu takdirde 4 konveks ise A( '”)
uzaytr X (A’” ) uzayinda konvekstir [13].

Teorem 1.2.5. Eger X, |||| normu ile bir Banach uzay ise X ( '”) uzay1 da

b, = S+ o
normu ile bir Banach uzayidir [12].

Tanmm 1.2.6. x = (xk) kompleks terimli bir dizi olsun. Buna gore her & >0 igin

liml {kﬁn : ‘Amxk—L‘28}=0,
non

yani h.h.k. i¢in ‘Amxk —L‘<8 ise x=(xk) dizisi L sayisina A" — istatistiksel yakinsaktir
denir. A" — istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S( '”) ile gosterilir. Ozel olarak L =0

olmasi halinde S, (A'") yani sifira A" — istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 elde edilir [12].



Sonug 1.2.7. S(A’”) uzay!1 bir lineer uzaydir [12].

Tamm 1.2.8. p pozitif bir reel say ve x = (xk) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger

n

limlz

S (=

Nx, -1f =

olacak sekilde bir L sayisivarsa x dizisi L yekuvvetli A" — Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli A" — Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

n

w m):{x:(xk) iml Y

S e

A'x, — L‘ =0, p>0, enazblrngln}

ile gosterilirve xew, (A”) olmasi durumunda x, — L{w, (A" )) yazilir [12].
Teorem 1.2.9. 0< p <o olsun.
D x, o> Lw, (a")) ise x, > L(s(a")) dir.
i) xel, (A7) ve x, > L(S(a")) ise x, > L{w, (a")) dir[12].
Sonug 1.2.10.
) Sne, cs(Aam)ne, (am)
i) S(am)ne, (am)=w, (A" ) e, (am) 1121.
Tamm 1.2.11. x=(x,) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her & >0 igin
m% f<n o, —a"x 2] =0
olacak sekilde bir N = N(g) sayisi varsa x=(x,) dizisine A" — istatistiksel Cauchy dizisi
denir [12].
Teorem 1.2.12. A" — istatistiksel yakinsak her dizi A" — istatistiksel Cauchy dizisidir [12].
Teorem 1.2.13. y=(y,) dizisi A" — istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger x =/(x,),

h.hk. igin A"x, =A"y, olacak sekilde bir dizi ise bu dizi A" — istatistiksel yakinsak bir
dizidir [12].

1.3. Kothe Dizi Uzay
Tamm 1.3.1. X bir Banach uzay olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa X Banach



uzayina Kothe dizi uzay1 ad1 verilir.
i) Vxew ve VielN olmak iizere |xi|s|yi| sartint saglayan ye X icin, xe X ve
[ <l d.

1) Vie N igin x( )> 0 sekilde bir x e X vardir [5].
Tamm 1.3.2. Bir X Kothe dizi uzayinda herhangi bir x € X igin
1im(0,0,0,.... x(n +1),x(n +2)...) = 0

oluyorsa X uzayi kesin siirekli norma sahiptir denir [5].

Tamm 1.3.3. ¢, =(0,0,0...,,1,0,0,...) olmak iizere Vxe X igin

3 xli)e =+

i=l
ise X Kothe diziuzayr 4 6zelligine sahiptir denir [5].

lim
N—>00

Tamm 134. ieN olmak iizere 0+« x,(i)< |x(i)| olacak sekilde bir x=x(i)e X dizisi
icin ||xn|| — 0 oluyorsa x =x(i) dizisi siral siireklidir denir. X uzayindaki sirali siirekli
elemanlarin kiimesi X, ile gosterilir. Eger X = X, ise X uzay1 sirali siireklidir denir [5].
Tamm 1.3.5. Herhangi bir i € N igin

0<x,(i) = x(i)= ||xn || - ||x||

oluyorsa X Kothe dizi uzay1r monoton tam uzay olarak adlandirilir [5].

1.4. Modiiler Uzaylar

Tamm 1.4.1. X bir reel vektor uzay olsun. p : X — [0,00] fonksiyonu asagidaki kosullar
saglarsa modiil adin1 alir.

1) p(x)=0<:>x:0

ii) |a|=1 seklinde her o skaleri igin p(ax)= p(x)

iii) a+ P =1 seklinde Vo, >0 ve Vx,ye X i¢in p(ax+ ﬂy)S p(x)+ p(y)

Ayrica, p modili

iv) a+ B =1 seklinde Va,$>0 ve Vx,ye X igin plax+fy)<ap(x)+ Bo(y)

sartini sagliyorsa konveks olarak adlandirilir [8].



X uzayi tizerinde herhangi bir p modiilii i¢in,
X, ={xeX : p(ix)>0,1 0"}
seklinde tanimlanan uzay modiiler uzay olarak adlandirilir [8]. X uzaymmn elemanlarinin
bir (x,) dizisi, n—o iken p(A(x, —x))— 0 olacak sekilde bir 4>0 mevcutsa
x € X, 'e modiiler yakinsaktir denir [8].

Genellikle bir p modiilii alt toplamsal degildir ve bu nedenle bir norm ya da uzaklik

fonksiyonu olarak diisiiniilmez. Ancak, bir modiilii bir F — normuyla iliskilendirebiliriz.

Oncelikle F — norm kavramini hatirlayalim:

Tamm 1.4.2. Bir ||| : X —[0,00] fonksiyoneli,

D) [x]=0=x=0

ii) |o| =1 olmak iizere [oux] = ]|

i) [+ v < o]+

iv) a, >a ve |x,—x| >0 ise |a,x,—ox| >0

sartlarini sagliyorsa bir F — normu tammlar. Bu F— normu X iizerinde d(x,y)=|jx- ]

seklinde bir uzaklik tanimlar ve (X ,d ) lineer metrik uzay tam ise F — uzay adini alir [8].

X, modiler uzay

= inf{a -0 p(ﬁj < a}
(04

seklinde tanimlanan F — normu ile birlikte géz dniine alinabilir. Eger p bir konveks modiil

||x|| = inf{a >0 : p(ij < 1}
a

formili X, tzerinde bir norm tanimlar ve bu norm Liixemburg normu olarak adlandirilir

[8].

Teorem 1.4.3. (xn)c X, alalm. ||xn || — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart VA >0 icin

1se

n — o iken p(/l(xn )) — 0 olmasidir [14].



Tanmm 1.44. ¢ >0 verilsin. p(x)s a olmakiizere Vxe X, i¢in

p(2x)£ Kp(x)+ €
olacak sekilde K >2 ve a>0 sabitleri varsa, p modilii o, sartini saglar denir ve
p €0, ile gosterilir [15].
Tanmm 14.5. p modili «>0 sayisma bagh olan K >2 sabiti igin 6, sartini
sagliyorsa, p kuvvetli 8, sartinisagliyor denirve ped, ile gosterilir [15].
Teorem 14.6. ped, ise, X, uzayinda norma gore yakinsaklik ile modiiler yakinsaklik
denktir [15].
Teorem 14.7. ped) olsun. L>0 ve &>0 verilsinn p(u)<L ve p(v)<¢

esitsizliklerini saglayan u,v € X, i¢in

plu+v)- plu) < &
olacak sekilde ¢ >0 mevcuttur [15].

Teorem 1.4.8. ped, ise, herthangi £>0 i¢in p(x)z l+¢& olmak iizere ||x|| 21+<

olacak sekilde ¢ = C(e) >0 vardir [15].

1.5. Cesaro Fark Dizi Uzaylar:

Cesaro dizi uzaylan ilk olarak 1968 yilinda Hollanda Matematik Toplulugu tarafindan
duallerinin hesaplanmasi i¢in bir problem olarak ortaya atilmistir. Leibowitz [16] ve Jagers
[17] ces, = {O} ve l<p<oo igin ces, uzaylarinin ayrilabilir yansimali Banach uzaylar
oldugunu kanitlamistir. Ancak, bu uzaylar hakkinda diizenli bir arastirma 1970 yilinda Shiue
[18] tarafindan yapilmistir.

o bitiin reel yada kompleks terimli dizilerin uzay1 olsun. 1< p <o igin Shiue, Cesaro dizi

uzayini

0 n p
ces, = {x co: z&zm] y oo}
n=1 k=1

seklinde tanimlamistir ve bu uzay



M-S gm]]

normu ile donatilmistir.
p= (pk) dizisi, Vk e IN igin p, >1 olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsun.
Genellestirilmis Cesaro dizi uzay1 Suantai [19] tarafindan

ces(,) = {x €Ew : p(ix)< o, bazi A > 0'lar igin}

olarak tanimlanmistir. Burada p(x) , ces,) uzayl iizerinde bir konveks modiildiir ve

-5 500

seklinde tanimlidir. Daha sonra, Orhan [20] Cesaro fark dizi uzaylarini

Gt S

P

=1

<oo,1£p<oo}

< o0 n>1}

seklinde tammlamig ve 1< p<o igin Ces, c X, cC, bagmtisinin kesin oldugunu

Ve

ZAx

n o

. ={x=(xk) gl

n

gostermistir. Daha sonra

meIN olmak lizere C p( "’) genellestirilmis Cesaro fark dizi uzayr Et [21] tarafindan

ANx=(x),Ax=(x, —x,,), A'x=(A"x)=(A"x-A"x,,) ve Z( 1)’ ( )ka

v=0

olmak tizere

C(A’")—{x (x,): Z( ‘Amxkup<oo,13p<oo}

seklinde tanimlanmistir ve 1< p <oo igin

hﬂ—Zhh[( ZW%U]
normuna gore bir Banach uzay oldugu gosterilmistir.
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2. BAZI GEOMETRIK OZELLIiKLER

Tamm 2.1. (Extremum nokta) Bir x e S(X ) noktas1 verilsin. Herhangi y,z e B(X ) i¢in
2x=y+z= y=z ecsitligi saglaniyorsa x e S(X ) noktasima extremum nokta adi verilir
[22].

Tanmm 2.2. (Rotund uzay) Vxe S(X ) noktasi B(X ) in bir extremum noktasi ise X

Banach uzayina rotund adi verilir [22].

Ornek 23. x=(1,0,0,0,..) ve y=(0,-1,0,0,..) alahm. Bu takdirde x,ye?, ve

b =Ipl- 3]

Tamm 2.4. (Diizgiin konveks uzay) X bir Banach uzay olsun. Ve >0 ve x,ye S(X )

=1 dir. Yani /, rotund uzay degildir [23].

igin

<1-¢6

1
s> s = HE(Hy){
olacak sekilde bir 6 >0 sayist mevcutsa X Banach uzay1 diizgiin konvekstir denir [24].
Ornek 2.5. 1< p <o igin L, uzaylar diizglin konvekstir [25].

Ornek 2.6. Hilbert uzaylari paralelkenar kuralinm bir sonucu olarak diizgiin konveks
uzaylardir [26].
Tanm 2.7. ( ¢ — Ayrilmus dizi) ¢ >0 i¢in

X, —xm” : n¢m}>s

Sep(xn ) =inf ﬂ
olacak sekilde bir {x,}c X dizisi mevcutsa bu diziye & — ayrilmis dizi adi verilir [24].
Tamm 2.8. (NUC uzay) £>0 ve sep(x,)>e olmak iizere her (x,)c B(X) dizisi igin
con(x, )N ((1-8)B(X)) =@ olacak sekilde bir & <(0,1) sayisi varsa X Banach uzayma
(NUC) uzay adi verilir [24].

Tamm 2.9. (k-NUC uzay) Bir X Banach uzayi ¢>0 ve sep(x,)>¢ olmak iizere

herhangi bir (xn ) c B(X ) dizisi i¢in



X, +X, F..tx,

ok

olacak sekilde & >0 sayisi varsa (k - N UC) uzay olarak adlandirilir [24].

<1-6

Tamm 2.10. (Drop 6zelligi) Herhangi x ¢ B(X ) icin x ile tanimlanan "drop" kiimesi

D(x,B(X)) = conv({x}u B(X))
seklinde tanimlidir. B(X ) ile ayrik olan her kapali C kiimesi i¢in

D(x, B(X))NC = {x}
olacak sekilde bir x € C mevcutsa X Banach uzay1 drop 6zelligine sahiptir denir [24].
Tamm 2.11. (Kadec-Klee (H) 6zelligi) Birim kiire iizerindeki her zayif yakinsak dizi norma
gore yakinsak ise X Banach uzay1 Kadec-Klee 6zelligine ((H) 6zelligi) sahiptir denir [23].
Tamm 2.12. Bir X Banach uzaymin smirlt bir 4 alt kiimesi i¢in non-kompakt olmanin
yuvar dlgtimii

B(4)=inf{e >0 : cap1 < & olan sonlu gokluktaki yuvarlarlarla Srtiilebilir |
seklinde tanimlanir. S (A) fonksiyonuna kompakt olmamanin Hausdorff 6l¢iimii ad1 verilir
[27].
Tamm 2.13. Bir X Banach uzaymin kapali, sinirli, konveks bir alt kiilmesi 4 olsun. A4
kiimesinin ¢ap1

diamA = sug{“x—y” D ye A}
seklinde tanimlidir [28].
Tamm 2.14. (Normal yap1) X yansimali bir Banach uzay1 ve 4 , X Banach uzaymin
kapali, smirli, konveks bir alt kiimesi olsun. Vxe 4 igin r(x,A)= sup{“x—y” D Y€ A}
olmak iizere A kiimesinin Chebyhsev yarigap1

R(A) = min{r(x,A) P Xe A}
seklinde tanimhidir. X Banach uzayinin kapali, smirli, konveks, birden fazla elemana sahip
her A alt kiimesi i¢in R(A)< diamA sart1 saglaniyorsa X Banach uzay1 normal yapiya
sahiptir denir [27].
Tamm 2.15. (Opial 6zelligi) Bir X Banach uzayinda sifira zayif yakinsak herhangi {xn}

dizisi ve herhangi xe X — {O} icin

12



liminf]x, | < liminf]x, — x|
n—o0 n—0

sart1 saglaniyorsa X Banach uzay1 Opial 6zelligine sahiptir denir [29].

Tamm 2.16. (Diizgiin Opial ozelligi) ¢ >0 verilsin. ||x|| > ¢ olmak tizere herhangi bir

xe X ve sifira zayif yakisak {x, }c S(X) dizisi igin 1+ 7 < lim inf”xn + x||

olacak sekilde bir » >0 sayist varsa X Banach uzay1 diizgiin Opial 6zelligine sahiptir
denir [29].

Tamm 2.17. (L ozelligi) ﬁ(A) kompakt olmamanin Hausdorff 6l¢iimii olmak iizere her

& >0 icin kompakt olmamanin konvekslik modiilii
A(e) = inf{l - inf(“x” P Xe A) : ﬁ(A) > g olan 4, B(X) in alt kﬁmesi}
seklinde tanimlidir. linllA(g) =1 oluyorsa X Banach uzay1 L 6zelligine sahiptir denir [29].

Teorem 2.18. X Banach uzayinin L 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart X
uzayinin yansimali ve diizgiin Opial 6zelligine sahip olmasidir [29].

Tamm 2.19. (Nonexpansive doniisiim) X bir Banach uzay ven 4 c X olsun. x,ye 4
icin ||Ux—Uy|| < ||x— y|| esitsizligi saglaniyorsa U : 4 — X donilisiimiine nonexpansive
doniisiim adi verilir [29].

Tamm 2.20. (Sabit nokta 6zelligi) Sinirli, kapali, konveks her A= & kiimesi ve her
U : A—> A nonexpansive donlisiimii icin U (x)= x olacak sekilde bir xe 4 varsa X
Banach uzayi sabit nokta 6zelligine sahiptir denir [29].

Teorem 2.21. X ,duali X olan bir Banach uzayi olsun. X" L- 6zelligine sahipse, X
uzay1 da sabit nokta 6zelligine sahiptir [29].

Tamm 2.22. (p tipi Banach-Saks 6zelligi) X bir Banach uzay ve 1< p <o olsun. X

uzayindaki her zayif yakinsak (xk) dizisi, Vne N ve C>0 ig¢in

n
z xk/
1=0

olacak sekilde bir (xk/) alt dizisine sahipse X Banach uzayi p tipi Banach-Saks ya da

<C(n+1)""

(BS,) ozelligine sahiptir denir [30].
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3. C,,(A7) Dizi UZAYI VE GEOMETRIK OZELLIKLERI

3.1. C,, (A7) Dizi Uzayr
Toplanabilme teorisinde, de la Vallée-Poussin ortalamasi ilk olarak Leindler [31] tarafindan

(V, /1) -toplanabilirligi tanimlamak amaciyla kullanilmistir.

A= (xlk) , sonsuza giden pozitif reel sayilarin azalmayan bir dizisi ve A, =1, A4, <A, +1
olsun. Genellestirilmis de la Vallée-Poussin ortalamasi bir x= (xk) dizisi igin
I, =[k=2, +1,k] (k=1,2,...) olmak iizere

1, (x) = % z X,
k jel
seklinde tanimlanir.

De la Vallee Poussin ortalamasi kullanilarak asagidaki uzaylar tanimlanmaistir:

.1
V. 2], ={xea) : 1{22,72|xk|:0}’

k jely

[V,/l]= {x cw : (x—le)e [V,/l]o},
[V,/l]w = {x EW : supLZ|xk| < oo}
e A fen

Her k € IN i¢in A, =k ise bu uzaylar, Maddox [32] tarafindan tanimlanan w,,w ve w,_
uzaylarina indirgenir.

® biitiin reel dizilerin uzay1 ve VnelIN i¢in p, >1 olmak iizere p=(p,) pozitif reel
saylarin bir dizisi olsun. Simsek, Savas ve Karakaya [33] de la vallee pousiin ortalamasini
kullanarak V(4, p) uzaymi

(L] <

k Jeli

V(A p)= xew:z

k=1
seklinde tanimlamislardir.

Simdi, C(p)(A'Z) genellestirilmis fark dizi uzaymi de la Vallee Poussin ortalamasi ve



genellestirilmis fark operatorii A™ ’1 kullanarak

Py ()= i ()| + i (,% 3 \A’"x(k)\]

n kel,

olmak lizere
Clts)=teo 1 p,,(av) <30 > 0igin

seklinde tanimliyoruz. C(p)(A’Z) dizi uzaymni

x| =inflo>0: p,|X|<1 3.1.1)
L A

o
Liixemburg normuyla birlikte gézoniine aliyoruz.

p= (p k) dizisi smirlt ise bu takdirde

1

© Pn
C(p)(A';)= X=x :Z(TZ‘Amxk‘] <o

n=1 n kel,

seklinde yazilir ve© VneIN i¢in p, =p olmast durumunda C(p)(A'") uzayr C, (A':’l)

A

uzayina indirgenir. A, p ve m nin 6zel se¢ilmesi durumunda asagidaki uzaylar elde edilir:
) VnelN igin 4, =n ve m=0 ise bu takdirde C(,)(A%)= ces, [19],

i) VneNigin 4, =n,p, =p ve m=0 ise bu takdirde C,, (A% )=ces, [18],

iii) Vn e IN igin p, = p ve 4, =n almsa C,)(A%)=C,(a") 211,

iv) m =0 ise bu takdirde C,,(A% )=V(2, p) [33].

Calisma boyunca Vr € IN i¢in p, >1 ve M =sup p, olarak alacagiz.

3.2. C,,(A7) Dizi Uzayinda Kadec-Klee Ozelligi (H-Ozelligi)
Bu kisimda oncelikle C(p)(A':{) uzay1 lzerinde p,, modilinin baz temel 6zelliklerini
verecegiz. Daha sonra p,, modiilii ile Liixemburg normu arasindaki iliskiyi arastiracagiz.

Teorem3.2.1. p,, fonksiyoneli C(p)(A’Z) uzayi lizerinde bir konveks modiildiir.

15



Ispat:

Pp(®)=0 < p,,(x) =i|x(i)|+i(/l1 Z‘A'"x(k)‘] =0
= i|x(i)| =0ve iu > ‘A’"x(k)U =0

= x=0

dir. |a| =1 olacak sekilde her o skalerii¢in p , (ax) = p,, (x) olacag aciktir.
X,y € C(p)(A':{) ve a+ =1 olacak sekilde «,f >0 ise, bu takdirde A" operatoriiniin

lineerligi ve Vn e IN igin t—)|t|" fonksiyonunun konveksligini kullanarak

Py @t fy) = 3 Jox(i)+ By + 2( L[t ﬂy(k))(]

< Zml:(a|x(i)| + Bl + i[au Z\Amx(k)\]+ ﬁU

n k

Z\A’"y(k)\]]

n kel,

= n kel,

< ai|x(i)|+ﬂi|y(i)|+ai{; Z‘A’”x(k)‘]

R
A

= n kel,
=ap,, () +Bp,, (¥)
bulunur.

Teorem 3.2.2.

a) H = max[l,M = suppkj olsun. C(p)(A'Z) dizi uzay1
k

L (x)= i|xi| + (i{% z ‘A’”xk‘] J

n=l1 n keI"

paranormuyla birlikte bir tam paranormlu uzay,

b) C, (A7) diziuzay 1< p < igin

16



e o 2|x|+( ] ( ,,,;‘Am’“"‘] J

normu ile bir BK — uzayidir.
Ispat: a) (1.1.1), (1.1.2) esitsizlikleri ve A" operatoriiniin lineerligi kullanilirsa

Vx,y € C(p)(A':{) i¢in

(3.2.1)

ve
Pn H
|a| < max{1,|a| } (3.2.2)
yazabiliriz. g, (0)=0 ve g, (x)=g,,(—x) oldugu agiktir. (3.2.1) ve (3.2.2) esitsizlikleri
kullanilirsa g , nin alt toplamsalligi elde edilir.
Simdi, (x") dizisi g (xs —x)—) 0 olacak sekilde C(p)(A'Z) uzayinda herhangi bir dizi ve

(a,), a, »a olacak sekilde herhangi bir skaler dizi olsun. Bu takdirde,

17



oldugundan (gA,Z (xs )) dizisi smirlidir. Buradan,

seN

m 0 Pn \H
g (asx" —ax)= 2| ? axi‘+[2{%k§“ﬂ(ag; —axkﬂ J

m
S _
X =X
im1

$rgee |

o [z[ Ly I]J

n kel,

<la, —a|gA,,‘, (x' )+ a|gA,,‘, (x" —x)

olup s —> o iken g (asxs —ax)—) 0 elde edilir, yani skaler ¢arpim siireklidir. O halde
g C(p)( ';) uzayi lizerinde bir paranormdur.

Simdi C(p)( ';) uzaymin tam oldugunu gdsterelim. (x') dizisi C(p)( ';) uzayinda

x' = (x,'{ ), = (x,lc ,x,f,...) olmak iizere bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde & >0 ve VI,t>n,

igin

, +{iu Z\A'"(x,’{x,g}]pﬂjﬁl <e (3.23)

olacak sekilde #n, € IN mevcuttur. Buradan her bir ke€IN igin /,r—>o iken

(x,'{ ), = (x,lc,x,f,...) dizisi C de bir Cauchy dizisidir ve C tam

‘x,’c - X,
oldugundan yakinsaktir. lilmx,’( =x, diyelim. (3.2.3) esitliginde ¢ — oo i¢in limit alinirsa

[>n, igin

i=1 n kel

o Pa |
Z‘xl’xh{Z{l Z‘A’"(x,lf—xkﬂ J <&
buluruz. Buradan (x,’{ —xk)e C(p)(A':{) dir. (x,il(x,’c —xk)e C(p)(A'Z) ve C(p)(A'Z) uzay1

18



lineer uzay oldugundan x, = (x,’{ )— (x,’{ —x, )e C p)(A'Z) oldugu goriiliir. Dolayistyla C; p)(A'Z)
uzay1 tamdir.

b) 1< p<o igin Cp( ':'1) uzaymin bir BK — uzay1 oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 3.2.3 xeC, (A’;) icin Py modiilii asagidaki 6zellikleri saglar:
i) 0<a<1 ise, butakdirde a p ( )<p (x) ve p, (ax)<ap (x)
ii) a>1 ise , butakdirde p,, (x) < aMpA,z ()

iii) ¢ >1 ise , bu takdirde P (x) < ap, (x) < Py (ax) .

Ispat:i)) 0<a<1 igin

p )= L)+ ( \A’"x(k)\] "

m
=24
i=1

1

m Pn
R LZ A x(k)‘
n=1 A, S a

m Pn
) -en2)

+iaM(%z

+(0)
a

a

m
>aM

i=1 n=1 n k=1

olur ve. p, nm konveksliginden p ,(ax)<ap,, (x) oldugu gorilir ve buradan (i)

saglanir.

i1) a > 1 oldugunu kabul edelim. Buradan

Py (1) = S Jx(0] + ( Z\A'"x(m\] |

nkl

o~ |x() A" x(k)
_ ;a 4 zl ( n ; a D

X(l) Amx(k) M X
A Sl

buluruz. Boylece (ii) elde edilir.

iii) a > 1 olsun. Bu takdirde
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1

P ()= i|x(i)|+ i(z Zn:‘A’”x(k)‘)

1

< ai|x(i)| + ai Z A"x(k) | =ap,, (x)
i=l i\ A 63 ’

< i|ax(i)| +Yar U i‘A’”x(k)‘)

n k=1

= i|aX(i)| +i{; i‘aA’"x(k)‘} =Py (ax)

= n k=1

olur ve buradan p,, (x) <ap,, (x) < p,, (ax) elde edilir.
Teorem 3.2.4. Herhangi bir xeC, (A'Z) igin ,
i) ||x||L <l ise, butakdirde p,,(x)< ||x||L,

i) ||x||L >1 ise, butakdirde p,,(x)2> ||x

L
iii) [x], =1 py, () =1,

iv) [, <1< p,, (x) <1,

V) i, >1e p,(0)>1,

vi) 0<a<l ve [x|, >a ise. butakdirde p,,(x)>a",

vii) a21 ve |x|, <a ise, butakdirde p,, (x)<a" dir.

Ispat: (i) 0<& <1-|x|, olacak sekilde & >0 verilsin. Budurumda |x|, +&<1 olur. ||,

nin tanimindan, ||x||L te>o ve p,, (1) <1 olacak sekilde o >0 mevcuttur. Teorem 3.2.3
o

(i) ve (iii)'den,
x|, +&
Py ()< Py [(“"T) x] =Py (QIXIIL + 8)§j
<, + oo [ )<, +e

olurkibu p,, (x)< ||x||L oldugunu gosterir. Boylece (i) saglanmis olur.
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[, -

1) O<e< ” ” olacak sekilde & >0 verilsin. Bu takdirde,
X L
£< ”x"L_1:>g<1— !
[l [+l

= 1<(1—g)||x||L
1

=>0<——<«l1
(1-&)J,

dir. ||||L nin tanim1 ve Teorem 3.2.3 (i)'den

1
1<p. X <
”A{a—wnxnj (—ol, 7

ve dolayisiyla Ve e [0, ”]”—ﬁl] icin (1— 5)||x||L <p,, olur. Buradan ||x||L <Py (x) bulunur
X 5 H

ve (i) saglanir.
1i1) ||x||L =1 oldugunu kabul edelim. ||||L nin tanimindan, £ >0 i¢in l+&>0 > ||x||L ve

o (i) <1 olacak sekilde o >0 mevcuttur. Teorem 3.2.3 (ii) den,
o

py(0)20" py (520t <(ive)”
: <

olur. Buradan & >0 igin (pA,,} (x)ﬁ <l+¢ olurkibu p,(x)<1 oldufunu gosterir.
P (x)<1 ise, bu takdirde p , (x)< a" <1 olacak sekilde a e (0,1) segebiliriz. Teorem
3.2.3 (1) den,
X 1
pAf{l (_) S_MpAm (.X') <1
A a a A
buluruz. Buradan ||x|| , Sa<l1 olup bubir ¢eliskidir. Béylece p,, (x)=1 dir.
Simdi p,, (x)=1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda ||x|| , <1 dir ||x|| , <1 ise, (i)'den
P (X) < ||x||L <1 olup bu kabuliimiizle ¢elisir. O halde ||x|| , =1 dir.

iv) (1) ve (iii)'den agiktir.
v) (iii) ve (iv)'den agiktir.
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vi) 0<a<l ve ||x||L >a olsun. Bu durumda
a

>1 dir. (v)'den, p,, (£)>1 olur.
L ta

Boylece Teorem 3.2.3 (i)'den
M X M
pA,K(x)Za 'DAHAI(Z)>a
elde edilir.

a

<1 dir. (1v)'den,

L

vil)) a>1 ve ||x||L <a oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

X : M g :
P (;) <1 olur. a=1 ise, Py (x)<1=a" oldugu agiktir. a>1 ise, bu durumda Teorem
3.2.2 (ii)'den
M X M
'DA’Z (x)Sa 'DA’Z (;)<a

elde edilir.

Teorem 3.2.5. C(p)(A'Z) dizi uzay1 (3.1.1) de tanimlanan Liixemburg normu ile bir Banach

uzayidir.

Ispat: C(p)(A'Z) uzayinin (3.1.1) normuna gore bir normlu uzay oldugu kolayca

gosterilebilir. Simdi C(p)(A’Z) dizi uzayinmn tam oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in (x") dizisi
C(p)(A'") uzayinda bir Cauchy dizisi ve &€ (0,1) olsun. H = max{l,M } olmak {izere,

A

Vs,t > n, igin

X, —x,”L =inf{a>0 : pA,z(x";x’jsl}<gH

olacak sekilde n, sayisi vardir. Teorem 3.2.4 (z) 'den, Vs,t2n, i¢in

Py (x, —x,) <|x, —x, ||1 <e" (3.2.4)
olur ki bu
Pn
2 21
> b, ()=, ()] + 2(7 > |& (x, (k) - x, (k)j] <
i=1 n=l1 n kel,

olmast demektir. Buradan
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m

: N
x, (i) —x, (D) < )

ve
| 1 - "o
;[ZE\A (x.g(k)—x,(k)j] <

olur. Bu takdirde i e IN igin,

: NI
x, (D)= x, ()| < 5
yazabiliriz. Boylece (x, (i)) dizisi IR de bir Cauchy dizisi olur. IR tam oldugundan

yakinsaktir yani ¢ — oo iken x, (z) - x(i) dir. O halde Vs2>n, igin

. . &
x,(i)— x(l)| < )

Ve

i[/li > [A7 (x, (k) - x(k))(] - %

n=l1 n keI"

bulunur. (3.2.4) esitsizliginde Vs>n, igin ¢ — oo iken
P (X =X,) = P (X, —X)

yazabiliriz. Dolayisiyla Vs 2>n, igin

Py (X, —x) <|Ix, —x”L <¢g

elde edilir. C(p)(A':{) bir lineer uzay oldugundan x=x, —(xno —x)e C(p)(A':{) olur ve ispat

tamamlanir.

Teorem 3.2.6. (x,)e C(,)(A%) olsun. Bu takdirde,
i) s > o iken ||xs||L —1 ise, budurumda p,(x,)—>1,
ii) s >0 iken p,,(x,)—>0 ise, budurumda |x| —0 dir.

Ispat: i) s > iken [x|, —1 oldugunu kabul edelim ve &e(0,1) alahm. Bu takdirde

Vs> N igin 1-¢g< ||xs||L <1+¢& olacak sekilde N € IN mevcuttur. Teorem 3.2.4 (vi) ve
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(vii))den Vs> N igin (1 —E)M <Py (x,)< (1 + E)M olur kibu s —>o iken P (x,)—>1
olmasi demektir.

1) s > oo (0,1) olsun. Bu takdirde Vk eIN

icin ”xsk HL > & olacak sekilde (xs) dizisinin bir (xsk ) alt dizisi ve vardir. Teorem 3.2.4 (vi)
dan, Vk €IN i¢in Py (xsk)>5M olur. Buise s — o iken P (x,) #» 0 olmasidir.

Simdi, yukaridaki ozellikleri kullanarak C(p)(A':{) uzaymin (H )— ozelligini sagladigini
gosterecegiz. Bunun i¢in dnce asagidaki teoremi verecegiz:

Teorem 3.2.7. xe C(p)(A’Z) ve (x,)c C(p)(A’Z) olsun. s — oo iken Py (x,)—> Py (x) ve

Vk € IN i¢in A"x (k) > A"x(k) ise , butakdirde s — o iken x, — x dir.

Ispat: £ >0 verilsin.

o ()= Z|x(l)| [ Z\Amx(k)\] (3.2.5)
oldugundan,
. 1
Z|x(l)| n%"ﬂ[/l,,k;‘A x(k)‘] e

olacak sekilde k&, eIN vardir. s—>oo iken Py (x,) > Py (x) ve VkelIN i¢in

A"x (k) > A"x(k) oldugundan

Py (x) - Z( > |Arx, (k)\] = P, (¥) - Z( Z\A’"x(k)\] (3.2.6)

n kel, n kel

olur. Boylece Vs2>n, icin

P (x nl( > |ar( j] "< ( > |Amx j] ”+§2LM (3.2.7)

n kel, n kel,

Ve

Pn
m m 8
[ 5o, kﬂ <

n kel,
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olacak sekilde n, € IN vardir. (3.2.5), (3.2.6) ve (3.2.7) den s > n, igin

(5, 3)= 30 () 50+ z[ ‘A’"xs(k)—A’"x(k]]p"

n kel,

m
<2l
i=1

(l-)|+i§1|x(i)|+§u T, (k)—A’"x(kj]pn 3 ( . 2l (")‘A'"x("ﬂpn

g 1 ’ 1 ’

<& oM )| Z|x )|+ z [ Z‘Am )(] + [ Z‘Amx(k)(] )

3 ‘ n=ko+1 A, kel, n=kg +1 A, kel,

P . | Pu

_—+2 (p ( Z‘A'" )‘] +Z|x(i)| + z ( ‘Amx(k)‘] )

3 o\ Ay kel il wrs\ Ay ier,

Pu e 1 ” . | Pu

<= +2M(p ( Z‘A’" j] + ) + D ( Z‘Amx(k)‘] )

3 o\ Ay kel 32 i=1 neky+1\ A kel,

——+2M{2Z|x if+2 z (

m " ¢ 1
2|5, el 1] *W}

n kel,

<E 2M[ e 1 SLJ
3 320 3M
E & &
=—+—+—=¢

3 3 3

olur. Buise s > iken p a (x, —x) > 0 oldugunu gosterir. Boylece Teorem 3.2.6 (ii) den
s —> oo iken ||x_Y —x|| , =0 oldugu gorilir.

Teorem 3.2.8. C(p)(A':{) dizi uzay1 (H )— ozelligine sahiptir.

Ispat: s> iken |x|, o1 ve «x, Sx  olacak sekilde xe S(C(p)( ") ve
(x,)c C(p)(A':{) alalim. Teorem 3.2.4 (iii)'den p w (¥) =1 olur ve dolayisiyla Teorem 3.2.6
(i)den s—>o iken p a (x,)—>p a1 (x) oldugu gorilir. 7,(y)=A"y(k) seklinde
tanimlanan 7, : C(p)(A':{)—> R doniisimi C(p)(A':{) tizerinde bir siirekli lineer fonksiyonel

oldugundan VkeIN i¢in s—o iken A"x (k) —> A"x(k) olur ve boylece Teorem
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3.2.7den s > iken x, — x elde edilir.

33. C, (A';) Dizi Uzayinda p-Tipi Banach Saks Ozelligi

Teorem 3.2.2 (b) sikkindan  C,(A” ) uzaymin bir Banach uzay oldugu bilinmektedir. $imdi
C, (A’;) diziuzaymm m=1 igin (BSp) ozelligini sagladigini1 gosterelim.

Teorem 3.3.1. C, (xl,A) uzay1 p tipi Banach-Saks 6zelligine sahiptir.

ispat: (g,) dizisi, ien < %olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve (x,), B(C , (A, ))
n=l1

da sifira zayif yakinsak bir dizi olsun. x, =0 ve z =x, =Ax, alalim. Bu takdirde

i=s;+1
olacak sekilde s, € IN mevcuttur. x, >0 iken x, — 0 oldugundan, n>n, i¢in

:le'xn (i)ei

<g

Cp(A/l)
olacak sekilde n, € IN vardir. Simdi z, =x, =Ax, alalim. Bu takdirde

Z Z, (i)ei

i=s,+1

<g,

Cp(A/l)

olacak sekilde s, <s, € IN mevcuttur. x, — 0 oldugundan, n>n, i¢in

55
z 'xn (i)ei
i=1

<ég,

Cp (A/l )

olacak sekilde n, <n; € IN vardir. Bu sekilde devam edilirse z; =x, =Ax; olmak tizere

J

nzn;, 1¢mn

.S‘i
Z xn (i)ei
i=l1

<é&;

Cp (A/l )

Ve
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z z; (i)ei

i=s;+1

J?

Cp (A/l )

olacak sekilde (s.) ve (n,) artan dizileri bulabiliriz.

g+, <l oldugundan, ||x ) <1 ve dolayisiyla ||x||g o) <1
2.7 = Z[ZZ_/(i)eiJr > zli)e+ Y Z./‘(i)efJ
J=1 c, (4,) J=L = =8+l =yl ¢y (a2)
< Z[ZZ_j(i)ei] + Z[ z Z_/(l)ezJ
AN ¢ (a,) A ¢, (a,)
+ Z[ z zj(z)el]
Jj=1 i:.yl»+1 Cp(A;L)

Ve

J=1 i=l

buluruz. Boylece (3.3.1) ve (3.3.2) yi kullanarak Zen S% oldugundan
n=1

n
Z Zj
=

Cp (A/l )

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

34. C,,)(A") Dizi Uzayinda Diizgiin Opial Ozelligi

olur.

(3.3.1)

(3.3.2)

Diizgiin opial 6zelligi, Banach uzaylarinin geometrisinde dnemli bir yere sahiptir. Bu 6zellik,

sabit noktalarin varligiyla kuvvetli bir bagi olmasindan dolayr Banach uzaylarinin sabit nokta
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teorisinde dnemli bir rol oynar. Bu kisimda C(p)(A':{) uzaymm A, =n Ozel durumunda elde
edilen C(p)(A'") dizi uzaymin diizglin opial 6zelligini inceleyecegiz. Bunun icin ilk dnce
diistincemizde bize yardimci olacak asagidaki 3 teoremi ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 34.1. p €6, Iise, C(p)( '") uzayinda norma gore yakinsaklik ve modiiler
yakinsaklik denktir.

Teorem 34.2. p, €6; olsun. L>0 ve &>0 verilsin. p, )<L ve o (v)<¢

esitsizliklerini saglayan u,v € C(p)( ’") icin

P w+v)-p, (u)<e
olacak sekilde ¢ >0 meveuttur.
Teorem 3.4.3. p,, €5, ise, hethangi ¢>0 i¢in p,,(x)>1+¢ olmak iizere |xf >1+¢
olacak sekilde ¢ =¢(g)>0 vardir.

Teorem 3.4.4. limsupp, <o ise bu takdirde C(p)( '") uzayr diizgiin opial dzelligine

r—o

sahiptir.
Ispat: |x|, >& olmakiizere £>0 ve xeC(p)( ") alahm. (x,) dizisi S(C(p)( ")) birim

kiiresinde sifira zayif yakinsak bir dizi, yani x, —0 olsun. limsupp,k <o , yani p,, €6,

r—o

oldugundan Teorem 3.4.1'den p,, (x)>¢ olacak sekilde x 'den bagimsiz bir ¢ e(0,1)

vardir. Ayrica p,, €6, oldugundan Teorem 3.4.2'den p,, (y)Sl ve P, (z)S ¢, olmak

uzere

o (r+2)-p () <% (G4.1)

olacak sekilde ¢, €(0,¢) mevcuttur. Simdi

[L5 st < S 352

i=ry+1
&
4

m o0
S+ 3.

r VU+

Sjuest]|

rll

(3.4.2)

olacak sekilde n, € IN secelim. Buradan,
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olur ki bu

St

r=1

li‘A’”x(iﬂpr >¢ —%

7 ia

Sr-% (3.4.3)

olmasin1 gerektirir. x, l)O ise x, > 0 oldugundan ve (3.4.3) 'den Vn>n, igin

3 7
7z

olacak sekilde n, € IN mevcuttur. x, >0 oldugundan VreN i¢in p, <M €IN

. (i)+x(i]+i[%zr:‘A’”xn (l-)+Amx(i)1]p" (.4.4)

r=1 i=1

olmak ilizere Vn>n, igin

<1_(1_£j1//\4
4

olacak sekilde n, >n, vardir. O halde liggen esitsizliginden

X

n)

0
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oldugu goriiliirkibu Vr>n, igin

1—%_ y 7 +L Z \A'" j] ,‘ (3.4.5)

i=1 1o+l

olmas1 demektir.
(3.4.1),(3.42),(3.4.4),3.4.5) esitsizlikleri, A"  operatoriiniin lineerligi ve  x, —0

oldugundan herhangi » >n, igin

(x, +x) Z|x )+ x(i) + z( > > |A"x, i)+ A"x ()(T"
B [i5peestl]
>Z|x )+ x(i) + z( Z‘A’” i)+ A" x( )(T

elde edilir. p,, €6; oldugundan Teorem 3.4.3 geregince ||xn +x|| >1+7 olacak sekilde
yalnizca ¢ 'ya bagli bir 7 sayismin var oldugu goriliir. Bu ise 11m1nf||x +x||>1+r

n—®0

olmasidir. O halde ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 3.4.5. C, (A'") uzay1 diizgiin opial 6zelligine sahiptir.
Sonug 3.4.6. C(p)(A'") uzay1r L — ozelligine ve sabit nokta dzelligine sahiptir.

Sonu¢ 34.7. C, (A’") uzayr L — ozelligine ve sabit nokta 6zelligine sahiptir.
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4. ((p,6,A") DIZI UZAYI VE GEOMETRIK OZELLIKLERI

4.1. ((p,0,A") Dizi Uzayr
Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 6 = (kr) olsun. Eger k, =0 olmak iizere » —oo igin
h =k, —k_ —ow ise 0=(k,) dizisine lacunary dizisi denir [33].

0 = (kr) tarafindan belirlenen araliklar 7, = (kr_, ,kr] ile gosterilecektir. Bu ¢alismada

2 fel=2 k|

i=k,_+1 iel,

r

olarak alinacak ve ¢, = olacaktir.

r-1
x=(x,) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger
L1
11m—2|xk —L| =0
=
olacak sekilde bir L sayisi varsa x dizisi L 'ye kuvvetli Cesdro yakinsaktir denir.

Kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin cimlesi

|01|={x=(xk) : limlzn]xk —L|=O,en az birLig:in}
BROy=

ile gosterilir. |o,| uzay1 |x| =sup 15 x,|| normu ile bir BK - uzayidir [1].
n k
n k=1

Herhangi bir 6 = (kr) lacunary dizisi i¢in
|1
lim| —Z|xk —L| =0
g hr kel,
olacak sekilde bir L sayist varsa x dizisi L sayisina kuvvetli lacunary yakinsaktir denir
ve kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin climlesi
.1 o
N, = {x = (xk) 1T, = llmh—2|xk —L| — 0,enazbir L 1gln}
g r kel,

ile gosterilir [34].



N, uzay ||x|| ) = sup[hLZ|xk|] normu ile bir BK - uzayidir. 6= (2’) olmasi halinde
r v,

N, = |01| dir.
o biitiin reel dizilerin uzay1 ve Vr eIN i¢in p, >1 olmak lizere p = (pr), pozitif reel

sayilarin sinirlt bir dizisi olsun. f(p,Q,A'”) genellestirilmis fark dizi uzayini lacunary dizisi

yardimiyla

Wp,6,8")=1x=(x,) : i(hizka\]m <o

r=1 r kel,

seklinde tanimliyoruz.

0 =(k,) dizisive m dogal sayisinin 6zel durumlarinda, asagida verilen uzaylari elde ederiz:
) 0=(2") ve m=0 ise, butakdirde ¢(p,0,A")=ces, [19],

i) 0=02)p,=p ve m=0 almirsa ¢(p,0,A" )= ces, [18],

ii) Vr e IN igin p, = p ise ((p,0,A")=1 (6,4,

iv) 0 =(2")ise ¢(p,0,A")=(p,A"),

v) m=0 ise, bu takdirde (p,0,A" )= ¢(p.0) [35].

Bu kisim boyunca £(p,0,A") dizi uzaym

D,
2 01
O (x)= Z|xi|+2(h—Z‘Amxk‘]
i=1 r=1

= r kel,

olmak tizere

NE inf{p >0: 0, (1) < 1} (4.1.1)
Jo,

Liixemburg normuyla birlikte gézoniine aliyoruz.

4.2. ((p,0,A") Dizi Uzayinda k-NUC Ogzelligi
Bu kisimda / (p,Q,A'”) uzaymin bir modiiler uzay oldugunu ve k-NUC 6zelligini sagladigini

gosterecegiz ve buna iliskin bazi sonuglar verecegiz.
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Teorem 4.2.1. o fonksiyoneli f(p,Q,A”’) uzay1 lizerinde bir konveks modiildiir.

Ispat:

c.()=0 & o, (x)=i|x(ij+i(hi \A’"x(kjj =0

r=1

»
< Z|x(z)| OandZ( > [k ] =
h, i
< x=0
dir. |a| =1 olacak sekilde her a skalerii¢in o,,(ax)=0,,(x) olacag: aciktir.
X,y € f(p,Q,A”’) ve a+ f =1 olacak sekilde «a,f >0 ise, bu takdirde A" operatoriiniin

lineerligi ve Vr € IN igin t—>|t|r fonksiyonunun konveksligini kullanarak

c, (ooc+ﬁy)—2|ax(z)+ﬂy(z)| ( > |a ax(k)+ﬁy(k))1]

r kel,

< i(a|x(i)| + Bly@)) + i[o{hi > \A'"x(k)U + ﬂ(hL > |ar y(k)‘JJ
<a Z|x(l)| +B Z| 20+ Z( \A'"x(k)\] +B Z( \A’” y(k)‘]

= ao,,(x)+ o, ()

bulunur.

Asagidaki teoremin ispat1 Teorem 3.2.2 nin ispatina benzerdir. Bu nedenle ispatsiz olarak
verecegiz.

Teorem 4.2.2.

a)H = maX(I,M = sup pr) olsun. f(p,Q,A”’) dizi uzay1

() = le ((Z‘A )(”

paranormuyla bir tam paranormlu uzay,

I/H

b) ¢,(0,A") dizi uzayr 1< p < oo icin
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vorr S8t ol |

normuna gore bir BK — uzayidir.
Teorem 4.2.3. liminfg, >1 ise . butakdirde ¢(p,A”)c ¢(p,0,A") dir.

Ispat: liminfg, >1 ise, bu takdirde Vr>2 igin ¢, >1+5 olacak sekilde & >0

mevcuttur. Bu durumda x € f(p,A”’) igin K = max {1,2” - } olmak iizere

" 1 Pr (1 k 1 k. Pr
S zlesl] =53 Sheal- Sl
r=2 \ " iel, r=2 \ " =l roi=l

i 0 1 k,< pr 00 1 k)‘7| p"
< 33 Bl 5 S
r=2 hr i=1 r=2 hr i=1

st sl

1 i=l

olur. h =k, —k,, oldugundan

k. 1+6 k.,
—<—Veh—<

4.2.1
<5 @.2.1)

1
5

buluruz. (4.2.1) 't kullanarak

S sbesl| < 5[ Shel | 5[] |

elde edilir. xe f(p,A’”) oldugundan
o0 1 k, Pr
Z(—Z‘A'"XIU <
r=2 kr i=1

ve

© 1k,m Pr
z ‘A ‘ <00

—111

olur ve dolayisiyla x e f(p,Q,A”’) dir.

Teorem 4.2.4. 1<limsupg, <o ise, bu durumda f(p,Q,A'” )c f(p,A’”) dir.

35



Ispat: 1<limsupg, <o oldugunu kabul edelim. Bu durumda Vr>2 ig¢in l<g, <C
olacak sekilde pozitif bir C sayis1 vardir. ¢ sayis1 k,_, <t <k,  olacak sekilde herhangi bir
tamsayl ve x € f(p,Q,A”’) olsun. Bu takdirde

1< S i
[FBe] <(55 Sl

-1 i=l

Ve

Ms

| e oal "
13 \Amxi\] +r2(Z§\Amxi\]

h

1 ko . Pr ©
o] 3

1< P [ ©
(; > ‘A’”xi‘) <Ky

1

-
I

r i€l

P,
hLZ‘Amin

. h o
yazabiliriz. p L=+ "l=g —1<C-1 olacagindan f(p,Q,A”’)c f(p,A’”) elde edilir

r—l1
ve ispat tamamlanir.
Asagidaki lemmalarin ispat1 Teorem 3.2.3 ve Teorem 3.2.4 {in ispatina benzerdir. Bu nedenle

ispatsiz olarak verecegiz.

Lemma 4.2.5. xe f(p,Q,A”’) icin o, modilii asagidaki dzellikleri saglar:

i) 0<y <1 ise ,bu takdirde 7/M0Am (f) <o, (x) ve o, (m)<yo,,(x),
4

ii) y >1 ise , butakdirde o, (x)<y"o, (f),
/4

iii) y 21 ise, butakdirde o,,(x)<yo,(x)<o,, ().
Lemma 4.2.6. Herhangi bir x e f(p,Q,A”’) i¢in,

i) |x]|<1 ise, bu takdirde o, (x)<|x

b

i) |x|>1 ise, bu takdirde o, (x) > x

iii) [ =10, (x) =1,

1v) ||x|| <l< o, (x) <,
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V) [d>1e0,(x)>1,
vi) 0<y <1 ve [x|>y ise,bu takdirde o, (x)>y",
vii) y 21 ve |x|<y ise,butakdirde o, (x)<y" dir.
Lemma4.2.7. o, €8; olsun. L>0 ve &>0 verilsin. o, ()<L ve o,(v)<é
esitsizliklerini saglayan u,v e £(p,0,A") igin
o +v)-0,. () <e
olacak sekilde & >0 meveuttur.
Lemma 4.2.8. i) 6 €5; ise.bu takdirde herhangi x e £(p,0,A") igin [x|=1 olmast igin

gerek ve yeter sart o, (x)=1 olmasidir.

ii) o, €0, ise,bu takdirde herhangi (xn)c f(p,Q,A'") dizisi i¢in,

X, || -0
olmasi igin gerek ve yeter sart o, (x,)— 0 olmasidir.
Lemma 4.2.9. O, € 0, olsun. Herhangi ¢e (0,1) igin O, (x)sl—g ise ||x|| <1-6

olacak sekilde 6 € (0,1) mevcuttur.

x || —1

n

. S 1
Ispat: Farzedelim ki teorem saglanmasm. Bu durumda o, (x,)<l-¢ ve ES

olacak sekilde ¢ >0 ve x, € ﬁ(p,G,A’") vardir. a, =L—1 alalim. Bu durumda n — «©
X

n

iken a, >0 olur. L =sup{0Am (2x,) : neN} olsun. o,, €6, oldugundan o, (u)<1
sartin1 saglayan Vu e f(p,Q,A'”) i¢in o, (2u)£ Ko,, (u)+1 olacak sekilde K =2 sayisi

vardir. Buradan Vn e N i¢in

c,.(2x,)<Ko,(x,)+1<K+1

dir. Boylece 0< L <o olur. O, € 0, oldugundan Lemma 4.2.8 (z) 'den
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=0, (_j o, ((1+a,)

X

n

=0 ,(2ax +{1—-a )x
A( n-"n ( n)n)

< 4,0, (5,4 (1-a, )0, (x)
< anL+(1—an)(l—8)

olup n—oo ic¢in limit almirsa 1<1—¢& bulunur ki bu bir geligkidir. O halde teoremin
sartlart dogrudur.
Simdi bu sonuglar1 kullanarak f(p,Q,A'”) uzayinin k-NUC o6zelligini inceleyelim.
Teorem 4.2.10. Herhangi k£ >2 tamsayisi igin f(p,Q,A'”) uzay1 k-NUC 06zelligini saglar.
ispat: sep(x,)>& olacak sekilde & >0 sayisive (x,)c B(E(p,Q,A'" )) dizisi verilsin. Her
bir neIN ig¢in

x) =(0,0,...,0,x, (1), x, (1 +1)....) (4.2.2)

alalim. Her bir i€ IN ig¢in, (xn (z))i dizisi smirli oldugundan (xn) dizisinin yakinsak bir

1

(xn,) alt dizisini bulabiliriz. Bu durumda, sep((xi,, ) )2 ¢ olacak sekilde artan bir (z,)
J 7yt

&
x;/ 25

pozitif tamsayilar dizisi mevcuttur. Boylece V/ eIN igin r <7, <... olmak lizere

olacak sekilde bir (rl )Zl pozitif tamsayilar dizisi vardir. Lemma 4.2.8'den, V/ € IN i¢in
o lxl)2¢ 4.2.3)

olacak sekilde bir ¢ >0 oldugunu kabul edebiliriz. 1< a < liminf p, olacak sekilde « >0

a-1 _
ve k>2 tamsayisi i¢in g :(lli—l)kla(%j alalim. Bu takdirde Lemma 4.2.7'den

o @)<1 ve o o (v)<8 olmak iizere

‘GA,,, (u + V)—GA,,, (uj <ég (4.2.4)
olacak sekilde & >0 vardir. Lemma 4.2.6 (z) 'den her >/, , i¢in [ <[,<..<[,
olmak tizere o,, (xf )S 0 ve a<p, olacak sekilde /, (i=1,2,..,k—1) pozitif tamsayilari

meveuttur. [, =/, +1 tanimlayalm. o, (xi/ )2 ¢ oldugundan o, (rlf )2 ¢  olur

38



1<i<k-1 i¢in s,=i ve s, =r alam Bu takdirde (423) , (424), A

operatoriiniin lineerligi ve fl |u| zeIN) fonksiyonunun konveksliginden

X, x, bt x )l @)+ x, @)+ x ()
o)

F Z( o
m | x, 1)+ x,, (@)+...+x, ()] & A'x, i)+ A"x, (i)+..+ A"x (i) "
st iy U

r=1

)+A’” z+ A A", J

2

r iel,

@
N
| =

= (1 |amx, @)+ amx, (). amx, @)
+ > {h—z| P % +g
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IA

G,n(xsl)+0,n(x_Y2)+...+Gm(xsk) 1% (1 o r
( A A p A ]_‘_;;(Z;‘A xsk(ljj
2
] +(k 1),
-1 181w, ) 1 & (1w, )
ST+; (h Z‘A xsk(z)(] +k“ r%{h”;‘A xsk(l)(] +(k—1)81

. 1%%[1 5[ Lz, (,x]’”'} L5 (L] v

= (1 |A"x, ()
+2 {_ZT

r i€l

r=l; +1 r i€l =, +1 roiel,

st ]

r=I+1 riel,

<1+ (k-1)g, —(ka;:a_l}g ﬂ{kal:“_l](%j

X, FX, X

k

bulunur. Lemma 4.2.9'dan " : ” <1-y olacak sekilde y >0 mevcuttur. Bu

isc £(p,0,A") uzaymm k-NUC uzay oldugunu gsterir. k-NUC 8zelligi NUC &zelligini,
NUC olma ozelligi de (H ) -0zelligini gerektirdiginden ve yansimaliligi sagladigindan bu
teoremden asagidaki sonuglari verebiliriz:

Sonug 4.2.11. f(p,Q,A”’) uzayl NUC uzaydir.
Sonug 4.2.12. f(p,Q,A”’) uzay1 drop 6zelligine sahiptir.
Sonuc¢ 4.2.13. f(p,Q,A”’) uzayt NUC uzay oldugundan yansimalidir ve (H )— ozelligine

sahiptir.

43. ((p,0,A") Dizi Uzayinda Rotundluk
Teorem 43.1. VreIN i p= (pr) dizisi, p, >1 olacak sekilde pozitif sayilarin sinirl
bir dizisi olsun. Bu takdirde /(p,0,A") dizi uzay rotund degildir.

ispat: x=(1,0,0,0,..) ve y= (o,%,o,o,...) dizilerini alalm ve p. = p, 0 =(k, )= (2)
se¢elim. Bu takdirde
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: A’"x(kﬂpr J”p’

(x):gx(,q{i&g

olmak tizere

x=(1,0,0,0,...)= A"x =(1,0,0,0,...)

Ve

1 m 1
=10,—,0,0,.. | =>A"y=| ——,—,0,0,...
g ( 2 j g ( 272 j

elde edili. 0=(k)=(2") oldugundan & =k —k, ,=2"-2"=2" ve I, =(2"",2']

olur. Bu takdirde,

o (x)= 1+%~O+%(O+O)+2—12(O+O+O+O)+...

=1
vE

1 1 1 1 1
c,)==+—="=+—=0+0)+—=(0+0+0+0)+...
A(y) 2 20 2 21( )22( )

1 1

= — 4+ —

2 2

=1

bulunur. o,,(x)=0,,(y)=1 olup Lemma 4.2.6 (iii) geregince ||x|| = || y|| =1 olacagindan

X,y € S(E(p,Q,A'” )) dir.

Simdi z=2 ; Y olsun. x=(1,0,0,0,...) ve y= (o,%,o,o,...j oldugundan,

N
2 2°4

ve bunu kullanarak

Nz = pr[ XEY ) Z[22m Lo
2 4 4

bulunur. Bu takdirde,
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2
1 1 1 1 1 1
=|=+—|+——+—=0+0)+—=0+0+0+0)+...
1 1 1
=—+—+—
2 4 4
=1

xX+y

elde edilir. o,,(z)=0,,( )=1 oldugundan, Lemma 4.2.6 (iii) geregince

X+y
2

|-l=

olur. Buise x=y olmasidemektir. Ancak x ve y farkli dizilerdir yani z extremum

-

nokta degildir. f(p,Q,A”’) uzayinin birim kiiresi tizerinde extremum nokta olmayan bir nokta

mevcut oldugundan f(p,Q,A”’) uzayi rotund yani kesin konveks degildir.
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