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ÖZET

PSEUDOH·IPERBOL·IK UZAYDA T·IMEL·IKE B·IR E¼GR·IN·IN

TANJANT VE TR·INORMAL KÜRESEL GÖSTERGELER·I

Bu çal¬̧sma dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm çal¬̧sman¬n giri̧s k¬sm¬olup, küresel gösterge, Minkowski uzay¬gibi

literatürde yer alan çal¬̧smalara ayr¬ld¬.

·Ikinci bölümde; uzay e¼grileri, manifoldlar, involüt e¼griler ve küresel göstergeler

için kullan¬lan temel tan¬mlar ve teoremler verildi.

Üçüncü bölümde; Minkowski uzay zaman¬nda Pseudohiperbolik uzayda yatan

bir time-like e¼grisinin tanjant ve trinormal küresel göstergeleri incelendi.

Dördüncü bölüm ise çal¬̧sman¬n sonuç k¬sm¬d¬r.

Anahtar Kelimeler: Öklid uzay¬, Minkowski uzay zaman¬, e¼gri, involüt e¼gri,

küresel gösterge, geodezik e¼grilik.
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ABSTRACT

TANGENT AND TRINORMAL SPHERICAL IMAGES OF A

TIME-LIKE CURVE ON THE PSEUDOHYPERBOLIC SPACE

This thesis consist of four chapters.

The �rst chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental de�nitions and theorems of space curves,

involute curve and spherical images are given.

In the third chapter; tangent and trinormal spherical images of a time-like curve

lying on the pseudohyperbolic space H3
0 in Minkowski space-time are investigated.

The fourth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Euclidean space, Minkowski space-time,curve, involut curve, spher¬-

cal image.
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1. BÖLÜM

G·IR·IŞ

(n�1)�boyutlu hiperyüzey üzerindeki bir e¼grinin Frenet vektör alanlar¬n¬n küre-

sel göstergeleri En de ve (n�1)� boyutlu birim hiperküre (Sn�1) üzerinde oluşurlar.

Her bir küresel gösterge için yay uzunlu¼gunun, geodezik e¼grili¼gin, küresel involütün

bulunmas¬bütün küresel göstergelerin özellikleri genelleştirmek için kullan¬l¬r.

Diferensiyellenebilir bir e¼grinin her noktas¬nda ortogonal birim vektörlerin bir

dörtlüsünü ele al¬p e¼gri boyunca bu vektörlerin de¼gi̧simleri oranlar¬incelendi¼ginde

E41 Minkowski uzay zaman¬nda e¼grinin e¼grilikleri elde edilir. Bu küresel göstergeler

klasik diferensiyel geometride iyi bilinen kavramlardand¬r.

Einstein teorisi 20. yy. başlang¬c¬nda key� Lorentz manifoldunun her sabit tan-

jant uzay¬na indirgenmi̧s olan geometri ve özel relativite geometrisi denilenMinkowski

space time (zaman uzay¬) gibi yeni geometrilere kap¬açt¬. O günden bugüne konu

pek çok geometrici ve bilim insan¬taraf¬ndan s¬kl¬kla çal¬̧s¬lmaya devam etmektedir,

[20]:

Ekmekçi, Hac¬saliho¼glu, ·Ilarslan Lorentz uzay¬nda Harmonik e¼grilikleri incelemi̧slerdir,

[2] :

Arslan yapt¬¼g¬tez çal¬̧smas¬nda En in bir hiperyüzeyi ve n�boyutlu bir Riemann

manifoldunun k boyutlu (k < n� 1) altmanifoldu üzerindeki e¼grilerin Frenet vektör

alanlar¬n¬n küresel göstergelerini incelemi̧stir, [1] :

Önder, Kocayi¼git E41 Minkowski uzay¬ndaki Lorentz küresel timelike ve null e¼gri-

leri karakterize etmi̧slerdir, [9]

Y¬lmaz, Turgut Minkowski uzay zaman¬ndaki e¼grilerin diferensiyel geometrilerini

incelemi̧slerdir, [15]

Y¬lmaz, Turgut Minkowski uzay zamandaki timelike ve spacelike e¼griler üzerine

çal¬̧sm¬̧slard¬r, [17]



Turgut, T.Ali, Lòpez-Bonilla Minkowski uzay zamanda spacelike helislerin time-

like involütlerini ele alm¬̧slard¬r, [13] :

Karaahmeto¼glu haz¬rlad¬¼g¬ Minkowski uzay¬nda e¼grilikler üzerine adl¬tez çal¬̧s-

mas¬nda 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda yüzeylerin normal e¼griliklerini hesaplam¬̧s,

bu uzayda e¼grilerin e¼grilik çizgisi olmas¬için gerekli koşullar¬elde etmi̧stir, [6]:

U¼gurlu, Çal¬̧skan, Darboux Ani Dönme Vektörleri ile Spacelike ve Timelike Yüzeyler

Geometrisi adl¬kitaplar¬nda Minkowski-3 uzay¬nda temel tan¬mlar, E3 teki küresel

göstergelere benzer olarak spacelike ve timelike e¼grilerin küresel göstergeleri, Gauss

denkleminin küresel göstergelere uygulanmas¬gibi konulara yer vermi̧stir, [14]

Şenyurt, Özgüner Bertrand e¼gri çiftlerinin Frenet vektörleri ve bu vektörlere ba¼gl¬

birim Darboux vektörünün birim küre üzerinde oluşturduklar¬küresel gösterge e¼gri-

lerini ve sabit pol e¼grisinin yay uzunluklar¬n¬, E3 ve S2 ye göre geodezik e¼griliklerini

hesaplad¬lar, [14]:

Dejenere alt manifoldlar¬n teorisi son y¬llarda baz¬araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan ko-

runmuş ve klasik diferensiyel geometri konular¬n¬n baz¬lar¬Lorentz manifoldlar¬na

kadar uzanm¬̧st¬r. Baz¬yazarlar daha büyük boyutlarda Serret-Frenet çat¬lar¬n¬

hesaplamay¬ amaçlam¬̧slard¬r. Bu konuda literatürde büyük bir boşluk olup var

olan literatür ¬̧s¬¼g¬nda, 4-boyutlu Lorentz uzay¬nda e¼grilerin küresel göstergeleri in-

celenmi̧s ve baz¬e¼griler çal¬̧s¬lm¬̧st¬r,[2; 18; 25]: Burada ele al¬nan e¼gri (+;+;+;�)

i̧saretlerine göre bir space-like e¼gridir.

Bu çal¬̧smada Minkowski uzay zamanda Pseudohiperbolik uzayda yatan bir time-

like e¼grisinin tanjant ve trinormal küresel göstergeleri araşt¬r¬l¬p bahsedilen küresel

göstergelerin space-like e¼griler oldu¼gu elde edildi. Ayr¬ca ele al¬nan e¼gri ve küresel

şekillerin Serret-Frenet çat¬lar¬ aras¬ndaki ili̧skiler hesapland¬. Ek olarak e¼gri bir

ccr-e¼grisi ise küresel göstergelerin baz¬karakterizasyonlar¬n¬n genel helisler oldu¼gu

gösterilmi̧stir.
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S·IMGE VE KISALTMALAR L·ISTES·I

Rnv Yar¬Öklidyen uzay

Rn1 n-boyutlu Minkowski Uzay¬

R31 3-boyutlu Minkowski Uzay¬

T E¼grinin birim te¼get vektör alan¬

N E¼grinin birim normal vektör alan¬

B1 E¼grinin birinci binormal vektör alan¬

B2 E¼grinin ikinci binormal vektör alan¬

� E¼grinin 1. e¼grili¼gi

� E¼grinin 2. e¼grili¼gi

� E¼grinin 3. e¼grili¼gi

D Kovaryant türev operatörü

S Şekil operatörü

hx; yi Vektörlerin skaler çarp¬m¬

Sn�(r) n�boyutlu ��indeksli Pseudoküre

Hn
� (r) n�boyutlu ��indeksli Pseudohiperbolik Uzay

E41 4� boyutlu Minkowski uzay zaman¬
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2.BÖLÜM

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1.

A boş olmayan bir cümle ve V de Fcismi üzerinde bir vektör uzay¬olsun. E¼ger

bir

 : A� A! V

dönüşümü P;Q 2 A noktalar¬için

(P;Q)! �!
PQ 2 V

şeklinde tan¬mlan¬r ve aşa¼g¬daki iki aksiyomu sa¼glar ise A cümlesine V ile birleştir-

ilmi̧s bir a�n uzay denir.

i) 8P;Q;R 2 A için �!PR = �!PQ+�!QR ,

ii) 8P 2 A ve 8� 2 V için �!PQ = � olacak şekilde bir tek Q 2 A noktas¬vard¬r.
�!
PQ vektöründe ; P noktas¬na başlang¬ç noktas¬, Q noktas¬na da uç noktas¬denir.

Di¼ger taraftan A n¬n boyutu boyA olarak tan¬mlan¬r, [3].

Tan¬m 2.1.2.

Bir V vektör uzay¬ile birleştirilmi̧s a�n uzay A olsun. P0; P1 : : : ; Pn 2 A nokta-

lar¬için
��!
P0P1;

��!
P0P2; : : : ;

���!
P0Pn 2 V vektörlerinin oluşturdu¼gu cümle V nin bir baz¬

isefP0; P1 : : : ; Png nokta (n+1)�lisine A a�n uzay¬n¬n bir a�n çat¬s¬denir. Burada

P0 noktas¬na çat¬n¬n başlang¬ç noktas¬, Pi, 1 � i � n noktalar¬na da çat¬n¬n birim

noktalar¬denir, [3].



Tan¬m 2.1.3.

A bir reel a�n uzay ve A ile birleşen vektör uzay¬da V olsun. E¼ger V de bir

<;>: V � V ! R

iç çarp¬m i̧slemi tan¬mlan¬rsa bu i̧slem yard¬m¬yla A da aç¬, diklik ve uzunluk gibi

metrik özellikler tan¬mlanabilir. V , n�boyutlu reel iç çarp¬m uzay¬olsun. V ile

birleşen bir A a�n uzay¬na n�boyutlu Öklid Uzay¬denir ve En ile gösterilir, [3].

Tan¬m 2.1.4.

En, n�boyutlu Öklid uzay¬nda bir X noktas¬n¬n a�n koordinat sistemine göre

koordinatlar¬(x1; x2;:::;xn) olsun.

xi : En ! R; 1 � i � n

bileşenlerine En n¬n i-yinci koordinat fonksiyonu denir, [3].

Tan¬m 2.1.5.

Rn standart reel a�n uzay olmak üzere Rn de bir

<;>: Rn � Rn ! R

iç çarp¬m¬8X; Y 2 Rn, X = (x1; x2; :::; xn); Y = (y1;y2; :::; yn) için

< X; Y >=
nX
i=1

xiyi

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu iç çarp¬ma Rn de standart iç çarp¬m veya Öklid iç çarp¬m¬

denir. Standart iç çarp¬m¬n tan¬ml¬ oldu¼gu Rn vektör uzay¬ ile birleşen Rn a�n

uzay¬na n-boyutlu standart Öklid uzay¬denir ve En ile gösterilir, [3].

5



Tan¬m 2.1.6.

V , n�boyutlu reel iç çarp¬m uzay¬ve birleşti¼gi Öklid uzay¬En olsun. P0; P1; : : : ; Pn 2

A olmak üzere f��!P0P1;
��!
P0P2; : : : ;

���!
P0Png vektör sistemi V nin bir ortonormal baz¬

ise fP0; P1 : : : ; Png nokta (n+ 1)�lisine En de bir Öklid Çat¬veya Dik Çat¬denir.

Bu çat¬yard¬m¬yla tan¬mlanan (x1; x2; :::; xn) a�n koordinat sistemine de Öklid Ko-

ordinat Sistemi veya Dik Koordinat Sistemi denir. Bu sistemdeki

xi : En ! R; 1 � i � n

koordinat fonksiyonlar¬na da Öklid Koordinat Fonksiyonlar¬denir, [3].

Tan¬m 2.1.7.

En, n-boyutlu Öklid uzay¬olsun. U � En aç¬k bir alt cümle olmak üzere

M = fx 2 U � En : f(x) = C;C 2 R;
!
rf jp 6= 0; f; diferensiyellenebilir fonksiyong

ile tan¬mlanan boş olmayan bir M cümlesine En de (n� 1)-boyutlu bir yüzey veya

(n� 1)�yüzey denir. Bu yüzey n > 3 için hiperyüzey olarak adland¬r¬l¬r, [3].

Tan¬m 2.1.8.

En , n-boyutlu Öklid uzay¬nda bir (n � 1) manifold M olsun. Başlang¬ç nok-

tas¬P 2 M noktas¬ olan bir
�!
PQ =

!
V vektörü verildi¼ginde, (P;

!
V ) ikilisine M

nin P noktas¬ndaki bir tanjant vektörü denir ve k¬saca
!
Vp ile gösterilir. M nin

P noktas¬ndaki bütün tanjant vektörlerinin cümlesi TM(P ) ile gösterilmek üzere,

fTM(P );�; R;+; �;
g alt¬l¬s¬bir vektör uzay¬meydana getirir. Bu uzaya M nin P

noktas¬ndaki tanjant uzay¬denir, [3].

Tan¬m 2.1.9.

En de bir (n� 1)�manifold M olmak üzere ,

6



X :M ! [
p2M

TM(P )

şeklinde tan¬mlanan X operatörüne M üzerinde bir vektör alan¬denir. Burada,

�oX = I :M !M

özdeşlik dönüşümüdür. M üzerindeki bütün vektör alanlar¬n¬n cümlesi �(M) olmak

üzere f�(M);�; R;+; �;
g alt¬l¬s¬bir vektör uzay¬d¬r. Bu uzaya vektör alanlar¬n¬n

uzay¬denir ve

TM = [
p2M

TM(P ) = �(M)

ile gösterilir, [3].

Tan¬m 2.1.10.

X; Y 2 �(M) vektör alanlar¬verilmi̧s olsun. 8P 2 En için Xp = (x1; x2; :::; xp) 2

TEn(P ) dir. E¼ger

yi : En ! IR; 1 � i � n

koordinat fonksiyonlar¬C1 s¬n¬f¬ndan, yani yi 2 C1(En; IR) ise Y = (y1; y2; :::; yn)

vektör alan¬C1 s¬n¬f¬ndand¬r denir. Buna göre Y nin X e göre kovaryant türevi

DXY = (XP [y1] ; XP [y2] ; :::; XP [yn])

şeklinde tan¬ml¬d¬r, [3].

Tan¬m 2.1.11.

I � R bir aç¬k aral¬k ve

� : I

t

!

!

En

�(t) = (�1(t); �2(t); :::�n(t)

7



diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde �(I) � En alt cümlesine En

de (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilen bir e¼gri denir. I � R aral¬¼g¬na � e¼grisinin

parametre aral¬¼g¬ve t 2 I de¼gi̧skenine de � e¼grisinin parametresi denir, [3].

Tan¬m 2.1.12

M; En de (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilen bir e¼gri ve

�(t) = (�1(t); �2(t); :::; �n(t))

olsun. Bu takdirde,

d�

dt
j�(t)= �0(t) j�(t)= (

d�1
dt

jt;
d�2
dt

jt; :::;
d�n
dt

jt)

tanjant vektörüne, M e¼grisinin �(t) noktas¬ndaki h¬z vektörü denir, [3].

Tan¬m 2.1.13.

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

k�0k : I

t

!

!

R

k�0(t)k

şeklinde tan¬ml¬k�0k fonksiyonuna, M e¼grisinin (I; �) koordinat komşulu¼guna göre

skalar h¬z fonksiyonu, k�0(t)k reel say¬s¬na da M nin �(t) noktas¬ndaki skalar h¬z¬

denir. E¼ger k�0(t)k = 1 ise M e¼grisine birim h¬zl¬e¼gri ve bu halde t 2 I parametre-

sine de e¼grinin yay-parametresi denir, [3].

Tan¬m 2.1.14.

Bir M e¼grisinin her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬ise bu e¼griye regüler

e¼gri denir, [3].

8



Tan¬m 2.1.15.

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. a; b 2 I olmak üzere,

s =

aZ
b

k�0(t)k dt

reel say¬s¬na M e¼grisinin �(a) ve �(b)noktalar¬aras¬ndaki yay-uzunlu¼gu denir, [3].

Tan¬m 2.1.16.

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilen bir e¼gri ve

	 = (�0; �00; : : : ; �(r))

sistemi lineer ba¼g¬ms¬z olsun. �(k) 2 Spf	g; k > r olmak üzere	 lineer ba¼g¬ms¬z sis-

teminden elde edilen fV1; V2; :::; Vrg ortonormal sistemine M e¼grisinin Serret-Frenet

r ayakl¬alan¬, m 2M için

fV1(m); V2(m); :::; Vr(m)g

ye m 2M noktas¬ndaki Serret-Frenet r-ayakl¬s¬ve her bir Vi , 1 � i � n vektörüne

de Serret-Frenet vektörü denir, [3].

Tan¬m 2.1.17.

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilen birim h¬zl¬bir e¼gri ve

fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g

de �(s) 2M noktas¬ndaki Frenet r-ayakl¬s¬olsun. Bu takdirde

ki : I

s

!

!

R

ki(s) = hV 0
i (s); Vi+1(s)i

şeklinde tan¬ml¬ki fonksiyonunaM e¼grisinin i-yinci e¼grilik fonksiyonu ve 8s 2 I için

ki(s) reel say¬s¬na da M nin �(s) 2M noktas¬ndaki i-yinci e¼grili¼gi denir, [3].

9



Tan¬m 2.1.18.

M � En e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilen yay parametreli bir e¼gri

olsun. M nin �(s) 2M noktas¬ndaki i-yinci e¼grili¼gi ki(s) ve Frenet r-ayakl¬s¬

fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g

olsun. Bu takdirde

V 0
1(s) = k1(s):V2(s);

V 0
i (s) = �ki�1(s)Vi�1(s) + ki(s)Vi+1(s); 1 � i � r (2.1.1)

V 0
r (s) = �kr�1(s)Vr�1(s):

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. (2.1) formüllerine Frenet Formülleri ad¬verilir. Bu formüller

matris formunda yaz¬l¬rsa,26666666664

V 0
1

V 0
2

...

V 0
r�1

V 0
r

37777777775
=

26666666664

0 k1 0 � � � 0

�k1 0 k2 � � � 0

0 �k2 0 � � � 0
...

... � � � 0 kr�1

0 0 � � � �kr�1 0

37777777775

26666666664

V1

V2
...

Vr�1

Vr

37777777775
elde edilir. n = 3 özel halinde bir M e¼grisinin �(s) 2 M noktas¬ndaki Frenet 3-

ayakl¬s¬genellikle fT;N;Bg ile gösterilir. Bu halde T ye te¼get vektör alan¬, N ye

asal (asli) normal vektör alan¬, B ye de binormal vektör alan¬ denir. Ayr¬ca bu

durumda M nin �(s) 2M noktas¬ndaki birinci ve ikinci e¼grili¼gi, s¬ras¬ile � ve � ile

gösterilir. � ya M nin e¼grili¼gi, � ya da burulmas¬denir. Böylece Frenet formülleri

T0 = �N

N0 = ��T+ �B

B0 = ��N

10



şeklindedir, [3].

En in k � boyutlu altmanifoldu üzerindeki e¼grinin

Frenet vektör alanlar¬ve birim vektör alanlar¬

Tan¬m 2.1.19.

E3 de tan¬ml¬2-boyutlu bir S manifolduna E3 de bir yüzey denir, [3].

Tan¬m 2.1.20.

S, E3 de bir yüzey olsun. S nin bir P noktas¬ndan geçen bütün e¼grilerin bu

noktadaki te¼getleri ayn¬düzlem içinde kal¬r. Bu düzleme S nin P noktas¬ndaki te¼get

düzlemi denir. S nin P noktas¬ndaki te¼get düzlemi, parametre e¼grilerinin Xu ve Xv

te¼get vektörlerine paralel oldu¼gundan,

N0 = Xu ^Xv

ile tan¬mlananN0 vektörü, S nin P noktas¬ndaki te¼get düzlemine diktir. Bu vektöre

S nin P noktas¬ndaki normal vektörü ve

N =
Xu ^Xv

kXu ^Xvk

11



vektörüne de birim normal vektör denir, [3].

Tan¬m 2.1.21.

M , E3 3- boyutlu Öklid uzay¬nda bir yüzey ve vp 2 TM(P ) olsun. M yüzeyi

içinde P noktas¬ndan geçen ve P noktas¬ndaki h¬z vektörü vp olan en az bir e¼gri

vard¬r. Başka bir anlat¬mla , �0(0) = vp olacak biçimde en az bir

� : I !M

e¼grisi vard¬r. Böyle bir e¼griye, vp te¼get vektörüne yap¬̧s¬k bir e¼gri ad¬verilir, [11].

Tan¬m 2.1.22.

V bir reel vektör uzay¬, g : V � V ! R dönüşümü 8 a; b 2 R; 8u; v; w 2 V için

i) g(u; v) = g(v; u)

ii) g(au+ bv; w) = ag(u;w) + bg(v; w)

g(u; av + bw) = ag(u; v) + bg(u;w)

özelliklerine sahip ise g dönüşümüne V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik-

bilineer form denir, [8].

Tan¬m 2.1.23.

V bir reel vektör uzay¬ve h; i da V üzerinde simetrik bilineer form olsun. Bu

takdirde

i) 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi > 0 ise , h; i bilineer formuna pozitif tan¬ml¬,

ii) 8v 2 V; v 6= 0 için hv; vi < 0 ise h; i bilineer formuna negatif tan¬ml¬,

iii) 8v 2 V için hv; wi = 0 iken w = 0 oluyorsa h; i bilineer formuna nonde-

jeneredir denir, [8].

Tan¬m 2.1.24.

V bir reel vektör uzay¬olsun. V üzerinde

12



h; i : V � V ! R

şeklinde tan¬ml¬dönüşüm simetrik, bilineer ve non-dejenere ise h; i ya V üzerinde

skalar çarp¬m ve V vektör uzay¬na da bir skalar çarp¬m uzay¬denir, [8].

Tan¬m 2.1.25.

V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun.

h; i jw: W �W ! R

negatif tan¬ml¬olacak şekilde en büyük boyutluW alt uzay¬n¬n boyutuna , h; i skalar

çarp¬m¬n¬n indeksi denir. h; i nin indeksi � olmak üzere 0 < � < boyV dir, [8].

Teorem 2.1.26.

V; n�boyutlu skalar çarp¬m uzay¬bir ortonormal baza sahiptir.

V , skalar çarp¬m uzay¬n¬n bir ortonormal baz¬fe1;e1;:::eng olsun. Bu durumda

hei;eji = "i�ij

yaz¬labilir. Burada; �ij =

8<: 1; i = j

0; i 6= j
ve "i = hei;eii =

8<: 1; ei spacelike

�1; ei timelike

dir.

V , n-boyutlu bir skalar çarp¬m uzay¬ve fe1;e1;:::eng; V nin ortonormal baz¬olsun.

Bu takdirde ("1;"1;:::; "n) i̧saretindeki negatif terimlerin say¬s¬V nin indeksine eşittir,

[8].

Tan¬m 2.1.27.

V bir skalar çarp¬m uzay¬ve v 2 V olsun.

i) hv; vi > 0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektör,

ii) hv; vi < 0 ise v ye timelike vektör,

13



iii) hv; vi = 0 ve v 6= 0 ise v ye lightlike (null) vektör denir, [8].

Tan¬m 2.1.28.

V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun. boyV � 2 , indeksi 1 ise V ye Lorentz uzay¬

denir, [8].

Tan¬m 2.1.29.

V bir Lorentz uzay¬ve W � V alt uzay olsun.

i) h; i jW , pozitif tan¬ml¬ise W ye spacelike alt uzay,

ii) h; i jW , non-dejenere ve indeksi 1 ise W ye timelike alt uzay,

iii) h; i jW , dejenere ise W ye lightlike(null) alt uzay denir, [8].

Tan¬m 2.1.30.

Rn üzerinde

h; i : Rn

(X

�

;

Rn

Y )

!

!

R
n�vP
i=1

xiyi �
nP

i=n�v+1
xiyi

metrik tensörü göz önüne al¬n¬rsa, elde edilen uzay yar¬-Öklidyen uzay olarak ad-

land¬r¬l¬r ve Rnv ile gösterilir, [8].

Tan¬m 2.1.31.

Rn� yar¬ Öklidyen uzay¬nda � = 1 ve n � 2 ise Rn1 yar¬ Öklidyen uzay¬na

Minkowski Uzay¬ denir. R31 3-boyutlu Minkowski uzay¬ olsun. I, R de bir aç¬k

aral¬k olmak üzere

� : I ! R31

diferensiyellenebilir fonksiyonuna R31 3-BoyutluMinkowski uzay¬nda bir e¼gri ad¬ver-

ilir, [8].
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Tan¬m 2.1.32.

R31 3-boyutlu Minkowski uzay¬nda � : I ! R31 bir e¼gri olsun. E¼ger

(i) h�0; �0i > 0 ise � ya spacelike e¼gri,

(ii) h�0; �0i < 0 ise � ya timelike e¼gri,

(iii) h�0; �0i = 0 ise � ya null (lightlike) e¼gri denir, [8].

Tan¬m 2.1.33.

� , R31 Minkowski uzay¬ndaki bütün timelike vektörlerin cümlesi olsun. u 2 �

için

C(u) = fv 2 � j hu; vi < 0g

cümlesine R31 ün u yu içeren time (zaman) konisi denir, [8].

Minkowski Uzay¬n¬n Nedensel Karakteri

Tan¬m 2.1.34.

E¼ger v; w 2 R31 timelike vektörleri ayn¬time koni de iseler bu takdirde negatif

olmayan tek bir � � 0 say¬s¬vard¬r, öyle ki hv; wi = �kvk kwk cosh� d¬r. Burada

� � 0 say¬s¬na timelike vektörler aras¬ndaki aç¬ denir. E¼ger v; w 2 R31 spacelike

vektörleri R31 te spacelike bir alt uzay üreten vektörler iseler bu takdirde tek bir
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0 � � � � say¬s¬ vard¬r, öyle ki hv; wi = kvk kwk cosh� d¬r. Burada � say¬s¬na

spacelike vektörler aras¬ndaki spacelike aç¬denir, [10].

Tan¬m 2.1.35.

E¼ger v; w 2 R31 spacelike vektörleri R 3
1 te timelike bir alt uzay üreten vektörler

iseler bu takdirde tek bir � � 0 say¬s¬vard¬r, öyle ki hv; wi = kvk kwk cosh� d¬r.

Burada � say¬s¬na spacelike vektörler aras¬ndaki timelike aç¬ denir. E¼ger w 2 R31
spacelike vektör ve v 2 R31 timelike vektör iseler tek bir � � 0 say¬s¬vard¬r, öyle

ki hv; wi=kvk kwk sinh � d¬r. Burada � � 0 say¬s¬na v ve w vektörleri aras¬ndaki

Lorentz timelike aç¬s¬denir, [10].

Tan¬m 2.1.36.

X bir cümle ve alt cümlelerinin bir koleksiyonu � olsun. � koleksiyonu aşa¼g¬daki

önermeleri sa¼glarsa � ya X üzerinde bir topoloji denir:

i) X; ; 2 � ,

ii) 8A1; A2 2 � ) A1 \ A2 2 � ,

iii) Ai 2 � ; i 2 I;[i2IAi 2 �

BirX cümlesi ve üzerindeki bir � topolojisinden oluşan (X; �) ikilisine bir topolo-

jik uzay denir, [6].

Tan¬m 2.1.37.

X bir topolojik uzay olsun. Farkl¬iki p; q 2 X noktas¬n¬n X deki aç¬k komşu-

luklar¬, s¬ras¬ile U ve V olsun. E¼ger U ile V yi U \ V = ; olacak şekilde seçmek

mümkün ise X topolojik uzay¬na bir Hausdor¤ uzay¬denir, [6].

Tan¬m 2.1.38.

M bir topolojik uzay olsun. Aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬rsa M ye bir n-boyutlu

topolojik manifold denir:
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i) M bir Hausdor¤ uzay¬d¬r,

ii) M nin her bir aç¬k alt cümlesi En veya En nin bir aç¬k alt cümlesine homeo-

morftur,

iii) M sonlu say¬da aç¬k alt cümleler ile örtülebilir, [6].

Tan¬m 2.1.39.

M bir n�boyutlu topolojik manifold ve 	 de Tan¬m 2.1.38. deki ii) aksiyomunu

sa¼glayan ve

	 : U � En

u

!

!

W �M

	(u) = (x1(u); x2(u); : : : ; xn(u))

şeklinde tan¬mlanan 	 homeomor�zmi verilsin. Bu takdirde (	;W ) ikilisine M de

bir koordinat komşulu¼gu veya harita denir. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve

M nin bir aç¬k örtüsü fW�golsun. Bu takdirde (	�;W�) haritalar¬n¬nf(	�;W�)g

kolleksiyonuna M de bir koordinat komşuluklar¬sistemi veya atlas denir, [6].

Tan¬m 2.1.40.

M bir topolojik manifold ve P 2M noktas¬ndaki aç¬k komşuluklar¬daW� olsun.

8� için ( �;W�) üzerindeki lokal koordinat sistemi (x�1 ; x
�
2 ; :::; x

�
n) ile gösterildi¼ginde

W� \W� 6= ? ise W� \W� n¬n her noktas¬nda (x�1 ; x
�
2 ; :::; x

�
n) ve (x

�
1 ; x

�
2 ; :::; x

�
n) gibi

iki koordinat sistemi tan¬mlanabilir. Bu durumda aşa¼g¬daki şekil çizilebilir.
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Diferensiyellenebilir Manifold Yap¬s¬

 �1� (W� \W�) � U � Enve �1� (W� \W�) � U � En

alt cümleleri aç¬k cümlelerin homeomor�zmler alt¬nda görüntüleri olduklar¬ndan

aç¬k cümlelerdir. Ayr¬ca,

 �1� o � =  �1� (W� \W�)!  �1� (W� \W�)

ve

 �1� o � =  �1� (W� \W�)!  �1� (W� \W�)

fonksiyonlar¬da iki homeomor�zmin bileşkesi olduklar¬ndan birer homeomor�zmdirler.

Bu homeomor�zmleri ��� =  �1� o �1� ve ��� =  �1� o �1� ile gösterelim. E¼ger ��� ve

��� fonksiyonlar¬C
k -s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir iseler �E = f( �;W�)g atlas¬na

Ck-s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilirdir denir. Bu durumda �E atlas¬na M üzerinde

Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ ad¬verilir. M bir topolojik manifold olsun.

M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan bir diferensiyellenebilir yap¬tan¬mlanabilirse M ye Ck

-s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir manifold denir, [6].
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Tan¬m 2.1.41.

M bir C1 manifold, �(M) üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬ve C1(M;R) reel

de¼gerli C1 fonksiyonlar¬n¬n halkas¬olsun. �(M) üzerinde

h; i : �(M)� �(M)! R

şeklinde iç çarp¬m fonksiyonu tan¬ml¬ise M ye bir Riemann manifoldu ve iç çarp¬m

fonksiyonuna da M üzerinde bir Riemann metri¼gi ve metrik tensör denir, [6].

Tan¬m 2.1.42.

M bir C1 manifold olsun. M üzerindeki vektör alanlar¬n¬n uzay¬�(M) olmak

üzere

D : �(M)� �(M)

(X; Y )

!

!

�(M)

D(X; Y ) = DXY

fonksiyonu 8X; Y; Z 2 �(M) ve 8f; g 2 C1(M;R) için

DfX+gYZ = fDXZ + gDYZ

DX(fY ) = fDxY + (Xf)Y

özelliklerini sa¼gl¬yorsa D ye M üzerinde bir a�n konneksiyon ve DX de X e göre

kovaryant türev operatörü denir, [6].

Tan¬m 2.1.43.

M bir Riemann manifoldu ve D deM üzerinde bir a�n konneksiyon olsun. E¼ger,

i) D, C1 s¬n¬f¬ndan, M nin bir A bölgesi üzerinde C1 s¬n¬f¬ndan,

ve 8X; Y; Z 2 �(M) için

ii) XP (Y; Z) = hDXY; Zi jP + hY;DXZi jP ; 8P 2 A

iii) DXY �DYX = [X; Y ] :
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özellikleri sa¼glan¬rsa D ye M üzerinde bir Riemann Konneksiyonu ve DX de X

e göre Riemann anlam¬nda kovaryant türev operatörü denir, [6].

Tan¬m 2.1.44.

M , En de bir hiperyüzey ve N de M nin birim normal vektör alan¬olsun. D,

En de Riemann konneksiyonu olmak üzere 8X 2 �(M) için S(X) = DXN ile

tan¬ml¬S : �(M)! �(M) dönüşümüneM üzerinde şekil operatörü veyaWeingarten

Dönüşümü denir, [6].

Tan¬m 2.1.45.

M , En de bir hiperyüzey,M nin şekil operatörü S veM nin birim normal vektör

alan¬da N olsun. D, En de Riemann konneksiyonu olmak üzere 8X;Y 2 �(M) için

DXY = DXY + hS(X); Y iN

ile tan¬ml¬D operatörüne M üzerinde Gauss anlam¬nda kovaryant türev operatörü

ve denkleme de Gauss Denklemi denir, [6].

Tan¬m 2.1.46.

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. �(M) üzerinde

h; i : �(M)� �(M)! C1(M;R)

şeklinde tan¬ml¬simetrik, bilineer, non-dejenere ve sabit indeksli h; i fonksiyonuna

bir metrik tensör ve (M; h; i) ikilisine de yar¬-Riemann manifoldu denir. Yar¬-

Riemann manifoldunu k¬saca M ile gösterelim.Bu durumda, h; i metrik tensörü M

nin P noktas¬ndaki tanjant uzay¬ üzerinde sabit indeksli bir

h; i jP : TP (M)� TP (M)! R

skalar çarp¬m¬n¬tan¬mlar, [6].
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Tan¬m 2.1.47.

M bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. M nin indeksi, h; i n¬n � sabit indeksine

eşittir. � = 0 ise M bir Riemann manifoldu olur, [8].

Tan¬m 2.1.48.

Sn�(r) = fX 2 Rn+1� : g(X;X) = r2g

cümlesine ��indeksli ve r�yar¬çapl¬n�boyutlu pseudoküre ve

Hn
� (r) = fX 2 Rn+1�+1 : g(X;X) = �r2g

cümlesine de ��indeksli ve r�yar¬çapl¬n�boyutlu pseudohiperbolik uzay denir, [7].

Tan¬m 2.1.49.

a = (a1; a2; a3; a4), b = (b1; b2; b3; b4), c = (c1; c2; c3; c4) E41 de vektörler olsun. E41

Minkowski uzay zamanda vektörel çarp¬m

a ^ b ^ c = �

������������

�e1 e2 e3 e4

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3 b4

c1 c2 c3 c4

������������
(2.1.2)

determinant¬ile tan¬mlanm¬̧st¬r. (2.1.2) de e1; e2; e3; e4;

e1 ^ e2 ^ e3 = e4

e2 ^ e3 ^ e4 = e1

e3 ^ e4 ^ e1 = e2

e4 ^ e1 ^ e2 = �e3

eşitliklerini sa¼glayan ortogonal vektörlerdir, [18].
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Tan¬m 2.1.50.

M , En in (n� 1) boyutlu altmanifoldu (hiperyüzeyi) olsun ve � e¼grisi s 2 I yay

parametresi ile ve Frenet (n � 1) ayakl¬s¬fV1(s); V2(s):::; Vn�1(s)g; (1 � i � n � 1)

olsun:Bu Frenet vektör alanlar¬paralel öteleme ile küre merkezine taş¬nd¬¼g¬nda, küre

üzerinde oluşan e¼grilere Küresel Gösterge E¼grileri denir; [4]:

En in hiperyüzeyi üzerindeki e¼grinin

Frenet vektör alanlar¬n¬n küresel göstergeleri

Tan¬m 2.1.51.

M; En de bir hiperyüzey olsun. � da bu hiperyüzey üzerinde bir e¼gri olmak

üzere, � e¼grisinin küresel göstergeleri için yay uzunluklar¬ ve geodezik e¼grilikleri

hesaplamak için bir � e¼grisi s yay parametresi ile a � s � b olmak üzere verilsin. �

e¼grisinin yay uzunlu¼gu

s� =

Z b

a

kd�
ds
kds =

Z b

a

kTkds

dir; [5]:

Tan¬m 2.1.52.
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(n � 1) tane küresel göstergenin geodezik e¼grilikleri, En de ve küre üzerinde

oluştuklar¬ndan birim küreye (Sn�1) göre de hesaplanacakt¬r. Bir � e¼grisi s 2 I yay

parametresi ile verilsin. � e¼grisinin birim te¼get vektörü T; En nin konneksiyonu D

olmak üzere;

kg=kDTTk = k
d2�

ds2
k

ifadesi � n¬n, �(s) noktas¬ndaki En e göre geodezik e¼grili¼gidir, [4]:

Tan¬m 2.1.53.

M;N � Ende iki e¼gri olsun. M ve N s¬ras¬yla, (I; �) ve (I; �) koordinat

komşuluklar¬ ile verilsin. �(s), �(s) noktalar¬nda M ve N e¼grilerinin Frenet r-

ayakl¬lar¬s¬ras¬yla, fV1(s); V2(s); :::; Vr(s)g ve fV �
1 (s); V

�
2 (s); :::; V

�
r (s)g olmak üzere;

hV1(s); V �
1 (s)i = 0 ise N e¼grisine M e¼grisinin involütü, M e¼grisine de N e¼grisinin

evolütü denir. Bir e¼grinin te¼getlerine dik olan yörüngesine o e¼grinin bir involütü

denir, [4].

Tan¬m 2.1.54.

Bir regüler e¼gri sabit Frenet-Serret e¼grilik oranlar¬na sahipse (
�

�
ve
�

�
) bir ccr-e¼gri

olarak adland¬r¬l¬r, [21; 22].

Teorem 2.1.55.

� = �(t), E41 Minkowski uzay zamanda key� bir space-like e¼gri olsun. � n¬n

Serret-Frenet vektörleri ve e¼grilikleri aşa¼g¬daki gibi yaz¬l¬r:
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T =
�0

k�0k (2.1.3)

N =
k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0

k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0



 (2.1.4)

B1 = �N ^T ^B2

B2 = �
T ^N ^ �000
kT ^N ^ �000k (2.1.6)

� =



k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0




k�0k4
(2.1.7)

� =
kT ^N ^ �000k k�0k

k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0



 (2.1.8)

� =
g(�({v); B2)

kT ^N ^ �000k k�0k (2.1.9)

Burada �, [T;N;B1; B2] matrisinin determinant¬n¬ 1 yapmak için -1 veya +1

al¬n¬r, [18].

Sn�1 hiperküresine göre geodezik e¼grilikler hesaplan¬rkan Gauss denklemi kul-

lan¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.1.56.

En deki konneksiyon D, Sn�1 deki koneksiyon D, Sn�1 in birim normal vektör

alan¬N ve Sn�1 in şekil operatörü S olmak üzere 8X; Y 2 �(Sn�1) için Gauss

denklemi;

DXY = DXY + hS(X); Y iN
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dir. Burada birim hiperkürenin şekil operatörü;

S =
1

r
:In�1 =

26666666664

1 0 0 � � � 0

0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
...
...
...
. . . 0

0 0 0 � � � 1

37777777775
(n�1)�(n�1)

d¬r, [4].

Tan¬m 2.1.57.

� = �(s) Minkowski uzay zamanda birim h¬zl¬bir time-like e¼gri olsun. Tanjant

vektörü H3
0 pseudohiperbolik uzay¬n O merkezine dönüştürülürse, � = �(s�) e¼grisi

elde edilir. Bu e¼gri E41 de � e¼grisinin tanjant göstergesi veya tanjant küresel göstergesi

olarak adland¬r¬l¬r, [18].

Tan¬m 2.1.58.

� = �(s); E41 Minkowski uzay zamanda birim h¬zl¬time-like bir e¼gri olsun. Space-

like trinormal vektör alanlar¬H3
0 pseudohiperbolik uzay¬n Omerkezine dönüştürülürse

' = '(s') e¼grisi elde edilir. Bu e¼gri E41 de e¼grinin trinormal göstergesi veya trinormal

küresel göstergesi olarak adland¬r¬l¬r, [18].

Tan¬m 2.1.59.

Bir e¼grinin tanjant vektör alan¬u sabit vektör alan¬ile bir sabit aç¬oluşturuyorsa

bu e¼griye genel helis denir,[4].
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3.BÖLÜM

3.1. H3
0 de Yatan Bir Time-Like E¼grisinin Trinormal ve Tanjant Küre-

sel Göstergeleri

Bu bölümde, Minkowski uzay zamanda Pseudohiperbolik uzayda yatan bir time-

like e¼grisinin tanjant ve trinormal küresel göstergeleri verildi. Daha sonra bu küresel

göstergelerin space-like e¼griler oldu¼gu elde edildi. Ayr¬ca ele al¬nan e¼gri ve küresel

ifadelerin Serret-Frenet çat¬lar¬aras¬ndaki ili̧skiler bulundu. Ek olarak, ele al¬nan

e¼gri bir ccr-e¼grisi ise küresel göstergelerin baz¬ karakterizasyonlar¬n¬n genel helis

oldu¼gu gösterildi.

E41 uzay¬(x1 ; x2 ; x3 ; x4) bir dik koordinat sistemi olmak üzere E41 Minkowski uzay

zaman¬üzerinde tan¬mlanan standart �at metrik

g = �dx21 + dx22 + dx23 + dx24

olsun. E41 de �(s) e¼grisi boyunca Serret-Frenet çat¬s¬n¬fT(s);N(s);B1(s);B2(s)g

ile gösterelim. T;N;B1;B2 s¬ras¬ile te¼get, asli normal, binormal (1.binormal), tri-

normal (2.binormal) vektör alanlar¬d¬r.

�(s); E41 zaman uzay¬nda bir time-like birim h¬zl¬e¼gri olsun. Burada

g(T;T) = �1; g(N;N) = 1; g(B1;B1) = 1; g(B2;B2) = 1

eşitlikleri mevcuttur. (3.1.1) de �; � ; � ile s¬ras¬ile � e¼grisinin 1., 2. ve 3. e¼grilikleri

gösterilmektedir. Ayr¬ca26666664
T0

N0

B01

B02

37777775 =
26666664
0 � 0 0

� 0 � 0

0 �� 0 �

0 0 �� 0

37777775

26666664
T

N

B1

B2

37777775 (3.1.1)



dir, [24].

Teorem 3.1.1.

�; E41 de birim h¬zl¬ bir spacelike e¼gri, N ile B1 spacelike ve 8s 2 I � R ,

� 6= 0; � 6= 0; � 6= 0 olsun. O zaman � pseudohiperbolik uzayda yatmas¬için gerek

ve yeter şart

� =
1

�

olmak üzere

�

�

d�

ds
= � d

ds
[
1

�
(�� +

d

ds
(
1

�

d�

ds
))]; (3.1.2)

f 1
�
[�� +

d

ds
(
1

�

d�

ds
)]g2 > �2 + (

1

�

d�

ds
)2;

d¬r, [19].

·Ispat.

Pseudohiperbolik uzayda m merkezli, r yar¬çapl¬çarp¬m (3.1.3.) ve elde edilecek

ifadelerin tekrarl¬diferensiyelleri al¬n¬rsa [19] ;

g(��m;��m) = �r2 (3.1.3)

2g(�0; ��m) = 0

g(T; ��m) = 0 (3.1.4)

g(T 0; ��m) + g(T; T ) = 0 (3.1.5)

olur.

g(T; T ) = �1

oldu¼gundan (3.1.5) ifadesi

g(�N; ��m) = 1 (3.1.6)

şekline dönüşür. (3.1.6) diferensiyellendi¼ginde
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g(N;��m) =
1

�
(3.1.7)

(3.1.7) ifadesinin türevi al¬n¬rsa

g(N 0; ��m) + g(N; T ) = (
1

�
)0 (3.1.8)

ifadesinde

g(N; T ) = 0

de¼geri (3.1.8) de yerine yaz¬l¬p i̧slemlere devam edilirse

g(�T + �B1; ��m) = (
1

�
)0

�g(T; ��m) + �g(B1; ��m) = (
1

�
)0

g(B1; ��m) =
1

�
(
1

�
)0 (3.1.9)

g(B0
1; ��m) + g(B1; T ) =

�
1

�
(
1

�
)0
�0

(3.1.10)

g(B1; T ) = 0

oldu¼gundan (3.1.10) ifadesi

g(��N + �B2; ��m) =

�
1

�
(
1

�
)0
�0

��g(N;��m) + �g(B2; ��m) =

�
1

�
(
1

�
)0
�0

(3.1.11)

(3.1.11) denkleminde (3.1.7) kullan¬l¬rsa

��
�
+ �g(B2; ��m) =

�
1

�
(
1

�
)0
�0

g(B2; ��m) =
1

�

��
1

�
(
1

�
)0
�0
+
�

�

�
(3.1.12)

g(B0
2; ��m) + g(B2; T ) =

1

�

��
1

�
(
1

�
)0
�0
+
�

�

�0
(3.1.13)
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elde edilir.

g(B2; T ) = 0

oldu¼gundan (3.1.13) ifadesi

g(B0
2; ��m) =

1

�

��
1

�
(
1

�
)0
�0
+
�

�

�0
g(��B1; ��m) =

1

�

��
1

�
(
1

�
)0
�0
+
�

�

�0
g(B1; ��m) = � 1

�

"
1

�

��
1

�
(
1

�
)0
�0
+
�

�

�0#
(3.1.14)

(3.1. 9) ve (3.1.14) birleştirilirse

1

�
(
1

�
)0 = � 1

�

"
1

�

��
1

�
(
1

�
)0
�0
+
�

�

�0#

elde edilir.
1

�
= �

yerine yaz¬l¬p son düzenlemeler yap¬l¬rsa

�

�

d�

ds
= � d

ds

�
1

�

�
�� +

d

ds

�
1

�

d�

ds

���
(3.1.2) nin ilk k¬sm¬elde edilir.

�2 + (
1

�

d�

ds
)2 � 1

�

�
�� +

d

ds

�
1

�

d�

ds

��2
= �r2

,[19]

�2 + (
1

�

d�

ds
)2 =

1

�

�
�� +

d

ds

�
1

�

d�

ds

��2
� r2

�2 + (
1

�

d�

ds
)2h
(
1

�

�
�� +

d

ds

�
1

�

d�

ds

��2)

ile de (3.1.2) nin ikinci k¬sm¬ispatlanm¬̧s olur.
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Teorem 3.1.2.

� = �(s) birim h¬zl¬time-like e¼grisi ve � = �(s�) onun tanjant küresel göstergesi

olsun. O zaman

i) � = �(s�) bir space-like e¼gridir.

ii) � n¬n Frenet -Serret araçlar¬fT�;N�;B1�;B2�; ��; � �; ��g, � n¬n fT;N;B1;B2; �; � ; �g

araçlar¬ndan elde edilir; [18]:

·Ispat.

i)

� = T (s)

�0 =
d�

ds�

ds�
ds

= �N

h�0; �0i = h�N; �Ni = �2 > 0

olup � spacelike bir e¼gridir.

ii)(2.1.3.) ü kullanarak tanjant küresel gösterge hesaplamas¬ aşa¼g¬daki gibi

yap¬l¬r:

T� =
�0

k�0k

T� =
�N

�
= N

T� = N

·Ilerde kullanmak için � ile ilgili hesaplamalar aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

�00 = �N 0 + �0N

= �(�T + �B1) + �0N

�00 = �2T + �0N + ��B1
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�000 = 2��0T + �2�N + �00N + �0(�T + �B1) + �0�B1 + �� 0B1 + ��(��N + �B2)

�000 = 3��0T + (�3 + �00 � �� 2)N + (2�0� + �� 0)B1 + (���)B2

ve

�({v) = �1T + �2N + �3B1 + (2�
0� + �� 0 + ��)�B2

elde edilir.

k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0

için

k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0 = �2(�N)0 � g(�N; �0N + �N 0)�N

k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0 = �3(�T + �B1) + �2�0N + [���0 � �g(N;N 0)]�N (3.1.17)

ve

g(N;N 0) = 0

oldu¼gundan (3.1.17) ifadesi

k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0 = �3(�T + �B1) (3.1.18)

bulunur. (3.1.18) ifadesinin normu al¬n¬rsa


k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0



 =



�3(�T + �B1)





k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0




 = �3
p
j� 2 � �2j (3.1.19)

elde edilir. (3.1.19) ifadesi (2.1.4) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

N� =
k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0


k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0





N� =

�3(�T + �B1)

�3
p
j� 2 � �2j

N� =
(�T + �B1)p
j� 2 � �2j
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Asli normaller küresel göstergesi elde edilir.

Birinci e¼grilik için

�� =




k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0





k�0k4

�� =
�3
p
j� 2 � �2j
�4

�� =

p
j� 2 � �2j
�

elde edilir. Trinormal küresel gösterge için (2.1.6) denklemi � ya uyarlan¬p hesapla-

malar yap¬l¬r

B2� = �
T ^N ^ �000

kT ^N ^ �000k (3.1.20)

1p
j� 2 � �2j

=
1

�

T ^N ^ �000 = �1
�

26666664
�T N B1 B2

0 1 0 0

� 0 � 0

3��0 (�00 + �3 � �� 2) (2�0� + �� 0) ���

37777775

= �1
�

26664
�T B1 B2

� � 0

3��0 2�0� + �� 0 ���

37775
T ^N ^ �000 =

��

�

h
��T + ��B1 + �(

�

�
)0B2

i
(3.1.21)

elde edilir.

(3.1.21) de¼geri (3.1.20) de yerine yaz¬l¬rsa

B2� = �
��T + ��B1 + �(�

�
)0B2p

�� 2�2 + �2�2 + � 2(�
�
)02

B2� = �
��T + ��B1 + �(�

�
)0B2p

�2(�2 � � 2) + �(�
�
)02

(3.1.22)
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trinormal küresel gösterge elde edilir.

·Ikinci e¼grilik içinse (2.1.8) denklemi kullan¬ld¬¼g¬nda

� � =
kT ^N ^ �000k k�0k


k�0k2 �00 � g(�0; �00)�0





=

��
�

�
��T + ��B1 + �(�

�
)0B2

�
�

�3
p
j� 2 � �2j

=
�
p
�2(�2 � � 2) + �(�

�
)02

� j� 2 � �2j

elde edilir.

Binormal vektör alan¬için (2.1.5) denkleminden faydalan¬l¬r.

# =

r
�2(�2 � � 2) + �(

�

�
)02

denirse

B1� = � �

�#

26666664
�T N B1 B2

� 0 � 0

0 1 0 0

�� 0 �� �(�
�
)0

37777775

=
�

�#

���������
�T B1 B2

� � 0

�� �� �(�
�
)0

���������
B1� =

�

�#

h
(�� 2(�

�
)0)T + ��(

�

�
)0B1 + �(�2 � � 2)B2

i
Binormal küresel gösterge elde edilmi̧s olur.

Son olarak üçüncü e¼grilik için (2.1.9) dan

�� =
g(�({v); B2)

kT ^N ^ �000k k�0k

=
g(�1T+ �2N+ �3B1 + (2�

0� + �� 0 + ��)�B2; B2)

�
p
�2(�2 � � 2) + �(�

�
)02

�� =
(2�0� + �� 0 + ��)�

�
p
�2(�2 � � 2) + �(�

�
)02
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bulunur.

Sonuç 3.1.3.

fT�;N�;B1�;B2�g; Minkowski uzay zaman¬n¬n ortonormal bir çat¬s¬d¬r, [18].

Teorem 3.1.4.

� = �(s) Minkowski uzay zamanda birim h¬zl¬bir time-like e¼gri ve � = �(s�)

onun tanjant küresel göstergesi olsun. � bir ccr-e¼gri veya helis ise o zaman � da bir

helistir.

·Ispat.

� = �(s) birim h¬zl¬time-like ccr-e¼grisi olsun. O zaman
�

�
= c1 =sabit ve

�

�
= c2 =sabit oldu¼gunu biliyoruz.Yukar¬daki teoremden s¬ras¬yla

�� =

s����1� 1

c21

���� = sabit
� � =

1

c1:c2
p
1� c21

= sabit

elde edilir. �(s�) bir küresel e¼gridir, böylece (3.1.2) formülünün ilk k¬sm¬nda � � ve

�� kullan¬larak
��
� �

d

ds
(
1

��
) = � d

ds
[
1

��
(
� �
��
+

d

ds
(
1

� �

d

ds
(
1

��
))]

�� = sabit oldu¼gundan sol taraf 0 olur. z1 = sabit olmak üzere

0 =
d

ds
[
1

��

� �
��
]

z1 =
1

��

� �
��
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�� =

1

c1:c2
p
1� c21

z1

vuuut
������1� 1

c21

������
�� = �

1

z1

1

c1c2(c21 � 1)
= sabit

elde edilir ki �(s�) n¬n da bir helis oldu¼gu görülür.

Bu teorem sabit Serret-Frenet e¼grilik oranlar¬na (helis) göre tanjant küresel

göstergesinin bir karakterizasyonunu verir.

� =� (s) birim h¬zl¬time like e¼grisi ve � = �(s�) onun space-like tanjant küresel

göstergesi olsun. � = �(s�) bir genel helis ise o zaman u sabit space-like vektörü için

g(T�;u) = cos � (3.1.23)

olarak ifade edilebilir. Burada � sabit bir aç¬d¬r. (3.1.23) eşitli¼gi

g(N;u) = cos �

şeklinde de yaz¬l¬r. Bu sabit u vektörü fT;N;B1;B2g ye göre aşa¼g¬daki gibi oluş-

turabilir:

u = 
1T+ 
2N+ 
3B1 + 
4B2 (3.1.24)

denklemi s ye göre diferensiyellenirse


1T
0 + 
1T+


0
2N+ 
2N

0 + 
3B
0
1 + 
03B1 + 
04B2 + 
4B

0
2 = 0


1�N+ 
01T+

0
2N+ 
2(�T+ �B1) + 
3(��N+ �B2) + 
03B1 + 
04B2 + 
4(��B1) = 0 (3.1.25)

ifadesinden hareketle; tanjant küresel göstergesinin (T ) önündeki katsay¬lar¬n toplam¬

0 olaca¼g¬ndan


01 + 
2� = 0
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elde edilir.

Binormaller göstergesinin (B1) önündeki katsay¬lar¬n toplam¬ndan 0 olup


2�+

0
3 � 
4� = 0

ifadesi ortaya ç¬kar.

Trinormaller göstergesinin (B2) önündeki katsay¬lar toplam¬ndan ise


3�+

0
4 = 0

olur.

Normaller göstergesinin (N) önündeki katsay¬lar¬n toplam¬0 olaca¼g¬ndan


1�+

0
2 � 
3� = 0 (3.1.26)

elde edilir ki (3.1.25) ifadesi N ile iç çarp¬ma tabi tutulursa

hu;Ni = 
2


2 = sabit


02 = 0

bulunur. Bu de¼ger (3.1.26) da yerine yaz¬ld¬¼g¬nda


1�� 
3� = 0

ifadesi elde edilir. Son düzenleme ile


01 + 
2� = 0 (3.1.27)


1�� 
3� = 0 (3.1.28)


03 + 
2� � 
4� = 0 (3.1.29)


04 + 
3� = 0 (3.1.30)
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adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada, 
2 = c 6= 0 ve bir sabit oldu¼gun-

dan (3.1.28) kullan¬larak


1�� 
3� = 0


1 =

3�

�
(3.1.31)

bulunur.

(3.1.31) diferensiyellendi¼ginde


01 = 
3

0@ �

�

1A0

+ 
03

0@ �

�

1A
ifadesi (3.1.27) de yerine yaz¬l¬rsa


3

0@ �

�

1A0

+ 
03

0@ �

�

1A+ c� = 0 (3.1.32)

olan "3 e ba¼gl¬diferensiyel denklem elde edilir. (3.1.29) kullan¬larak


4 =

03
�
+

2�

�

(
4)
0 =

�

03
�

�0
+
�c�
�

�0
(3.1.33)

bulunur. Bu (3.1.12) de yerine yaz¬l¬rsa�

03
�

�0
+
�c�
�

�0
+ 
3� = 0 (3.1.34)

elde edilmi̧s olur. (3.1.32) ve (3.1.34) birleştirildi¼ginde8><>:

03(

�

�
) + 
3(

�

�
)0 + c� = 0

(

03
�
)0 + c(

�

�
)0 + 
3� = 0

(3.1.35)

ortaya ç¬kar.
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Bu iki diferensiyel denklemin çözümü de¼gi̧sken katsay¬larla birlikte kolay de¼gildir.

Ayr¬ca genel bir çözümü henüz bulunamam¬̧st¬r. Bu nedenle (3.1.35) sisteminin özel

çözümünü içeren teorem aşa¼g¬da verilmi̧stir, [18].

Teorem 3.1.5.

� = �(s) birim h¬zl¬ time like ccr-e¼gri ve � = �(s�) onun space-like tanjant

küresel göstergesi olsun. � bir genel helis ise o zaman � n¬n Serret-Frenet e¼grilikleri

aras¬nda

cc1

sZ
0

�ds+ �1 cos

sZ
0

�ds+ �2 sin

sZ
0

�ds = 0

ili̧skisi vard¬r Burada c; c1 =
�

�
; �1 ve �2 sabitlerdir, [18].

·Ispat.

� = �(s) birim h¬zl¬time-like ccr-e¼grisi ve � = �(s�) onun space-like tanjant küre-

sel göstergesi olsun. Ccr-e¼grisi sabit e¼grilik oranlar¬na sahip oldu¼gundan
�

�
= c1 ve

�

�
= c2 yaz¬labilece¼ginden (3.1.35) diferensiyel denklemleri

8<: 
03 + cc1� = 0

(

03
�
)0 + 
3� = 0

(3.1.36)

ifadesine dönüşür. (3.1.36) ¬n ilk denkleminden


3 = �cc1
sZ
0

�ds

elde edilir. t =
sR
0

�ds de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesini (3.1.36) ¬n ikinci denkleminde yerine
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yazarsak 0@ 
03

dt
ds

1A0

+ 
3
dt

ds
= 0

0@ d"3
ds

dt
ds

1A0

+ 
3
dt

ds
= 0 (3.1.38)

olur. (3.1.38) ifadesi integrallendi¼ginde

d2
3
dt2

+ 
3 = 0 (3.1.39)

ifadesi elde edilir.

y = 
3

dönüşümü yaparsak (3.1.39) ifadesi

y00 + y = 0

y0 = k

al¬n¬rsa


003 + 
3 = 0

k2 + 1 = 0

k = �i


3 = y = �1 cos t+ �2 sin t


3 = �1 cos

sZ
0

�ds+ �2 sin

sZ
0

�ds

olup (3.1.39) ifadesi c; c1; �1; �2 reel say¬lar¬için

cc1

Z s

0

�ds+ �1 cos

sZ
0

�ds+ �2 sin

sZ
0

�ds = 0

39



ifadesine dönüşür. ·Ispat tamamlanm¬̧s olur, [18].

Sonuç 3.1.6.

Sabitlenmi̧s yön (sabit u vektörü),


1 = �c
sZ
0

�ds ,


2 = c;


3 = �cc1
sZ
0

�ds;


4 = cc2(1� c21):

bileşenleri ile oluşturulabilir, [18].

·Ispat.

Sabitlenmi̧s yön (sabit u vektörü) vektöründen

u = 
1T+ 
2N+ 
3B1 + 
4B2

g(u;N) = 
2 = c

elde edilir.


01 + 
2� = 0


01 = �c�Z s

0


1ds =

sZ
0

� c�ds


1 = �c
Z 0

s

�ds

ifadesi ortaya ç¬kar.
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1�� 
3� = 0


1� = 
3�


1

3

=
�

�

1

3

=
1

c1

�c
Z 0

s

�ds


3
=

1

c1


3 = �cc1
Z 0

s

�ds

olur.


2�+

0
3 � 
4�= 0

�cc1�+ c� = 
4�

�cc1�
�

+
c�

�
= 
4

�cc1
c1
c2
+ cc2 = 
4

cc2(1�
�
c1
c2

�2
) = 
4

son olarak elde edilir. Bulunan ifadeleri bir araya toplarsak sabit u vektörü


1 = �c
sZ
0

�ds ,


2 = c;


3 = �cc1
sZ
0

�ds;


4 = cc2(1�
�
c1
c2

�2
):
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bileşenleri ile oluşturulabilir, [18].

3.2. S31 de Yatan Bir Time-Like E¼grisinin Trinormal Küresel Göstergesi

Teorem 3.2.1.

� = �(s) birim h¬zl¬time-like bir e¼gri ve ' = '(s') e¼grinin trinormal küresel

göstergesi olsun.O zaman

i) ' = '(s') bir space-like e¼gridir.

ii) ' nin Frenet-Serret vektör alanlar¬� = �(s) in vektör alanlar¬ile aşa¼g¬daki

şekilde hesaplan¬r:

T' = �B1;

N' =
�N� �B2p
� 2 + �2

;

B1' =
�

��
(��� �2�

�
)T � �

��
�

�0
N � �

��
�

�0
B2);

B2' = �

�
�

�
�

�0
T �

��

�
N � �B2vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352
;

�' =

p
� 2 + �2

�
;

�' =
� 2

�

vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352

� 2 + �2
;

�' =
�3(�0)2 + �2� 2 + �4 � 4�00�

�2� 2

vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352

Burada
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� =
q��(���)2 + (�� 2)2 � [(��)0]2��

� =
p
� 2 + �2

ve wi; '(IV ) diferensiyellenebilir fonksiyonunun s�ye göre bileşenleridir.

iii) � bir helis ise o zaman ' de bir helistir, [18].

·Ispat.

i)

g('0; '0) = g(��B1;��B1) = �2 > 0

oldu¼gundan ' = '(s') space-like bir e¼gridir.

ii)

' = B2

T' =
'0

k'0k =
B0
2

kB0
2k

T' =
��B1
�

T' = �B1 (3.2.1)

·Ilerleyen hesaplamalarda kullan¬lmak üzere ' nin diferensiyellerini alal¬m.

'00 = ��0B1 � �B0
1

'00 = ��0B1 + ��N � �2B2 (3.2.2)

'000 = ��00B1 � �0B0
1 + �0�N + �� 0N + ��N 0 � 2��0B2 � �2B0

2

'000 = ��00B1 � �0(��N + �B2) + �0�N + �� 0N + ��(�T + �B1)� 2��0B2 � �2(��B1)

'000 = ��00B1 + �0�N � �0�B2 + �0�N + �� 0N + ���T + �� 2B1 � 2��0B2 + �3B1

'000 = ���T + (2�0� + �� 0)N + (��00 + �� 2 + �3)B1 � 3��0B2 (3.2.3)
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'({v) = w1T + w2N + w3B1 + (�3(�0)2 + �2� 2 + �4 � 4�00�)B2

N' =
k'0k2 '00 � g('0; '00)'0

k'0k2 '00 � g('0; '00)'0




=

�2(��0B1 + ��N � �2B2)� g(��B1;��0B1 + ��N � �2B2):(��B1)
k�2(��0B1 + ��N � �2B2)� g(��B1;��0B1 + ��N � �2B2):(��B1)k

=
��2�0B1 + �3�N � �4B2 + �2�0B1
k��2�0B1 + �3�N � �4B2 + �2�0B1k

=
�3(�N � �B2)

�3
p
� 2 + �2

(3.2.4)

N' =
�N � �B2p
� 2 + �2

B2' = �
T ^N ^ '000
kT ^N ^ '000k

p
� 2 + �2 = �

denirse

T ^N ^ '000 = �1
�

������������

�T N B1 B2

0 0 �1 0

0 � 0 ��

��� 2�0� + �� 0 ��00 + �� 2 + �3 �3��0

������������
=

1

�

���������
�T N B2

0 � ��

��� 2�0� + �� 0 �3��0

���������
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=
1

�

�
T (�3��0� + 2��0� + �2� 0)

�
� �2��N � �� 2�B2

=
1

�

�
�(��0� � �2� 0)T � �2��N � �� 2�B2

�
T ^N ^ '000 =

1

�
�� 2

�
�
��
�

�0
T � ��

�
N � �B2

�
bulunur.

B2' = �
T ^N ^ '000
kT ^N ^ '000k

B2' =

1
�
�� 2

h
�
�
�
�

�0
T � ��

�
N � �B2

i



 1��� 2 h� ��� �0 T � ��

�
N � �B2

i




B2' =

�
�
�
�

�0
T �

��

�
N � �B2





� ��� �0 T � ��

�
N � �B2









B2' =

�
�
�
�

�0
T �

��

�
N � �B2vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352
(3.2.4)

elde edilir.

B1' = �N' ^T' ^B2'

hesaplamas¬için

� =

vuuuut ��

�

2

+ �2 �

264
0@ �

�

1A0375
2

denirse
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N' ^T' ^B2' =
�1
��

���������������

�T N B1 B2

0 � 0 ��

0 0 �1 0

�

0@ �

�

1A0
��

�
0 ��

���������������

=
1

��

������������

�T N B2

0 � ��

�

0@ �

�

1A0
��

�
��

������������
N' ^T' ^B2' = =

1

��

�
(��� �2�

�
)T � �

��
�

�0
N � �

��
�

�0
B2

�
kullan¬l¬rsa

B1' = �N' ^T' ^B2' =
�

��
(��� �2�

�
)T � �

��
�

�0
N � �

��
�

�0
B2)

bulunur.

�' =



k'0k2 '00 � g('0; '00)'0




k';k4

de¼geri için pay de¼geri (3.2.4) de hesaplanm¬̧st¬. Yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

�' =
k�3(�N � �B2)k

�4

�' =

p
� 2 + �2

�

bulunur.
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�' =
kT ^N ^ '000k k'0k

k'0k2 '00 � g('0; '00)'0





=

�� 2�

vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352

k�3(�N � �B2)k

�' =
� 2

�

vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352

� 2 + �2

bulunur.

�' =
g('({v); B2)

kT ^N ^ '000k k'0k

=
g(w1T + w2N + w3B1 + (�3(�0)2 + �2� 2 + �4 � 4�00�)B2; B2)

�2� 2

vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352

�' =
�3(�0)2 + �2� 2 + �4 � 4�00�

�2� 2

vuuut ��

�

2

+ �2 �

240@ �

�

1A0352

elde edilir.

iii)' = '(s) birim h¬zl¬time-like ccr-e¼grisi olsun. O zaman
�

�
= c1 =sabit

ve
�

�
= c2 =sabit oldu¼gunu biliyoruz.Yukar¬daki teoremden s¬ras¬yla

�' =

p
� 2 + �2

�

�' =

r
� 2 + �2

�2
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�' =

s
1

c22
+ 1 = sabit

ve

�' =
� 2

�

vuuut( ��
�
)2 + �2

� 2 + �2

�' =
�

�

q
(��)2 + (��)2

� 2 + �2

�' =
��

�

1p
� 2 + �2

�' =
��

�:�

1q
�2+�2

�2

�' =
c22:c1p
c22 + 1

= sabit

elde edilir. �(s�) bir küresel e¼gridir, böylece (3.1.2) formülünün ilk k¬sm¬nda �' ve

�' kullan¬larak

�'
�'

d

ds
(
1

�'
) = � d

ds
[
1

�'
(
�'
�'
+

d

ds
(
1

�'

d

ds
(
1

�'
))]

�' = sabit oldu¼gundan (3.1.2) denkleminin sol taraf¬0 olaca¼g¬ndan (z2 = sabit)

0 =
d

ds

�
1

�'

�'
�'

�
z =

1

�'

�'
�'

z�' =
�'
�'

z�' =

c22:c1p
c22 + 1p
c22 + 1

�' =
c22:c1

c22 + 1
= sabit
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0 =
d

ds

�
1

�'

�'
�'

�
z2 =

1

�'

�'
�'

z2�' =
�'
�'

z2�' =

c22:c1p
c22 + 1p
c22 + 1

�' =
c22:c1

z2(c
2
2 + 1)

= sabit

elde edilir ki �(s�) n¬n da bir helis oldu¼gu görülür.

Teorem 3.2.2.

� = �(s) time-like birim h¬zl¬ ccr e¼grisi olsun ve ' = '(s') onun space-like

trinormal küresel göstergesi olsun. ' bir genel helis ise o zaman

i)

c

c2

sZ
0

�ds+	1 cosh

sZ
0

�ds+	2 sinh

sZ
0

�ds = 0

ili̧skisi vard¬r. Burada c; c2 =
�

�
;	1;	2 sabitlerdir

ii) Genel helisin eksenlerinin sabitlenmi̧s yönü

u =
2c

c1
T� ( c

c2

sZ
0

�ds)N+ cB1 � (c
sZ
0

�ds)B2

dur, [18].
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·Ispat.

u=
1T+ 
2N+ 
3B1 + 
4B2 (3.2.5)

T' = B1

g(B1;u)= cos�

g(B1; 
1T+ 
2N+ 
3B1 + 
4B2) = cos� (3.2.6)


3 = cos � = c

olup (3.2.5) ifadesi diferensiyellendi¼ginde

0 = 
1�N+

0
1T +


0
2N+
2(�T +�B1)+


0
3B1+
3(��N+�B2)+
04B2+
4(��B1)

(3.2.7)

elde edilir. (3.2.7) den


01 + 
2� = 0 (3.2.8)


1�+ 
02 � 
3� = 0 (3.2.9)


2� + 
03 � 
4� = 0 (3.2.10)


3� + 
04 = 0 (3.2.11)

(3.2.11) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

c� + 
04 = 0


4 = �c
Z
�ds (3.2.12)

50



elde edilir. (3.2.10) de gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa


2� � 
4� = 0


2 = 
4
�

�


2 = ��
�
c

Z
�ds


2 = � c

c2

Z
�ds (3.2.13)

elde edilir. (3.2.8) da gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa


01 = �
2�


1 = �
Z
2


�ds (3.2.14)

elde edilir. (3.2.9) da gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

(
�

�
=
c2
c1
)

al¬n¬rsa


1��
c

c2
� � c� = 0

��
Z
2


�ds� c

c2
� � c� = 0

�
Z
2


�ds =
c

c2

�

�
+ c

�

�


1 =
2c

c1

elde edilir. (3.2.5) de elde edilenler yerlerine yaz¬l¬rsa

u=
2c

c1
T� ( c

c2

Z
�ds)N+ cB1 � (c

Z
�ds)B2

bulunur.
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(3.2.9) dan

0 = 
1�+ 
02 � 
3�


1� = �
02 + 
3�


1 =
�
02
�

+

3�

�


1
0 = (

�
02
�
)0 + (


3�

�
)0


1
0 = (

�
02
�
)0 + (cc1)

0


1
0 = (

�
02
�
)0 (3.2.15)

elde edilir. (3.2.8) ve (3.2.15) eşitliklerini kullanarak


01 + 
2� = 0

(
�
02
�
)0 + 
2� = 0

�
002�+ 
02�
0 + 
2� = 0

elde edilir.
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4. BÖLÜM

SONUÇ

Bu çal¬̧smada Minkowski uzay zaman¬n¬n time-like e¼grileri küresel gösterge kon-

septine uyarlanm¬̧st¬r. Bir time-like e¼grinin tanjant ve trinormal küresel göstergesi

incelenmi̧s ve küresel e¼grilerin space-like e¼griler oldu¼gu görülmüştür. Böylece küresel

göstergelerin Frenet-Serret vektörleri ve ele al¬nan e¼gri aras¬ndaki ili̧skiler incelen-

mi̧stir. Elde edilen sonuçlardan hareketle ilerdeki çal¬̧smalar için baz¬problemler

ortaya konmuştur.

� = �(s) e¼grisinin verilen bir involütü klasik diferensiyel geometride iyi bilinen

bir kavramd¬r ve


 = �+ �T�

ile tan¬mlan¬r. Burada, c sabiti için � = (c � s�) d¬r, [23]. Son olarak Minkowski

uzay zamanda bir space-like e¼grinin involütleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Benzer şekilde tanjant

küresel göstergesinin involütü


 = � + �T�

olarak elde edilmi̧stir [23]. Di¼ger bir ifadeyle


 = T+ �N

olur, [18].



Kaynaklar

[1] Arslan, ·I., 2006, n-Boyutlu Bir Riemann Manifoldunun k-Boyutlu (k <

n � 1) Bir Altmanifoldu Üzerindeki Bir E¼gri Boyunca (n � k) Tane Birim Normal

Vektör Alanlar¬n¬n Küresel Göstergelerinin E¼grilikleri, Yüksek Lisans Tezi, Ankara

Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü, 80s.

[2] Ekmekçi, N., Hac¬saliho¼glu, H.H, and ·Ilarslan, K., 2000, Harmonic

Curvatures in Lorentzian Space,Bull. Malaysian Math.Sc.Soc. (Second Series), 23,

173-179.

[3] Hac¬saliho¼glu, H.H., 1983, Diferensiyel Geometri, ·Inönü Üniversitesi Fen-

Edebiyat Fakültesi Yay¬nlar¬, Malatya.

[4] Hac¬saliho¼glu, H.H., 2000, Diferensiyel Geometri, Cilt I.,II.,III. A.Ü.Fen

Fakültesi, 202, 269, 340, Ankara.

[5]Hicks, N. J. , 1974, Notes On Di¤erential Geometry. Van Nostrad Reinhold

Company,175, London.

[6] Karaahmeto¼glu, S., 2010, Minkowski Uzay¬nda E¼grilikler Üzerine,Yüksek

Lisans Tezi, Ondokuz May¬s Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü, 53s.
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