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OZET

PSEUDOHIPERBOLIK UZAYDA TIiMELIKE BiR EGRININ
TANJANT VE TRINORMAL KURESEL GOSTERGELERI

Bu calisma dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliim calismanin girig kismi olup, kiiresel gosterge, Minkowski uzay1 gibi
literatiirde yer alan ¢alismalara ayrildi.

Ikinci boliimde; uzay egrileri, manifoldlar, involiit egriler ve kiiresel gostergeler
icin kullanilan temel tanimlar ve teoremler verildi.

Uciincii boliimde; Minkowski uzay zamaninda Pseudohiperbolik uzayda yatan
bir time-like egrisinin tanjant ve trinormal kiiresel gostergeleri incelendi.

Dordiincii boliim ise ¢caligmanin sonug kismidir.

Anahtar Kelimeler: Oklid uzay1, Minkowski uzay zamani, egri, involiit egri,

kiiresel gosterge, geodezik egrilik.
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ABSTRACT

TANGENT AND TRINORMAL SPHERICAL IMAGES OF A
TIME-LIKE CURVE ON THE PSEUDOHYPERBOLIC SPACE

This thesis consist of four chapters.

The first chapter has been devoted to the introduction.

In the second chapter; fundamental definitions and theorems of space curves,
involute curve and spherical images are given.

In the third chapter; tangent and trinormal spherical images of a time-like curve
lying on the pseudohyperbolic space H3 in Minkowski space-time are investigated.

The fourth chapter has been devoted to the conclusion.

Keywords: Euclidean space, Minkowski space-time,curve, involut curve, spheri-

cal image.



1. BOLUM

GIRIS

(n—1)—boyutlu hiperyiizey iizerindeki bir egrinin Frenet vektor alanlarmin kiire-
sel gostergeleri E" de ve (n—1)— boyutlu birim hiperkiire (S*~!) iizerinde olusurlar.
Her bir kiiresel gosterge icin yay uzunlugunun, geodezik egriligin, kiiresel involiitiin
bulunmas: biitiin kiiresel gostergelerin 6zellikleri genellestirmek i¢in kullanilir.

Diferensiyellenebilir bir egrinin her noktasinda ortogonal birim vektorlerin bir
dortliisiinii ele alip egri boyunca bu vektorlerin degigimleri oranlar1 incelendiginde
B+ Minkowski uzay zamaninda egrinin egrilikleri elde edilir. Bu kiiresel gostergeler
klasik diferensiyel geometride iyi bilinen kavramlardandir.

Einstein teorisi 20. yy. baglangicinda keyfi Lorentz manifoldunun her sabit tan-
jant uzayina indirgenmis olan geometri ve 6zel relativite geometrisi denilen Minkowski
space time (zaman uzay1) gibi yeni geometrilere kapi acti. O giinden bugiine konu
pek cok geometrici ve bilim insani tarafindan siklikla galigilmaya devam etmektedir,
20].

Ekmekgi, Hacisalihoglu, Ilarslan Lorentz uzayinda Harmonik egrilikleri incelemislerdir,
2].

Arslan yaptigi tez ¢aligmasinda E” in bir hiperyiizeyi ve n—boyutlu bir Riemann
manifoldunun £ boyutlu (k < n — 1) altmanifoldu tizerindeki egrilerin Frenet vektor
alanlarmin  kiiresel gostergelerini incelemistir, [1].

Onder, Kocayigit Bt Minkowski uzaymdaki Lorentz kiiresel timelike ve null egri-
leri karakterize etmiglerdir, [9]

Yilmaz, Turgut Minkowski uzay zamanindaki egrilerin diferensiyel geometrilerini
incelemiglerdir, [15]

Yilmaz, Turgut Minkowski uzay zamandaki timelike ve spacelike egriler iizerine

caligmuglardir, [17]



Turgut, T.Ali, Lopez-Bonilla Minkowski uzay zamanda spacelike helislerin time-
like involiitlerini ele almiglardir, [13].

Karaahmetoglu hazirladigi Minkowski uzayinda egrilikler {izerine adl tez calis-
masinda 3—boyutlu Minkowski uzayinda ytiizeylerin normal egriliklerini hesaplamisg,
bu uzayda egrilerin egrilik ¢izgisi olmasi icin gerekli kosullar: elde etmistir, [6].

Ugurlu, Qaliskan, Darboux Ani Donme Vektorleri ile Spacelike ve Timelike Yiizeyler
Geometrisi adli kitaplarinda Minkowski-3 uzayinda temel tamimlar, E? teki kiiresel
gostergelere benzer olarak spacelike ve timelike egrilerin kiiresel gostergeleri, Gauss
denkleminin kiiresel gostergelere uygulanmasi gibi konulara yer vermistir, [14]

Senyurt, Ozgiiner Bertrand egri ciftlerinin Frenet vektorleri ve bu vektorlere bagh
birim Darboux vektoriiniin birim kiire iizerinde olusturduklar: kiiresel gosterge egri-
lerini ve sabit pol egrisinin yay uzunluklarini, E3 ve S? ye gore geodezik egriliklerini
hesapladilar, [14].

Dejenere alt manifoldlarin teorisi son yillarda baz1 arastirmacilar tarafindan ko-
runmusg ve klasik diferensiyel geometri konularinin bazilar1 Lorentz manifoldlarina
kadar uzanmigtir. Baz1 yazarlar daha biiyiik boyutlarda Serret-Frenet c¢atilarimi
hesaplamay1 amaclamiglardir. Bu konuda literatiirde biiyiik bir bosluk olup var
olan literatiir 1s181nda, 4-boyutlu Lorentz uzayinda egrilerin kiiresel gostergeleri in-
celenmis ve baz egriler caligilmigtir,[2, 18, 25]. Burada ele aliman egri (+,+, +, —)
isaretlerine gore bir space-like egridir.

Bu calismada Minkowski uzay zamanda Pseudohiperbolik uzayda yatan bir time-
like egrisinin tanjant ve trinormal kiiresel gostergeleri arastirilip bahsedilen kiiresel
gostergelerin space-like egriler oldugu elde edildi. Ayrica ele alinan egri ve kiiresel
sekillerin Serret-Frenet catilar1 arasindaki iligkiler hesaplandi. Ek olarak egri bir
ccr-egrisi ise kiiresel gostergelerin bazi karakterizasyonlarimin genel helisler oldugu

gosterilmigtir.



SIMGE VE KISALTMALAR LiSTESI

R? Yar1 Oklidyen uzay

RY n-boyutlu Minkowski Uzay1

R3 3-boyutlu Minkowski Uzay1

T Egrinin birim teget vektor alani

N Egrinin birim normal vektor alam
B, Egrinin birinci binormal vektor alani
B Egrinin ikinci binormal vektor alani
K Egrinin 1. egriligi

T Egrinin 2. egriligi

o Egrinin 3. egriligi

D Kovaryant tiirev operatorii
S Sekil operatorii

(x,y)  Vektorlerin skaler ¢arpimi
S”(r) n—boyutlu v—indeksli Pseudokiire
H!'(r) n—boyutlu v—indeksli Pseudohiperbolik Uzay

Ei 4— boyutlu Minkowski uzay zaman



2.BOLUM

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1.

A bos olmayan bir ctimle ve V' de Fcismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger

bir
YV:AXA—-V

doniigiimii P, () € A noktalar: icin
(P.Q)— PG eV

seklinde tanimlanir ve agagidaki iki aksiyomu saglar ise A ciimlesine V ile birlegtir-
ilmig bir afin uzay denir.
— — —
i) VP,Q,R € Aicin PR = PQ + QR ,
ii) VP € A ve Va € V igin P—Q> = « olacak gekilde bir tek @) € A noktas: vardir.
P—Cj vektoriinde ; P noktasina baslangic noktasi, () noktasina da ug¢ noktasi denir.

Diger taraftan A nin boyutu boyA olarak tanimlanir, [3].
Tanim 2.1.2.

Bir V' vektor uzayi ile birlestirilmig afin uzay A olsun. Fy, P, ... , P, € A nokta-
P —_ — PR v . .
lan icin PyPy, PoPs, ... , PP, € V vektorlerinin olusturdugu ciimle V' nin bir baz
ise{ Py, P1 ... , P,} nokta (n+1)—lisine A afin uzayimn bir afin ¢atist denir. Burada
Py noktasina catinin baslangic noktasi, P;, 1 < ¢ < n noktalarina da ¢atinin birim

noktalar: denir, [3].



Tanmim 2.1.3.
A bir reel afin uzay ve A ile birlesen vektor uzay: da V' olsun. Eger V' de bir
<,>:VxV->R

i¢ carpim islemi tanimlanirsa bu iglem yardimiyla A da aci, diklik ve uzunluk gibi
metrik ozellikler tanimlanabilir. V', n—boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay: olsun. V ile

birlesen bir A afin uzayna n—boyutly Oklid Uzay: denir ve E" ile gosterilir, 3].

Tanim 2.1.4.

E", n—boyutlu Oklid uzayinda bir X noktasmin afin koordinat sistemine gore
koordinatlar (xq, xo,  x,) olsun.
r;  B" — R, 1<i<n
bilegenlerine E" nin i-yinci koordinat fonksiyonu denir, [3].
Tanim 2.1.5.
R™ standart reel afin uzay olmak iizere R™ de bir
<, > R"xR"— R

i¢ garpmm VX, Y € R", X = (21,22, ...,%,), Y = (y1,92, ..., Yn) i¢in

=1

seklinde tanmimlanir. Bu i¢ carpima R™ de standart i¢ carpim veya Oklid i¢c ¢carpuma
denir. Standart i¢ carpimin taniml oldugu R" vektor uzay: ile birlegen R™ afin

uzayma n-boyutly standart Oklid uzay: denir ve E™ ile gosterilir, [3].



Tanim 2.1.6.

V', n—boyutlu reel i¢ garpim uzay1 ve birlestigi Oklid uzay1 E" olsun. Py, P, ... , P, €

e —_—

A olmak iizere { PP, PyPs, ... ,PyP,} vektor sistemi V' nin bir ortonormal baz
ise {Py, P ... ,P,} nokta (n + 1)—lisine B de bir Oklid Cats veya Dik Cats denir.
Bu cat1 yardimiyla tanmimlanan (zy, s, ..., 2,,) afin koordinat sistemine de Oklid Ko-

ordinat Sistemi veya Dik Koordinat Sistemi denir. Bu sistemdeki
r;  B" — R, 1<1<n
koordinat fonksiyonlarina da Oklid Koordinat Fonksiyonlar: denir, [3].

Tanim 2.1.7.

E", n-boyutlu Oklid uzay1 olsun. U C E" acik bir alt ciimle olmak {izere

M={zeUCcCE":fz)=C,CeR, Vfl|,#0, f,diferensiyellenebilir fonksiyon}

ile tanimlanan bog olmayan bir M ciimlesine E" de (n — 1)-boyutlu bir yizey veya

(n — 1)—ylizey denir. Bu yiizey n > 3 i¢in hiperyiizey olarak adlandirilir, [3].

Tanim 2.1.8.

E" , n-boyutlu Oklid uzayinda bir (n — 1) manifold M olsun. Baslangi¢ nok-

tast P € M noktasi olan bir PQ = V vektorii verildiginde, (P,V) ikilisine M
nin P noktasindaki bir tanjant vektéri denir ve kisaca XZ) ile gosterilir. M nin
P noktasmdaki biitiin tanjant vektorlerinin ciimlesi Ty, (P) ile gosterilmek iizere,
{Ty(P),®, R, +,-,®} altilisi bir vektor uzay1 meydana getirir. Bu uzaya M nin P
noktasindaki tanjant uzay: denir, [3].

Tanim 2.1.9.

E™ de bir (n — 1)—manifold M olmak iizere ,



X:M— UTy(P)
peEM

seklinde tanimlanan X operatoriine M iizerinde bir vektér alani denir. Burada,

70X =1: M — M

ozdeslik donitigiimiidiir. M tizerindeki biitiin vektor alanlarmin ciimlesi x (M) olmak
iizere {x(M),®, R, +,-,®} altilis1 bir vektor uzayidir. Bu uzaya vektor alanlarimin
uzay1 denir ve

TM = U Tu(P) = x(M)

ile gosterilir, [3].

Tanim 2.1.10.

X,Y € x(M) vektor alanlar verilmis olsun. VP € E™ igin X, = (1, 22, ..., ) €

Tgn(P) dir. Eger
yi - B" — IR, 1<i<n

koordinat fonksiyonlar1 C*° sinifindan, yani y; € C*°(E", IR) ise Y = (y1, Y2, .-+, Yn)

vektor alan1t C*° simifindandir denir. Buna gore Y nin X e gore kovaryant tiirevi
DxY = (XP [yl] , Xp [y2] sy Xp [ynD
seklinde tanimhdir, [3].

Tanim 2.1.11.
I C R bir agik aralik ve

a I — E"

t — at) = (ar(t), as(t), ...an(t)



diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde a(/) C E" alt ctimlesine E"
de (I, @) koordinat komgulugu ile verilen bir egri denir. I C R araligina « egrisinin

parametre araligr ve t € I degigkenine de « egrisinin parametresi denir, [3].

Tanim 2.1.12

M, E™ de (I, «) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve

at) = (aq(t), as(t), ..., an(t))

olsun. Bu takdirde,

do doy , dag doy,

/
7 la(®)= ) lay= ) PEED)
7 la@= () law= (=~ 6 = oo =

1)

tanjant vektoriine, M egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektort denir, [3].

Tanim 2.1.13.

M C E" egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilsin.

lofll= 1 - R
t — @
seklinde taniml ||| fonksiyonuna, M egrisinin (I, @) koordinat komsuluguna gore
skalar hiz fonksiyonu, ||o/(t)|| reel sayisina da M nin a(t) noktasindaki skalar hizi

denir. Eger ||o/(t)|| = 1 ise M egrisine birim hizlv egri ve bu halde t € I parametre-

sine de egrinin yay-parametresi denir, [3].
Tanim 2.1.14.

Bir M egrisinin her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farklh ise bu egriye regiiler

egri denir, [3].



Tanim 2.1.15.

M C E™ egrisi (I, o) koordinat komgulugu ile verilsin. a,b € I olmak iizere,

5= / o ()] dt
b

reel sayisina M egrisinin «(a) ve a(b)noktalar: arasindaki yay-uzunlugu denir, [3].

Tanim 2.1.16.

M C E" egrisi (I, «) koordinat komgulugu ile verilen bir egri ve

sistemi lineer bagimsiz olsun. a*) € Sp{¥}, k > r olmak iizere ¥ lineer bagimsiz sis-
teminden elde edilen {1}, V4, ..., V,.} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet

r ayakl alany, m € M igin
{Vi(m), Va(m), ..., Vi(m)}

ye m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi ve her bir V; | 1 < i < n vektoriine
de Serret-Frenet vektori denir, [3].

Tanim 2.1.17.

M C E" egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilen birim hizli bir egri ve

{Vi(s), Va(s), ..., Vi(s)}
de a(s) € M noktasimndaki Frenet r-ayaklisi olsun. Bu takdirde
kEi: I — R
s = ki(s) = (Vi(5), Vira(s))

seklinde tanimhi k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve Vs € I i¢in

ki(s) reel sayisina da M nin a(s) € M noktasindaki i-yinci egriligi denir, [3].

9



Tanim 2.1.18.

M C E" egrisi (I, «) koordinat komsgulugu ile verilen yay parametreli bir egri
olsun. M nin a(s) € M noktasindaki i-yinci egriligi k;(s) ve Frenet r-ayaklisi

{Vi(s), Va(s), ..., Vi(s)}

olsun. Bu takdirde

VI(s) = —ki1(s)Vie1(s) + ki(s)Viga(s), 1<i<r (2.1.1)

bagintilar saglanir. (2.1) formiillerine Frenet Formiilleri adi verilir. Bu formiiller

matris formunda yazilirsa,

1% 0 &k 0 - 0 Vi
%4 ke 0 ky -0 Vs

Pol= 0 -k 0 0 :
V', P 0 kel | | Vi
v L0 0 e ke 0 ||V

elde edilir. n = 3 6zel halinde bir M egrisinin «(s) € M noktasindaki Frenet 3-
ayakhsi genellikle {T, N, B} ile gosterilir. Bu halde T ye teget vektor alani, N ye
asal (asli) normal vektor alam, B ye de binormal vektér alami denir. Ayrica bu
durumda M nin a(s) € M noktasindaki birinci ve ikinci egriligi, sirasi ile x ve 7 ile

gosterilir. k ya M nin egriligi, 7 ya da burulmas: denir. Boylece Frenet formiilleri

T = kN
N = —kT+7B
B = —7N

10



seklindedir, [3].

E" in k — boyutlu altmanifoldu iizerindeki egrinin

Frenet vektor alanlar: ve birim vektor alanlar:

Tanim 2.1.19.

E? de tamimh 2-boyutlu bir S manifolduna E? de bir yiizey denir, [3].

Tanim 2.1.20.

S, E? de bir yiizey olsun. S nin bir P noktasindan gecen biitiin egrilerin bu

noktadaki tegetleri ayni diizlem icinde kalir. Bu diizleme S nin P noktasindaki teget
diizlem: denir. S nin P noktasindaki teget diizlemi, parametre egrilerinin X, ve X,

teget vektorlerine paralel oldugundan,
Ny =X, ANX,

ile tanimlanan N vektorii, S nin P noktasindaki teget diizlemine diktir. Bu vektore
S nin P noktasindaki normal vektori ve

Xu N X,

N= vl 2v
1 X0 A X

11



vektoriine de birim normal vektér denir, [3].

Tanim 2.1.21.
M , E? 3- boyutlu Oklid uzayinda bir yiizey ve v, € Ty (P) olsun. M yiizeyi

icinde P noktasindan gegen ve P noktasindaki hiz vektori v, olan en az bir egri

vardir. Bagka bir anlatimla , o/(0) = v, olacak bi¢imde en az bir
a:l—M
egrisi vardir. Boyle bir egriye, v, teget wvektorine yapisik bir egri adi verilir, [11].

Tanim 2.1.22.
V' bir reel vektor uzayi, g : V x V — R doniigiimii V a,b € R, Yu,v,w € V icin

i) g(u,v) =g(v,u)
i) g(au + bv, w) = ag(u, w) + bg(v, w)
g(u,av 4+ bw) = ag(u,v) + bg(u, w)
ozelliklerine sahip ise g doniisiimiine V' reel vektor uzay: iizerinde bir simetrik-

bilineer form denir, [8].

Tanim 2.1.23.

V' bir reel vektor uzayr ve (,) da V iizerinde simetrik bilineer form olsun. Bu

takdirde
i) Vo € Vv # 0 igin (v,v) > 0 ise, (,) bilineer formuna pozitif taniml,
ii) Yv € V v # 0 igin (v,v) < 0 ise (, ) bilineer formuna negatif tanimls,
iii) Vo € V icin (v,w) = 0 iken w = 0 oluyorsa (,) bilineer formuna nonde-

jeneredir denir, [8].

Tanim 2.1.24.

V' bir reel vektor uzayi olsun. V' iizerinde

12



(,):VxV >R

seklinde tamml doniigiim simetrik, bilineer ve non-dejenere ise (,) ya V iizerinde

skalar ¢carpim ve V' vektor uzayina da bir skalar ¢carpvm uzay: denir, [8].

Tanim 2.1.25.

V' bir skalar ¢arpim uzay1 olsun.

() Jw: WXxW =R

negatif tanimh olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna , (,) skalar

carprmanan indeksi denir. (,) nin indeksi v olmak iizere 0 < v < boyV" dir, [8].

Teorem 2.1.26.

V, n—boyutlu skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir.

V, skalar ¢arpim uzayimin bir ortonormal bazi {e; e; ...e,} olsun. Bu durumda

. 1, 1=y 1;  e; spacelike
yazilabilir. Burada; d;; = ve g; = (e; €;) =
0; 1#7 —1; e; timelike
dir.
V', n-boyutlu bir skalar garpim uzay1 ve {e; €;. ..., }, V nin ortonormal bazi olsun.

Bu takdirde (e; €1,..., €,) isaretindeki negatif terimlerin sayis1 V' nin indeksine esittir,

8].

Tanim 2.1.27.

V' bir skalar ¢arpim uzay1 ve v € V' olsun.

i) (v,v) > 0 veya v = 0 ise v ye spacelike vektor,

ii) (v,v) < 0 ise v ye timelike vektor,

13



iii) (v,v) = 0 ve v # 0 ise v ye lightlike (null) vektor denir, [8].

Tanim 2.1.28.

V' bir skalar ¢arpim uzay1 olsun. boyV > 2 , indeksi 1 ise V' ye Lorentz uzay:
denir, [8].

Tanim 2.1.29.

V' bir Lorentz uzay1 ve W C V alt uzay olsun.

i) (,) |w , pozitif tammh ise W ye spacelike alt uzay,
ii) (,) |w, non-dejenere ve indeksi 1 ise W ye timelike alt uzay,

iii) (,) |w , dejenere ise W ye lightlike(null) alt uzay denir, [8].

Tanim 2.1.30.

R™ iizerinde

(): R" x R* — R
(X , YY) — zlxiyi_ > Ty

% i=n—uv+1

metrik tensorii goz oniine almirsa, elde edilen uzay yari-Oklidyen uzay olarak ad-

landirihr ve R? ile gosterilir, [8].

Tanim 2.1.31.

R" yar1 Oklidyen uzaymda v = 1 ve n > 2 ise R? yan Oklidyen uzayma

Minkowski Uzay denir. R3 3-boyutlu Minkowski uzay1 olsun. I, R de bir agik
aralik olmak tizere

04:[—>R?

diferensiyellenebilir fonksiyonuna R? 3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir egri adi ver-

ilir, [8].
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Tanim 2.1.32.
R3 3-boyutlu Minkowski uzayinda « : I — R? bir egri olsun. Eger

(i) (/,a/) > 0 ise a ya spacelike egri,

(ii) (/,a/) < 0 ise a ya timelike egri,

(iii) (o/, ) = 0 ise a ya null (lightlike) egri denir, [8].
Tanim 2.1.33.

7, R3 Minkowski uzayindaki biitiin timelike vektorlerin ciimlesi olsun. u € 7
icin
C(u) ={ver|(uv) <0}

ciimlesine R {in u yu igeren time (zaman) konisi denir, [8].

e 121K KOnisli

- -
.....

S gy
R o

\ i
o

Timetlike

Light-like

Minkowski Uzayinin Nedensel Karakteri
Tanmim 2.1.34.

Eger v,w € R3 timelike vektorleri aymi time koni de iseler bu takdirde negatif
olmayan tek bir # > 0 sayis1 vardir, dyle ki (v,w) = — ||v|| ||w]|| coshf dir. Burada
6 > 0 sayisina timelike wvektérler arasindaki a¢r denir. Eger v,w € R? spacelike

vektorleri R? te spacelike bir alt uzay iireten vektorler iseler bu takdirde tek bir
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0 < 0 < 7 sayst vardir, oyle ki (v, w) = ||v| ||w]| coshf dir. Burada 6 sayisima

spacelike vektorler arasindaki spacelike agi denir, [10].
Tanim 2.1.35.

Eger v, w € R? spacelike vektorleri R 3 te timelike bir alt uzay tireten vektorler
iseler bu takdirde tek bir § > 0 sayis1 vardir, dyle ki (v,w) = ||v||||w|| cosh® dur.
Burada 6 sayisia spacelike vektorler arasindaki timelike a¢i denir. Eger w € R3
spacelike vektor ve v € R} timelike vektor iseler tek bir § > 0 sayis1 vardir, 6yle
ki (v, w)=||v|| ||w||sinh @ dir. Burada 6 > 0 sayisina v ve w vektorleri arasindaki

Lorentz timelike agis1 denir, [10].

Tanim 2.1.36.

X bir ciimle ve alt ctimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. 7 koleksiyonu asagidaki

onermeleri saglarsa 7 ya X iizerinde bir topoloji denir:
i) X,0er,
if) VA, AseT=A1NAyer,
iii) A, e m,i € [LUje A €7
Bir X ciimlesi ve tizerindeki bir 7 topolojisinden olugan (X, 7) ikilisine bir topolo-

jik uzay denir, [6].

Tanim 2.1.37.
X bir topolojik uzay olsun. Farkl iki p,q € X noktasinin X deki acik komsu-

luklari, sirasi ile U ve V olsun. Eger U ile V yi U NV = () olacak sekilde se¢mek

miimkiin ise X topolojik uzayimna bir Hausdorff uzay: denir, [6].

Tanim 2.1.38.

M bir topolojik uzay olsun. Agagidaki 6zellikler saglanirsa M ye bir n-boyutlu

topolojik manifold denir:
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i) M bir Hausdorff uzayidir,
ii) M nin her bir agik alt ciimlesi E" veya E™ nin bir agik alt ciimlesine homeo-
morftur,

iii) M sonlu sayida agik alt ciimleler ile ortiilebilir, [6].

Tanim 2.1.39.
M bir n—boyutlu topolojik manifold ve ¥ de Tanim 2.1.38. deki ii) aksiyomunu

saglayan ve

V: UcE» - WCM

u —  U(u) = (x1(u), x2(u), ..., x,(u))

seklinde tanimlanan ¥ homeomorfizmi verilsin. Bu takdirde (¥, W) ikilisine M de
bir koordinat komsulugu veya harita denir. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve
M nin bir agik ortiisii {W, }olsun. Bu takdirde (¥, W, ) haritalarmimn{(¥,, W,)}

kolleksiyonuna M de bir koordinat komsuluklar: sistemi veya atlas denir, [6].

Tanmim 2.1.40.
M bir topolojik manifold ve P € M noktasindaki acik komguluklar: da W, olsun.
Va icin (¢, W,,) iizerindeki lokal koordinat sistemi (2, 23, ..., 2%) ile gosterildiginde

eey n

W, MW # @ ise W, N Wz nm her noktasinda (2,25, ..., 2%) ve (zy, 25, ..., z2) gibi

eey n

iki koordinat sistemi tanmimlanabilir. Bu durumda asagidaki sekil cizilebilir.
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Vo (W, W) W (W, Wy)
Diferensiyellenebilir Manifold Yapisi

V' (Wo NWp) CU C EMvepy'(Wo NW3) CU C E"

alt ctimleleri acik ciimlelerin homeomorfizmler altinda goriintiileri olduklarindan

acik ciimlelerdir. Ayrica,

Uylon, = v (Wa N W) — o' (We N W)
ve

Vg0, =5 (Wa N Ws) — g (Wo N W)

fonksiyonlari da iki homeomorfizmin bilegkesi olduklarindan birer homeomorfizmdirler.
Bu homeomorfizmleri ¢, = ¢§10¢;1 ve P, = Qﬁ;loz/)gl ile gosterelim. Eger ¢4, ve
¢op fonksiyonlarr C* -simfindan diferensiyellenebilir iseler E = {(¢,,W,)} atlasina
C*-simfindan diferensiyellenebilirdir denir. Bu durumda E atlasma M iizerinde
C* simfindan diferensiyellenebilir yapr adi verilir. M bir topolojik manifold olsun.
M iizerinde C* smifindan bir diferensiyellenebilir yap: tanimlanabilirse M ye C*

-sinifindan diferensiyellenebilir manifold denir, [6].
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Tamm 2.1.41.
M bir C* manifold, x(M) tizerindeki vektor alanlarinin uzay: ve C*°(M, R) reel

degerli C* fonksiyonlarmm halkasi olsun. x (M) iizerinde

() ox(M) < x(M) — R

seklinde i¢ carpim fonksiyonu tanmimli ise M ye bir Riemann manifoldu ve i¢ ¢arpim

fonksiyonuna da M iizerinde bir Riemann metrigi ve metrik tensor denir, [6].

Tanim 2.1.42.

M bir C* manifold olsun. M iizerindeki vektér alanlarimin uzayr x (M) olmak

D x(M)x x(M) —  x(M)
(X,Y) — D(X,Y)=DyxY

fonksiyonu VX,Y, Z € x(M) ve Vf,g € C*°(M,R) igin
DixygvZ = fDxZ + gDy Z

Dx(fY) = DY + (Xf)Y

ozelliklerini sagliyorsa D ye M iizerinde bir afin konneksiyon ve Dx de X e gore

kovaryant tiirev operatéri denir, [6].

Tanim 2.1.43.

M bir Riemann manifoldu ve D de M iizerinde bir afin konneksiyon olsun. Eger,

i) D, C* smifindan, M nin bir A bolgesi iizerinde C*° sinifindan,
ve VX,Y,Z € x(M) i¢in

ii) Xp(Y,Z) =(DxY,Z) |p +{Y,DxZ) |p, VP € A

iii) DxY — Dy X = [X,Y].
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ozellikleri saglanirsa D ye M iizerinde bir Riemann Konneksiyonu ve Dx de X

e gore Riemann anlaminda kovaryant tirev operatéri denir, [6].

Tanim 2.1.44.

M, E™ de bir hiperyiizey ve N de M nin birim normal vektor alani olsun. D,

E" de Riemann konneksiyonu olmak iizere VX € x(M) i¢in S(X) = DxN ile
tanmumlh S : x (M) — x (M) doniigiimiine M iizerinde sekil operatorii veya Weingarten

Déniisiimi denir, [6].

Tanim 2.1.45.

M, E" de bir hiperyiizey, M nin gekil operatorii S ve M nin birim normal vektor
alani da N olsun. D, E™ de Riemann konneksiyonu olmak iizere VX,Y € y(M) igin
DxY = DxY + (S(X),Y)N

ile tamimli D operatoriine M iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tirev operatorii

ve denkleme de Gauss Denklemi denir, [6].

Tanim 2.1.46.

M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. y (M) iizerinde

() x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere ve sabit indeksli (,) fonksiyonuna
bir metrik tensor ve (M, (,)) ikilisine de yari-Riemann manifoldu denir. Yari-
Riemann manifoldunu kisaca M ile gosterelim.Bu durumda, (,) metrik tensorii M

nin P noktasindaki tanjant uzay1 {iizerinde sabit indeksli bir
() [p: Tp(M) x Tp(M) — R
skalar carpimini tanimlar, [6].
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Tanim 2.1.47.

M Dbir yari-Riemann manifoldu olsun. M nin indeksi, (,) nin v sabit indeksine

esittir. v = 0 ise M bir Riemann manifoldu olur, [8].
Tanim 2.1.48.
S1(r) = {X € R g(X,X) =)
ciimlesine v—indeksli ve r—yaricapli n—boyutlu pseudokiire ve
HI(r) = (X € RIH < g(X.X) = —?)
ciimlesine de v—indeksli ve r—yarigapli n—boyutlu pseudohiperbolik uzay denir, [7].

Tanim 2.1.49.

a = (ay,as,as,a4), b= (b1, by, b3,b4), ¢ = (c1, o, c3,¢4) B} de vektorler olsun. Ef

Minkowski uzay zamanda vektorel carpim

—€1 €3 €3 €4

a a a a
anNbAe=—| — o (2.1.2)
by by b3 U4

&1 Cy C3 (4

determinant: ile tamimlanmigtir. (2.1.2) de ey, €9, €3, €4,

€1 A (&) N €3 = €4
eaoNegNey = e
esNegNe; = ey
€4 A €1 N €y — —€3

esitliklerini saglayan ortogonal vektorlerdir, [18].
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Tanim 2.1.50.
M, E™ in (n — 1) boyutlu altmanifoldu (hiperyiizeyi) olsun ve « egrisi s € I yay

parametresi ile ve Frenet (n — 1) ayaklisi {Vi(s), Va(s)..., Vm1(s)}, (1 <i <n—1)
olsun.Bu Frenet vektor alanlar1 paralel 6teleme ile kiire merkezine tagindiginda, kiire

iizerinde olugan egrilere Kiiresel Gosterge Egrileri denir, [4].

E" in hiperyiizeyi tizerindeki egrinin
Frenet vektor alanlariin kiiresel gostergeleri

Tanim 2.1.51.

M, E™ de bir hiperyiizey olsun. « da bu hiperyiizey iizerinde bir egri olmak

iizere, « egrisinin kiiresel gostergeleri icin yay uzunluklar1 ve geodezik egrilikleri

hesaplamak icin bir « egrisi s yay parametresi ile a < s < b olmak iizere verilsin. «

b b
o= [ 15 s = [ Imas

egrisinin yay uzunlugu

dir, [5].

Tanim 2.1.52.
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(n — 1) tane kiiresel gostergenin geodezik egrilikleri, E” de ve kiire iizerinde

olustuklarindan birim kiireye (S*!) gore de hesaplanacaktir. Bir o egrisi s € I yay
parametresi ile verilsin. « egrisinin birim teget vektorii T, E™ nin konneksiyonu D
olmak {izere;

d*a
b IDsT) = 22

ifadesi o nin, «(s) noktasindaki E" e gore geodezik egriligidir, [4].

Tanim 2.1.53.
M,N C E"de iki egri olsun. M ve N sirasiyla, (I,«) ve (I,() koordinat

komsguluklar1 ile verilsin. «(s), 5(s) noktalarmmda M ve N egrilerinin Frenet r-
ayakhlar: sirasiyla, {Vi(s), Va(s), ..., Vi.(s)} ve {Vi*(s), V5 (s), ..., V*(s)} olmak lizere;
(Vi(s),Vi*(s)) = 0 ise N egrisine M egrisinin involiitii, M egrisine de N egrisinin
evoliitii denir. Bir egrinin tegetlerine dik olan yoriingesine o egrinin bir involiitii

denir, [4].
Tanmim 2.1.54.

T O
Bir regiiler egri sabit Frenet-Serret egrilik oranlarina sahipse (— ve —) bir cer-egri
K T

olarak adlandirilir, [21, 22].

Teorem 2.1.55.

a = aft), Bt Minkowski uzay zamanda keyfi bir space-like egri olsun. « min

Serret-Frenet vektorleri ve egrilikleri agagidaki gibi yazilir:
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Oé,

T = o (2.1.3)

”a/”2 o — g<0/7 o/')o/

N = 2.14
Ther P gtee, o] )
Bl = /LN/\T/\BQ
TANA Q"
B, = 2.1.6
27 MITAN Ao (2.1.6)
o 2&” . O/,Oz” o
o = e glef, of) H (2.1.7)
o]
T N " /
__ITAN A ) o.18)

llerl* o = g(or, a”)er|

4@, By)
— 2.1.9
7 = AN o] (2.1.9)

Burada p, [T, N, By, Bs] matrisinin determinantim 1 yapmak icin -1 veya +1
alinir, [18].

Sn~! hiperkiiresine gore geodezik egrilikler hesaplamirkan Gauss denklemi kul-
lanilacaktir.

Tanim 2.1.56.

E” deki konneksiyon D, S"~! deki koneksiyon D, S*! in birim normal vektsr

alan1 N ve S"7! in gekil operatorii S olmak iizere VX,Y € x(S"!) igin Gauss
denklemi;

DxY = DxY + (S(X),Y)N
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dir. Burada birim hiperkiirenin sekil operatorii;

1 00 0

010 0
1

S=-1I,1=10 0 1 0
T

: 0

000 --- 1

L 4 (n-1)x(n-1)

dir, [4].

Tanim 2.1.57.

B = B(s) Minkowski uzay zamanda birim hizli bir time-like egri olsun. Tanjant
vektorii H3 pseudohiperbolik uzaymm O merkezine doniigtiiriiliirse, & = §(ss) egrisi
elde edilir. Bu egri E] de 3 egrisinin tanjant gostergesi veya tanjant kiiresel gostergesi

olarak adlandirilir, [18].

Tanim 2.1.58.

B = B(s), Ef Minkowski uzay zamanda birim hizl time-like bir egri olsun. Space-

like trinormal vektor alanlar1 H3 pseudohiperbolik uzayin O merkezine doniigtiiriiliirse
© = p(s,) egrisi elde edilir. Bu egri Ef de egrinin trinormal gostergesi veya trinormal

kiiresel gostergesi olarak adlandirilir, [18].
Tanim 2.1.59.

Bir egrinin tanjant vektor alani u sabit vektor alani ile bir sabit a¢1 olugturuyorsa

bu egriye genel helis denir,[4].
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3.BOLUM

3.1. H} de Yatan Bir Time-Like Egrisinin Trinormal ve Tanjant Kiire-

sel Gostergeleri

Bu bolimde, Minkowski uzay zamanda Pseudohiperbolik uzayda yatan bir time-
like egrisinin tanjant ve trinormal kiiresel gostergeleri verildi. Daha sonra bu kiiresel
gostergelerin space-like egriler oldugu elde edildi. Ayrica ele alinan egri ve kiiresel
ifadelerin Serret-Frenet catilari arasindaki iligkiler bulundu. Ek olarak, ele alinan
egri bir ccr-egrisi ise kiiresel gostergelerin bazi karakterizasyonlarimin genel helis
oldugu gosterildi.

E} uzayi (z,,x,, z,, r4) bir dik koordinat sistemi olmak iizere B Minkowski uzay

zaman! iizerinde tanimlanan standart flat metrik
g = —dr} + daj + drj + da]

olsun. E} de a(s) egrisi boyunca Serret-Frenet gatisim {T(s), N(s), Bi(s), Ba(s)}
ile gosterelim. T, N, B, B, siras1 ile teget, asli normal, binormal (1.binormal), tri-
normal (2.binormal) vektor alanlaridir.

a(s), BEf zaman uzayinda bir time-like birim hizh egri olsun. Burada
g(TaT) = _]-> g(N>N> = ]-a g(BlvBl) = 17 g(BQaB2) =1

esitlikleri mevcuttur. (3.1.1) de &, 7, o ile sirasi ile « egrisinin 1., 2. ve 3. egrilikleri

gosterilmektedir. Ayrica

T 0 =~ 0O O T
N’ k 0 1 0 N
_ (3.1.1)
B} 0 -7 0 o B,
I B, | I 0O 0 —o O 11 B |




dir, [24].
Teorem 3.1.1.
«, B} de birim hizhh bir spacelike egri, N ile B; spacelike ve Vs € I C R,

k # 0,7 # 0,0 # 0 olsun. O zaman « pseudohiperbolik uzayda yatmasi i¢in gerek

ve yeter sart

1
p=-
K
olmak tizere
odp d . 1 d ldp
—_ = ——|= —(—— 1.2
T ds ds[a(pT+ dS(T ds))]7 (3.12)
1 d ldp. o  Lldp.,
{Zlor+ (D > 7+ ()
dur, [19].
ispat.

Pseudohiperbolik uzayda m merkezli, r yarigapli garpim (3.1.3.) ve elde edilecek

ifadelerin tekrarli diferensiyelleri alimirsa [19],

gla—m,a—m) = —r? (3.1.3)
29(a/;a—m) = 0
gT,aa—m) = 0 (3.1.4)
gT' a—m)+g(T,T) = 0 (3.1.5)
olur.
g(T,T)=-1
oldugundan (3.1.5) ifadesi
g(kN,a—m) =1 (3.1.6)

sekline doniigiir. (3.1.6) diferensiyellendiginde
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1
g(N,ao —m) = . (3.1.7)
(3.1.7) ifadesinin tiirevi alinirsa

g(N';a—m)+ g(N,T) = (%)' (3.1.8)

ifadesinde

g(N,T)=0

degeri (3.1.8) de yerine yazilip iglemlere devam edilirse

1
g(kT + 1B, —m) = (E),
1 !/
Kg<T7a_m)+7—g(Blaoé_m) = (E)
11,
9(Bi,a—m) = ;(E) (3.1.9)
!/ 1 1 !/ /
g(Bra—m)+g(B,T) = |-(-) (3.1.10)
g(Bl,T) =0
oldugundan (3.1.10) ifadesi
1.1,
g(—TN 4+ o0By,a—m) = ;<E)
1.1,]
—79(N,oo —=m) + og(Bs, o0 —m) = [;(E)] (3.1.11)

(3.1.11) denkleminde (3.1.7) kullanilirsa

T og(Bra—m) = [1@)]
9(Ba,a —m) = %H%(%)’ ,+£] (3.1.12)
o(Bja—m) + g(Bs,T) = %H%(%)]+£] (3.1.13)
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elde edilir.

(B2 T) =0
oldugundan (3.1.13) ifadesi
sa-m = L[]
soma-m = L[]
o(Bra—m) - —1 E L]+ (3.114)

(3.1. 9) ve (3.1.14) birlestirilirse

elde edilir.

yerine yazilip son diizenlemeler yapilirsa

odp __d[1[ . d (ldp
rds  ds|o T ds \ 7ds

(3.1.2) nin ilk kism elde edilir.

1dp 1 d (1dp\]*
2, (1@P\2 1 a (Lraep _ 2
P +(7'ds) o [pT+ds (Tds)} "

1d 1 d (1dp\1?
,02—1—(——'0)2 = |:p7'+£<——p):| —r?

Tds o Tds

1dp,, |1 d (1dp\]’
2, (1@Pvo,) 1 a (Llap
e (TdS) <{0 ['OT+ ds <7‘ ds)]
ile de (3.1.2) nin ikinci kismu ispatlanmis olur.
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Teorem 3.1.2.

B = B(s) birim hizli time-like egrisi ve § = d(ss) onun tanjant kiiresel gstergesi

olsun. O zaman
i) 0 = (ss) bir space-like egridir.
ii) 6 nin Frenet -Serret araglar1 {Ts, Ny, Bys, Bos, k5, 75,06}, S nin {T,N, B, B,, x, 7,0}

araclarindan elde edilir, [18].

ispat .

i)

b = T(s)
y do d85

— —_— = N
g dss ds "

(6,6 = (kN,kN)=#r>>0

olup ¢ spacelike bir egridir.

ii)(2.1.3.) i kullanarak tanjant kiiresel gosterge hesaplamasi asagidaki gibi

yapilir:

5/

Ts = —
16"]
N

7, = ML N
K

Ts = N

Ilerde kullanmak icin ¢ ile ilgili hesaplamalar asagidaki gibi elde edilir.

8" = kKN +K'N
= k(KT +7B;))+ KN

0" = KT+ KN+ krB
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§" = 2kK'T + K*kN + K'N + /(KT 4+ 7By) + K'7By + k7' By + k7(—TN + 0 By)

§" = 3kk'T 4 (K* + K" — kT*)N + (2k'T + k7') By + (k70) By

ve

50 = M T + M\oN + \gBy + (26’7 + k7' 4 k7)o By

elde edilir.

”61”2 6// _ g(dl, 5//)5/
icin
1617 6" — g(8',6")8' = K2(kN) — g(kN,K'N + kN')xN

16717 6" — g(&',6")8" = k*(KT + 7B1) + k26'N + [—kr’ — kg(N, N')| kN (3.1.17)

ve

g(N,N) =0
oldugundan (3.1.17) ifadesi
1617 6" — g(&',6")8" = K*(KT + 7By) (3.1.18)
bulunur. (3.1.18) ifadesinin normu alinirsa

1P 8" — (&', ")
[1817 6" - 95,6

= H/{3<KT + TBl)”

= /|7

2 K2 (3.1.19)

elde edilir. (3.1.19) ifadesi (2.1.4) denkleminde yerine yazilirsa

N, = H51H2 5" _g(él’éll)(sl
18717 6" = g(5",6)
N, — k3 (KT 4+ 7By)
r3.\/|T2 — K?|
N, — (kT 4 7D54)
7
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Asli normaller kiiresel gostergesi elde edilir.

Birinci egrilik i¢in

[131P 0" = 957,870

Rs = 1
16711
I<&3 ‘7_2 /12‘
Rs = /{/4
[ =2
Rs =
K

elde edilir. Trinormal kiiresel gosterge icin (2.1.6) denklemi 0 ya uyarlanip hesapla-

malar yapilir
TANAG"

Bos—p—o--—— 3.1.20
25 M“T/\N/\CSI”” ( )
11
Vit —r? €
=T N By By
1 0 1 0 0
TANAY = —=
3 K 0 T 0
3k’ (K" + K% — k1% (2K'T + KT KTO
=T By By
! 0
= ——| &K T
§
3" 2K'T+ KT KTO
TANAG = % 70T + ko By + 7(~)' By (3.1.21)
T
elde edilir.
(3.1.21) degeri (3.1.20) de yerine yazilirsa
70T + ko By 4 7(£) By
By = n 252 & 252 & ~2(E)2
/1202 + K202 + 72(%)
70T 4+ koB; + 7(%)'B
By = L+ 7(6) By (3.1.22)

/JJ\/O—Z(K;Q_,]-Z)_FT(%)/Z
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trinormal kiiresel gosterge elde edilir.

kinci egrilik iginse (2.1.8) denklemi kullamldiginda
[T ANAS"| "]
”5/”2 5// i 9(5/, 5”)5,

= (70T + ko By + 7(£) Bs] i

Ts

k3\/|72 — k2]
7'\/02(52 —72) +T7(2)"
k|12 — K2

elde edilir.

Binormal vektor alani i¢in (2.1.5) denkleminden faydalanilir.

9 = \/02(,# —72) + T(gw

denirse
-—T N By B ]
B, — N k0 7T 0
10 1 0 0
o 0 ko T(Z)
T B B
= é% K T 0
o ko T(Z)
Bis = g% (~7(5))T + w7(2) By + o = 7) By

Binormal kiiresel gosterge elde edilmis olur.
Son olarak figiincii egrilik i¢in (2.1.9) dan

9(6(1’0)’ BQ)

7 T T ANAS
9T + XN+ A3By + (26'7 + k7' + k7)o By, By)
o ,{\/02(,{2 — )+ T(f)’Z
(2K'T + KT + KT)O
gs =

Ii\/O'Q(KQ—Tz)—f—T(f),?
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bulunur.
Sonug 3.1.3.

{Ts, Ny, Bys, Bos }, Minkowski uzay zamaninin ortonormal bir ¢atisidir, [18].

Teorem 3.1.4.

B = B(s) Minkowski uzay zamanda birim hizli bir time-like egri ve § = 0(ss)

onun tanjant kiiresel gostergesi olsun. [ bir ccr-egri veya helis ise o zaman  da bir

helistir.
ispat.
K
B = B(s) birim hizh time-like ccr-egrisi olsun. O zaman — = ¢; =sabit ve
T
-

— = ¢y =sabit oldugunu biliyoruz. Yukaridaki teoremden sirasiyla

5| = sabit
&1

1
Rs — ‘1——

1
Ts = —————— = sabit

c1.094/1 — 2

elde edilir. 0(ss) bir kiiresel egridir, boylece (3.1.2) formiiliiniin ilk kisminda 745 ve

ks kullanilarak
s d, 1 o d 1,7 Fy d, 1 d 1

75 ds Ks ds o5 ks ds Tsds Kg

ks = sabit oldugundan sol taraf O olur. z; = sabit olmak iizere

d 17’5
0 = —[—=]
S 0§ Rg§
1’7‘5
2 = —
o§ K¢
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1 1

z_lclcg(c% —1)

elde edilir ki 0(ss) nin da bir helis oldugu goriiliir.

Bu teorem sabit Serret-Frenet egrilik oranlarma (helis) gore tanjant kiiresel
gostergesinin bir karakterizasyonunu verir.

B = (s) birim hizl time like egrisi ve § = d(s5) onun space-like tanjant kiiresel

gostergesi olsun. § = §(s;) bir genel helis ise 0 zaman u sabit space-like vektorii i¢in
g(Ts,u) = cosb (3.1.23)
olarak ifade edilebilir. Burada 6 sabit bir agidir. (3.1.23) esitligi
g(N,u) = cosf

seklinde de yazilir. Bu sabit u vektorii {T,N, B, B,} ye gore agagidaki gibi olug-
turabilir:

u=7vyT+N+7v,B; +v,B> (3.1.24)

denklemi s ye gore diferensiyellenirse

NT + 1T+ N +7,N +73B) + 3B + 9B +7,B5
BN+ 7T+ N +7,(kT + 7B)) + 75(=TN + 0B,) + 73B1 +7Bs + 74(-0B,)
ifadesinden hareketle; tanjant kiiresel gostergesinin (77) niindeki katsayilarin toplami

0 olacagindan

Y1+ 726=0
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elde edilir.

Binormaller gostergesinin (B;) oniindeki katsayilarin toplamindan 0 olup

’727"“7:/3 — 7,0 =0

ifadesi ortaya cikar.

Trinormaller gostergesinin (Bs) 6niindeki katsayilar toplamindan ise
Y30 +73 =0

olur.

Normaller gostergesinin (IN) ontindeki katsayilarin toplami 0 olacagindan
YK+ — 73T =0 (3.1.26)

elde edilir ki (3.1.25) ifadesi N ile i¢ carpima tabi tutulursa

<u7 N> = T2
v, = sabit
Yo = 0

bulunur. Bu deger (3.1.26) da yerine yazildiginda

Y1k — 73T =0

ifadesi elde edilir. Son diizenleme ile

Y+ = 0 (3.1.27)

Yk —7sT = 0 (3.1.28)
Yo+ YT —740 = 0 (3.1.29)
Yi+y50 = 0 (3.1.30)
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adi diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

dan (3.1.28) kullanilarak

Burada, v, = ¢ # 0 ve bir sabit oldugun-

Y1k =737 = 0
V3T
v, = — (3.1.31)
K
bulunur.
(3.1.31) diferensiyellendiginde
!/
/ T / T
M=% — Tt | —
K K
ifadesi (3.1.27) de yerine yazilirsa
/
T T
sl — | +% [ — | +ec=0 (3.1.32)
K K
olan €3 e bagh diferensiyel denklem elde edilir. (3.1.29) kullamlarak
o o
(Y fery
= (2 — 3.1.33
o = (%) + (%) (3.1.33)
bulunur. Bu (3.1.12) de yerine yazilirsa
V5 ! T\’
L) +(Z) +70=0 (3.1.34)
o o
elde edilmis olur. (3.1.32) ve (3.1.34) birlestirildiginde
T T
V(=) +73(=) + ok =
- K i (3.1.35)
REAY: Y/ _
() e(ZY + 70

ortaya cikar.
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Bu iki diferensiyel denklemin ¢oziimii degisken katsayilarla birlikte kolay degildir.
Ayrica genel bir ¢oziimii heniiz bulunamamigtir. Bu nedenle (3.1.35) sisteminin zel

¢Oziimiinii igeren teorem agagida verilmistir, [18].
Teorem 3.1.5.

B = B(s) birim hizh time like ccr-egri ve 6 = §(ss) onun space-like tanjant

kiiresel gostergesi olsun. d bir genel helis ise o zaman [ nin Serret-Frenet egrilikleri

arasinda \ ) )
ccl//fds + vy cos /ads + g sin/ads =0
0 0 0
Iq/ .
iligkisi vardir Burada ¢, c; = —, a3 ve «ay sabitlerdir, [18].
T
ispat.

B = B(s) birim hizli time-like ccr-egrisi ve § = 0(ss) onun space-like tanjant kiire-

K
sel gostergesi olsun. Ccr-egrisi sabit egrilik oranlarina sahip oldugundan — = ¢; ve

-
-
—— = ¢y yazilabileceginden (3.1.35) diferensiyel denklemleri
o
Ve +ccik =0
vi” (3.1.36)
(;3), + 730 =0

ifadesine doniigtir. (3.1.36) n ilk denkleminden

s

Vg = —ccl//ids

0

elde edilir. ¢t = [ods degisken degigtirmesini (3.1.36) m ikinci denkleminde yerine
0
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yazarsak

/

Y3 dt _ 0
i V3d8 -
ds
i /
e3
ds dt
= =0 3.1.38
P +’Y3d$ ( )
ds

olur. (3.1.38) ifadesi integrallendiginde

d273
dt?

43 =0 (3.1.39)

ifadesi elde edilir.
Yy="7s

doniisiimii yaparsak (3.1.39) ifadesi

y'+y =0
y =k
alimirsa
Ys+73 = 0
E+1 =0
k = 4
Y3 = Y =1c08t+ agsint
V3 = g cos/ads+a28in/ads
0 0

olup (3.1.39) ifadesi ¢, ¢, a1, as reel sayilar igin

S S

ccl/ /{ds—l—ozlcos/crds—kagsin/ads:0
0
0

0
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ifadesine doniisiir. Ispat tamamlanms olur, [18].

Sonug 3.1.6.

Sabitlenmis yon (sabit u vektorii),

v, = —c//@ds,

Yo = G

V3 = —CCl/K)dS,

o= el =)
bilegenleri ile olugturulabilir, [18].

ispat .

Sabitlenmis yon (sabit u vektorii) vektoriinden

u = 71 T+9N+vB +94B;

g(u7N) = T2 =C

elde edilir.

Y1 = —CK

/vlds = /—cmds
0
0
v, = —c/ kds

[e=]

ifadesi ortaya cikar.
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k=737 = 0

YR = V3T
o T
Y3 ot
no_ 1
V3 1

0
—c/s Kkds B
73 ‘1

0
vy = —ccl/ kds

olur.

V2TV = 740=0

—cok+cr = Y0
—ccik | CT
— = T4
o o
1
—CCi— +CCy = Y,
C2

cer(1 - (—)) -

son olarak elde edilir. Bulunan ifadeleri bir araya toplarsak sabit u vektorii

72207

vy = —CCl//idS,



bilegenleri ile olugturulabilir, [18].
3.2. S? de Yatan Bir Time-Like Egrisinin Trinormal Kiiresel G&stergesi

Teorem 3.2.1.

B = fB(s) birim hizh time-like bir egri ve ¢ = ¢(s,,) egrinin trinormal kiiresel

gostergesi olsun.O zaman
i) ¢ = ¢(s,) bir space-like egridir.
ii) ¢ nin Frenet-Serret vektor alanlar1 § = [((s) in vektor alanlan ile agagidaki

sekilde hesaplanir:

T, = —-B,
o TN—O'BQ
» /—T2—|—0'27
2 / !
1% O°K g g
Bl(p = ¢—77(7'Ii— T)T—U<;) N—T (;) Bg),

-
B —
2¢ Hw 2 2’
oK o
+ /{2 _ _
T T
V12 4 o2
K, = ———
© o )
2 I 2
oK o
tr2— || —
72 T T
Ty = —
v o 72+ 02 ’
—3(0")? + o*12 + 0t — 40”0
g g
@ 2 /5 2
oK o
0-27-2 + K,2 _
T T

Burada
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n=1/|(kro)? + (k722 — [(ro) |
b=V

(V) diferensiyellenebilir fonksiyonunun s’ye gore bilesenleridir.

ve w;, @

iii) [ bir helis ise o zaman ¢ de bir helistir, [18].

ispat.
i)
9(¢',¢') = g(—=0B1,—0B1) =0° >0

oldugundan ¢ = ¢(s,) space-like bir egridir.

ii)

= By
¥ _ By
T - £ _ 2
? el 1Bl
. —O'Bl
L, =
ag
, = —-B (3.2.1)

Ilerleyen hesaplamalarda kullanilmak iizere ¢ nin diferensiyellerini alalim.
Y" = —0'By—o0Bj

¢ = —0'Bi+07N —0’B; (3.2.2)

¢" = —0"By— 0B, +0 7N+ 07N+ orN' —200' By — 0*B,

¢" = —0"By— 0 (—TN +0By) + TN +07'N + o7(kT 4+ 7B;) — 200’ By — 0*(—0By)
¢" = —0"Bi+ 0 TN —0'0By+ TN + 07'N + orxT + 01°By — 200’ By + 0° B,

" = orkT + (20'T 4+ 07 )N + (—0" + 07° + 0°)B; — 300’ B,
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") = wy T+ woN + w3 By + (—3(0")? + 0°1 + 0* — 40"0) By

N, = e =gl )¢
T el e = g(e e
0%(—0'By+ 017N — 0%B;) — g(—0By,—0'By + 07N — 0% By).(—0 By)
|lo?(—=c'By + 07N — 02B3) — g(—0 By, —0'By + 07N — 02B3).(—0 By)||
—0%0'By + 037N — 0*By + 020’ B,
|—0%0'By + 037N — 04 By + 020’ By ||

3(tN —oB
- TN _oB) (3.2.4)
o312 + o2
N, — TN — 0By
TVt
b TANAE"
¥ T HITAN A7
V12402 =¢
denirse

=T N B, B,
1 0 0 -1 0
TANAG" = 5] 0
T —0
otk 20T+ 01 —0"+om?+0® —300’

-7 N Bs
! 0
¢

otk 20'T+ o017 —300’
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[T(=300'T 4+ 200’7 + 0°7')| — 0*TkN — 07°k By

[—(00'T — 0*7")T — 0*7KN — 07°k By

= Sl =Sl

!
TANAY" = Zo7? {— (5) T—U—KN—/@BQ}
T T
bulunur.
B TANA Q"
* = MITANA "]
1 Y oK
B EO’T2 |:- (;) T - — KZBQ]
20 — ,
1 o oK
e [ err—a)|
, oK
-(9)T- N — kB,
T
By, =
, oK
— (%) T — N — kB,
T
, oK
— (%) T — N — kB,
T
B2Lp - 2 /5 2
oK o
+rR2— || —
T T
elde edilir.
By, = uNy ATy A By
hesaplamasi i¢in
2 M2
oK o
n= +r2— || —
T T

denirse
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-T N B B
0 T 0 —o
-1
@ ® 2¢ on ,
o oK
- — 0 -k
T T
-T N Bs
1 0 T —0
- /
on o ok
- — —K
T T
1 0'211 o\’ !
N By = = [l T () ¥ () 2]
kullanilirsa
H o’k / /
By = pNy ATy A By = %(T“_ T)T—U (;) N-—71 (—) By)
bulunur.

e e” = gl )¢
- 1
e
degeri i¢in pay degeri (3.2.4) de hesaplanmigti. Yerine yazildiginda

)

lo®(TN — 0By
I{SO = 0_4
VaET:
/ﬁjgo = T

bulunur.
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[T ANA "l

Te 2
[P ¢" = g(e', o)
2 —
oK o
ori0 + K% — —
T T
lo?(TN — 0By
2 I~ 2
oK
+ ,{2 _ N
2 T T
[ 72 + 02
bulunur.
. 9(p"), By)
’ ITANA Q" [l¢]]
_ glunT +woN + w3 By + (=3(0")? + 0°7° + 0" — 40"0) By, B)
- 2 1~ 2
oK o
o272 + K2 — —
T T
B —3(0")? + 0?12 + o' — 40”0
Te 2 1~ 2
o
o272 + K2 — N
T T
elde edilir.
K
iii)p = ¢(s) birim hizli time-like ccr-egrisi olsun. O zaman — = ¢; =sabit
T
T
ve — = ¢, =sabit oldugunu biliyoruz.Yukaridaki teoremden sirasiyla
o

VT2 + o2

K =
v o
T2 4 02
K =
¥ 02



1
Ky = —2+1:3abit
&)

ve

T =

elde edilir. §(ss) bir kiiresel egridir, boylece (3.1.2) formiiliiniin ilk kisminda 7, ve

K, kullanilarak

del_lewdldl

T, ds Ky ds o0, Ky ds T,ds Ky

k, = sabit oldugundan (3.1.2) denkleminin sol tarafi 0 olacagindan (z, = sabit)

ds |0y Ky
17
z = —-*%
Ty Ky
-
2o, = —*
K
%)
c2.cy
c2+1
zo0, =
©
c2+1
ci.cy
o, = = sabit
c3+1



17
29 = ——2
Op Ky
T
290, = -2
Ko
C%.Cl
Va+1
220, = —
d+1
Cg.Cl )
o, = —————— = sabit
za(c5 + 1)

elde edilir ki 0(ss) nin da bir helis oldugu goriiliir.
Teorem 3.2.2.

B = B(s) time-like birim hizli ccr egrisi olsun ve ¢ = ¢(s,) onun space-like

trinormal kiiresel gostergesi olsun. ¢ bir genel helis ise o zaman

i)
S S S

ods + U, cosh/mds + Wy sinh //@'ds =0

0 0 0

C2

iligkisi vardir. Burada c, co = Z, V., ¥y sabitlerdir
o
ii) Genel helisin eksenlerinin sabitlenmis yonii

S

2
u= 1 (— /adsN+cB1—c/ads
Co
0 0

dur, [18].
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ispat .

u=7,T + 7, N+ 7B +7,B> (3.2.5)

g(By,u)= cos @

9By, 7, T+ N+~v3B; +v,By) = cos8 (3.2.6)

V3 =cosf =c

olup (3.2.5) ifadesi diferensiyellendiginde

0 =9 KN+ T+7 N+, (kT +7B1) +75B14+735(—TN+0B2) + v, Ba+v,(—0B;)

(3.2.7)
elde edilir. (3.2.7) den

Vi Y26 =0 (3.2.8)
YK+ 75 — 3T =0 (3.2.9)
YoT + 75 — 740 =0 (3.2.10)
V30 + 73 =0 (3.2.11)

(3.2.11) de gerekli diizenlemeler yapilirsa

co+vy = 0

Yy = —c/ads (3.2.12)
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elde edilir. (3.2.10) de gerekli diizenlemeler yapilirsa

YoT =740 = 0

B o

T2 = 747_

Vo = —gc/ads
-
c

vy = —— [ ods (3.2.13)
C2

elde edilir. (3.2.8) da gerekli diizenlemeler yapilirsa

/

Y1 = T2k
Y. = — /wﬁds (3.2.14)
2

elde edilir. (3.2.9) da gerekli diizenlemeler yapilirsa

(U Co
K C1
alinirsa
c
Y& ——0c—ct = 0
Co

c
—Ii/’}/lﬁldS——U—CT =0
2

(&)
co T
—/vmds = ——+c—
9 Co K K
2
7= o

elde edilir. (3.2.5) de elde edilenler yerlerine yazilirsa

2c C

ue 2 (& / ods)N + B, — (¢ / ods)Bs

C1 C2

bulunur.
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(3.2.9) dan

0 = mK+7— 77T

Yik = =5+ 7sT
_ !
K
r —V2
T = ( "
r —V2
T = ( "
-
71, = ( :

—Yok + VoK + Yok

elde edilir.
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4. BOLUM
SONUC

Bu calismada Minkowski uzay zamaninin time-like egrileri kiiresel gosterge kon-
septine uyarlanmigtir. Bir time-like egrinin tanjant ve trinormal kiiresel gostergesi
incelenmig ve kiiresel egrilerin space-like egriler oldugu goriilmiistiir. Boylece kiiresel
gostergelerin Frenet-Serret vektorleri ve ele alinan egri arasindaki iligkiler incelen-
mistir. Elde edilen sonuclardan hareketle ilerdeki caligmalar icin bazi problemler
ortaya konmustur.

a = afs) egrisinin verilen bir involiitii klasik diferensiyel geometride iyi bilinen
bir kavramdir ve

v=oa+ AT,

ile tanimlanir. Burada, ¢ sabiti i¢in A = (¢ — s,,) dir, [23]. Son olarak Minkowski
uzay zamanda bir space-like egrinin involiitleri ¢alisilmigtir. Benzer sekilde tanjant

kiiresel gostergesinin involiitii

’}/:5+)\T(5

olarak elde edilmistir [23]. Diger bir ifadeyle
v=T+ AN

olur, [18].
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