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OZGECMIS



OZET

Bu tez sekiz boliim olarak diizenlenmigtir.

Birinci boliimde ¢ekirdek iireten uzayin tarihgesi ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci bosliimde temel tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde cekirdek iireten uzay ile ilgili temel tanim ve teoremler ver-
ilmigtir.

Dordiincii boliimde sine-Gordon denkleminin ¢ekirdek iireten Hilbert uzay: metodu
ile ¢oziimii elde edilmistir.

Beginci boltimde Bratu probleminin ¢ekirdek iireten Hilbert uzayr metodu ile
¢oziimii bulunmustur.

Altincr boliimde magnetohidrodinamik (MHD) sikigan akisin ¢ekirdek iireten Hilbert
uzayl metodu ile ¢oziimii verilmigtir.

Yedinci boliimde yedinci mertebeden sinir deger problemlerinin ¢ekirdek iireten
Hilbert uzay1 metodu ile ¢oziimleri verilmistir.

Sekizinci boliimde sonug ve tartigma verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cekirdek iireten uzaylar, Cekirdek tireten uzay metodu, Seri
¢oziimleri, Sine-Gordon denklemi, Bratu problemi, Magnetohidrodinamik akisi, Yedinci

mertebeden sinir-deger problemi.
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SUMMARY

Mathematical Foundations and Some Applications of the Reproducing

Kernel Method

This thesis is organized in eight sections.

In Section 1, information about the history of the reproducing kernel method is pre-
sented.

In Section 2, some fundamental definitions and theorems are introduced.

In Section 3, some basic definitions and theorems of the reproducing kernel method
are given.

In Section 4, solution of the sine-Gordon equation is acquired by the reproducing
kernel Hilbert space method.

In Section 5, solution of the Bratu problem is found by the reproducing kernel Hilbert
space method.

In Section 6, solution of the MHD squeezing fluid flow is given by the reproducing
kernel Hilbert space method.

In Section 7, solutions of seventh order boundary value problems are presented by the
reproducing kernel Hilbert space method.

In Section 8, results and discussion are given.

Key Words: Reproducing kernel spaces, Reproducing kernel method, Series solu-
tions, Sine-Gordon equation, Bratu problem, Magnetohydrodynamic squeezing flow, Sev-

enth order boundary value problems.
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1. BOLUM
GIRIiS

Giinliik hayatta kargilagilan problemlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu problem-
lerin diferansiyel denklemlerle modellenmesi gerekir. Daha sonra modellenen problemlerin
analitik ¢oziimleri ve kapali formdaki ¢oziimleri bulunmaya caligilir. Fakat her problemin
kapali formdaki ¢oziimlerini bulmak ¢ogunlukla miimkiin olmayabilir. Bu durumda ise
denklemin yaklagik ¢oziimlerini bulmak énem kazanir. Diferansiyel denklemlerin analitik
ve yaklagik ¢oziimleri, modellemesi yapilan olayin dogasi hakkinda bize biiyiik katkilar
saglar. Bu yiizden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine olan ilgi artarak devam etmistir.
Biz ise tezimizde cekirdek iireten uzay metodunu inceleyip bazi uygulamalarini ele aldik.

Cekirdek tireten uzay ozel bir Hilbert uzayidir. Cekirdek iireten uzayin teorisinin olus-
turulmas: 1908’lere dayanmaktadir. Yakin zamanlarda bir¢ok diferansiyel denklem, kismi
diferansiyel denklemler, integral denklemler ve sinir deger problemleri bu metodla incelen-
migtir. Diferansiyel denklemin ¢ziim sartlarinin cesitli tanimlamalarina gore buna kargilik
gelen gekirdek iireten uzaylar mantikli bir sekilde inga edilebilir. Bu uzaylar tanimlandik-
tan sonra bu uzaylarda tiretilen ¢ekirdek fonksiyonlar kolaylikla bulunabilir. Yakin tarihte
lineer olmayan problemlerin bu metodla ¢oziimii ile ilgili pek ¢ok calisma yapildi. Ashinda
iiretilen cekirdegin teorisinin gelisim evresinin 6ncesinde calismalarin bircogu Bergman
gekirdekleri ile ilgili cahgmalardir [1 — 7]. 1930’larda ve 1940’larda tartigilan gekirdeklerin
gogu Bergman gekirdekleridir [8]. Uretilen gekirdegin teorisi hakkinda daha sonra Mercer

[9] caligmalar yapmigtir. Mercer pozitif tanimh integral denkleminin siirekli ¢ekirdeginin

n

Z k(xi,yi)€:&; > 0

Q=1
seklinde pozitif tanimli olma 6zelligine sahip oldugunu kegfetmistir. Bu ¢zelligiyle beraber
gekirdegi pozitif tanimli Hermite matrisi olarak isimlendirmigtir. Mercer ayni zamanda
pozitif tanmimlh Hermite matrisinin (f, g) i¢ ¢arpim ile 6ne siiriilen bir Hilbert uzaymdaki

fonksiyon ailesine tekabiil ettigini tne siiriip bu ¢ekirdegin yeniden iiretilmesini

fly) = {f(2), k(z,y))

seklinde ispatlamistir [8]. Uretilen gekirdeklerin teorisi [10], 20. yiizyillin baglarinda
Zaremba tarafindan harmonik ve biharmonik fonksiyonlar i¢in sinir deger problemleri iiz-
erine yaptigl ¢aligmada kullanilmigtir. Yakin tarihlerde bu metod bilimsel bircok model

icin 6nemli bir ilgi alani olmustur. Bu metodla uygulamali bilimlerde seri ¢oziimleri tam



olarak hesaplamak miimkiindiir. Cui [8], kitabinda ¢ekirdek iireten metod ile alakali genis
bilgilere yer vermistir. Bu metodun etkinligi bir¢ok bilim adami tarafindan aragtirilmigtir.
Geng ve Cui [11], bu metodu ikinci mertebeden simir deger problemlerine uygulamiglardir.
Yao ve Cui [12], Wang ve digerleri [13], bu metodu tekil sinir deger problemleri i¢in uygu-
lamiglardir. Zhou [14], bu metodu etkili bir sekilde ikinci mertebeden smir deger problem-
lerine uygulamigtir. Bu metod ayni1 zamanda lineer olmayan sonsuz gecikmeli diferansiyel
denklemlere de uygulanmgtir [15]. Wang ve Chao [16], Li ve Cui [17], Zhou ve Cui [18],
bagimsiz bir gekilde bu metodu degisken katsayili kismi diferansiyel denklemlere uygu-
lamiglardir. Geng ve Cui [19], Du ve Cui [20], integral sarth forced Duffing denklemlerinin
yaklagik ¢oziimlerini homotopi pertiirbasyon yontemi ile ¢ekirdek iiretme yontemini bir-
lestirerek incelemislerdir. Lv ve Cui [21], bu metodu lineer 5. mertebeden simir deger
problemlerine uygulamiglardir. Cui ve Du [22], lineer olmayan Volterra-Fredholm integral
denklemlerinin analitik ¢oziimiinii ¢ekirdek iireten metod yardimiyla incelemiglerdir. Wu
ve Li [29], bu metodu lineer olmayan salimimlar i¢in uygulamiglardir. Yakin zamanda bu
metod kesirli kismi diferansiyel denklemlere ve ¢ok noktali simir deger problemlemlerine
uygulanmigtir [22 — 31]. Yang ve digerleri [32] bu metodu degisken katsayili Volterra inte-
gral denklemler sisteminin ¢oziimii i¢in kullanmiglardir. Tekil integral denklem bu metod
ile ¢oziilmiistiir [33]. Barbieri ve Meo [34] bu metod i¢in integral terimlerinin deger-
lendirilmesi tizerine cahsmislardir. Uciincii mertebeden ii¢ noktali sinir deger problemleri
de bu metod ile ¢oziilmiigtiir [35]. Chen ve Chen [36], ¢ekirdek iireten uzaylarda lineer op-
erator denklemler sisteminin analitik ¢oziimiinii aragtirmiglardir. Cekirdek iireten metod
ile alakali ve bu metodun etkililigi ile ilgili olarak [11 — 36] nolu referanslara bakilabilir.
Tezimizde gekirdek iireten uzay metodu ile dort farkli problem ele aldik. Bu problem-
lerin bu metod ile ¢oziimii i¢in ¢ekirdek iireten uzaylar tamimlayip bu uzaylarda iiretilen
cekirdekleri bulduk. Elde edilen ¢oziimlerin yakinsak oldugunu gosterdik. Bu yontemle
elde edilen sonuclari literatiirde var olan sonuglarla kargilagtirdik. Bulunan sonuglar: tablo-

lar ve sekillerle ifade ettik.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamim 2.1. (Vektor uzay1) E bos olmayan bir kiime olsun.
(z,y) =z +y, Fx E den FE’ye toplanabilirlik,
(A\,z) = Az, F x E den FE’ye skaler ile ¢arpma,
olmak iizere,
z,y,z € E, o, € F (R veya C),
icin
a)r+y=y+x,
b) (x+y)+z=a+ (y+2),
¢) Her z,y € E igin

rT+z=1,
olacak sekilde bir z € FF mevcuttur,
d) a(fr) = (o),
e) (a+p)z = ax+ Pz,
f) a(z+y) =azx+ay,
g) lx =z,
gartlar: saglanacak gekilde ' ciimlesine vektor uzayi, elemanlarina ise vektor denir. Eger

F=R

7

ise E’ye reel vektor uzay: eger
F=C,
ise E’ye kompleks vektor uzayi denir [37].
Tamim 2.2. ( Ig garpim uzay1 ) E bir kompleks vektor uzay: olsun. Eger

z,y,z € E, a,0 € F (R veya C),



icin
a) (z,y) = (y,z), (Kompleks eglenik)

b) <am,5y> :O‘<x?y> +B<m,y),
c) (z,z) 20,
d) (z,z) =02 =0,

sartlar1 saglanirsa
(,.): ExFE—C,

doniigiimii £ de bir i¢ ¢garpim tanimlar. Bir vektor uzayina i¢ carpim ile birlikte i¢ carpim

uzay1 denir [37].

Tanum 2.3. Cfa,b] uzayinda [a,b] aralig iizerinde tiim siirekli kompleks degerli

fonksiyonlar i¢in i¢ carpim
b —
(a)o@) = [ gl
a
seklinde tanimlanir [37].
Tanim 2.4. Tam olan i¢ ¢arpim uzayima Hilbert uzay1 denir [37].

Teorem 2.1. (Riesz gosterimi) f fonksiyoneli H—Hilbert uzayinda sinirhi lineer bir

fonksiyonel olsun. Tim z € H i¢in,
f(x) = (, x0)
olacak sekilde bir zg € H ve ||f|| = ||zo|| esitligi mevcuttur [37].
Tanim 2.5. (Cauchy dizisi) Her ¢ > 0 igin eger her m, n > M oldugunda
[Zm — zn| <e,

olacak gekilde bir M sayisi var ise bu taktirde normlu bir uzayda vektoérlerin bir dizisi

olan (x,) dizisine Cauchy dizisi denir [37].
Tamim 2.6. (Norm)

z = |l



FE vektor uzaymmdan R’ye bir doniisiim olmak iizere eger
a) [lz] =0z =0,
b) [[Azll = |Al[lz]|, Vz € Eve A€ F,

c) llz+yll <l +llyll, vz, y € E,

sartlar1 saglanirsa bu doniigiim norm olarak adlandirihir [37].

Tanim 2.7. Ayni F skaler cismi iizerinde tanimlanmig U ve V' vektor uzaylarini goz

oniine alalim. Bir A: U — V fonksiyonu,
(1) Yuq,ug € U, A(ug + u2) = A(u1) + A(ug) (Toplanabilirlik),

(1) Vu € U ve Va € F, A(au) = aA(u) (Homogenlik),

kogullarimi sagliyorsa bir lineer doniigiim ya da lineer operator adini alir [38].

Teorem 2.2. U ve V' normlu uzaylar ve A : U — V bir lineer operatér olsun. Her

u € U icin
[Aully < K [full
olacak sekilde bir K > 0 sabiti varsa A opeatoriine siirhdir denir [38].

Teorem 2.3. U ve V normlu uzaylar ve A : U — V  bir lineer operator olsun. A

operatorii ancak ve ancak sinirh ise siireklidir [38].
Teorem 2.4. H, bir i¢ carpim uzay1 olsun. Her u € H vektorii icin
[ull = v/ (u, ),
fonksiyonu H iizerinde bir dogal norm olur [38].
Teorem 2.5. H, bir Hilbert uzay1 ve
S ={®i},

sayilabilir bir ortonormal alt kiime olsun. {a;} skaler dizisi ile olugturulan ) ;°, a;®; serisi

ancak ve ancak

(o]
d a} < o,
=1



kosulu saglanirsa yakinsaktir [38].

Tanim 2.8.

o S| f reel veya kompleks degerli bir fonksiyon,

x € X, X herhangi bir ciimle,

olsun.

(fs9)g (f,g9€ H),

i¢ carpimiyla bir Hilbert uzay1 tammlar. Eger R, fonksiyonu her bir y € X i¢in mevcutsa,
bu taktirde R, € H olur ve her bir f € H icin

<f7 Ry>H = f(y)7

saglaniyorsa R, fonksiyonuna H'm iiretilen gekirdek fonksiyonu ve H—Hilbert uzayma da

cekirdek iireten Hilbert uzay: denir [8].
Tanmim 2.9. X bir i¢ ¢carpim uzay1 olsun. Bu taktirde tiim x,y € X i¢in

(2, 9)* < (@,2) (v, )

esitsizligi mevcuttur ve bu egitsizlige Cauchy-Schwarz egitsizligi denir [39].

Tanim 2.10. F ciimlesi Q topolojik uzaymin bir alt ciimlesi olsun. Eger E =

oluyorsa bu taktirde E ciimlesine Q uzayinda yogundur denir [40].

Tamim 2.11. X uzay1 A : D(A) C X — X ile birlikte D(A) ciimlesi X uzayinda
yogun olacak gekilde bir Hilbert uzay1 olsun. Bu taktirde A'nin adjointi A* ile belirtilir ve

€ X| tim z € D(A) i¢in (Az,y) = (z,w
- | vex (A) igin (Av,y) = (@)
esitligini saglayacak w € X mevcuttur

ve
A'y=w
seklinde ifade edilir [41].

Tanmim 2.12. L(X) smirl operatorler uzayi olmak iizere A € L(X) olsun. [ birim
operator olmak iizere eger BA = [ ve AB = I olacak gekilde bir B operatorii varsa bu

taktirde bu B operatoriine A operatoriiniin tersi denir ve B = A~ sekllinde gosterilir [42].



Hatirlatma 2.1. H—Hilbert uzay1 ¢ekirdek tireten Hilbert uzay1 ve R, fonksiyonu

da X iizerinde iiretilen gekirdek fonksiyon olsun. Bu taktirde tiim z, y € X icin,

(1) Ry(y) =0,

(i) Ry(@) = Raly).

@0 |Ry(91:)|2 < Ry(x)Ry(y), (Cauchy-Schwarz esitsizligi),

(iv) zo € X olsun. Bu taktirde agagidaki ii¢ durum birbirine egdegerdir.
(@) Ray(z0) =0,
(b) Tim y € X i¢in R, (z9) =0,
(¢) Tim f € H igin f(zo) =0,

yazilabilir [43].
Ornek 2.1. n boyutlu R" Oklid uzay1 cekirdek iireten bir uzaydir.
R" ={a|l a=(a1,aq2,...,ay,), a; € R},
olmak tizere

em(i) = _ (0<i, m<n)

gekirdegi R™ nin iiretilen ¢ekirdegidir [8].

Ornek 2.2. H, n-boyutlu bir Hilbert uzayz, {ei};"; normal ortogonal baz olsun. Yani

0, = B
(ei(t),e5(0)) = 7
s, L=17,

olmak tizere

n

Ry(t) = 3 esltyerls).

i=1

H’m iiretilen bir gekirdegi olur. Gergekten her f(t) € H igin
f(t) = Z aiei(t), (a; kompleks sayilar),
i=1

olmak iizere

F(t), Ro(t))y = <Zaiei<t>,zej<t>w> =Y aiei(s) = £(s),
=1 )i

j=1 i=1



esitligi saglanir [8].

Tanmim 2.13. wu bir diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii, u,, ise bu denklemin

yaklagik ¢oziimii olsun. |u — u,| farkina yaklagimin mutlak hatasi ve |uﬁ‘i”| oranina ise

yaklagimin bagil hatasi adi verilir [44].



3. BOLUM

CEKIiRDEK URETEN UZAYLAR VE URETILEN CEKiRDEKLERIN
OZELLIKLERI

3.1. Uretilen Cekirdegin Temel Ozellikleri

Ozellik 3.1. Eger H, cekirdek iireten bir uzay ise bu taktirde H’taki R, iiretilen

cekirdegi esglenik simetrik olur. Yani

esitligi saglanir [8].

Ozellik 3.2. Eger H, cekirdek iireten bir uzay ise bu taktirde H’taki R, tretilen

gekirdek fonksiyonu tektir [8].

Ozellik 3.3. Eger R, fonksiyonu, H’ta iiretilen bir cekirdek ise bu taktirde herbir
x € X igin Ry(x) > 0olur. Ry(z) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul H = {0} olmasidir
[8].

Ozellik 3.4. R, iiretilen gekirdegi pozitif tamimh bir gekirdektir, yani &;,¢; (1,7 =
1,...,n) herhangi kompleks sayilar olmak iizere her z; € X igin
n
Z R:E"L ('%'])gzg] >0,
ij=1

esitsizligi meveuttur [8].

Ozellik 3.5. H- Hilbert fonksiyon uzaymin cekirdek iireten bir uzay olmas icin gerek
ve yeter kosul herhangi bir sabit x € X i¢in I(f) = f(x) lineer fonksiyonelinin simirh

olmasidir [8].
3.2. W3"[a,b] Cekirdek Ureten Uzay ve Onun Uretilen Cekirdek Fonksiyonu

Tamm 3.1. [a,b] aralig1 iizerinde bir [ fonksiyonu verilsin. {(ag,by)}j_; ciimlesi
ikiger ikiger ayrik agik (ax,by) C [a,b] araliklarin bir ciimlesi olsun. Eger her € > 0 igin

n

> (i —a) <6,

=1



oldugunda
S 1) = fla)] <,
i=1

olacak sekilde n’e bagh olmayan en az bir § mevcutsa, bu taktirde f fonksiyonuna [a, b]

aralig1 izerinde mutlak siireklidir denir [8].

Onerme 3.1. Bir f fonksiyonu, [a, b] arahig1 iizerinde mutlak stirekli ise ayn1 zamanda

stireklidir [8].

Onerme 3.2. [a,b] arahig iizerinde verilen bir f fonksiyonu icin eger = € [a,b] olmak

lizere
|[f'(@)] < M,
esitsizligi mevcutsa bu taktirde f fonksiyonu mutlak siirekli olur [8].

Sonug 3.1. Eger f’ fonksiyonu [a, b] aralig1 iizerinde siirekli ise bu taktirde f fonksiy-

onu bu aralik iizerinde mutlak siirekli olur [8].

Onerme 3.3. Eger f fonksiyonu [a, b] aralig1 {izerinde integrallenebilir bir fonksiyon

ise bu taktirde,
| s
fonksiyonu bu aralik tizerinde mutlak siirekli olur [8].

3.3. W3"[a,b] Fonksiyon Uzay1

W3[a, b] fonksiyon uzay:
W3'a,b] = {f | £V mutlak stirekli, f™ e L?[a,b], = € [a,b]}

olarak tanimlanir. W3"[a, b] fonksiyon uzayinda ig garpim ve norm herhangi f, g € W43"[a, b]

fonksiyonlar igin, sirasiyla,

m—1 b

Py = 3 0@ @)+ [ 7))y a)da (3.1)
i=0 @

170y = JF P (3.2)
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seklinde tanimlanr [8].
Teorem 3.1. W3"[a,b] fonksiyon uzay: bir Hilbert Uzayidir [8].
Teorem 3.2. W3"[a,b] fonksiyon uzay: gekirdek iireten bir uzaydir [8].

W3[a,b] uzayinda R, iiretilen ¢ekirdek fonksiyonunun nasil elde edildigini inceleyelim.
Ry'nin W3"[a,b] uzaymin iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu oldugunu farz edelim. Bu taktirde

herhangi sabit bir y € [a, b] ve herhangi f € WJ"[a,b] i¢in R, fonksiyonu,

<fa Ry>W2m = f(y>v (3-3)

esitligini saglamalidir. (3.3) esitligine ¢ekirdek iiretme 6zelligi adi verilir. Bu 6zellik

(3.1)’de kullanilirsa,

m—1
R wm — Z f(l)(a)
=0

bulunur ve kismi integrasyon yardimiyla,

b
- IR
IR Z P @) T (35

Tr=a

/ 7 (@) 2Bl g g, (3.4)

8xm

b 2m
He / f) ) g,

elde edilir. Degisken degistirilmesiyle

3

i p(m—i— IRy (z) & 1 i) o), NOTTTIR (2
(1) im0 (o O al) Z P AL T2 T

i
o

yazilabilir. (3.5) ve (3.6) denklemleri (3.4) denkleminde yerine yazilirsa
m— 2m—i—1
_ () ya) o meic1 0 Ry(a)
Ry = ;f (| Z5 — S
m—1 i
e ) a?m—z—lR b
+> (=™ 1f(1)(b)8x2Ti_y1()
=0

- 2m
—|—(1/f aaRQm)x

11



bulunur. Bundan dolay1 R, fonksiyonu

mO?" R, (z
(—1) ax—f’nf): é(z —y),
O'Ry(a) m—i—1 02" Ry (a)
8;i —(=1) o1 O (3.7)
2m—i—1
RO 01, met,

81:277172'71

genellestirilmis diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir. Boylece,

m PRy (x
D (38)
denklemi,
AP =0,

karakteristik denklemine ve 2m katli,
A =0,

oz degerine sahiptir. x # y iken biliyoruz ki R, fonksiyonu 2m mertebeli sabit katsayih

homogen (3.8) diferansiyel denkleminin,

a—;z—(—l) &‘Tﬂfyl :O, 22071,...,7’)1—1, (39)
2m—i—1
Q———Eigzo,i:OJ,ﬂm—l, (3.10)

Ox2m—i—1
smir sartlari saglayan bir ¢oziimiidiir. Bu nedenle (3.7)’nin genel ¢oziimi,

212211 ci(y)miila xz S Y,
R,(x) = (3.11)

olur.

2m T
() ey,

oldugundan,

ORy(y") _ O'Ry(y")
oxt oxt

i=0,1,..,2m—2, (3.12)

12



aQO—l ame—l

(_1)m <32m1Ry(y+) B 32m1Ry(y)> .y (3.13)

yazilabilir. ¢;(y) ve di(y) (i = 1,2,...,2m) katsayilar1 (3.9), (3.10), (3.12) ve (3.13)

denklemlerinden elde edilir [8].

Onerme 3.4. R, fonksiyonu, W3"[a, b] uzaymin iiretilen ¢ekirdegi olsun. Bu taktirde =

ve y’ye gore,

IR, (x) 9 o
WEL[G,IJ], 1+7=2m—-1,
olur [8].
Sonug 3.2.
ai+ij(33)
— 0<i+7<2m—2
oxioyd =tHIsam=2g

fonksiyonu x ve y’ye gore [a, b] arahginda mutlak siirekli bir fonksiyondur [8].

Teorem 3.3. R, fonksiyonu, W3"[a,b] uzaymin iiretilen ¢ekirdegi olsun. Bu taktirde
x ve y’ye gore

aiHRy(x)

Gy e Wy'la,b], i+j=m—1,

olur [8].
Teorem 3.4. W3"[a,b] ¢ekirdek iireten bir uzay ve
fny f €W a,b], n=1,2,..
olsun. Eger f,, f'e H.HW2m normunda yakinsiyorsa bu taktirde,
0<k<m-1,
olmak {izere f,(Lk), f®)ya, diizgiin yakmsar [8].

3.4. W{™"(D) ikili (Binary) Cekirdek Ureten Uzay
D, [a,b] x [c,d] C R? geklinde tamml bir dikdortgensel bolge olsun.

Tanim 3.2. D bolgesinde verilen bir f(x,y) fonksiyonu igin,

{Tr = [ag, b] X [ck, di]}i—1 5

13



ciimlesi ikiger ikiger ayrik I C D bolgelerinin bir ctimlesi olsun. Eger,
f(X) = f(bi,di) — f(bi,ci) = flai, di) + f(ai, i),

olmak {izere Ve > 0 igin

n
> o<,
=1

oldugunda,

STIAL)] <,
i=1

olacak sekilde § > 0 varsa ve f(x,c), g(a,y) fonksiyonlari, sirasiyla, = ve y’ye gore mutlak
siirekli fonksiyonlar ise bu taktirde f(z,y) fonksiyonuna D bolgesinde tamamen siireklidir

denir [8].

Onerme 3.5. Eger f(z,y) fonksiyonu D bélgesinde tamamen siirekli bir fonksiyon ise
bu taktirde her bir sabit y € [¢,d] i¢in 2’in bir fonksiyonu olarak f(z,y) fonksiyonu [a.b]
aralig1 iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon olur. Benzer gekilde her bir sabit z € [a, b]
igin y’nin bir fonksiyonu olarak f(x,y) fonksiyonu [c.d] aralig: iizerinde mutlak siirekli

bir fonksiyon olur [8].

Onerme 3.6. Eger f(x,y) fonksiyonu D bolgesi iizerinde tamamen siirekli bir fonksiyon
ise bu taktirde f(z,y) fonksiyonu bu bélge {izerinde aym zamanda siirekli bir fonksiyondur

8].

Onerme 3.7. Eger f (z,y) fonksiyonu D bélgesi iizerinde integrallenebilir ise bu

taktirde,

/: /Cy f(t,s)dtds, (x,y) € D,

fonksiyonu D bolgesinde tamamen siirekli bir fonksiyon olur [8].

Onerme 3.8. Eger f(z) fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon ise

bu taktirde bu fonksiyon bu bolgede tamamen siirekli bir fonksiyondur [8].

Onerme 3.9. Eger f(z) ve g(y) fonksiyonlan sirasiyla [a,b] ve [c,d] araliklarmnda
mutlak siirekli fonksiyonlar ise bu taktirde f(x)g(y) fonksiyonu D bélgesinde tamamen

stireklidir [8].

14



Tanim 3.3. Ikili fonksiyon uzay:

o2 f(a, )
W2(m,n) (D) — f(xﬂ y)| Ox™m— 1ayn

87n+nf
sl € L2(D),

seklinde tanmimlanir. Bu uzaydaki i¢ ¢arpim ve norm, sirasiyla,

m—1 o i n
<f(.’1,' y) (‘T y W(m n)(D) Zl -0 / 8ay dz (‘aay Ox zg( y)j| dy
n—1 ) )
+> (50 0, 2590,
jZO <8y] ByJ >WL;’L

+/[ fé?g;; (%7; (2,y) 2 g;;g(:c y)dxdy
ve
1l = /s Py, £ € WE™(D),
2
bagmntilari ile verilir [8].
Teorem 3.5. Wg(m’")(D) fonksiyon uzay1 bir Hilbert uzayidir [8].
Teorem 3.6.
J(@.y), 91(@)ga(y) € W5 (D),

olsun, bu taktirde,

<f((l," ’y)7 gl(m)QQ(y)>W2(m,n) = <<f($7 y)7 gl (:I:)>W2m ’g2(y)>W2n )
esitligi saglanir [8].
Sonug 3.3.

F(@) f2(y), 91(2)g,(y) € W™ (D),

olsun. Bu taktirde,

(1(2) f2(9), 91(2)92()) o = (F1(2), 91(2) g yyrge (f2 (), 92(Y) g -

olur [8].

15
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Sonug 3.4. Eger f € W3"[a,b] ise bu taktirde n € N igin,
1 llwge = 1F lyymm
yazilabilir [8].

Teorem 3.7. WQ(m’”) (D) uzay1 gekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen cekir-
degi K¢ ;5 Re, Qy gekirdekleri sirasiyla W3 [a, b], W3'[c, d] uzaylarmin iiretilen gekirdekleri

olmak tizere,

K (,y) = Re(2)Qy(y),

seklindedir [8].
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4. BOLUM

SINE-GORDON DENKLEMI

Bagimsiz dalgalar (solitary waves) ilk defa 1834 yilinda durgun bir teknenin 6n tarafin-
dan kopan yuvarlak, diizgiin ve oldukg¢a belirgin bir su kiitlesinin geklinde bir degisiklik
ve hizinda en ufak bir azalma olmaksizin yaklagik 3 kilometrelik bir kanal boyunca il-
erlediginin Scott Russel [45] tarafindan gozlenmesi ile kayda gegmigtir. Salimim yapan diger
dalga tiirlerinden farkli hareket bi¢cimi nedeniyle yine Scott Russel tarafindan bu dalgalara
"Bagimsiz dalgalar" adi verilmistir. 1847 yilinda Stokes [46] ve 1872 yilinda Boussinesq
[47] gibi bir ¢ok matematikgi kisaca bu konudan bahsetmis olsa da si1g sulardaki bagimsiz
dalgalarin profilini gozlemleyen Scott Russel’den sonraki ilk teorik ¢aligmalar 1895 yilinda
Kortoweg-de Vries'e aittir. Kortoweg-de Vries [48] sig bir kanalda tek yonde ilerleyen

dalgalarin olusumuna dair giintimiizde oldukga ilgi ¢ceken KdV denklemini bulmusglardir.

[ : kanalin derinligi

Il+mn : (n kiigiik olmak iizere) yiizeyin dipten itibaren yiiksekligi

«a : swvinin diizgiin hareketi ile ilgili kii¢iik bir sabit
?TI

oot og— (bir parametre)

T : yiizey gerilimi

g : yercekim ivmesi

p & swinin yogunlugu

olmak tizere dalganin hareketi ile ilgili kismi diferansiyel denklem

3 d 2 +12+1i
777'_ 8377 n 30-8332,

bi¢imindedir.

2au 29;4&3
n=pou, £ =— |2

doniisiimleri ile bu denklem, bugiin iyi bilinen KdV denklemine

Ur + Uge + €utlg + pugee = 0,

doniisiir. Burada,



olup p bilinen bir parametredir [49].
Soliton tipi ¢oziimlere sahip pek ¢ok denklem mevcuttur. Bu denklemlerin ortak 6zel-
liklerinden biri enerjisini ve bic¢imini koruyan g¢oziimlere sahip olmasidir. Sine-Gordon

denklemi de bu denklemlerden biridir. Sine-Gordon denklemini
Ut — Ugy + sin(u) =0, (4.1)
mekanik iletim sisteminin tarifi olarak tiiretelim.

4.1. Mekanik letim Sistemi

Scott 1960’larin sonlarinda elektrik iletim sisteminin bir benzeri olarak mekaniksel bir
sistem olugturmugtur. Bu sistem Sekil 4.1°de goriilebilecegi gibi ince bir tel ile yatay
olarak desteklenen ve celik bir yay ile baglanmig sarkaglarin bir serisini icermektedir.
Her bir sarkag¢ tel boyunca diigey diizlemde sallanmak i¢in bagimsiz olarak birakilmigtir.
Yay dolandiginda iki komsu sarkacin iizerinde bir donme momenti olusur. Bu iki bitisik
sarkag¢ arasindaki iletisim makinenin bir kisminda bir harekete izin vererek mekaniksel
olarak sinyal iletiminin sarkacin alt tarafina yayilmasini saglar. Eger makinenin bir ucun-
daki sarkac hafifce hareket ettirilirse Sekil 4.2°de goriildiigii gibi iletilmig hareketler kiiciik
titregimlerle sonuglanir. Eger makinenin bir ucundaki sarkag hizlica tel etrafinda bir tam

dolanim yapip donerse Jekil 4.3’te goriildiigii gibi daha hareketli bir etki meydana gelir.

G5

]
ﬁ“wﬁ

* i
| @
="

Sekil 4.1. Yatay bir yaya tutturulmus sarkaglar [50]
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Sekil 4.2. Sarkaglarda meydana gelen kiigiik titregimler [50]

Sekil 4.3. Sarkaclarda meydana gelen hareketli titregimler [50]
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4.2. Sine-Gordon Denkleminin Tiiretilmesi

(4.1) denklemi ile belirtilen sine-Gordon denklemi sarkacin hareketlerinin tarifi i¢in
siirekli bir model olarak tiiretilmigtir [51]. wu(z,t), x konumunda ve ¢ aninda sarkacin
rotasyon agisini belirtir. Bu denklem siiper iletken iletim sistemlerinde, kristallerde ve
yiizeylerin geometrisinde ortaya ¢ikmaktadir [51]. Scott’un bu denklemi sarkacin rotasyon
acilarini modelleyen diferansiyel denklemlerin bir sisteminden nasil tiirettigini inceleyelim.
Burada herbir sarkacin m kiitlesine ve [ uzunluguna sahip oldugunu ve iki sarka¢ arasindaki
mesafenin egit bir gekilde olup Az oldugunu kabul edelim. w;(¢), i. sarkacin ¢ aninda
rotasyon acisinin ol¢iimii olsun. wu; = 0, Sekil 4.4’te sarkacin alt durumunu belirtsin.
Sarkacin hareketi icin matematiksel model, Newton’nun ikinci kanunu baz alinarak ifade
edilmistir. Newton’nun ikinci kanunu

I % = 4. sarkag {izerine etki eden net dénme momenti, (4.2)
formunda ifade edilir. Burada I sarkacin eylemsizlik momenti, I = mi? ve dsnme momenti
ise donme giiciiniin etkisinin 6l¢iimiidiir. Bu durumda ii¢ tiir donme momenti dikkate
alimacaktir. Bunlar yergekiminden dolay1 olusan dénme momenti, i. ve (i — 1). sarkaglar
arasindaki sarmal yayin biikiim noktasimdan dolay1 olusan dénme momenti ile 4. ve (i +1).
sarkaclar arasindaki yaydan dolay1 olusan donme momentidir. Ilk olarak yercekiminden
dolay1 olusan donme momentine bakilirsa yergekimsel gii¢ . sarkag iizerine etki ederek

sarkaci asagr dogru dondiirmeyi dener. Sekil 4.5’te goriildiigii gibi elde edilen dénme

momenti
+(mgsinu;)(1),

seklindedir. Burada mgsin(u;) sarkacta dikey yergekimsel giiciin miktarimi, [ kiitlenin
donme noktasina olan uzakligini ve ¢ ise yercekim ivmesini belirtir. Eger sarkag¢ saga
dogru sallamrsa (0 < u; < 5) bu taktirde sin(u;) > 0 olur. Yercekimsel moment sarkaci
negatif u; yoniinde geriye ve sola dogru déndiirmeyi dener. Sekil 4.5 ayni zamanda dénme
momentinin yoniinii de belirtir. Eger sarkag sola dogru sallanirsa (%” <u; < %) bu tak-
tirde sin(u;) < 0 olur. Yergekimsel moment bununla beraber sarkaci pozitif u; yoniinde
geriye ve saga dogru dondiiriir. Net dénme momentinin bir kismi yergekiminden dolay1
—mgsin(u;) miktarmdadir. 4. ve (i + 1). sarkaglar arasinda kalan yaym bir kismindan
dolay1 olusan dénme etkisi i¢in hesaplanacak olan bir diger donme momentini inceleyelim.

Donme etkisiyle olusan giiciin ii¢ biiyiik faktore bagh oldugu stylenebilir. Bunlar yayin
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biikiim miktari, yayin uzunlugu ve yayin egilmezligidir. Bu donme momenti i¢in bir model

yayin déonme momenti = K W,
x
seklinde verilir. Burada u;1+1 —wu;, ¢. ve (i+1). sarkaglar arasindaki yayin biikiim miktarini,

Az yay uzunlugunu ve K > 0 yayin maddesine bagl yay sabitini ifade eder. Eger
Uiy1 — uj =0,

olursa bu taktirde yaym her iki ucu ayn1 miktarda gevrilir ve boylelikle 7. ve (i + 1).
sarkaclar arasinda biikiim noktasi olusmaz. Digerinden ¢ok daha fazla gevrilmis olan
yayimm bir ucuna karsilik gelen w;11 — w;'nin genis degerleri yay sarmallandigindan genis
bir désnme momenti ile i. sarka¢ iizerinde sonuclanir. Yayin biikiimiinii emen sarmallar
mevcut oldugundan yaym genis boliimleri (genis Az) daha kiigiik dsnme momentleri ile
sonuglanir. Benzer bir gekilde i. ve (i — 1). sarkaglar arasindaki yayin biikiimiinden dolay1
1. sarkaca uygulanan dénme momentinin

ol — Ui
AV
olacagi farz edilir. Yergekim ve yaym dénme momentleri Newton'nun ikinci kanunu olan

(4.2) formiiliinde yerine yazilirsa

2
odu; ot — 2ui + Ui

mi dt? Az

— mgl sin(u;), (4.3)
elde edilir. Simdi

ﬁ—nMikenAx%O,
Ax

olacak sekilde sarkaglarin kiitleleri azaldigi anda sayilarinin artacagimi farz edelim. Bu,
maddenin M kiitle yogunluguyla siirekli bir tabaka olugturur. w(z,t) bu siirekli tabakanin

2 durumunda ve ¢ aninda rotasyon agisini belirtsin. (4.3) denkleminin her iki tarafin1 Ax’e

bolersek
mi? d?u; Ui —2ui Fui—r mglsin(ug)
Az d* (Az)? Az

bulunur ve Az — 0 iken limit alindiginda
mlPuy = Ktgy — mgl sin(u),
elde edilir. A =ml? ve T = mgl olarak alinirsa sine-Gordon denklemi
Auyy = Kug, — T'sin(u), (4.4)
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bulunur [50].

B EE

LR R B

Sekil 4.4. Esit mesafede konumlanmig sarkaclar [50]

L. ng cos{u;)

F=mg

.'-mg sinfu;)

Sekil 4.5. Dénme momentinin agist [50].
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Sine-Gordon denklemi ¢ok ¢nemli lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemdir. Bu
denklemin diferansiyel geometride ortaya ¢ikmasi bu denkleme ayrica énem kazandirmigtar.
Solitonlarin garpimsal davraniglar: bu tiir denklemlerden ortaya ¢ikmaktadir. Bu denklem
1970’lerde soliton ¢oziimlerinin varligindan dolayr cezbedici bir dikkat ¢ekmistir [52, 53].
Bu denklemin analitik ¢oziimii sadece 6zel durumlarda bulunabildiginden bu denklemi
¢ozmek icin bir ¢ok sayisal metod kullamilmistir. Ozellikle son yillarda bu metodlar daha
genig incelenmigtir. Bu denklemi ¢dzmek i¢in kompakt sonlu farklar yontemi kullanilmigtir
[54]. Khaliq sayisal bir yontem uygulayarak bu denklemi ¢ézmeye galigmigtir [55]. Dehghan
radyal bazli fonksiyonlar: kullanarak bu denklemi ¢tzmiigtiir [56]. Biz ise bu denklemi son

yillarda gittikce onemi artan ¢ekirdek iireten uzay metodu ile ¢ozmeye calistik.

4.3. Sine-Gordon Denkleminin Cekirdek Ureten Uzay Metodu ile Coziimii

Bu boliimde ¢ekirdek iireten uzay metodu ile sine-Gordon denklemi ¢oziilecektir. Bu
denklemin bu metod ile ¢oziimii i¢in g¢ekirdek iireten uzaylar tanmimlanip bu uzaylarda
iiretilen ¢ekirdekler bulunacaktir. Bu yontemle elde edilen sayisal sonuclar literatiirde
var olan sonuglarla kargilagtirilacaktir. Bulunan degerler tablolar halinde verilip bunlarin
grafikleri ¢izilecektir.

Bir boyutlu lineer olmayan sine-Gordon denklemini

2 2
%(%t) = %(w) —sin(u(z,1)), 0<z<1, >0, (4.5)

baglangi¢ kosullar:

u(w,0) = f(z), Fw.0)=g(), 0<wz<1 (4.6)

ve siir kogullar ile birlikte
w(0,t) = hi(t), wu(l,t) = ha(t), t=>0, (4.7
gbz Oniine alalim.
4.3.1. Cekirdek Ureten Uzaylar
Tanim 4.1. (Uretilen Cekirdek Fonksiyon) F # 6 olsun. Eger
a) K(.,t) € H, Vt € F igin

b) (o, K(.,t)) =p(t), Vte E veVye H icin
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kogullar1 saglanirsa K : E'x ' — C fonksiyonuna Hilbert uzayiin dretilen ¢ekirdek fonksi-

yonu denir [8].

Tanim 4.2. (Gekirdek Ureten Hilbert Uzay1) Bos olmayan E kiimesi iizerinde
tamimlanan H—Hilbert uzay1 eger iiretilen K : E X E — C ¢ekirdek fonksiyonuna sahipse

bu uzaya ¢ekirdek treten Hilbert uzay: denir [8].

Tanim 4.3. H3[0, 7] uzay1

u | u fonksiyonu [0, 7] arahiginda

1 mutlak siirekli bir fonksiyon,

u' € L20,T), te€l0,T],
seklinde tammmlamr. H3[0,7] uzayinda i¢ ¢arpim ve norm, sirasiyla,
T
(1.9),,, = w(0)g0)+ [ /@50t g € H0.7]
2

ve

lull gy = Jw ) gy we HYo,T)
ile ifade edilir [8].

Lemma 4.1. H1[0,T] uzay1 ekirdek iireten bir uzaydir ve bu uzaym iiretilen gekirdek

fonksiyonu g

1+s, t>s,

seklinde verilir [8].

Tamim 4.4. G}[0,1] uzay1

u | u fonksiyonu [0, 1] araliginda

1 mutlak siirekli bir fonksiyon,
G2 [07 1] -

W € L20,1], z€[0,1],
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seklinde tanimlanir. G% [0, 1] uzayinda i¢ ¢carpim ve norm, sirasiyla,
1
(.9),,, = u0)g(0) + | @)@z u.ge 0.1
2
ve
lullgy =/t whgy, u € GAo,1
ile ifade edilir [8].

Lemma 4.2. G3[0,1] uzay1 ¢ekirdek tireten bir uzaydir ve bu uzayin iiretilen ¢ekirdek

fonksiyonu @,

I+y, z>y,

seklinde verilir [8].

Tamim 4.5. F3[0,7] uzay

u | u,u’,u” fonksiyonlar1 [0, 7] araliginda

3 mutlak siirekli fonksiyonlar,

u® € L2[0,T), t€[0,T], u(0)=1u'(0)=0,

olsun. F3[0,7T] uzaymda ig garpim ve norm, sirasiyla,

(1.9), = > w00 + [ O ¥ @t g€ F0.T]
2 =0
ve

||u||F23 = <U,U>F§,, UEF23[07T]7

formundadir [8].

Lemma 4.3. F3[0,T] uzay ¢ekirdek iireten bir uzaydir ve bu uzaymn tiretilen gekirdek

fonksiyonu 7

1522+ Ls23 — Lstt + 515, t < s,
T (t) =

1242, 13,2 1,4, 1 5
757t + 1587t 57ls” + 387, 1>,
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seklinde verilir [8].

Tanim 4.6. P30, 1] uzay1

u | u, v, u” fonksiyonlar [0, 1] araliginda

3 mutlak siirekli fonksiyonlar,

u® € L2[0,1], = €0,1], u(0)=u(1)=0,

olsun. P3[0,1] uzaymda ig garpim ve norm, sirasiyla,

1
(u, ) py = u(0)g(0) + u'(0)g'(0) + u'(1)g'(1) + / u®(2)g® (z)de,

0
lullywg = /(s Wy, w9 € B0, 1],

olarak tanimlanabilir.

Teorem 4.1. P3 [0, 1] uzay: gekirdek iireten bir uzay olup bu uzaymn fiiretilen ¢ekirdek

fonksiyonu

?:1 G (y) xiila x S Y,

By (x) = (4.8)
YO di(y)atTh, x>y,

geklinde olup ¢; ve d; katsayilar1 agagidaki gibidir.

C()——L 5+i 4_& 2+§
2= 7905Y ToY T oY T
1 o127, 1o, 1137, 127

3(¥) = ~9Y * 5356~ 12Y T 1o52Y " oaa?

ca(y) =0,

¢ (v) :29138y5 - 58556y4 + 5182576y2 - 136154‘1/’

¢s(y) = - 73120y5 + 29128y4 - 291281’2 - %y + ﬁ
di(y) = %yi

da(y) = —éyf’ — %y“ — %?ﬁ + %y,

da(y) = _29128y5 + 5182576y4 Llag;ﬁ N %y’
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1

d4(y) = _Ey27

15 5 127 5, 5
29287 " 58567 " Be56Y T 244
1.1, 1o, 1

73207 T 20287 " 2098Y T 1Y

ds(y) yt+

de(y) = —

Ispat: u € PJ[0,1] ve 0 <y < 1 olsun. B, iiretilen gekirdegi (4.8) ile verilmis olup

tiirevleri
21'5:1 iCiJrl (y) xi_lv <y,
B, (z) =
S jidir (y) 2Tl x>y,
Shi(i+ Do (y) 27, 2 <y,
BZ (x) =
S i 4 Ddiga (y) 2™, x>y,
Y+ 1) +2eys ()™, z<y,
3 _
B{® (x)
Z?:l i(i+1)(i+2)digs (y) 2, x>y,
S22 i+ D) (i +2)(6+ B)cina (y) 2,z <y,
4
B{Y (z) =
S22 i+ D) +2) (i + 3)dipa () 2,z >y,
120c6(y), =<y,
5 _
B (z) =
120ds(y), x>y,
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seklindedir. P5[0,1] uzayindaki i¢ carpimdan
3
(u(z), By(x)),, =u(0)B,(0) +u'(0)B}(0) + /(1) B} (1) +u" (1) By (1)
2

W(0)B7(0) — ' (1)B}Y (1) + ' (0) By (0)
+ fol “I(m)BS)(x)dx

= u/(0)(B,,(0) + BYY (0)) +u/(1)(B,(1) — B§" (1))
+u"(1) B (1) — " (0)BS(0)
+ [ B(5 ) (z)dz+ fyl B§5)(m)u'(x)dx

= u/(0)(c2(y) + 24c5(y)) — uw”(0)(6c4(y))
+u'(1)(da(y) + 2d3(y) + 3da(y) — 20d5(y) — 115dg(y))
+u"(1)(6da(y) + 24d5(y) + 60ds(y))

+ J& 120c6 (y)u(x)da+ fyl 120ds(y)u(zx)dz

= 120u(y)(135) = u(y),

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. O

Tanlm 4.1 . Iklll (;ekll"dek urelen LL (Q) uzayl
| ¢’ 2 51: D) [ ? ] X [ ? ] ’
u SZ () l () ] l)()lgeSIDde ‘amamen S lrekll
X t

6
8:?35153 € L2(Q), u(x,0) = u(x,0) = u(0,t) = u(1,t) =0,

olarak tammlanir. W () uzayindaki i¢ ¢arpim ve norm u,g € W (Q) olmak {izere,

sirasiyla,

? o ? o
<U,g>w Z/ |:8t3 01,1 t)ﬁ%g(ovt)] dt
2/ o o
+Z <%U(70), %9(70)>P3
Jj=0 3

T 1 83 83 83 63
+/0 /0 {@%u(mt)@%g(w,t)} dadt

ve

lully = /(W w)y,  weW(Q),
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seklindedir [8].

Lemma 4.4. W (Q) uzay1 ¢ekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen ¢ekirdegi;
By, rs iiretilen ¢ekirdek fonksiyonlari, sirasiyla, P5[0,1] ve F5[0,7] uzaylarinm tiretilen

cekirdek fonksiyonlar: olmak iizere,
Ky,s) = Byrs,

yazilabilir. Herhangi v € W (2) icin,
u(y, s) = (U, Ky) )y »

ve
Ky (7,t) = Kig ) (Y, 8)

esitlikleri mevcuttur [8].

Tanim 4.8. Tkili cekirdek tireten W (Q) uzayn

_ wlu, @=10,1] x [0,7] bolgesinde tamamen siirekli,
W (Q) = o5%u
L2 (),
O0x0t

olsun. W (Q) wzaymdaki i¢ garpim ve norm u, g € W () olmak iizere, sirasiyla,

wow = [ [guo.nge0]a

+ (u(.,0),9(.,0) 1

2

T 1 9 0 5 8
+/0 /0 [%a“@»ﬂ%ag(m)} dudt

ve

—

||u||ﬁ/\ = <'LL,U>W\, weW (Q) )

seklindedir [8].
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Lemma 4.5. W (Q) uzay1 ¢ekirdek iireten bir uzay olup bu uzayin iiretilen ¢ekirdegi;
Qy, g5 cekirdekleri sirasiyla G3[0, 1] ve H3[0,7] uzaylarimn iiretilen gekirdek fonksiyonlar:

olup

G(y,s) = QyQ&

dir [8].

4.3.2. W () Uzayinda Coziimiin Sunumu
Secilen operator lineer ve sinirh olmasi gerektiginden,
Q=10,1] x [0,T]
olmak tizere L lineer operatorii,
L:W(Q) - W(Q),
seklinde olup, (4.5) denkleminden

Lv = vy — Vg,

yazilabilir.
_ (=1 f(@)hi(t) " 2f (x)ha(t)  (z—1) f"(@)ha(t)
M(z,t) = 0 L) ahy(t) — hl(o)l - ) !
#2f/@) +of (@) 41 (o (o) 4 2 4 L= P00

| vty — SRR 4 ko (t) + 2 f (@) - wha(0)
— S1n )
+ (g(a) + EEHEL - 2g(1)

olarak alinirsa h1(0) # 0 olmak iizere (4.5)—(4.7) denklemleri

(4.9)

{ Lo(z,t) = M(z,1), (z,t) € [0,1] x [0,T] € R?,
v(z,0) = v (x,0) = v(0,t) = v(1,¢) =0,

halini alir. Burada baslangi¢ ve sinir sartlarinin homogenlestirilmesi icin

(z—=1) f(@)h(t)
) B 2ho(t) — zf(z) 4 zho(0)

—t (gt + DD o)),

v(x,t) = wu(z,t)+
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doniisiimii kullamlmigtir. Notasyon karigikhgini énlemek bakimindan (4.9) da v(zx, t) yerine

uygun olmasi i¢in tekrar u(z,t) yazalim.
Lemma 4.6. Lineer L operatorii sinirli bir operatordiir.
Ispat: uw € W(Q) ve (z,t) € Q olsun. Lemma 4.4’ten

r,t) = <U7K(:c,t)>wa

ve boylece

Lu(z,t)

0 0
<u7 LK(J:,t)>W ) %L’U,(.%', t) = <’U,, %LK(IJ)>W )

0 0 0 0 0 0
ELU(.%’ t) = < (’)tLK(”’ t)> 5 E%Lu(x If) <u, a%LK(x’t)>W y
yazilabilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden a, b, ¢, d > 0 olacak sekilde

0
Lo 0] < alldy. [pobate0] < cluly,

9 L, t)] < blulyy,

g 0] < dluly.

oz atL

esitsizlikleri yazilabilir. Bundan dolay1

T 12
”LUHQW = / [SLU(O )| dt+ (Lu(.,0), Lu(.,0)) ¢

// {%8—Lumt)]2dtdm
_ /0 ! [%Lu(o,t)} it + [Lu(0,0)?
+/01 {%Lu(x,o)rdx+/ol /OT [%%Lu(x,t)rdtdx

< (@+E+T O +d) [|ullfy
elde dilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Hatirlatma 4.1. Q = [0,1] x [0, 7] ciimlesinin sayilabilir yogun {(x1,t1), (x2,t2),...}

alt ciimlesini secelim. L* operatorii L operatoriiniin adjoint operatorii olmak iizere,

¢l<m7t) - G(l’i,ti) (.’L‘, t) )
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~ o0
U; = L*p,; fonksiyonlarim tammlayalim. W (Q) uzaynin {\Ifz} ortonormal sistemi,
i=1

{¥;(z,t)}:2, ifadesinin Gram-Schmidt ortogonallestirme siirecinden yararlanilirsa

U= By,
k=1
olarak bulunur [57]. Burada ;;,’lar ortogonal katsayilardir.

Teorem 4.2 {(z;,t;)};2,, V’da yogun olsun. Bu taktirde {¥;}:2,, W () uzaymda

bir tam sistem olur ve
Uy(w,t) = LK(xi,ti)(xﬂ t),
ifadesi saglanir.
Ispat: (z,t) € Qicin

\Ijl(‘rat) = (L*Spl) (x7t) = <L*<pz7K(x,t)>W = <9017LK(z,t)>W
= (LK@, %) = (LK@ G5 = LK@ (@i i)
= LK(ZI,tl) (ZE, t)?

yazilabildiginden U;(x,t) € W () oldugu asikardir. Herbir sabit v € W (£2) i¢in eger,
(W, )y =0, i=1,2, ..

olursa bu taktirde,
(u, L*@)yy = (Lu, )55 = (L, Gy 1) )5 = Lu (i, ) =0, i=1,2,..,

bulunur. {(z;,t;)}:2,, dizisi Q@ da yogun oldugundan,

Lu (z,t) =0,
yazilabilir. L~! in varhgmdan,
u =0,
olur. Bu ise ispati tamamlar. O

Teorem 4.3. Eger {(z;,t;)};2, , @’da yogun ise bu taktirde (4.9)’un ¢oziimii,

u = ZZﬂlkM(mk7tk)(I\I“ (4.10)

i=1 k=1
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bagintisin saglar.

. ~ oo
Ispat: wu fonksiyonu (4.9)'un ¢oziimii olsun. Teorem 4.2’den {\Ifz(x,t)} 1ifadesi

1=

W (Q)’da bir tam sistemdir. Boylece

u = i <u, @Z>W ‘/I\’z = iiﬁm (u, ‘I’k>w v

1=1 i=1 k=1

= ZZﬁm u, L)y Ui —ZZ% (Lu, 1)
i=1 k=1 i=1 k=1

= Zzﬁlk <LU G(ik tk ZZBMLU mkatk 7
= 1/{,‘ 1 1= 1k 1

= ZZBikM(xkatk)(I}iv
i=1 k=1

yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

uy, yaklagik ¢oziimii v analitik ¢oziimiiniin n teriminin goz éniine alinmasyla elde edilir.
Yani, yaklagik ¢oziim
n o1
un=> > B M (wy, t) Vs,
i=1 k=1

olarak bulunur. Boylece, n — oo iken |luy, — u|| — 0 olur.

4.3.3. Metodun Uygulanmasi
Eger M lineer ise bu taktirde (4.9)’un analitik ¢ziimii (4.10) ile bulunabilir. Eger M
lineer degilse bu taktirde (4.9)’un analitik ¢oziimii (4.10) ya da

Herhangi sabit ug € W (),
noL 4.11
i=1
bagintisiyla bulunabilir, burada
Al - 511M(l‘ka tk)a
2
k=1
n
An = Z ﬁnkM(mka tk)a
k=1

dir. Simdi (4.12) ile verilen u,, yaklagik ¢oziimiiniin analitik ¢oziime yakinsadigimi gostere-

lim.
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Lemma 4.7. Eger,
Un Il u, |up|l sl (x,,t,) — (y,s) ve M(x,t) siirekli,
sartlari saglanirsa bu taktirde,
M(xn,tn) — M(y, s),

yazilabilir.

Ispat: Uretilen cekirdegin temel 6zelligi ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden

ue, O = |l 9) K9y

(s )l 1B W, 9|y, = N1 lluly, )l

IA

yazilabilir. Boylece

ou(z,t)| OK (2,)(y, 5)
83) ‘ - ‘<u(y78)7 633 W
Kz (y: 8)
< Tty [0 oty e
w
ve
ou(z,t)| OK (4 1)(y, 5)
o = (. TR
Ky ) (y: 8)
<ty [ oty )l
w

esitsizlikleri elde edilir. Bir taraftan

tnea(y) =y )| = (o1 (@,0) = @ 1), Ky (,6)y|

IN

||Un,1(1‘, t) - ﬁ(l‘, 2(‘->||W ||K(;r,t)(y) S)HW

= N4 ||un—1(x7t) - ’I/I(.%, t)HW ’
mevcut iken diger taraftan

(tn-1(2n, tn) = Uy, )| = [tn-1(Tn,tn) = tn-1(y, s) + un-1(y, s) — u(y, )|
< [Vuna (&)l (@n, tn) = (Y, 5)| + |un-1(y, 5) — uly, s),
mevcuttur. Yukaridaki esitsizliklerden ve

Uy — U
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ifadesinden
[tn-1(y, 8) = Uy, 8)| = 0, [Vun_1(&m)] <\/c+cG Jully
yazilabilir. n — oo iken, ||uy,|| sirh olacagindan
[un—1(2n, tn) — u(y, s)| — 0,
olur. M(z,t)'nin siirekliliginden n — oo iken,
M(z,,t,) — M(y,s),
bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Teorem 4.4. (4.11)’deki ||uy|/'nin smirh oldugunu ve (4.9)'un tek bir ¢oziime sahip
oldugunu kabul edelim. Eger {(x;,¢)};2, , ’da yogun ise bu taktirde u, yaklagik ¢oziimii

u analitik ¢oziimiine yakinsar ve
e ~
i=1
yazilabilir.
Ispat: Oncelikle u, 'nin yakinsak oldugunu gosterelim. Bunun igin (4.11)’den,
Unt1= Un+Ant1Wni1,

~ o0
bulunur. {\I/z} nin ortonormalliginden,
i=1

n+1
lansall? =l + 42, = 37 42, (4.13)
i=1
olur. (4.13)’ten ise,

[wntall > [lunll,

elde edilir. Bu ise ||uy|’nin monoton artan oldugunu gosterir. ||u,| smirh da oldugundan

||wrn || yakimsaktir ve

oo
S -
i=1
olacak sekilde sonlu bir d sayist mevcuttur. Boylece,
{Ai}2, €7,
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oldugu goriiliir. Eger m > n ise bu taktirde,

[ — || [t — Um—1 + U1 — U2 + .. + Uns1 — U

IN

| tm — umleQ + [Jum—1 — um72||2 oA [Jung — Un||2 )

yazilabilir.
2 2
[tm — um—1[|” = A7,
oldugundan sonug olarak n,m — oo iken,

m
[t — unHQ = Z Al2 — 0,
l=n+1

bulunur. W (©)’min tamhgindan n — oo iken u,, — u olur. $imdi @ 'nun (4.9)’un ¢oziimii
oldugunu gosterelim. (4.11) ifadesinde her iki tarafin limiti alinirsa,
e -~
U= AU,
i=1
bulunur. Boylece,

o0
Li=>Y" ALV,

=1

ve
Li(ze, te) = Y AiLU(zg, ty) ZAZ< t), ol t)>
i=1
:ZA< wkxt> ZA< \Ifk(wt)> ,
oldugundan

> BaLi(ay,ty)

Il
[M]8
S
—
]
oo
ol
5
&
=

k=1 i=1 k=1 w
o0
= ;Ai <@i(;,; t), Up(x t)>W = A,

elde edilir. (4.12)’den,
Lu(wy, ty) = M(zy, ty),

yazilabilir. {(z;,t;)};2,, @ da yogun oldugundan herbir (y,s) € @ igin j — oo iken,
(@n;stn;) = (4, 5),
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olacak sgekilde bir {(xn i tn j) };il alt dizisi mevcuttur. Boylece,
Lu (xnj,tn].) = M(zn,,tn,),
bulunur. j — oo iken M’nin stirekliliginden ve Lemma 4.7’den

Lu(y,s) = M(y, s),

yazilabilir. Bu da @'nun (4.9)’u sagladigim gosterir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

O
Hatirlatma 4.2.
{(z1,t1) , (z2,t2),..} € 2 =10,1] x [0,T],
formundaki yogun ciimleyi goz oniine alalim.

@i(m?t) = G(m,tﬁ(‘r’t)? \Iji(mat) = L*cpz-(a?,t),

\/I\/i(xa t) = Z ﬁzklpk(xv t)?
k=1

olmak tizere [3;;, ortogonal katsayilar:

1 1

fnn = 521k Bii= T
2
(W3] — Z c
k=1
1—1
= By
k=1 ~
ﬁz] = ’ i1 y  Cik= <\I/zv \Ilk> ’
2
VIl =Y &
k=1

bagmntilar: yardimiyla bulunur [8].

4.3.4. Sayisal Sonuglar
Bu boliimde ¢ekirdek iireten metod yardimiyla iki érnek c¢oziildii. Bulunan sayisal

degerler tablolar ve grafikler halinde gosterildi.

Ornek 4.1. Bu ornekte (4.5) ile belirtilen sine-Gordon denklemini lineer olmayan

sin(u) terimi olmaksizin ) bolgesinde

u(z,0) = sin(mx), %(m,()) =0,
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baglangig sartlar ile goz dniine alahm. Bu problemin analitik ¢ziimii [58]

w(zt) = %(Sm(w(m +1)) + sin(r(z — 1)),

seklindedir. Baslangi¢ kogullar1 homogen hale getirilip ¢ekirdek iireten metod uygulandiginda

agagidaki tablolar ve grafikler elde edilir.

Tablo 4.1. Ornek 4.1 icin elde edilen sayisal sonuclar

x |t |AC YC MH

0.1 ] 0.1 | 0.2938926262 | 0.2938930965 | 4.703 x 10~7

0.2 ] 0.2 | 0.4755282582 | 0.4755313577 | 3.0995 x 1076
0.3 ] 0.3 ] 0.4755282582 | 0.4755183355 | 9.9227 x 1076
0.4 | 0.4 | 0.2938926261 | 0.2939007109 | 8.0848 x 1076
0.5]0.5 0.0 0.0000282140 | 2.82140 x 10~°
0.6 | 0.6 | —0.2938926264 | —0.2939063137 | 1.36873 x 105
0.7 | 0.7 | —0.4755282583 | —0.4755305759 | 2.3176 x 106
0.8 | 0.8 | —0.4755282581 | —0.4755277748 | 4.833 x 1077

0.9 | 0.9 | —0.2938926260 | —0.2938966580 | 4.0320 x 106
1.0 | 1.0 | 0.0 -3.69x 1077 | 3.69 x 1077

Tablo 4.2. Ornek 4.1 icin ¢ = 1 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

AQ

YQ

MH BH

—0.80

0.5877852522

0.5877854278

1.7%x 1077 | 29 x 107

—0.40

0.9510565165

0.9510565935

77 x1078 | 8 x 1078

0.40

—0.9510565165

—0.9510565935

77x107% | 8. x 1078

0.80

—0.5877852522

—0.5877854278

1.7x 1077 | 29 x 1077
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Tablo 4.3. Ornek 4.1 i¢in mutlak ve bagil hatalarin kargilagtirilmas

@ MH [59] | MH [RKHSM] | BH [59] BH [RKHSM]
—0.80 | 1.94E — 05 | L.756E — 07 | 3.29E — 05 | 2.987E — 7
—0.40 | 2.84E — 07 | 7.700E —08 | 2.98E — 07 | 8.096E — 8
040 | 2.84E —07 | 7.700E — 08 | 2.98E — 07 | 8.096F — 8
0.80 | 1.94E —05 | 1.756E — 07 | 3.29E — 05 | 2.987E — 7

10
u‘
00

«0.5

=10
=10

Sekil 4.6. Ornek 4.1 icin ¢ekirdek tireten metodun ¢oziimii




0.010

0.005

0.000

Sekil 4.7. Ornek 4.1 icin mutlak hatay1 veren grafik

10 F

03

035

_"l-o'i|9:|I|1||l||l|l:=|:l|l||l||l|l'
-3 -2 -1 0 1 2

Sekil 4.8. Ornek 4.1 icin iki boyutlu ¢ekirdek iireten metodun ¢oziimii
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Ornek 4.2. Bu ornekte (4.5) ile belirtilen sine-Gordon denklemini € bolgesinde

u(z,0) =

ou

0, —(z,0)=4sech(z),

ot

baglangig sartlar ile gbz dniine alahm. Problemin analitik ¢oziimii [58]

u (z,t) = 4arctan(sec h(z)t),

geklindedir. Baglangic kosullar1 homogen hale getirilip ¢ekirdek iireten metod kullanildiginda

asagidaki tablolar elde edilir.

Tablo 4.4. Ornek 4.2 icin elde edilen MH ve BH

x t

MH

BH

Siire (s)

0.1

0.1

9.4 x 10717

2.3 x 10716

0.874

0.2

0.2

3.2 x 10716

4.1 x 10716

0.843

0.3

0.3

4.2 x 10716

3.8 x 1016

0.874

0.4

0.4

2.6 x 10716

1.8 x 10716

0.952

0.5

0.5

3.3x 10716

1.9 x 10716

0.874

0.6

0.6

4.5 x 10716

2.4 x 10716

0.904

0.7

0.7

9.4 x 10716

4.6 x 10716

0.921

0.8

0.8

9.6 x 10716

4.4 x 10716

0.967

0.9

0.9

1.8 x 10716

8.3 x 10717

0.999

1.0

1.0

8.6 x 10717

3.7 x 10717

0.967

Tablo 4.5. Ornek 4.2 icin ¢t = 1 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

z AC YC MH BH

—0.80 | 2.56810972212 | 2.568109722086 | 4.2 x 1071 | 1.6 x 10~
—0.40 | 2.98584334452 | 2.985843344528 | 6.8 x 10713 | 2.3 x 10713
0.00 | 3.14159265358 | 3.141592653590 | 7.4 x 10713 | 2.3 x 10713
0.40 | 2.98584334452 | 2.985843344528 | 6.8 x 10713 | 2.3 x 1013
0.80 | 2.56810972212 | 2.568109722086 | 4.2 x 10~ | 1.6 x 10~
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Tablo 4.6. Ornek 4.2 icin mutlak ve bagil hatalarin karsilastirilmas:

x MH [59] | MH [RKHSM] | BH [59] BH [RKHSM]
—0.80 | 1.53E — 08 | 4.23359E — 11 | 5.96E — 09 | 1.64852F — 11
—0.40 | 3.54E — 10 | 6.89217E — 13 | 1.18E — 10 | 2.30828E — 13
0.00 | 1.62E — 10 | 7.40285E — 13 | 5.15E — 11 | 2.35640E — 13
040 | 3.54E—10 | 6.89217E — 13 | 1.18E — 10 | 2.30828E — 13
0.80 | 1.53E — 08 | 4.23359E — 11 | 5.96E — 09 | 1.64852E — 11

Tablo 4.7. Ornek 4.2 icin = 2.5 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

t

AQ

YC

0.02

0.013045652299470337726

0.013045652299470429228

0.04

0.026091027076458045383

0.026091027076458055762

0.06

0.039135846843901571207

0.039135846843901591760

0.08

0.05217983418557021854

0.052179834185570326022

0.1

0.065222711791451326376

0.06522271179145110938

0.3

0.19552959072837645953

0.19552959072837616718

Tablo 4.8. Ornek 4.2 icin = 5.0 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

AQ

YQ

0.02

0.0010780225516042560299

0.0010780225516046950169

0.04

0.0021560449466078880312

0.0021560449466103154491

0.06

0.003234067028410408468

0.0032340670284064571408

0.08

0.0043120886404116027904

0.0043120886404125186434

0.1

0.0053901096260116659256

0.0053901096260170153463

0.3

0.016170250578558993341

0.016170250578577492240
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Tablo 4.9. Ornek 4.2 icin 2 = 7.5 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

t

AQ

YQ

0.02

0.0000884934721388573766

0.0000884934721392853003

0.04

0.0001769869441910896592

0.0001769869441950110056

0.06

0.0002654804160700717544

0.0002654804160796786727

0.08

0.0003539738876891785695

0.0003539738876799533295

0.1

0.0004424673589617850136

0.0004424673589703796322

0.3

0.0013274020335728111501

0.0013274020333220852196

Tablo 4.10. Ornek 4.2 i¢in = 10.0 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

t

AQ

YC

0.02

0.00000726398874701739435

0.0000072639887470122372

0.04

0.00001452797749398687768

0.0000145279774939233104

0.06

0.00002179196624086053894

0.0000217919662408353413

0.08

0.00002905595498759046712

0.0000290559549867947262

0.1

0.00003631994373412875118

0.000036319943734399877

0.3

0.00010895983117843073892

0.0001089598311794268356
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Tablo 4.11. Ornek 4.2 i¢in z = 2.5 (birinci sira) ve x = 5.0 (ikinci sira) iken mutlak

hatalarin kargilagtirilmasi

t | RKHSM MHPM [60] ADM [60]
oop | FIBE-IT | 9251048 -8 9.25104F — 8
43E — 16 5.22002E — 11 | 5.22002E — 11
Qoq | LOBE 1T | 7400845 —7 7.40084E — 7
24E — 15 417602E — 10 | 4.17602E — 10
o6 | 2B 2.49778E — 6 2.49778E — 6
3.9E — 15 1.40941E — 9 1.40941E — 9
(og | LOTE=16 | 5920685 — 6 5.92068E — 6
9.1E — 16 3.34082F — 9 3.34082E — 9
(i | 216E-16 | 1156385 -5 1.15638E — 5
53E— 15 6.52506E — 9 6.52506E — 9
(g | 29E-16 3.12304F — 4 3.12304F — 4
1.8E — 14 1.76230E — 7 1.76230E — 7
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Tablo 4.12. Ornek 4.2 i¢in x = 7.5 (birinci sira) ve x = 10.0 (ikinci sira) iken mutlak

hatalarin kargilagtirilmasi

t | RKHSM MHPM [60] | ADM [60]
g | A2E16 | 28TE-14 | 2.887F - 14
51E—18 | 1.597E—17 | 1.597E —17
oou| BOE-15 | 23108-13 | 231813
63E—17 | 1217E—16 | 1.277E —16
oog | 96E—15 | TTE-13 | 7796 —13
25E—17 | 4312E—16 | 4.312E —16
oos | 92E-1 | LSSE-12 | 18I8E 12
7T9E—16 | 1.022E—15 | 1.022E—15
o1 | BPE-15 | B609E-12 | 3.609E —12
27E—16 | 1.996E—15 | 1.996E —15
(g | 2PE-13 | 9TASE—11 | 97T48E 11
99E—16 | 5.391E—14 | 5.391E — 14

Tablo 4.13. Ornek 4.2 i¢in = 0.06 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

t

AQ

YC

0.02

0.07984560896434381352

0.079845608964343853426

0.04

0.15962763841261813303

0.15962763841261815794

0.06

0.23928281206851416623

0.23928281206851423765

0.08

0.31874845652859878735

0.31874845652859888367

0.1

0.39796279376194770105

0.39796279376194771082

Tablo 4.14. Ornek 4.2 i¢in = 0.08 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

t

AQ

YQ

0.02

0.079734118548588251664

0.079734118548588199339

0.04

0.15940492340173257962

0.15940492340173286314

0.06

0.23894940199533129661

0.23894940199533120491

0.08

0.31830514045634341908

0.31830514045634405770

0.1

0.39741061409807554739

0.39741061409807569743
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Tablo 4.15. Ornek 4.2 icin « = 0.1 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

¢ AC YC

0.02 | 0.079591154289758679228 | 0.079591154289759560107
0.04 | 0.15911933466140392832 | 0.15911933466140305331
0.06 | 0.23852186564169922344 | 0.23852186564169936963
0.08 | 0.31773666512002042948 | 0.31773666512002071579
0.1 | 0.396702532289366215 0.39670253228936612

Tablo 4.16. Ornek 4.2 icin mutlak hatalarm karsilagtirilmas

[61] [61] [61]
t RKHSM MDM RKHSM MDM RKHSM MDM
x = 0.06 x = 0.06 x = 0.08 z = 0.08 z=0.1 z=0.1
002 | 39FE —-17 |22E—-16 |523E—17 |44E—-15 |88E—16 |44FE—14
0.04 | 24E —-17 | 22E—-16 |283E —16 |44E—-15 |870E —16 | 44E —14
006 | 71 —-17 |19E—-16 | 917K —-17 | 43E—-15 | 146E —16 | 44F —14
008 |96F—17 |19FE—-16 | 638K —16 | 43E—-15 | 2.86E —16 | 4.3E —14
01 |97E—-18 |19E—-16 |15E—-16 |43E—-15 |943E—-17 |42FE—-14

Sekil 4.9. Ornek 4.2 icin cekirdek iireten metodun ¢éziimii
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Sekil 4.11. Ornek 4.2 icin iki boyutlu, ¢ekirdek iireten metodun ¢oziimii
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4.3.5. SONUC

Biz bu béliimde mekanik iletim sistemiyle tiiretilen baglangi¢ ve sinir sarth sine-Gordon
denklemini RKHSM yardimiyla ¢ozdiik. Lineer ve lineer olmayan iki 6rnek goz oniine aldik
ve bulunan sonuglar literatiirde var olan altinci basamaktan kompakt sonlu farklar [59],
genisletilmis HPM [60] ve genisletilmis Ayrigim [61] yontemleriyle kargilagtirdik. Sonuglar
Ornek 4.1 icin Tablo 4.1-4.3 ve Sekil 4.6-4.8 ile Ornek 4.2 icin ise Tablo 4.4-4.16 ve Sekil
4.9-4.11 ile verdik. Tablo 4.1’de Ornek 4.1 i¢in 0.1 < z,¢ < 1.0 araliginda analitik, yaklagik
¢oziimler ve mutlak hata verildi. Tablo 4.2’de ¢t = 1.0 ve z = —0.8, —0.4, 0.4, 0.8 degerleri
icin YC, MH ve BH verildi. Tablo 4.3'te aym1 degerler igin kompakt sonlu farklar ve
RKHSM ile elde edilen MH ve BH’lar sunuldu. Sekil 4.7 ve 4.8’de sirasiyla RKHSM ile
bulunan mutlak hatanin ii¢ boyutlu ve iki boyutlu gériiniimii verildi. Tablo 4.4’te Ornek
4.21i¢in 0.1 < z,t < 1.0 olmas1 halinde RKHSM ile elde edilen MH, BH ve hesaplama siiresi
verildi. Tablo 4.5’tet = 1.0 ve x = —0.8, —0.4, 0.0, 0.4, 0.8 degerleri i¢in AC, YC, MH, BH
ve Tablo 4.6’da ayni1 degerler i¢in kompakt sonlu farklar yontemi ve RKHSM ile bulunan
MH ve BH’lar sunuldu. Tablo 4.7-4.10’da sirasiyla, = 2.5, 5.0, 7.5, 10.0 ve ¢t = 0.02,
0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.3 degerlerine karsilik gelen AC ve YC ifade edildi. Tablo 4.11°de
t'nin ayn1 degerleri icin = 2.5 ve x = 5.0, Tablo 4.12’de z = 7.5 ve x = 10.0 olmas1
halinde ADM, RKHSM ve MHPM [60] ile bulunan mutlak hatalar kargilagtirildi. Tablo
4.13-4.15’te ise x = 0.06, 0.08, 0.1 i¢gin AC ve YC verildi. Tablo 4.16’da ¢'nin farkh degerleri
icin RKHSM ve MDM [61] ile elde edilen mutlak hatalar sunuldu. Sekil 4.9°”da RKHSM
ile bulunan yaklagik ¢oziimiin ve Sekil 4.10’da kullandigimiz yontemle olugturulan mutlak
hatanin ii¢ boyutlu resimleri verildi. Sekil 4.11°de yaklagik ¢oziimiin iki boyutlu resmi
sunuldu. Yukarida bahsedilen tablolar ve sekillerden de goriildiigii gibi her iki problem

icin de literatiirde var olan sonuglardan daha iyi sonuclar bulduk.
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5. BOLUM

BRATU PROBLEMI

u' (z) + X" =0, 0<z<1,
u(0)=u(l)=0

(5.1)

bigimindeki klasik Bratu problemini goz niine alalim [62, 63].
(5.1) ile belirtilen standart Bratu problemi yanma olayimi modellemek i¢in kullanilmigtir

[63]. Bu sinir deger probleminin analitik ¢oziimii,

(9]
oo (2)

seklindedir ve 6, @ = /2 cosh (0/4) denkleminin ¢oziimiidiir [63]. Bratu problemi A > A,

u

(5.2)

A = A ve A < A durumlarima gore sifir ¢oziime, tek ¢oziime ve iki ¢oziime sahiptir.
Kritik A. degeri A, = 3,513830719 seklinde verilir. Analitik ve sayisal yontemler kul-
lanilarak Bratu problemi bir ¢ok bilim adami tarafindan incelenmistir. Wazwaz [63] Ado-
mian ayrigim metodunu kullanarak bu problemi ¢ozmiigtiir. Aregbesola [64] agirhikl artik-
lar yontemini kullanarak bu problemin ¢oziimlerinin varhigini ve coklugunu incelemigtir.
Deeba ve digerleri [65] Adomian ayrigim metodunu kullanarak Troesch ve Bratu problem-
lerini incelemiglerdir. Khuri [66], Syam ve Hamdan [67], Laplace ayrisgim metodunu, Li
ve Liao [68] homotopi analiz metodunu, Caglar ve digerleri [69] B-spline metodunu kulla-
narak Bratu problemini incelemiglerdir. Bratu problemi ile ilgili [62 — 69] makalelerine ve
bu makalelerdeki referanslara bakilabilir.

Biz ise ¢ekirdek iireten uzay metodu ile Bratu problemini inceleyecegiz.

5.1. Bratu Probleminin Cekirdek Ureten Uzay Metodu ile Céziimii

Bu boliimde ¢ekirdek iireten uzay metodu ile Bratu problemi ¢oziilecektir. Bunun icin
cekirdek iireten uzaylar tamimlanip bu uzaylarda iiretilen g¢ekirdekler bulunacaktir. Bu
yontemle elde edilen sayisal sonuglarin tablolart ve grafikleri olugturulup literatiirde var

olan metodlarla kargilagtirilacaktir [24].
5.1.1. Cekirdek Ureten Uzaylar

Tamim 5.1. W3[0, 1] uzay



u | u, v, u” fonksiyonlar [0, 1] araliginda

3 mutlak siirekli fonksiyonlar,
W2 [07 1] =

u® e L20,1], z€[0,1], u(0)=u(l)=0,

olsun. W3[0, 1] uzayinda i¢ carpim ve norm, sirastyla,
1
(u, 9)ws = u(0)g(0) +'(0)g'(0) + u(1)g(1) +/ ul® (2)g® (2)dx,
0

||u||W23 = <'LL,U>W23, u, g S WZ?’[O’ 1]7

olarak tammlanir.

Tamim 5.2. W20, 1] uzay1

u | u fonksiyonu [0, 1] araliginda
Wy [0,1] = mutlak stirekli bir fonksiyon,
u'(z) € L2[0,1], =« €]0,1],

olsun. W3[0, 1] uzayinda i¢ garpim ve norm, sirasiyla,

1
(g = [ u@(@) +l(@)g (@dr. g € W.1]

_ 1
||u||W21 - <’LL, u>W21’ (S W2 [07 1]7

ile ifade edilir. VV21 [0, 1] uzay1 gekirdek iireten bir uzay olup iiretilen gekirdek fonksiyonu

T,

T (y) cosh(z +y — 1) 4 cosh(|z — y| — 1)] (5.3)

~ 2sinh(1) [
seklinde verilir [8].

Teorem 5.1. W3 [0,1] uzay1 gekirdek iireten Hilbert uzayr olup bu uzaym firetilen

gekirdek fonksiyonu R,

Z?:l Ci (y) xiila x S Y,
Ry (z) =
Z?:1 dz (y) xi_17 T >y,
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seklinde verilir. Burada, katsayilar asagidaki gibidir [24]:

aly) = 0, aly)=-y>+y,

es(y) = %yE‘ + z—éyQ + 2—141/4 —y- %y?’,

aly) = 0, es(y) = 2—141/2 - iy, co(y) = —510212 + %0
di(y) = floy , day) = —2—14y4+y—y2,

ds(y) = —1—;0@/5 + ;—éyz +539" v

da(y) = —1—12?;2, ds(y) = 2—142/27 de(y) = —%OyZ-

Ispat: W3[0, 1] uzaymda tanimlanan i¢ carpimi

(u(a). By (2) = u0) Ry (0) +1/ (0) Ry 0) + u(D) Ry (1) o
+ 1 u® (@) B (@) das, '

goz oniine alip ve ii¢ kez kismi integrasyon uygularsak

(u(z), Ry(x)) . = u(0)Ry(0) +u'(0)R}(0) +u(1)R,(1)

2

+ Ry (Du(1) = By (0)u”(0) = By (1)l (1) 55)
+ RP(0)u (0) + R (u(1) — R (0)u(0)
— Jy u(@) R (2)de,
elde edilir. Cekirdek iiretme 6zelligi
(u(@), Ry(@))ys = uly)
oldugundan
RP(0) =0,
/ (4) _
Ry(()) + Ry (0) =0, (5.6)
RP (1) =0,
R (1) =0,
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olur ve (5.5) bagmtisindan
6 _
—R{)(x) = 6(z —y),
elde edilir. = # y iken
6 —
olur. Bu yiizden

Z?:l Ci(y)xi_17 x S Y,
Ry(z) =
?:1 di(?)’)mii% T > Y,

yazilabilir. Dolayisiyla

—RP)(x) = 6(z — y),

ifadesinden

Ry (y) = "R, (y), k=0,1,2,3,4 (5.7)
ve

O° Ry (y) — "Ry (y) = —1, (5.8)

yazilabilir. R,eW3[0,1] oldugundan
R,(0) =0, R,(1)=0, (5.9)

olur. (5.6)-(5.9) denklemlerinden ¢;(y) ve d;i(y) (i = 1,2,...,6) katsayilar1 bulunabilir.
Boylece R, iiretilen cekirdek fonksiyonu
—zy? 4+ zy — a52%y® + Faly?

1,42 .2 1,23, 1.42
+352°Y Y — 527Y +5527Y

14, 1 5,2 @5
217 Y — 1202°Y" t 13> =Y,

—ya? +yx — sy?ad + B2

1,24 2 1,23, 1,42
+57Y°T — YT — YTty

1.4 1,52 5
—51Y T — To5Y° % + 155, x>y,
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olur. O

5.1.2. W3[0,1] Uzayinda Céziimiin Sunumu
Bu boliimde (5.1) denkleminin ¢oziimii gekirdek iireten W3[0, 1] uzaymda goz oniine

alinacaktir. L lineer operatorii L : W3[0, 1] — W10, 1] seklinde tammlanip
(Lu) (z) = u" (), (5.10)
olarak ele alinirsa model problem (5.1)

Lu = f(z,u), z €[0,1],
w(0) =0, wu(l)=0,

(5.11)

formunu alir. Burada f(z,u) = —Ae* dur.

Teorem 5.2. (5.10) ile tammlanan L lineer operatorii sinirh lineer bir operatérdiir.

Ispat: M > 0 pozitif bir sabit olmak iizere ||Lu||%,[,21 <M ||u||?/v23 esitsizliginin sag-

landigini gostermemiz gerekir. Tanim 5.2’den

1
Iy = Ly = [ ([(20) @) + [(E) @) do

yazilabilir. Cekirdek iiretme 6zelliginden ise
(Lu) (z) = (u (), (LRz) ())wg »

mevcuttur. M; > 0 pozitif bir sabit olmak iizere
(L) @)] < Jullg I Rellyg = M [l

bulunur, béylece

1
| 1) @ o < 2 .

olur.

(Lu)' (x) = (u(.), (LR,)' (~)>W23 :
oldugundan Ms > 0 pozitif bir sabit olmak iizere

(2 ()] < Nullwg [ (LR Ly = Mol
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elde edilir. Bu son ifadeden ise
2
(L) (8)] < M3 ullg
ve
! / 2 2 2
| @ @) do < 35 Ly

bulunur. Yani M = M? + M2 > 0 pozitif bir sabit olmak iizere

1
2
1zl < [ (00 @) + () @)) da
< (M7 + M) lullsy = M [lulily
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

5.1.3. Coziimiin Yapis1 ve Temel Sonuglar
i(x) =Ty, (x) ve ¥;(x) = L*p;(x) olsun. Burada L* operatorii L operatoriiniin eglenik
operatoriidiir. W3[0, 1] uzaymm {@Z(m)}zl ortonormal sistemi, {v;(x)};2, ifadesinin

Gram-Schmidt ortogonallestirme siirecinden,

i
i) = Byp(x), (B >0, i=1,2,..), (5.12)
k=1
seklinde bulunur.

Teorem 5.3. {z;};°,, [0,1] de yogun olsun ve ¢;(z) = L, R, (y)| esitligi saglansin.

Y=xq

Bu taktirde {¢;(z)}:2, dizisi W3[0, 1] uzaymda bir tam sistem olusturur.

ispat: Cekirdek iiretme 6zelliginden

Pi(x) = (L) () = (L) (), Ba(y)) = ()W), LyRa(y)) = LyRa(y)l,—,, »

esitligi yazilabilir. L operatériiniin y alt indisi bu oparatériin y fonksiyonuna uygulandigini
gosterir. 1p; € W3[0,1] oldugu aciktir. Her bir u € W3[0,1] icin, (u(z), ¥;(z)) = 0,

(i=1,2,...) olsun. Boylece

(u(z), (L*@:)(x)) = (Lu(.),;(.)) = (Lu)(zi) = 0,

elde edilir.
{x;}:2, [0,1] arahgmda yogun oldugundan (Lu)(z) = 0 olur. Ters operatoriin var-

ligindan u = 0 bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. O

54



Teorem 5.4. Eger u, (5.11)’in bir ¢dziimii ise bu taktirde

w(@) =Y By f (wr, ) Wi(x), (5.13)

i=1 k=1

yazilabilir. Burada {z;}:;°,, [0, 1] arahginda yogundur.
Ispat: (5.11)’in ¢oziimiiniin tekligi ve (5.12)’den

u(x) = Z@(w)%(w)}W;%(w)

_ Z Birf (g, ug) (),

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. O

uy, yaklagik ¢oziimii v analitik ¢oziimiiniin n teriminin gz 6niine alinmasiyla

i=1 k=1

olarak yazilir.

Lemma 5.1. Eger |u, _ung — 0, z, — x, (n — o0) olup f(z,u) fonksiyonu

x € [0, 1] i¢in siirekli bir fonksiyon olursa bu taktirde n — oo iken
f(@n, un—1(zn)) — f(z,u(z)),
olur [11].

Teorem 5.5. Herhangi ug(z) € W3[0, 1] i¢in agagidaki sartlarm saglandigimi varsay-

alim.

(i) un(z) =Y Aity(), (5.15)
=1
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A= By f (s wra (1)), (5.16)
k=1

(ii) ||UnHW23 sinirli;
(iii) {z};24, [0,1] arahginda yogun;

(iv) Herhangi u € W3[0,1] i¢in f(z,u) € W3[0, 1].
Bu taktirde (5.15)teki uy,, (5.13)’teki analitik ¢oztime W3[0, 1] uzaymda yakmsar ve

A;, (5.16) ile tammlanmak tizere
o0
u(x) =Y Aihi(),
i=1
olur.

ispat: (i) 1k olarak u, fonksiyonunun yakinsak oldugunu ispatlayalim. (5.15) bagm-

tisindan

un+1(x) = Un(x) + An-l—lan-i-l(x)?

yazilabilir. {@Z (z) }Zlifadesinin ortonormalliginden

n+1
2 2 2 2 2 2 2
||un+1||W23 = ||“n||W23 + (Ant1)” = Hun—leg- + (An)" + (Apt1)" = ... = Z (A7,
i=1
elde edilir. ||un|\W§, normunun sinirhiligindan
(o)
(Al)Q < 00,
i=1
yazilabilir. Yani,
{Ayel? (i=1,2,..),
olur.
m > n olsun. Bu taktirde (up, — Uum—1) L (Um—1 — Um—2) L .. L (Upt1 —un)
oldugundan
||, — unH%V; = ||um — Um—1 + Um—1 — Um—2 + .. + Upp1 — 'Ufn”%/vg
<l = wn—allig + o+ lunr — wallig
m
= > (4)?=0, mn— oo,
i=n+1
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elde edilir. W3[0, 1] uzaymim tamhgmdan

-1z
Uy — U, N — 90,

olacak sekilde u € W3[0, 1] meveuttur.

(ii) Simdi de w'nun, (5.11)’in ¢oziimii oldugunu ispatlayalim. (5.15)’te limit alinirsa

u(@) = 3" A (),
=1

elde edilir.

(Lu) (z) = Y A (L), 05(@)py = > Ai (Vi(@), L*05(2))
i=1 i=1

= Z Ai (¢i(z), wi($)>Wz3 ’
i=1

oldugundan

n

Zﬁnj(Lu)(wj) = ZAi <Ei($)’25n]‘¢j($>>
j=1 i=1 7 W23

1

i=1

bulunur.

Eger n = 1 olarak alinirsa bu taktirde

(Lu) (x1) = f(x1,u0(21)),

elde edilir.

Eger n = 2 olarak alinirsa bu taktirde
Bay (L) (21) + Bag (Lu) (22) = Bor f (w1, uo(21)) + Baaf (2, ua(22)),
bulunur. (5.17) ve (5.18) denklemlerinden
(Lu) (z2) = f(z2, w1 (22)),

oldugu acikga goriilebilir.

Tiimevarim metoduyla
(Lu) (z5) = f(zj,uj-1(z;)),
elde edilir.

o7

(5.17)

(5.18)

(5.19)



{x;};2, dizisi [0, 1] arahginda yogun oldugundan herhangi y € [0, 1] i¢in j — oo iken

Tn; — y olacak sekilde {xn]} alt dizisi mevcuttur. Bu nedenle (5.19) da j — oo olsun.

uy nin yakinsakligindan ve Lemma 5.1’den
(Lu)(y) = f(y, u(y)),
yazilabilir. Yani u, (5.11)’in ¢oziimiidiir ve A4;, (5.16) ile tanimlanmak iizere
> —_—
i=1
elde edilir. Bu ise ispati1 tamamlar. O
Teorem 5.6. Eger u € W3[0,1] ise bu taktirde n — oo iken
[ un — UHWg — 0,
olur. Ustelik ||u, — u||W§, monoton azalandir [24].

Ispat: (5.13) ve (5.14) denklemlerinden

Z Zﬁikf(xky ug)Y; ()

it = ullyg = , (5.20)
i=n+1 k=1 W
yazilabilir. Boylece n — oo iken
I —)
olur. Ayrica
00 % 2
9 _
[un _U‘HW23 = Z Zﬁikf(l’kauk)%(fﬁ)
i=n+1k=1 w3
[e's) % . 2
- 3> (Sowstni)
i=n+1 \k=1

. . 2 . o n .
elde edilir. Bu ise [ju, — u[j;;3 nin monoton azalan oldugunu gosterir.
2

5.1.4. Sayisal Sonucglar

Bu boliimde, A=1, 2 ve 3.51 olmasi durumunda RKHSM ile elde edilen sayisal sonuclarla
literatiirde var olan bazi sonuclar1 karsilagtirdik. Sayisal hesaplamalar i¢in Maple 16 pro-
gramin kullandik. A’min bu degerlerine kargilik gelen sonuglar analitik ¢oziim (AC), Lie

grup metodu (LGM) [62], Adomian ayrigim metodu (ADM) [63], Laplace ayrigim metodu
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(LDM) [66], B-spline metodu (BSM) [69] ve ¢ok terimli olmayan egri metodu (NSM) [70]
ile karsilagtirdik.

Ornek 5.1. Simdi Bratu problemini

u’ (z) + Ne™®) =0,
w(0) =u (1) =0,

0<z<1,
(5.21)

goz oniine alalim. Baglangi¢ yaklagimim ug(z) = 0 olarak segelim. (5.21) problemine
RKHSM uygulanirsa agagidaki tablolar ve A’'nin bazi degerleri i¢in olusturulan sekil elde
edilir [24].

Tablo 5.1. A = 1 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

x| AC YC BH
0.1 | 0.04984679002 | 0.04984679003 | 2 x 1010
0.2 | 0.08918993502 | 0.0891899350 | 2.2 x 1010
0.3 | 0.1176090956 | 0.1176090956 | 0.0
0.4 | 0.1347902526 | 0.1347902526 | 0.0
0.5 | 0.1405392142 | 0.1405392141 | 7.1 x 10~1°
0.6 | 0.1347902526 | 0.1347902526 | 0.0
0.7 | 0.1176090956 | 0.1176090956 | 0.0
0.8 | 0.08918993502 | 0.0891899350 | 2.2 x 1010
0.9 | 0.04984679002 | 0.04984679003 | 2 x 1010

Tablo 5.2. A\ = 2 durumunda elde edilen sayisal sonuclar

T

AQ

YQ

BH

0.1

0.1144107440

0.1144107440

0.0

0.2

0.2064191156

0.2064191157

4.8 x 10710

0.3

0.2738793116

0.2738793116

0.0

0.4

0.3150893646

0.3150893646

0.0

0.5

0.3289524216

0.3289524215

3x 10710

0.6

0.3150893646

0.3150893646

0.0

0.7

0.2738793116

0.2738793116

0.0

0.8

0.2064191156

0.2064191157

4.8 x 10710

0.9

0.1144107440

0.1144107440

0.0
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Tablo 5.3. A\ = 3.51 durumunda elde edilen sayisal sonuglar

r | AC YC BH

0.1 | 0.3958056702 | 0.3958056762 | 1.5 x 1078
0.2 | 0.7390973562 | 0.7390973508 | 7.3 x 10~
0.3 | 1.008758182 | 1.008758182 | 0.0

0.4 | 1.182536568 | 1.182536573 | 4.2 x 107
0.5 | 1.242742593 | 1.242742592 | 8 x 10~10
0.6 | 1.182536568 | 1.182536573 | 4.2 x 1077
0.7 | 1.008758182 | 1.008758182 | 0.0

0.8 | 0.7390973562 | 0.7390973508 | 7.3 x 10~
0.9 | 0.3958056702 | 0.3958056762 | 1.5 x 1078

Tablo 5.4. A = 1 durumunda Adomian ayrigim metodu, Laplace ayrisim metodu,

B-spline metodu ve g¢ekirdek iireten uzay metodu ile elde edilen mutlak hatalar

x | LDM [66] | ADM [63] | BSM [69] | RKHSM
0.1 | 1.9788¢ — 6 | 2.68¢ — 3 | 2.979¢ — 6 | 1.0¢ — 11
0.2 | 3.9393¢ — 6 | 2.02¢ —3 | 5.465¢ — 6 | 2.0e — 11
0.3 | 5.8548¢ — 6 | 1.52e —4 | 7.335¢ — 6 | 0.0
0.4 | 7.7037¢ —6 | 2.2¢ —3 | 8.496¢ — 6 | 0.0
0.5 | 9.4664c — 6 | 3.0le — 3 | 8.892¢ — 6 | 1.0¢ — 10
06| 1.1111e—5 | 2.2¢ —3 | 8.496¢ — 6 | 0.0
0.7 | 1.257le — 5 | 1.52e —4 | 7.335¢ — 6 | 0.0
0.8 | 1.3475e — 5 | 2.02¢ — 3 | 5.465¢ — 6 | 2.0e — 11
0.9 | 1.1967¢ — 5 | 2.68¢ — 3 | 2.979¢ — 6 | 1.0¢ — 11
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Tablo 5.5. A = 2 durumunda Laplace ayrigim metodu, Adomian ayrigim metodu,

B-spline metodu ve ¢ekirdek iireten uzay metodu ile elde edilen mutlak hatalar

T

LDM [66]

ADM [63]

BSM [69]

RKHSM

0.1

2.129¢ — 3

1.521e — 2

1.7le -5

0.0

0.2

4.209¢ — 3

1.467¢ — 2

3.25e =5

1.0e — 10

0.3

6.186e — 3

5.887e — 3

4.48e — 5

0.0

0.4

8.00le — 3

3.246e — 3

5.28¢ — 5

0.0

0.5

9.599¢ — 3

6.985¢ — 3

5.56e — 5

1.0e — 10

0.6

1.092¢ — 2

3.246e — 3

5.28¢ — 5

0.0

0.7

1.193e — 2

5.887e¢ — 3

4.48e — 5

0.0

0.8

1.237¢ — 2

1.467e — 2

3.25e — 5

1.0e — 10

0.9

1.087¢ — 2

1.521e — 2

1.7le =5

0.0

Tablo 5.6. A = 3.51 durumunda B-spline metodu, ¢ok terimli olmayan egri metodu,

Lie-grup ¢ekim metodu ve gekirdek iireten uzay metodu ile elde edilen mutlak hatalar

x| BSM [69] | NSM [70] | LGM [62] | RKHSM
0.1|3.84le—2|6.6le—6 | 4.45¢ —5 | 6.0¢ — 9
02| 7481 —2 | 5.83¢—6 | 7.12¢ —5 | 5.4e — 9
0.3]1.058c—1|619c—6 | 7.3c—5 | 0.0

04| 1.271e—1| 6.89¢ — 6 | 4.46¢ —5 | 5.0 — 9
05| 1.347e — 1| 7.3le =6 | 6.75¢ — 7 | 1.0¢ — 9
0.6 | 1.271e —1 | 6.89¢ — 6 | 4.56¢ —5 | 5.0e — 9
0.7 | 1.058¢ —1 | 6.19¢ —6 | 7.2¢—5 | 0.0

0.8 | 7481 —2 | 5.83¢ — 6 | 7.05¢ — 5 | 5.4e —9
0.9 | 3.84le —2 | 6.61e — 6 | 4.41¢ — 5 | 6.0¢ — 9
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1.4 T T T T T T T

ufx)

Sekil 5.1. N'nin farkli degerleri i¢in yaklagik coziimlerin grafigi

5.1.5. Sonug

Yanma olayini modellemek i¢in kullanilan sinir sarth Bratu problemini goz 6niine aldik.
Bu problemi c¢ekirdek iireten Hilbert uzay1 yontemi ile ¢ozdiik. Elde edilen sonuclar
literatiirde var olan bazi yari-analitik yontemlerle kargilagtirdik. Bulunan sonuclar1 Tablo
5.1-5.6 ve Sekil 5.1 ile gosterdik. Tablo 5.1-5.3’de, sirasiyla, A = 1,2 ve 3.51 degerlerine
kargilik gelen analitik ¢oziim, yaklagik ¢ziim ve bagil hatalar verildi. Sekil 5.1’de A’'nin
1,2 ve 3.51 degerleri i¢in 0 < x < 1 araligindaki yaklagik ¢oziimlerin grafigi ¢izildi.
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6. BOLUM

MAGNETOHIDRODINAMIK (MHD) SIKISAN AKISKAN PROBLEM-
LERINE RKHSM’NUN UYGULANMASI

Bu boliimde iki boyutlu sikigmaz sabit-eksensel simetrik magnetohidrodinamik akigkan
akigi incelendi. Cekirdek iireten Hilbert uzayr metodu indirgenmis dérdiincii mertebeden
sinir deger problemine uygulandi. Elde edilen sayisal sonuglar literatiirde var olan Runge—
Kutta (RK-4) metodu ve Optimal Homotopi Asimptotik metodu (OHAM) ile elde edilen
sonugclarla kargilagtirildi. Sikisan akigkanlarin gida endiistrisi ve kimya endiistrisinde bir
¢ok uygulamalar1 mevcuttur [71 — 74]. Bu akigkanlarmn pratik ornekleri polimer igleme,
sikigtirma ve enjeksiyon dokiimiinii igerir. Grimm [75] sayisal olarak iki plaka arasmda
sikigan ince Newton sivi filmlerini incelemigtir. Manyetik alan ile ¢iftlegtirilmis sikigan
akigkanlar genig bir sekilde sivi metal yaglama ile taginmak igin kullamlmigtir [72, 76 — 78].
Bu boliimde sinirsiz iki diizlemsel levha arasinda sikisan MHD akigkan akigini gekirdek

iireten Hilbert uzay1 metodu ile ele aldik.

6.1. Problemin Formiilasyonu

Sekil 6.1°de gosterildigi gibi birbirlerine diigiik sabit bir V' hiziyla yaklagan diizlem-
leri, aralarinda 2H uzunlugunda mesafe olacak sekilde p akigmazi, p sabit yogunluguyla
manyetik alammin varhiginda sikismayan Newton akisiyla goz oniine alahm. Akig yari
kararli olarak diigiintilebilir [71 — 73, 79]. Manyetik alanlarmn varliginda bu tiir akiglar
yoneten Navier-Stokes denklemleri [73, 74] akigkanda eylemsizlik terimleri tutuldugunda

asagidaki sekilde verilir [80].

VVau=0 (6.1)
ve

ou

p E—F(U.V)u =V.IT+JxB+pf, (6.2)
burada u vektoriin hizini, V materyal zaman tiirevini belirtir. 7" Cauchy vurgu tensorii,

T =—pl+ /LAl
ve

Ay =Vu+ul,



J elektrik akim yogunlugu, B toplam manyetik alan
B = By+b,

olmak iizere By uygulanan manyetik alani ve b indiiklenen manyetik alani belirtir. Yerdegistirme
akimlarimin yoklugunda degistirilmis Ohm yasas1 ve Maxwell denklemleri, sirasiyla, agagi-

daki gekilde verilir [80, 81].
J=0[E+ux B] (6.3)

ve

B
divB=0, VxB=u,J, culFE= %—t, (6.4)

burada o elektrik iletkenligini, E elektrik alanini ve p,, manyetik gecirgenligi belirtir.

Agagidaki varsayimlar gerekmektedir [80]:

a) p yogunlugu, p,, manyetik gegirgenligi ve o elektrik alan iletkenliginin akig alam
bolgesi boyunca sabit olduklar: varsayuilir.

b) Akisin elektrik iletkenligi o’min sonlu oldugu diisiiniiliir.

¢) B toplam manyetik alam V hiz alanina dik ve b indiiklenen manyetik alam By
manyetik alanla karsilagtirildiginda manyetik Reynolds sayis1 diisiik olacak sekilde ihmal
edilebilir.

d) Elektrik alam tarafindan akigkandan enerjinin eklenip ¢ikarilmadigi durumda akigkan,

akig bolgesinde elektrik alanin mevcut olmadigimi ima eder.

Sekil 6.1. Iki paralel plaka arasindaki duragan, sikisan, eksensel simetrik bir akigkan
[80]
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Bu varsayimlar altinda (6.2) ile belirtilen magnetohidrodinamik giig
J x B = —oB3u, (6.5)

ile ifade edilebilir.
z-ekseniyle r, 0, z silindirik koordinatlarda eksensel simetrik bir akigkan plakalara dik

olup bu plakalarda z = +H ile belirtilir. Eksensel simetri mevcut oldugundan u asagidaki

sekilde ifade edilir,
uw=(uy(r,2),0,u;(r,2)).

Kiiresel koordinatlardaki Navier-Stokes denklemleri tegetsel hiz (ug = 0) olmadan p

basing olmak {izere [80]

ou, Ou,\  Op Pu,  10u, u, O%u, 9
p(“’“W”Z az> =~ (arz Tor 2 azz>+"Bo“ (6.6)
ve
ou, Ou.,\  Op ?u, 10u, O*u,
p(“ZW+“Zaz>__E+<ar2 +;W+az2>’ (6.7)

seklinde belirtilir. Siireklilik denklemi

lji( y+8uz
ror " 0z

=0 (6.8)
ile ifade edilir. Simir sartlar
z=H iken u, =0, wu,=-V,
z:Oiken%tzo, uy =0,

ile verilir. Eksensel simetrik Stokes akim fonksiyonu ¥

10V 10V
’l.l,?«—;%, uz——;a, (610)

denklemlerini saglar. Siireklilik denklemi, (6.10) denkleminin kullanimini gerektirir. (6.3)-

(6.5) denklemlerini ve (6.10) denklemini (6.7)-(6.8) denklemlerinde yerine yazarsak

POV oy 0 OBV 0BG OV

72 57"E\I,_ o 7 s r 0z (6.11)
ve

POV oy 0 pOEPY

7“262E\II_ 9: "7 or (6.12)
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elde edilir. (6.11) ve (6.12) denklemlerinden

E2U
e (‘II _2) _ Mg OB (6.13)
P a(r, z) o r 022’ '
yazilabilir, burada
2 O 10 &
or?2  ror 02?2’
dir. Akim fonksiyonu
U(r, z) = r?F(z), (6.14)

ile ifade edilebilir [71, 73]. (6.4) ve (6.13) denklemleri ile (6.9) siir sartlarindan bu akig
, oB? p
F)(2) — TOF”(z) + 2;F(z)F’”(z) =0, (6.15)
ve

(6.16)

ile verilir. Boyutsuz parametreler [80],

F z pHV o
F*=92— = = =BoH, /-
v z I Re P m 0 \/;,

olmak iizere uygun olmasi agisindan * sembolii harig tutularak (6.15)—(6.16) smir deger

problemi [80]
F@) (2) —m?F"(2) + Re F(2)F"(2) = 0, (6.17)

sinir gartlariyla

F(0)=0, F"(0)=0, (6.18)
F(1)=1, 0 |

denklemlerine doniigiir. Burada Re Reynolds sayisini ve m ise Hartmann sayisini belirtir.
6.2. Cekirdek Ureten Uzaylar

Bu kisimda (6.17) ve (6.18) probleminin RKHSM ile ¢oziimiinde gerekli olan bazi

cekirdek iireten uzaylar: tanimlayalim.
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Tamim 6.1. W20, 1] uzay

"

ulu, o', u”, ", u® fonksiyonlar: [0, 1]
W3[0,1] = araliginda mutlak siirekli fonksiyonlar,
u®) € L2[0,1], = € [0,1], u(0) = u(1) = /(1) = u"(0) = 0,
olsun.
u fonksiyonunun beginci mertebeden tiirevi hemen hemen heryerde mevcut oldugundan

u® fonksiyonu mutlak siirekli bir fonksiyondur. W231[0,1] uzaymda i¢ garpim ve norm,

sirasiyla,

4 1
(s o)g = > a0 + [ @)D o)z, w0 € W1,
=0 0

||u||W25 = <u7u>W257 u € W25[0’ 1]’

ile belirtilir. W3[0, 1] uzay1 gekirdek iireten bir uzaydir. Yani her bir sabit y € [0,1] ve
herhangi u € W3[0, 1] i¢in
u(y) = <U,, Ry>W25 y

olacak sekilde R, fonksiyonu mevcuttur [26].

Tamim 6.2. W3[0, 1] uzay

ulu, v, v’ u" fonksiyonlar [0, 1]
W3[0,1] = ¢ aralginda mutlak siirekli fonksiyonlar,

u® e L2)0,1], =z €[0,1],

olsun. W40, 1] uzayinda i¢ garpim ve norm, sirasiyla,

3 1
o)y = w0000 + [ @y @), w0 e W1,
=0 0

_ 4
||u||W24 - <u7u>w§’ u € W2 [0’ 1]’

ile verilir. WZ[0,1] uzay1 ¢ekirdek tireten bir uzaydir. Yani her bir sabit y € [0,1] ve
herhangi u € W3[0, 1] igin

’I.L(y) = <U’77‘3/>V[/'51 )
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olacak sekilde r, fonksiyonu mevcuttur [26].

Teorem 6.1. W3[0, 1] uzay1 cekirdek iireten Hilbert uzayr olup bu uzaym {iretilen

cekirdek fonksiyonu

10 ‘
dodily)att, x>y,
i=1

seklinde tanimlanir. Burada ¢;(y) ve d;(y) katsayilar1 Maple 16 kullamlarak hesaplan-

migtir.

Ispat: u € WJ[0,1] olsun. Tamm 6.1’den

4 1
=3 u(0)RO(0) + / u®) ()R (2)dz, (6.19)
i=0 0

yazilabilir. (6.19) denklemine kismi integrasyon uygularsak

(w, >0 [R“) 0) — (~1)“ I RP(0)] (6.20)
1=0
4 1
(Z) 9-1)(1)— ulx (10)17 .
+3(-1) RO (1) /0 () ROO(2)d

elde edilir. Cekirdek iiretme 6zelliginden

(u, Ry)yys = uly),
yazilabilir. Eger

R, (0) + R$Y(0) =0,
)

RP(0) + R (0) =0,

(4) (5)

R Ry (0) =0,

§ <>5 (0) = 621
RP(1) =0,
R (1) =0,
RP(1) =0,

denklemleri saglanirsa bu taktirde (6.20) denkleminden
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elde edilir. x # y iken
10 _

yazilabilir. Bu nedenle

10
Y ey, z <y,
i=1
Ry(z) =
10
Zdi(y)ml 17 T > Y,
i=1
bulunur.

Ry (z) = =6(z — y),
oldugundan

R () =RP(y), k=0,1,2,3,4,56,78
ve

R () - R () = 1,
yazilabilir. R,eW3[0,1] oldugundan

Ry(0) =0, Ry(1) =0, R,(1) =0, Ry(0) =0,

(6.22)

(6.23)

(6.24)

mevcuttur. (6.21)-(6.24) denklemlerinden ¢;(y) ve d;(y) (i = 1,2,...,10) katsayilar1 elde

edilebilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Hatirlatma 6.1. W24 [0, 1] uzaymn iiretilen ¢ekirdek fonksiyonu

1+zy + Ty°2? + 3—16ny3 + gyt

1,25, 1. .6 1.7
—210Y T + 7Y ~ powT s T =Y,

1+ yz + 1222 + LyPad + pady?

1,25, 1 .6 1 .71
—30%°Y" t T3 %Y 50Y T>Y

geklinde elde edilir. Teorem 6.1’in ispatina benzer olarak bu fonksiyonun nasil elde edildigi

kolayca hesaplanabilir.
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6.3. W3[0,1] Uzayinda Sinirh Lineer Operatér

(6.17) ve (6.18) ile verilen problemin ¢oziimiinii ¢ekirdek tireten W3[0, 1] uzaymda ele

alalim. L lineer operatorii
L W3[0,1] — Wi0,1]

olmak iizere

€T €T

Lu = u™(z)+Re < (2% — 42® + 42) u® (2) —-m*u" (z) +Re < (z® 4 52% — 22— 6) u(z),
e e

olsun. Boylece (6.17)—(6.18) model problemi

Lu = M(z,u,u®), zc]0,1],
w(0) =0, wu(l)=0, /(1)=0, u"(0)=0,

formuna doniigiir. Burada

x

F(z) =u(z) + % (2 — 42 + 4x)

ve

M(z,u,u®) = —Reu®(2)u(z) — Re (;

e’ er
—— (2 + 82% + 8z — 2) + m?— (2° + 22° — 62),
& e

dir [26].

Teorem 6.2. (6.25) ile belirtilen L operatorii sinirhi lineer bir operatordiir.

Ispat: P poritif bir sabit olmak iizere teoremin ispat1 icin
2 2
||LU||W24 <P HLU||W257

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Tanmim 6.2’den

lullZs = (o, i[u@ } /01 [u<4>(x)]2dx, we WD, 1]

=0

IZullfys = (Lu, Lu)yys = [(Lu) (0))* + [(LU)'(O] [LU)”(O)]

1
+ (2@ (0 i / (L) (@ gz,
0
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yazilabilir. Cekirdek iiretme 6zelliginden ise

w (@) = {u, Re)yys
ve

(Lu) (@) = (u (LRa))wg, (Lu)' (x) = (u, (LR2) )yps

(L)' (@) = (w(LR) )y, (L) (@) = (u. (LR .

2

(Lu)(4) () = <u, (LRm)(4)>W5 )

2

mevcuttur. Bu denklemlerde Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanirsak

|(Lu) ()] < ||u||W25 ||LR;E||W25 = ||u||W25 , (a1 > 0 pozitif bir sabit),
{(Lu)/ (x)} < ||u||W25 H(LRw)/ng = ap ||u||W25 , (a2 > 0 porzitif bir sabit),
|(Lu)” (x)\ < ||u||W25 H(LRm)"ng, =as ||u||W25 , (as > 0 pozitif bir sabit),
‘(Lu)(?’) (g;)) < lullys (LRw)(3)HW§ = aa [Jullys . (as > 0 poztif bir sabit),

esitsizlikleri elde edilir. Boylece
(L) O + [(Za) (0)]% + [(2a) O] + [(2® (0)]
< (a? + a3 + o} + a3) |lulliys

olur. Ayrica

(L) ® = (u, (LR))

)
wa
2

oldugundan

(L) ] < Jullyg

(LR,)¥ st =as [|ullya, (as > 0 pozitif bir sabit).
2
elde edilir. Bu ifadeden ise

2
(L) ®]” < a2 [lullfg
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ve
! ) /]2 20112
| w0® @] de < a2 ulfyy.
bulunur. Yani
P = (a}+a3+a3+aj+a3) >0

pozitif bir sabit olmak iizere

|Lulfs = [(Lu) (O) + [(Lu) (0)]* + [(Lu)" (0))?

4—“Luﬂ@(oﬂg+:/1ﬁLuﬂﬂ(xHde

0

< (af + a3+ a3 +af+ad) Julliyy = P llullfy
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

6.4. Sistemin Coziimiiniin Analiz Edilmesi

{@;}:2, dizisi [0, 1] arahginda yogun herhangi bir kiime olsun ve L* operatorii L oper-

atoriiniin adjoint operatorii olmak {izere
Va(y) = L'rz(y)
esitligi saglansin. Uretilen ry cekirdek fonksiyonu Hatirlatma 6.1’de verilmek tizere
Ui(z) = Uy () = Lry, ()
esitligini tammmlayalim.
Lemma 6.1. {¥;(z)}2, dizisi WJ[0, 1] uzaymda bir tam sistem olusturur.
Ispat: u € WJ[0,1] icin
(u, ¥;) =0 (i=1,2,...),
olsun. Yani
(u, L*rg,) = (Lu)(x;) = 0,
olur. {z;};2, dizisi [0,1] kiimesinde yogun oldugundan
(Lu)(z) =0,
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yazilabilir. L operatoriiniin tersinden

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. [J

Lemma 6.2. Asagidaki egitlikte 7 indisi L operatériiniin bu indisin fonksiyonuna

uygulandigimi gostermek iizere
Vi(x) = (LyRe(n)) (i),
seklinde ifade edilir.

ispat: Cekirdek iiretme 6zelliginden

Vi(z) = <‘I’i(5)aRw(5)>W§[0,1] = (L"rz, (§) aRw(§>>W25[o,1]
((rz:) (€) s (L B (m)) () ywrgpo,1) = (LR () (2)

yazilabilir. Bu ise ispati1 tamamlar. (]

Hatirlatma 6.2. W3[0, 1] uzaymmn ortonormal sistemi { ¥;(z) }l 1 i) };2, dizisinin

Gram-Schmidt ortogonallestirme stirecinden (,;, ortogonal katsayilar olmak iizere

k=1
olarak elde edilir.

Teorem 6.3. {z;};°, dizisi [0, 1] arahginda yogun olmak iizere (6.25) homogen smir

gartli problemin analitik ¢oziimii

w=Y > BuM (g, ulwy), ol (24)) W),

i=1 k=1

seklindedir.

Ispat: (6.26) denkleminden ve (6.25) denkleminin ¢oziimiiniin tekliginden

<u Ti) s i _ZZ@k U, L7 )y Ui

i=1 k=1

I
) HM

i

(o)
— ZZ[?M (Lu rg,;,c ; < T u,u(g)),mk>w§@i

=1k

&kM(iEk, w(zy), u® (21,)) Ty (2),

I
Mg

i=1 k=1
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elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

O

uy, yaklagik ¢oziimii ise u analitik ¢dziimiiniin n teriminin ele alinmasiyla

Un = Z Z /szM(xk:v u(xk)? u(g)(xk))ﬁl(x)v

bulunur.

i=1 k=1

6.5. Sayisal Sonuglar

Cekirdek iireten Hilbert uzay: yontemi kullanilarak elde edilen tablolar ve sekiller agagi-

daki gibidir [26].

Tablo 6.1. m =1 ve Re =1 igin elde edilen sayisal sonuglar

Sayisal Yaklagik
OHAM Coziim Qoziim Mutlak Bagil
x [80] (RK —4) RKHSM Hata Hata
0.1 | 0.150265 | 0.150294 0.1502940007 | 7 x 10710 | 4 x 1079
0.2 | 0.297424 | 0.297481 0.2974809994 | 5 x 10710 [ 1 x 107
0.3 | 0.438387 | 0.438467 0.4384669993 | 6 x 10710 | 1 x 107°
0.4 | 0.570093 | 0.570189 0.5701889998 | 1 x 10710 | 2 x 10710
0.5 | 0.68952 0.689624 0.6896239993 | 6 x 10710 | 9 x 10710
0.6 | 0.793695 | 0.793796 0.7937960005 | 5 x 10719 | 6 x 10719
0.7 | 0.879695 | 0.879779 0.8797790003 | 3 x 10719 | 3 x 10710
0.8 | 0.944641 | 0.944696 0.9446960002 | 2 x 10710 | 2 x 10719
0.9 | 0.985687 | 0.985707 0.9857069994 | 5 x 10710 | 5 x 10710
1.0 | 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
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Tablo 6.2. m = 3 ve Re = 1 i¢in elde edilen sayisal sonuglar

Sayisal Yaklagik
OHAM Coziim Coziim Mutlak Bagil
x [80] (RK —4) RKHSM Hata Hata
0.1 | 0.13709 | 0.137044 0.13704399 | 7x 10710 | 5 x 107
0.2 | 0.272583 | 0.272494 0.2724940004 | 4 x 10719 [ 1 x 107
0.3 | 0.404759 | 0.404637 0.4046369993 | 6 x 10710 | 1 x 10~
0.4 | 0.531649 | 0.531508 0.5315079998 | 1 x 10710 | 3 x 10710
0.5 | 0.650894 | 0.650756 0.650755999 | 9 x 10710 | 1 x 10~
0.6 | 0.759591 | 0.759478 0.7594779997 | 2 x 10719 | 2 x 10710
0.7 | 0.854106 | 0.854035 0.8540349992 | 7 x 10710 | 8 x 10~10
0.8 | 0.929845 | 0.929817 0.9298170008 | 8 x 10710 | 8 x 10~10
0.9 | 0.980966 | 0.980963 0.9809629996 | 3 x 10710 | 3 x 10710
1.0 | 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
Tablo 6.3. m =8 ve Re =1 i¢in elde edilen sayisal sonuglar
Sayisal Yaklagik
OHAM Coziim Coziim Mutlak Bagil
x [80] (RK —4) RKHSM Hata Hata
0.1 | 0.11507 | 0.114976 0.11497599 | 9 x 10~ 7.86 x 1078
0.2 | 0.230068 | 0.229882 0.22988199 | 7.31 x 1079 | 3.18 x 10~®
0.3 | 0.344866 | 0.344604 0.344604005 | 5.84 x 1072 | 1.69 x 108
0.4 | 0.459205 | 0.458904 0.458903991 | 8.67 x 1072 | 1.88 x 10~8
0.5 | 0.572545 | 0.572276 0.572275999 | 3.19 x 10~ | 5.58 x 10~
0.6 | 0.683769 | 0.683628 0.683627991 | 8.44 x 1079 | 1.23 x 1078
0.7 | 0.790543 | 0.790607 0.790607007 | 7.83 x 1072 | 9.91 x 10~
0.8 | 0.887936 | 0.888173 0.888173004 | 4.66 x 1079 | 5.25 x 107
0.9 | 0.965381 | 0.965578 0.965578002 | 2.2 x 1079 | 2.28 x 10~
1.0 | 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
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Tablo 6.4. m = 20 ve Re = 1 igin elde edilen sayisal sonuclar

Sayisal Yaklagik
OHAM Coziim Coziim Mutlak Bagil

x [80] (RK —4) RKHSM Hata Hata
0.1 |0.105312 | 0.105391 0.105390989 | 1 x 10=% | 9x 1078
0.2 | 0.210625 | 0.210782 0.210781993 | 6 x 1072 | 3 x 1078
0.3 | 0.315938 | 0.316173 0.316172919 | 8 x 1078 | 2x 1077
0.4 |0.421249 | 0.421563 0.421562991 | 8 x 1079 | 1x 1078
0.5 | 0.526551 | 0.526952 0.526951947 | 5x 107% | 9x 1078
0.6 | 0.631824 | 0.632324 0.632323981 | 1 x 1078 | 2x 1078
0.7 | 0.736971 | 0.737586 0.737586057 | 5x 1078 | 7x 1078
0.8 | 0.841352 | 0.842051 0.842051034 | 3x 1078 | 4x 108
0.9 | 0.94035 | 0.940861 0.940861018 | 1 x 1078 | 1x10°8
1.0 | 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0

Tablo 6.5. m =1 ve Re = 4 i¢in elde edilen sayisal sonuclar
Sayisal Yaklagik
OHAM Coziim Coziim Mutlak Bagil

x [80] (RK —4) RKHSM Hata Hata
0.1 | 0.156218 | 0.158104 0.1581040001 | 1 x 10710 | 7 x 1010
0.2 | 0.308363 | 0.311962 0.3119620005 | 5x 10710 | 1 x 107
0.3 | 0.452557 | 0.457539 0.45753900003 | 3 x 10711 | 6 x 10711
0.4 | 0.585287 | 0.591193 0.59119300033 | 3 x 10710 | 5 x 10710
0.5 | 0.703518 | 0.709771 0.70977100026 | 2 x 10710 | 3 x 1010
0.6 | 0.804726 | 0.810642 0.81064200064 | 6 x 10710 | 7 x 10710
0.7 | 0.886838 | 0.891666 0.89166599939 | 6 x 10710 | 6 x 10710
0.8 | 0.948051 | 0.95112 0.95112000044 | 4 x 10710 | 4 x 10710
0.9 | 0.986529 | 0.987612 0.98761199979 | 2 x 10710 | 2 x 10710
1.0 | 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
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Tablo 6.6. m =1 ve Re = 10 igin elde edilen sayisal sonuclar

Sayisal Yaklagik
OHAM Coztim Coziim Mutlak Bagil
x [80] (RK —4) RKHSM Hata Hata

0.1 | 0.175911 | 0.167616 0.1676160001 | 1 x 10710 | 8 x 10710
0.2 | 0.344336 | 0.329031 0.3290310022 | 2 x 1072 | 6 x 107
0.3 | 0.498671 | 0.478907 0.4789069979 | 2 x 1072 | 4 x 107°

0.4 | 0.633941 | 0.613252 0.6132519955 | 4 x 1079 | 7x 1079

0.5 | 0.747277 | 0.729428 0.7294279984 | 1 x 1072 | 2 x 1072
0.6 | 0.838004 | 0.825843 0.8258430069 | 6 x 1072 | 8 x 107
0.7 | 0.907244 | 0.901576 0.9015760084 | 8 x 1072 | 9 x 10~

0.8 | 0.956954 | 0.901576 0.9015751838 | 8 x 107 | 9 x 1077

0.9 | 0.988387 | 0.988978 0.9889779999 | 2 x 10~ [ 2 x 1071

1.0 | 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0

Sekil 6.2. m = Re = 1 igin RKHSM, OHAM ve RK-4 ¢tziimlerinin karsilagtirilmas:
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§.x10-9

5.%107° |

4.%x107% +

3.x1070 F

2.x1070 |

1.x1077 |

Sekil 6.3. m = Re =1 i¢in mutlak hata (MH) ve bagil hata (BH)

Fix)

Sekil 6.4. m = 3 ve Re = 1 i¢cin RKHSM, OHAM ve RK-4 ¢oziimlerinin karsilagtiril-

masl
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3.x1078 |

25 %1078 |

2.x1078 |
15%1078 |
1 x10-8

5. x107?

Sekil 6.5. m = 8 ve Re = 1 i¢in mutlak hata (MH) ve bagil hata (BH)

15 x10-%

1.x107°

5. x10-10

Sekil 6.6. m =1 ve Re = 4 igin mutlak hata (MH) ve bagil hata (BH)
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1T

8.x1077

6x1077

4.x10%}

2x10%}

Sekil 6.7. m =1 ve Re = 10 igin mutlak hata (MH) ve bagil hata (BH)

Fix

Sekil 6.8. Sabit bir Reynolds sayis1 Re = 1 ve artan manyetik alan etkisi m =
1,3, 8,20 i¢cin RKHSM ¢o6ziimiiniin kargilagtirilmasi
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Sekil 6.9. Sabit bir manyetik alan etkisi m = 1 ve artan Reynolds sayis1t Re = 1,4, 10

icin RKHSM ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi

6.6. Sonug

Bu boliimde iki paralel plaka arasindaki sivi akigini modelleyen dordiincii basamaktan
lineer olmayan sinir-deger problemini g¢ekirdek iireten Hilbert uzay: yontemi ile ¢ozdiik.
Elde edilen sonuclar: Tablo 6.1-6.6 ve Sekil 6.2-6.9 ile verdik. Bu tablo ve sekillerde farkl
Reynolds ve Hartmann sabitleri kullanmildi. Tablo 6.1-6.4’de, sirasiyla, m = 1,3,8,10
ve Re = 1i¢in 0 < z < 1.0 arahgindaki degerlerle OHAM [80], RK-4 [80] ve RKHSM
arasinda bir karsilagtirma yapildi. Bu tablolarda mutlak hata ve bagil hata verildi. Tablo
6.5 ve Tablo 6.6'da ise, sirasiyla Re = 4,10 ve m = 1 alinarak hesaplamalar yapildi.
Tablolardan goriildiigii gibi Re = 1 ve m’nin farkli degerleri icin elde edilen mutlak ve
bagil hata 1079 civarmdadir. Sekil 6.2 ve Sekil 6.4'te OHAM [80], RK-4 [80] ve RKHSM
ile elde edilen yaklagik ¢oziimler karsilagtirildi. Bu sekillerden de goriildiigii gibi iig ¢oziim
de ayiwrt edilmeyecek kadar birbirine yakindir. Sekil 6.3, 6.5 ve 6.7°de ise farkli Reynolds
ve Hartmann sabitleri kullanilarak 0.1 < 2 < 1.0 araliginda elde edilen mutlak ve bagil
hatalarin grafigi ¢izildi. Sekil 6.8’de m = 1,3,8,20 ve Re = 1 olmasi durumunda, Sekil
6.9'da ise Re = 1,4,10 ve m = 1 iken RKHSM ile elde edilen ¢oziimiin nasil degistigi

incelendi.

Bulunan tablo ve gekillerden de goriildiigii gibi RKHSM akigkanlar mekaniginde or-
taya ¢ikan problemlerin ¢oziimii i¢in kullanabilecek uygun bir yéntem olup modellenen

problemin dogasina uyan ve literatiirde var olan ¢aligmalarla ortiigen sonuglar elde edildi.
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7. BOLUM

YEDINCi MERTEBEDEN SINIR DEGER PROBLEMLERININ RKHSM
iLE COZUMU

Yiiksek mertebeden sinir-deger problemlerinin analitik ve sayisal ¢oziimleri literatiirde
azdir. Bununla birlikte baz1 yari-analitik yontemlerle (7.1)—(7.2) problemi goz 6niine alin-
mugtir. Bunlar arasinda Varyasyonel iterasyon metodu (VIM) [82], Homotopi pertiirbasyon
metodu (HPM) [83], Adomian ayristirma metodu (ADM) [84], Varyasyonel parametreler
metodu (VPM) [85] ve Homotopi analiz metodu (HAM) [86] sayilabilir. Biz bu bsliimde
cekirdek iireten Hilbert uzay: yontemi yardimiyla yedinci mertebeden simir-deger problem-

ini ¢oziip yukarida saydigimiz yari-analitik yontemlerle karsilagtiracagiz.

Yedinci mertebeden sinir deger problemini
u(z) = N(z,u(z)), 0<z<I1, (7.1)

uD(0) = 4;, i=0,1,2,3,
u(1)=B;, j=0,1,2,

siir kosullar ile ele alalim.
7.1. Cekirdek Ureten Uzaylar

(7.1)—(7.2) problemini ¢tzmek igin gerekli olan bazi gekirdek iireten uzaylar tanimla-

yalim.

Tamim 7.1. H}[0, 1] uzay

Hy[0,1] = ! ‘f fonksiyonu [0, 1] araligimda mutlak stirekli
bir fonksiyon ve f'(z) € L2[0,1], = €0,1],

olsun. H1[0,1] uzaynda i¢ ¢arpim ve norm, sirasiyla,

1
Fshs = 1090 + [ F@)g@ye, wf e 0.1

ve

£y = [T, F € H30.1],



seklinde tanimlanir. H21 [0, 1] uzay1 ¢ekirdek iireten bir uzay olup tiretilen ¢ekirdek fonksi-

yonunu r, ile gosterirsek

1+2, z<y,
()= Y (7.3)
1+y, >y,

olur.
Tamim 7.2. T3[0, 1] uzay

FUE L1 1@, f@, f 6 f O f(0 fonksiyonlar [0, 1]
T35[0,1] = araligimda mutlak siirekli fonksiyonlar, f® e L2[0,1], x € [0,1],
F(0) = f(0) = f(0) = fF®(0) = f(1) = f'(1) = f"(1) =0,

olsun. T: 28 [0, 1] uzaymmda i¢ carpim ve norm, sirasiyla,

7 1
by = 3 10000 + [ 0@V e, fg T30,
1=0
ve

£l = g f e T50.1)

seklinde ifade edilir. 7%[0, 1] uzay1 cekirdek iireten bir uzay olup herbir sabit y € [0, 1] ve
herhangi f € T$[0,1] icin

f(y) = <f7 Ry>T28 s

olacak sekilde tiretilen R, ¢ekirdegi mevcuttur.

Teorem 7.1. T5[0,1] uzay1 gekirdek iireten bir uzay olup bu uzaym iiretilen R,

gekirdek fonksiyonu

16 )
Yyt z<y,
=1

16 )
D di(y)att, x>y,
=1

olarak tanimlanir. Burada ¢;(y) ve d;(y) katsayilar1 Maple 16 kullanilarak hesaplanmigtir
[87].

Ispat: f € T3[0,1] olsun. Tanim 7.2’den

7 1
R = Y SOORDO) + [ 1O R @), (7.4

=0
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elde edilir. (7.4) igin birkag kez kismi integrasyon uygularsak

7
Ry = D u?0) [RP(0) = ()T I RITI(0)] (7.5)

1=0

7 . . . 1
57 (=) D0 (1) RIS (1)4 /0 w(z) RO (2)d,
=0

(2

bulunur. Uretilen ¢ekirdegin temel 6zelliginden

<u7 Ry>T28 = u(y)7

yazilabilir. Eger

bulunur. Bundan dolay1

16

>yl z<y,

i=1

16 '
Zdi(y)xz_la T >y,
i=1
olarak bulunur.

16
R(')(z) = 6(z —y),
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oldugundan

R () =R (y), k=0,..14, (keN) (7.7)
ve
RUD(y) - R () =1, (7.8)

yazilabilir. R,€7%[0,1] oldugundan
R,y (0) = ,(0) = Ry (0) = B (0) = By(1) = B,(1) = R;j(1) =0, (7.9)

elde edilir. (7.6)—(7.9) denklemlerinden ¢;(y) ve d;(y) (i = 1,2, ..., 16) katsayilar1 bulu-

nabilir. Bu ise ispati tamamlar. (]

7.2. Problemin 73§[0,1] Uzayinda Analitik ve Yaklagik Céziimleri

L operatorii
L:T$[0,1] — H3[0,1]
simurh lineer bir operatordiir. (7.2) simir kogullarim homogenlegtirirsek

Lv = M(z,v(r)), 0<z<1,
v@D(0) =0, i=0,1,2,3, (7.10)
vW(1) =0, j=0,1,2,

elde edilir. Notasyon karigikligini 6nlemek bakimindan (7.10)’da v yerine tekrar u yazalim.

Sayilabilir yogun P = {z;};°, alt kiimesini [0, 1] arahiginda ele alalm ve

Ve(y) = L7z (y),

olsun. Burada L* operatorii L operatoriiniin eslenik operatorii olmak iizere iiretilen 7,

gekirdek fonksiyonu (7.3) ile verilir. Ayrica ¥;(z) = ¥,,(x) olsun. Yani
Vi(x) = Vg, (x) = L're, (2),
esitligi saglansin.
Lemma 7.1. {¥;(z)}2, dizisi 75[0, 1] uzaymnda bir tam sistem olusturur [87].
Ispat: f e T5[0,1]icin (f,¥;) =0 (i =1,2,..) ve
(f, Lre;) = (Lf)(wi) = 0,
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olsun. {z;};2, dizisi [0, 1] arahgimda yogun oldugundan

(Lf)(z) =

yazilabilir. L~ ters operatoriiniin varhgindan

elde edilir. O

Lemma 7.2. 750, 1] uzaymda
Vi(z) = (LyRe(v)) (i) ,
esitligi saglanir.

Ispat: Cekirdek tiretme 6zelliginden

Uilz) = (T(€), Ral®)gy = (L7, (€) . RalE)) gy
= ((re;) (§), (LvRa(v)) (§)) i3
= (LyR:(v)) (xi),

vazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Hatirlatma 7.1. 7T5[0,1] uzaymm {U;(z)} .-, ortonormal sistemi {¥;(z)}° nin

Gram-Schmidt ortogonallestirme siirecinden

K]
k=1
elde edilir. Burada (3;;, katsayilar1 ortogonal katsayilardir.

Teorem 7.2. Eger u fonksiyonu (7.10)’nun ¢oziimii ise bu ¢oziim

u= Z Z BieM (zg, u(xy))Vs(z), (7.12)

i=1 k=1

seklinde ifade edilir. Burada {z;};2, kiimesi [0, 1] araliginda yogun bir kiimedir [87].

Ispat: (7.10)’nun ¢oziimiiniin tekligi ve (7.11) bagintisindan

u = Z<u\I/>T8\II _ZZﬁzk (u, Ly ) s Vi

i=1 k=1

oo 1
611@ <Lu Tﬂ?k H1 Z:X;ﬁzk <M(x7u)vTﬁvk>H% El

7

Il
Mg i

1 k=1
i

BirM (g, u(zy)) Uy (),

i

I
WE

i=1 k=1



yazilabilir. Bu ise ispat1 tamamlar. O

Simdi w,, yaklagik ¢oziimii, (7.12) ¢oziimiiniin n—teriminin goz oniine alinmasiyla

Un =33 ByM(wy, ulw)¥i(x), (7.13)

i=1 k=1

seklinde elde edilir.

Lemma 7.3. 7,’'nin v analitik ¢oziimii ve u,, yaklagik ¢oziimii arasindaki hata miktar
oldugunu varsayalim. Bu taktirde r,, dizisi ||||T§ normunda monoton azalan bir dizi olup

[7n ()]s — O dur [87].

Ispat: (7.12) ve (7.13)’ten

DD BueM(wy, ulzy))¥i(x)

i=n+1 k=1

Ju — wnll s = ,

73

elde edilir. Boylece
Ju—allzs =0, n— oo,

olur. Bundan dolay1

00 i 2
lu—wnllzs = || D2 D BaM (g, uley)) Vi)
i=n+1k=1 T8
o0 4 2
= > (ZBikM<xk7u(mk))@i(m)T§> :
i=n+1 \k=1

yazilabilir. Bu taktirde ||Ju — unHT28 monoton olarak azalan olur.

7.3. Sayisal Sonuglar
Bu kisimda, metodun etkinligini gostermek icin bir lineer ve iki lineer olmayan trnek

g6z oniine alindi. Ayrica hesaplamalar yapilirken Maple 16 programi kullanildi.

Ornek 7.1. ilk olarak asagidaki lineer olmayan yedinci mertebeden simir deger prob-
lemini

u(z) = e *u?(z), 0<z<l1,

7.14
u(0) = u/(0) = w”’(0) = u®(0) =1, (r-14)

u(l) =d/(1) =u”"(1) = e,
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goz oniine alahm. (7.14)’tin analitik ¢oziimii [82]
u(x) =€,

ile verilir.
(7.14)’tin sir sartlarim homogenlestirirsek
2 3
v(@)+1+z+5 + % +at (Be—5)

v(7)(aj) =e® ,
a8 (F 160 29 (e )

T
2
87 13 53
_5 (2L _ 622, 22
x<2 16e> m<2€ 3>,

doniistimii kullanilmigtir. Bu probleme RKHSM uygulanirsa agagidaki tablolar ve sekiller

bulunur.

Tablo 7.1. Ornek 7.1 icin elde edilen sayisal sonuclar

AQ

YC

BH

0.0

1.0

1.0

0.0

0.1

1.1051709180756476248

1.1051709180727538232

2.618 x 10712

0.2

1.2214027581601698339

1.2214027581330885422

2217 x 1071

0.3

1.3498588075760031040

1.3498588075089984856

4.963 x 10~ 1

0.4

1.4918246976412703178

1.4918246975765762858

4.336 x 1071

0.5

1.6487212707001281468

1.6487212707474912552

2.872 x 10711

0.6

1.8221188003905089749

1.8221188006600701498

1.479 x 10710

0.7

2.0137527074704765216

2.0137527079512967073

2.387 x 10710

0.8

2.2255409284924676046

2.2255409289689961077

2.141 x 10710

0.9

2.4596031111569496638

2.4596031113394646558

7.420 x 10711

1.0

2.7182818284590452354

2.7182818284590452354

0.0
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Tablo 7.2. Ornek 7.1 icin HPM, VIM ve RKHSM ile elde edilen mutlak hatalarin

kargilagtirilmasi
x | HPM [83] VIM [82] [RKHSM]
0.0 ] 0.0 0.0 0.0

0.1]215x 108

3.8478 x 10712

2.8938016 x 10712

02245 x 1077

1.2366 x 10~10

2.70812917 x 10~

0.3 | 842 x 1077

2.7788 x 10710

6.70046184 x 10~

0.4 1.69x 10

7.5864 x 10710

6.46940320 x 10~

0.5 242 x 1078 | 1.1571 x 1079 | 4.73631084 x 10~1
0.6 |2.62x10% |1.3132x 1079 | 2.695611749 x 10~10
0.7 | 2.06 x 1076 | 1.2228 x 1079 | 4.808201857 x 1010

0.8 1.05 x 1076

6.6023 x 10710

4.765285031 x 10710

09214 x 1077

1.6534 x 10~10

1.825149920 x 1010

1.0 | 4.44 x 10716

1.3265 x 1011

0.0

u(x)

Sekil 7.1. Ornek 7.1 igin analitik ¢oztim (AC) ve RKHSM ile elde edilen ¢oziimiin

kargilagtirilmasi
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251078}

2.:10-% ¢

15x10-% ¢+

1.x10%}

5.x 1077+

Sekil 7.2. Ornek 7.1 icin VIM, HPM ve RKHSM ile elde edilen mutlak hatalarmn

kargilagtirilmasi

Ornek 7.2. Bu 6rnekte ise yedinci mertebeden lineer simir deger problemini

uD(z) = —u(z) —e” (35+ 122+ 22%), 0<z <1,

(7.15)
u(0) =0, «'(0)=1, u”(0)=0, u®(0)=-3,

u(l) =0, 4/(1)=—e, u'(1)=—4e,
ele aldik. (7.15)’in analitik ¢oziimii [84]:

u(z) = x(1 —x)e”,

ile verilmektedir.
(7.15)’in smir sartlar1 homogenlestirilirse
v (z) +v(z) = —€® (354 12z + 227) —z + I—; —a* (3e — 1—7)

—x5(%7—56)—$6(26—71), 0<z<1,

v(0) = v/(0) = v"(0) = v®)(0) = 0,
v(1) ='(1) = v"(1) = 0,

\

elde edilir. Sinir gartlarini homogen hale getirmek i¢in



dontistimii kullanilmigtar.

Tablo 7.3. Ornek 7.2 icin elde edilen sayisal sonuclar

xz | ACQ YC

0.0 | 0.0 0.0

0.1 | 0.099465382626808286232 | 0.099465382626808285898
0.2 | 0.19542444130562717342 | 0.19542444130562716451
0.3 | 0.28347034959096065184 | 0.28347034959096048526
0.4 | 0.35803792743390487627 | 0.35803792743390483786
0.5 | 0.41218031767503203670 | 0.41218031767503200826
0.6 | 0.43730851209372215398 | 0.43730851209372205668
0.7 | 0.42288806856880006954 | 0.42288806856879998460
0.8 | 0.35608654855879481674 | 0.35608654855879479280
0.9 | 0.22136428000412546974 | 0.22136428000412540564
1.0 1 0.0 1.24053E — 20

Tablo 7.4. Ornek 7.2 icin VPM, ADM, HAM ve RKHSM ile elde edilen mutlak

hatalarin karsilagtirilmasi

x| VPM [85] ADM [84] HAM][S6] [RKHSM]
0.0 | 0.0 0.0 0.0 0.0

0.1 | 8.55607E — 13 | 1.23082F — 13 | 5.39291F — 14 | 3.34E — 19
0.2 | 9.94041E — 12 | 3.7792F — 13 | 4.85167E — 14 | 8.91E — 18
0.3 | 3.52244F — 11 | 2.37421F — 13 | 3.92464F — 14 | 1.6658FE — 16
0.4 | 7.3224E —10 | 3.62099F — 13 | 2.21489F — 14 | 3.841E — 17
0.5 | 1.08769E — 10 | 9.39249F — 14 | 3.84137E — 14 | 2.844E — 17
0.6 | 1.29035E — 10 | 4.82047F — 13 | 2.10831E — 13 | 9.730E — 17
0.7 | 1.51466E — 10 | 1.09135F — 13 | 1.99785E — 13 | 8.494E — 17
0.8 | 2.717974F — 10 | 1.64868E — 14 | 3.29736E — 13 | 2.394F — 17
0.9 | 7.48179E — 10 | 7.25975F — 13 | 1.77622E — 12 | 6.410E — 17
1.0 | 2.1720E — 09 | 4.54747E — 13 | 1.65159E — 12 | 1.24053F — 20
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u(x)

Sekil 7.3. Ornek 7.2 icin analitik ¢oziimii ve RKHSM ¢oziimiinii gosteren grafik

35x10°%

3.x10-12

25x10°"2 L

2.%x10-"2 ¢

15x10-2 |

1.x10° 2}

5.x10-7 |

Sekil 7.4. Ornek 7.2 icin ADM, VPM, HAM ve RKHSM ile elde edilen mutlak hatalarm

kargilagtirilmasi.
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Ornek 7.3. Son olarak lineer olmayan yedinci mertebeden sinir deger problemini
uM(z) = u(z)u'(z) + e 2 (2+¢e% (z —8) =3z +2?), 0<z<1,

(7.16)
uw(0) =1, «'(0)=-2, «"(0)=3, u®(0)=—4,
u(l) =0, «/(1)= ;1, (1) = z

e

goz oniine alahm. (7.16)'nin analitik ¢oziimii [84]:
u (1‘) = (]‘ - I) 673:7

ile verilir.

(7.16) sinir sartlart homogen hale getirirlirse

v (z) — (-2 + 3z — 227 + 423 (¢ 2)+5x4(4—%)—|—6x5(g—%))v(x)
—1—2x+§x2——x +at (¢ —2) +2° (4—1L) 428 (2 — L)) /(

( 2 (c-2+a®(4-3)+2°(2 - %)
(1—293—1—3:132 :I: +.CE( 2)+x5(4—1—61)+:c6( —%))
(=2 + 3z — 222 + 42° (£ — 2) + 52 ( —1—61)+6x5(%—?1))
+ou(x)v' () + e 2 (2+ €” (z — 8) — 3z + 2?), 0

\/\
\/\
-

v(0) = v/(0) = v"(0) = v®)(0) =0,

bulunur. Bunun i¢in

3 2 6 11 5 11
— 1-2 22 2.3 4 Z_9 5 4 — = (O
u(z) =v(x) + T+ 5% 3% +z <e >+x sk s ¢ )

doniigiimii kullanilda.
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Tablo 7.5. Ornek 7.3 icin elde edilen sayisal sonuclar

r | AC YC MH

0.0 1.0 1.0 0.0

0.1 | 0.81435367623236361584 | 0.81435367623236697064 | 3.35480 x 1015
0.2 | 0.65498460246238548694 | 0.65498460246237032242 | 1.516452 x 10~
0.3 | 0.51857275447720250625 | 0.51857275447711724998 | 8.525627 x 10~
0.4 | 0.40219202762138358044 | 0.40219202762145521926 | 7.163882 x 10~
0.5 | 0.30326532985631671180 | 0.30326532985631655134 | 1.6046 x 1016
0.6 | 0.21952465443761057305 | 0.21952465443760682026 | 3.75279 x 1015
0.7 | 0.14897559113742285441 | 0.14897559113743255406 | 9.69965 x 1015
0.8 | 0.089865792823444318286 | 0.089865792823449635588 | 5.317302 x 10~1°
0.9 | 0.040656965974059911188 | 0.040656965974059021714 | 8.89474 x 1016
1.0 | 0.0 2.708848 x 10722 2.708848 x 10722

Tablo 7.6. Ornek 7.3 icin ADM, HAM ve RKHSM ile elde edilen mutlak hatalarin

kargilagtirilmasi
x | ADM [84] HAM [86] [RKHSM]
0.0 | 1.67932E — 12 | 0.0 0.0
0.1 | 2.96696F — 12 | 4.15223F — 14 | 3.3548E — 15
0.2 | 1.26055E — 12 | 4.18332F — 13 | 1.516452F — 14
0.3 | 2.10898FE — 12 | 1.21736FE — 12 | 8.525627TEF — 14
0.4 | 6.68926F — 12 | 1.95471F — 12 | 7.163882F — 14
0.5 | 7.21923F — 12 | 2.03731F — 12 | 1.6046F — 16
0.6 | 9.75339F — 12 | 1.37063F — 12 | 3.75279F — 15
0.7 | 2.19552F — 12 | 4.66988E — 13 | 9.69965F — 15
0.8 | 4.24917F — 12 | 4.8378E — 14 | 5.317302F — 15
0.9 | 2.27311F — 13 | 6.00561F — 14 | 8.89474F — 16
1.0 | 4.42298F — 12 | 1.29172F — 15 | 2.7T08848F — 22
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u(x)

Sekil 7.5. Ornek 7.3 icin analitik ¢oziim (AC) ve RKHSM c¢oziimiiniin kargilagtiriimasi.

1.x10°"
—e— ADM
. —a— HAM

8.x 1072
-— RIKHSM

6.x 1012

4.x10°" J
‘ /
L4
2.x1072 \/J j’

0.0 02 0.4 06 08 10

Sekil 7.6. Ornek 7.3 icin ADM, HAM ve RKHSM ile elde edilen mutlak hatalarm

kargilagtirilmasi
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Hatirlatma 7.2. Bu ¢galigmada [0, 1] araliginda 36 nokta segilerek RKHSM uygulanda.
Tablolarda {(z;) : x; =4, i =0.0,0.1,...,1.0} noktalarinda |u (z,t) — u, (x,t)| mutlak hata-
lar hesaplandi. VIM [82], HPM [83], ADM [84], VPM [85] ve HAM [86] ile elde edilen
sonuglarla ¢ekirdek iireten Hilbert uzayr metodu kargilagtirildi. Tablolardan ve grafikler-

den bu kargilagtirmalar goriilebilir.

7.4. Sonug

Bu boéliimde insaat miihendisliginde kiris-kolon teorisinde ve kimyasal tepkimelerde
ortaya c¢ikan yedinci mertebeden siir-deger problemlerinin ¢oziimii igin ¢ekirdek iireten
Hilbert uzay1 yontemini kullandik. Yedinci basamaktan problemler i¢in iiretilen ¢ekirdek
fonksiyonu ilk kez bu ¢alismada hesaplandi. Bir lineer ve iki lineer olmayan problem goz
oniine alindi. Elde edilen sonuglar literatiirde var olan VIM [82], HPM [83], ADM [84],
VPM [85] ve HAM [86] ile 0 < = < 1 arahiginda kargilagtirildi. Bu kargilagtirmalar igin
Tablo 7.2, 7.4 ve 7.6’ya bakilabilir. Tablo 7.1, 7.3 ve 7.5’te ise 0 < z < 1 araliginda
analitik ¢oziim, yaklagik ¢oziim, mutlak hata ve bagil hata verildi. Sekil 7.1, 7.3 ve 7.5
ile sirastyla Ornek 7.1, 7.2 ve 7.3 icin 0 < 2 < 1 arahigmda analitik ¢oziim ve yaklasik
¢Oziim arasinda karsilagtirma yapildi. Bu sekillerden de goriildiigii gibi analitik ¢éziim ve
RKHSM ile elde edilen yaklagik ¢oziim ayirt edilememektedir. Bu ise yontemin giivenilir
ve hassas bir yaklagim oldugunu gosterir. Sekil 7.2, 7.4 ve 7.6’da sirasiyla Ornek 7.1 igin
VIM, HPM, RKHSM; Ornek 7.2 icin ADM, VPM, HAM, RKHSM ve Ornek 7.3 icin ADM,
HAM, RKHSM yontemleriyle elde edilen mutlak hatalarin grafikleri ¢izildi. Gortildiigii gibi
RKHSM ile diger yar1 analitik yontemlere gére ¢ok daha iyi sonuglar bulundu. Mutlak
hatalar Ornek 7.1 icin 1071, Ornek 7.2 icin 1077 ve Ornek 7.3 icin 107'® civarindadir.

Bu degerler ise yaklagik bir yontem icin iyi sonuglardir.
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8. BOLUM

SONUC VE TARTISMA

Dogadaki fiziksel olaylarin matematiksel modellerle ifade edilerek yaklagik ve anali-
tik ¢oziimlerinin bulunmasi énemlidir. Ciinkii bu ¢oziimler yardimiyla modellenen olay
hakkinda daha detayl bilgiler elde edilebilir. Bu nedenle lineer ve lineer olmayan diferan-
siyel denklem ve sistemlerin ¢oziimlerinin bulunmasi fen ve miihendislikte énemli bir yere
sahiptir. Son zamanlarda bilim adamlar1 baglangi¢ ve sinir garth kismi diferansiyel denklem
ve sistemlerin yaklagik ve analitik ¢oziimlerini bulmak i¢in pek ¢ok yontem gelistirdiler.

Bu tezde dort farkli problem gekirdek iireten uzay yontemi ile ¢oziildii. Bu problemler
mekanik iletim sistemini ifade etmek i¢in kullanilan baslangi¢ ve sinir gsarth sine-Gordon
(SG) denklemi, yanma olayim modellemek i¢in kullanilan Bratu problemi, sinirsiz iki dii-
zlem levha arasinda sikisgan MHD akigkan1 tanimlamak i¢in kullanilan dérdiincii mertebe-
den baglangi¢ ve siir sarthi lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem ve ingaat mithendis-
liginde kirig-kolon teorisinde ortaya ¢ikan yedinci basamaktan siir-deger problemleridir.
Her bir problem i¢in kullanilan lineer operatoriin sinirli oldugu ve bulunan sonuglarin
yakinsak oldugu teorik ve sayisal olarak gosterildi. Ayrica goz oniine alinan problemler
daha once literatiirde var olan sonuglarla karsilagtirildi. Bu problemlerin literatiirde yari-
analitik yontem olarak adlandirilan ADM, HPM, VIM, DTM ve HAM yontemleriyle elde
edilmis sonuglar1 mevcuttur, bizim g¢ekirdek iireten Hilbert uzayir metodu ile elde ettigimiz
sonuclar daha hassas ve giivenilirdir. Yedinci basamaktan denklemler i¢in iiretilen gekirdek
ilk kez bu calismada bulunmustur.

Ayrica lineer olmayan denklem veya sistemler yari-analitik metotlarla ¢oziiliirken den-
klemdeki lineer olmayan terimin sayis1 ve lineer olmayanlarin kuvvetliligi ¢oziim sirasinda
baz1 zorluklarin ortaya ¢ikmasina ve hesaplamalarin karmagik olmasina neden olmaktadir.
RKHSM yardimiyla bu tiir zorluklarla karsilasmadan yakinsak ve hassas sonuglara ulas-
mak miimkiindiir. Kullandigimiz yontemin uygulanabilir olmasi i¢in baglangig ve sinir
sartlarinin homogen olmasi1 gerekir. Bunu saglayacak genel bir fonksiyon bu calismada
elde edildi.

Yar1 analitik yontemler ozellikle baslangic sartli problemlere uygulanmasina ragmen
gekirdek iireten uzay yontemi ile baglangig, simir ve integral gsartli problemleri ¢ozmek
miimkiindiir. Ayrica g¢ekirdek {ireten uzay yontemi ile adi, kismi, fark, kesirli, inverse

problemleri ve integral denklemlerini ¢6zmek miimkiindiir.
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