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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR

Murat KARAKAS

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

2008, Sayfa: 34

Bu tez ii¢ boliim olarak diizenlenmigtir.
Birinci béliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teo-

remler verilmistir.

Ikinci boliimde, fuzzy kiime kavrami ve bu kiimelerin bazi 6zellikleri verilmistir. Daha
sonra, fuzzy sayisi tanimlanmis, fuzzy sayilarda aritmetik islemler ve fuzzy say1 dizileri

incelenmisgtir.

Ugiincii boliimiin ilk kismmda fuzzy topolojik uzay ve ozellikleri incelenmis, fuzzy
kiime dizilerinden bahsedilmistir. Ikinci kisimda, siireklilik kavramini genellestirerek fuzzy
siirekli fonksiyonlar agiklanmigtir. Son kisimda, fuzzy topolojiyi temel alarak olugturulan

kompakt fuzzy uzaylar anlatilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Fuzzy kiime, Fuzzy sayisi, Fuzzy topolojik uzay.
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ABSTRACT
Master’s Thesis

FUZZY TOPOLOGICAL SPACES

Murat KARAKAS
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Department of Mathematics

2008, Pages: 34

This thesis is arranged in three chapters.
In the first chapter, we give some fundamental definitions and theorems which will be

used in the later chapters.

In the second chapter, we give the concept of fuzzy set and some properties of this sets.
Then, we define fuzzy number and examine arithmetical operations of fuzzy numbers and

sequences of fuzzy number.

In the first section of third chapter, fuzzy topological space and its properties are
observed, sequences of fuzzy sets are mentioned. In the second section, we explain fuzzy
continuous function by generalizing continiuty. In the last section, we convince compact

fuzzy spaces which is constructed by depending on fuzzy topology.

Key Words: Fuzzy set, Fuzzy number, Fuzzy topological space.
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GIRIS

C.L.Chang|[1], 1968 yilinda Zadeh[2], tarafindan ortaya konulan fuzzy kiimeleri kulla-
narak fuzzy topolojik uzay kavramim tanimladi. Daha sonra Goguen|[3], Ming and Ming[4],
Warren[5], Wong[6], Lowen[7], Azad[8] gibi bir¢ok arastirmaci tarafindan genis bir fuzzy
topolojik uzay galismas: gergeklestirildi. Chang|[1], fuzzy topoloji kavrami ve acik kiime,
kapali kiime, bir kiimenin ic¢i, komsuluk, siireklilik ve kompaktlik gibi en temel kavram-
lar1 agikladi ve adi topolojinin sonuclarina benzer birgok sonug saptadi. Ancak bir nok-
tanin tam bulanikhiginin eksikliginden dolay: fuzzy topolojide bir noktada yakinsaklik ve
stireklilik gibi zelliklerin ¢aligilmasinda bir bosluk olugtu. C.K.Wang[9], Zadeh’in single-
ton kiimesine dayanarak fuzzy noktalar kavramim ortaya koydu ve bu problemi ¢ozdii.

Genel topolojinin komsuluk sisteminin sonuclar: fuzzy topolojik uzaylarda, bu komsu-
luk sisteminde bulunan sonuglari yansitamadi. Bunu diizeltmek i¢in Ming ve Ming[4]
adi noktalarin, fuzzy noktanin 6zel durumlari olarak verildigi bir yontemle bir fuzzy
nokta gosterdi. Ayn1 zamanda fuzzy noktalar ve fuzzy kiimeler arasindaki yarim iligki ve
genel topolojideki komsguluk sistemi kavramina benzer bir Q-komsuluk sistemi tanimlandi.
Komsuluk sistemi, fuzzy topolojiyi tanimlamaya egdeger bir metod oldu. R.H.Wareen[5],
bir noktanin komguluk sisteminin yardimiyla fuzzy topolojik uzaylar arasinda siirekliligi
tanimladi. Nehad N. Marsi[10], adi noktalarin fuzzy komsguluk sistemine dayanarak tanim-
lanan fuzzy komsuluk uzaymi ¢ahgti. 1981 yilinda K.K.Azad[8] fuzzy topolojik uzaylarda
fuzzy siirekliligin daha zayif baz1 yapilarini ortaya koydu. Fuzzy yar acik, fuzzy yar ka-
pali, diizgiin agik ve diizgiin kapali kiimeleri tanitt1 ve bunu fuzzy kiimelerde yar1 siirekli,
yar1 acik, yari kapali, hemen hemen siirekli ve zayif siirekli doniisiimlere genellegtirdi. Ayni
sene i¢inde fuzzy topolojik vektor uzaylar fikrini ortaya gikardi. 1984 yilinda bu konu iiz-
erinde galigmalarina devam etti ve fuzzy yar1 normlu, fuzzy normlu, ve fuzzy bornological
uzaylar1 calisti.

1989 yilinda A.P.Shostak[11] fuzzy topoloji smufiyla ilgili sonuglarin temel fikir ve
kavramlarini caligti.

Ayrilma aksiyomlari, kompaktlik, metrize edilebilme, lineer bagimlh uzaylar ve fuzzy

olasiligin bazi 6nemli 6zellikleri tartigildi. K.C.Chattopadhyaya, R.N.Hazra ve S.K.Samanta[12]
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fuzzy altkiimelerin acikliginin derecesi yardimiyla topolojiyi tamimladi. Yazarlar, derece

fonksiyonunun tanimini degistirdi ve fuzzy topolojik uzaylarin alt uzaylarini caligti.



1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

Tanim 1.1. Bir kiimenin elemanlarinin kendisi kiime ise, bu kiimeler kiimesine
kiimeler ailesi veya kiimeler sinifi denir. Genellikle A, B gibi biiyiik harflerle gosterilir

13].

Tanim 1.2. X # () kiimesi, vektoér uzayl, metrik uzay veya topolojik uzay gibi
herhangi bir matematik yapiya sahipse bu kiimeye uzay ve elemanlarina da nokta adi
verilir [13].

Tanim 1.3. X bir kiime, {A;};.; de X’in bir alt kiimeler ailesi olsun. X = J A; ise

i€l
{A;};c; ailesine X'in bir ortiisii denir [13].
Tanim 1.4. X bir kiime ve 7 da P (X) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Eger

agagidaki aksiyomlar saglanmirsa 7 ya X iizerinde bir topoloji(topolojik yap1) denir:
e X,0er

e 7’da alman her sayida elemanlarn birlesimi 7’ya aittir; yani V{A;},.; C 7 icin

U A; € 7'dur.
el

e 7’da alman sonlu sayida elemanlarin kesigimi 7’ya aittir; yani V{A;},.; C 7 icin

() A; € T'dur.
1eJ

Tanim 1.5. 7 topolojisi ile donatilmig X kiimesine veya (X, 7) ikilisine topolojik uzay,

X kiimesinin her elemanina topolojik uzaym bir noktas: denir [13].

Tanmim 1.6. 7’nin her elemanina, X iizerinde 7 tarafindan tanimlanan topolojiye gore

bir acik kiime denir [13].

Tamim 1.7. X uzaymna gore tiimleyeni acik olan kiimeye 7 tarafindan tanimlanan

topojiye gore kapali kiime denir. Yani F' C X kapah < F°¢ € 7(agqk) dir [13].



Ornek 1.1. X herhangi bir kiime olsun. 7 = {(}, X} smifi X {izerinde topolojidir.
7 ={0, X} topolojisine X iizerindeki kaba(indiskret) topoloji denir.

Ornek 1.2. X’in P(X) kuvvet kiimesi X iizerinde bir topolojidir. 7 = P(X) topolo-

jisine X iizerindeki ince(diskret) topoloji denir.

Tanim 1.8. Verilmis bir (X, 7) topolojik uzay: i¢in bu uzayr doguran bir d metrigi

varsa bu X topolojik uzayma metriklegebilir denir [13].

. 1,z
Ornek 1.3. Her 7 = P(X) topolojik uzay1 doguran d(z,y) = 7y diskret

0,x =y
metrik oldugundan diskret topolojik uzay metrize edilebilirdir.

Tanim 1.9. X topolojik uzayimin bir noktast x olsun. x noktasini iceren bir U acik
altkiimesinin her N iist kiimesine = noktasmim komgulugu(civari) denir [13]. Sembolik
olarak kisaca; N,z € X in komgulugudur < 3U C X agk : x € U C N seklinde ifade
ederiz.

x noktasini igeren U agik altkiimesine de z noktasinin ac¢ik komsulugu denir.

Ornek 1.4. R iizerindeki ahgilmis topolojiyi alalm. § € Rt olmak iizere x € U =
|z — 0,z + §] agik araligl, x noktasimin agik komsulugu ve x € N = [z — 0,2+ d] D U da

x noktasinin bir komgulugudur.

Tanim 1.10. X topolojik uzay ve A, N C X olsun. Eger A C U C N kosulunu

saglayan bir U agik kiimesi varsa N kiimesine A kiimesinin komsgulugu denir [13].

Teorem 1.1. X topolojik uzaymin bir A altkiimesinin acik olmasi igin gerek ve yeter

sart kendi i¢indeki her noktanin komsulugu olmasidir [13].

Tanim 1.11. Herhangi bir x € X igin,  noktasinin tiim komguluklarinin sinifini
N(z) ile gosterelim; yani N(z)={N € P(X) | N,z in komsulugu} olsun. N(z) sinifina z

noktasmin X topolojik uzayna gore komguluklar ailesi denir [13].

Tanim 1.12. X topolojik uzay ve A C X olsun. A nin tiim kapal iist kiimelerinin

arakesitine A nin kapanigi denir ve A ile gosterilir [1]. X topolojik uzaymm tiim kapah



kiimelerinin simifi olan K'nin A y1 kapsayan elemanlarinin kiimesi K4 = {F € K | AC F}

olduguna gére A= (] Fve AC A du.
FeKA

Teorem 1.2. X topolojik uzaymin bir A altkiimesinin kapali olmasi icin gerek ve

yeter sart A = A olmasidir [13].

Tanim 1.13. X topolojik uzay ve A C X olsun. A nin tiim acik altkiimelerinin
birlesimine A kiimesinin i¢i denir ve A° ile gosterilir. X topolojik uzaymn tiim agik al-
tkiimelerinin sinifi olan 7 nun A tarafindan kapsanan elemanlarinin kiimesi 74 = {W € 7 | W C A}

olduguna gore A° = J{W | W € 4} dur.

Teorem 1.3. X topolojik uzaymin A gibi bir altkiimesinin agik olmas igin gerek ve

yeter sart A = A° olmasidir [13].

Tanim 1.14. X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A° kiimesinin noktalarina A

kiimesinin i¢ noktalar1 denir [13].

Tamim 1.15. (X, 7) ve (X', 7') herhangi iki topolojik uzay, f : X — X’ bir fonksiyon
ve z, € X olsun. X’ uzaymda f (x,) m her N’ komgulugu i¢in f (N) C N’ olacak sekilde,
X uzaymda z, 1 bir N komsulugu varsa, f fonksiyonuna z, noktasinda 7 ve 7 ye gore

stirekli veya 7, 7" siirekli ya da kisaca siireklidir denir [13].

Teorem 1.4. f:(X,7) — (X', 7’) fonksiyonunun z, € X de siirekli olmasi igin gerek

ve yeter sart VN’ € N(f (z,)) icin f~1 (N') €N(x,) olmasidir [13].

Tanim 1.16. X ve X’ topolojik uzaylar1 arasindaki f fonksiyonu bijektif(yani 1:1
ve orten), siirekli ve f~1 tersi de siirekli ise f fonksiyonuna bir homeomorfizm(topolojik
doniigiim) denir. Bu halde X ve X’ uzaylarina homeomorfiktirler(topolojik estirler) denir

[13].

Teorem 1.5. f: X — X’ bijektif bir fonksiyon olsun. Asagidaki ozellikler esdegerdir:

e f homeomorfizmdir.



e f acik siirekli fonksiyondur.

e f kapal siirekli fonksiyondur.

e VAC X igin f (A) = f(A).

Ornek 1.5. ]—1,+1[ araligi ile R homeomorftur. Gercekten bu iki uzay arasinda

y=f(z)= =777 homeomorfizmas: vardir.

Tanim 1.17. Bir X topolojik uzayimin sahip oldugu bir 6zellik, X uzayinin homeo-

morfik oldugu tiim uzaylarda da var ise bu 6zellige topolojik zellik denir [13].

Tanim 1.18. X bir topolojik uzay ve N de dogal sayilar kiimesi olsun. Vn € N igin
f(n) =z, € X olmak iizere f : N — X geklindeki her fonksiyona X uzayinda bir nokta
dizisi denir [13].

Tamim 1.19. X topolojik uzay, (z,) bu uzayda bir dizi ve x, € X olsun. z, n her
N komsuluguna karsilik n > n, oldugundan z,, € N olacak sekilde sadece N e baglh bir
no € N dogal sayis1 var ise, (x,) dizisi x, a yakinsiyor veya (x,) dizisinin n — oo igin

limiti , dir denir [13].

Tamim 1.20. X topolojik uzayimin agik altkiimelerinin bir sinifi p olsun. Eger X =
J G ise p smifina X uzaymm agik ortiisii denir. Eger p nin bir altkiimesi X uzayimi

Gep
orterse bu altkiimeye X in bir acgik alt ortiisti denir [13].

Tanim 1.21. X topolojik uzayinin her p agik ortiisiiniin sonlu bir alt értiisii var ise
X uzayma kompakt uzay denir. O halde sembolik olarak:

X uzay1 kompakt < (VpC 7, X = |J G| (3H C p sonlu) : <X = U H)
Gep HeH

X uzay1 kompakt < (Vp ={Gi}ic;Ccm, X=U GZ-) (3J C I sonlu) : <X =U GZ)
i€l i€J
yazariz.



Tamim 1.22. Bir A kiimeler sinmifinin sonlu altkiimelerinin arakesiti bogtan farkl ise,

bu kiimeler simifina sonlu arakesit 6zelligine sahiptir denir [13].

Ornek 1.6. X sonlu bir kiime ise, X uzay, iizerinde tanimlanabilen tiim topolojilere

gore kompakt uzaydir.



2. FUZZY KUMELER

2.1. FUZZY KUME KAVRAMI :

X , genel bir eleman x ile gosterilmis bir noktalar (nesneler) uzay: olsun. Buna goére
x = {z} olur.

x ’de bir A fuzzy kiimesi (smufi), x ’deki herbir noktay:1 [0,1] araligindaki bir reel
saylya kargsilik getiren bir X4 (z) iiyelik (karakteristik) fonksiyonu ile karakterize edilir
[2]. Burada X 4 (x) 'in degeri, A ’daki 2 noktasiin iiyelik derecesini gostermektedir. Buna
gore, X4 (z) ’in 1 ’e en yakin degeri, A ’da z ’in en yiiksek iiyelik derecesidir. A terimleri
klasik anlamda kiime oldugu zaman, iiyelik fonksiyonu sadece 0 ve 1 seklinde iki deger
alir. Burada X4 (z) = 1 veya 0 olmasi = ’'in A ’ya ait olmasi veya olmamasi demektir.

Buna gore X4 (z), A kiimesinin bilinen karakteristik fonksiyonuna indirgenir.

Ornek 2.1.1 y, R reel dogrusu olsun ve A da 1 ’den ¢ok daha biiyiik sayilarin bir fuzzy
kiimesi olsun. Bu durumda, her ne kadar goreceli olsa da A 'nin dogru bir karakterizasyonu
R ’de bir fonksiyon olarak X 4 () ile verilebilir. Boyle bir fonksiyonun gosterdigi degerler
Xa4(0) =0; Xa(1) =0; Xa(5) =0.01; X4(10) = 0.2; X4 (100) = 0.95; X4 (500) = 1
olabilir.

Simdi fuzzy kiimeleri ile ilgili bazi kavramlar: tanimlayalim. Bu tanimlar genelde klasik
kiimede bildigimiz tamimlarin genellegtirilmesidir.

Bir fuzzy kiimesinin bos olmasi i¢in gerek ve yeter gsart iiyelik fonksiyonun x iizerinde
ozdes olarak sifir olmasidir.

A ve B fuzzy kiimelerinin egit olmasi (yani A = B yazilmasi) igin gerek ve yeter sart
Vo € x igin X4 (z) = Xp(z) olmasidir (Bundan sonra, Vo € x igin X4 () = Xp (x)
yazmak yerine daha ¢ok, benzer gey olan X4 = Xp yazacagiz).

Bir A fuzzy kiimesinin tiimleyeni A’ ile gosterilir ve
Xp=1—Xy

seklinde tanimlanir.

Klasik kiimelerde oldugu gibi, kapsama kavrami fuzzy kiimelerde merkezi bir rol oynar.



Bu kavram ve birlesim ile kesisim kavramlariyla ilgili olan kavramlar asagida tanimlan-

migtir.

Tanim 2.1.1(Kapsama) A 'nin B ’de kapsanmasi (veya denk olarak, A 'mn B 'nin
bir alt kiimesi olmasi) i¢in gerek ve yeter sart X4 < Xp olmasidir. Bu durum sembollerle
de

ACB& X4 < Xp

seklinde gosterilir [2].

Tanim 2.1.2(Birlesim) Sirasiyla, X4 (z) ve Xp () tiyelik fonksiyonlarina sahip olan

iki A ve B fuzzy kiimesinin birlegimi, iiyelik fonksiyonu
Xo (2) =max[Xa (2), Xp (2)],  zeXx (1)
olan bir C fuzzy kiimesidir. Bu iglem kisaca
Xc=XaV Xp

seklinde ifade edilir ve C' = A U B seklinde yazilir [2].

A ve B ’nin birlesimi, A ve B ’nin her ikisini de kapsayan en kiiciik fuzzy kiimedir.
Daha kesin bir ifadeyle, eger D, A ve B ’'nin her ikisini de kapsayan herhangi bir fuzzy
kiime ise bu takdirde A ve B ’nin birlesimini de kapsar.

Bu tamim, (1) ’de verilen tamma denktir.

Fuzzy kiimelerin kesigimi kavrami da benzer yontemle tanimlanabilir:

Tamim 2.1.3(Kesisim) Swrasiyla X4 () ve Xp () iiyelik fonksiyonlarma sahip olan

iki A ve B fuzzy kiimesinin kesigimi, iiyelik fonksiyonu
Xo (z) =min [X4 (), X5 (2)], T EX

olan bir C fuzzy kiimesidir. Bu iglem kisaca

Xoc=XAsNXp

seklinde ifade edilir ve C' = AN B seklinde yazilir [2].



A ve B fuzzy kiimelerinin kesigsimleri hem A ’da hemde B ’de kapsanan en biiyiik
fuzzy kiimedir. Klasik kiimelerde oldugu gibi eger A N B bog ise A ve B fuzzy kiimeleri
ayriktir. R ’deki iki fuzzy kiimenin kesigimi ve birlegimi Sekil-1’de gosterilmistir. Birlesim
kiimesinin iiyelik fonksiyonu 1 ve 2 egri parcalarindan; kegisim kiimesinin iiyelik fonksiyonu

da 3 ve 4 pargalarindan (koyu ¢izgiler) olusur.

2.2. DE-MORGAN KURALLARI

Klasik kiimelerde verilen bagintilarin bircogu fuzzy kiimeler i¢in de saglanir. Bunlardan

birkag tanesini siralayalim.

(AuB) = AnB

(AnB) = AuB
CN(AUB) = (CNA)U(CNB)
CU(ANB) = (CUA)N(CUB)

Uyelik fonksiyonunu goz 6niine alarak bu bagimtilarin saglandigini kolayca gosterebiliriz.
A = x olmas: i¢in gerek ve yeter sart Vo € x i¢in X4 (z) = 1 olmasidir. Klasik

kiimelerde saglanan ANA" = () ve AU A" = x 6zellikleri fuzzy kiimelerde saglanmaz. Yani

1. ANA #0,



2. AUA # x

dir.
Birlesim ve kesigim iglemlerine ilave olarak, fuzzy kiimelerinin toplama ve ¢arpim islem-

lerini tamimlayabiliriz:

Tanim 2.2.1(Cebirsel Carpim) A ve B ’nin cebirsel ¢arpimi AB seklinde gosterilir

ve iiyelik fonksiyonuna bagh olarak
Xap=XaXp

seklinde tanimlanir. Agikga,
ABCANB

dir [2].

Tanim 2.2.2(Cebirsel Toplam) A ve B ’nin cebirsel toplami A + B sgeklinde gos-
terilir ve

Xayp=Xa+Xp

seklinde tanmimlanir. Burada X4 + Xp toplami 1 ’e esit veya daha kiigiiktiir. Buna gore,
cebirsel ¢arpima benzememekle beraber cebirsel toplam sadece tiim z ’ler igin X 4 (z) +

Xp (z) <1 sart1 saglandig1 zaman anlamhdir [2].
Tanim 2.2.3(Mutlak Fark) A ve B ’'nin mutlak farki |A — B| seklinde gosterilir ve
X|a-p| = |Xa — X5

seklinde tanmimlanir [2].

Tanmim 2.2.4(Destek) A bir fuzzy kiimesi olsun. A 'nin destegi, supp (A), iiyelik

derecesi sifir olmayan tiim noktalarin kiimesidir ve agagidaki sekilde gosterilir.

supp (A) = {z € x : Xa (z) > 0}



Tanmim 2.2.5(a— Kesiti) A bir fuzzy kiimesi olsun ve o € [0, 1] verilsin. A 'nin a—
kesiti A“ ile gosterilir ve

A={z e x: Xa(z) > a}

seklinde tanimlanir.
2.3. KONVEKSLIK

Konvekslik diigiincesi, klasik kiimelerdeki pek ¢ok ¢zelligini koruyacak sekilde fuzzy

kiimelere kolaylikla genisletilebilir.

Tanim 2.3.1(Konvekslik) y, n boyutlu Oklid uzay1 E" ile gosterilsin. Bir A fuzzy

kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart (0, 1] arahgindaki tiim « ’lar igin
Lo =A{x:X4(z)>a}

seklinde tanimh I'y, kiimelerinin konveks olmasidir [4].

Konveksligin diger bir tanimi agagidaki sekilde verilebilir:

A 'nin konveks olmasi i¢in gerek yeter sart her A € [0,1] ve her z1, x2 € x i¢in
XaAx1+ (1 —A)z2] > min [ X4 (21), X4 (22)] (2)

olmasidir.
Yukaridaki iki tamim denktir. A kiimesi ilk tamimdaki anlamda konveks ve o =

X4 (1) < X4 (z2) olsun. Bu taktirde zo € T'y, ’dir. T, konveks oldugundan Az +
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(1 =Xz el ’dir. Boylece
Xadx1i+ (1 —=Nz] >a=Xa(x1) =min [X4 (21), X4 (22)]

dir.

Tersine, A ikinci tammdaki anlamda konveks ve o = X4 (z1) olsun. T',, kiimesini
X4 (x2) > X4 (x1) esitsizligini saglayan tiim 5 noktalarimin kiimesi olarak diisiinebiliriz.
(2) esitsizliginden dolayi, Az + (1 —A)z2, (0 < A <1) bigimindeki her nokta I', 'nin
elemanidir. Bu nedenle I'y, konveks bir kiimedir. Konveks fuzzy kiimelerin temel bir

ozelligi asagidaki teoremde verilmigtir:

Teorem 2.3.1. Eger, A ve B konveks ise AN B de konvekstir [2].
ispat. C = AN B olsun. Bu takdirde,

XoAx1+ (1 =X z2] = min[Xa Az + (1= X)za], Xp[Az1 + (1 — A) 2]

olur. A ve B konveks fuzzy kiimeler oldugundan

Xa [/\371 + (1 — )\) 372]
XB [)\.’L‘l + (1 - )\) .’L‘Q]

dir. Buradan
Xeo[Ax1+ (1 —A)x2] > min[min[X4 (21),X4 (z2)], min [Xp (21), X5 (x2)]]

veya buna denk olarak

Xo[Ar1+ (1 —AN)2z2] > min[min[Xa(z1),Xp (z1)], min[X4 (z2), X5 (x2)]]
yazilabilir. Buna gore
Xo[Az1+ (1= N) 2] > min [X¢ (21) , Xo (z2)]

olur.
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2.4 FUZZY SAYISI

2.4.1. FUZZY SAYI KAVRAMI

Eger bilgisayarlar1 insanlar gibi diigiinebilen makinalar durumuna getirmek istiyorsak
gergel sayilarin giinliik kullanimi1 énem kazanir. Giinliik kullanimlarda 1000 kadar, yaklagik
—10 santigrad derece, saat 12 sularinda gibi ifadelerle birer reel sayiy1 agiklamaya ¢aligiriz.
Bu bigimdeki agiklamalarimiz pratiktir, fakat biraz sisli, belirsiz ve kapalidir. Bu tiir
sayilara fuzzy sayisi diyerek, yeni bir sayilar ailesine ulagirilir. 8 dolaylarinda dedigimizde
8 de olmayabilen bir gercel sayilar toplulugu akla gelir. Boylece her bir fuzzy sayis1 bir
tek reel sayiy1 kastetmek icin kullanilir. Fuzzy kiimeler ve fuzzy sayilar ile ilgili caligmalar
Kauffman ve Gupta[l4], Goetschel ve Voxman[15], Dubois ve Prade[16], Vachnadze ve
Markozashvilli[17,18], Dijkman, Van Haeringen ve De Lange[19], tarafindan ayrintili olarak
verildi. Fuzzy sayilar1 farkl birkag sekilde tanimlanabilir. Goetschel ve Voxman[15] fuzzy

sayisinin tanimini goyle vermektedir.

Tanim 2.4.1 Bir X fuzzy sayis1 X : R —[0,1] bigimindeki iiyelik fonksiyonu olup
asagidaki kogullar1 saglar.

a) X {iist yari siireklidir.

b) Bir [c,d] kapal araligi diginda X (x) = 0

c) ¢ < a <b<dkoguluyla X fonksiyonun [c,a] kapali aralig: iizerinde artan, [b,d]
kapli aralig iizerinde azalan ve [a, b] kapal aralig: iizerinde X (z) = 1 degerli olan a, b reel

sayilar1 vardir [15].
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Sekil 3’ de 10 fuzzy sayisinin bir kaba gosterimi verilmigtir. Dogal olarak 10 fuzzy
sayist i¢in bir tek X fonksiyonu degil, fakat kigiden kisiye degisen birbirinden farkli X
fonksiyonlar1 vardir. Boylece her kisi i¢in hem a, b, ¢, d degerleri, hem de grafigin [c, a] ve

[b, d] araliklar iizerindeki sekiller farkh farkli olmaktadir.
2.5. FUZZY SAYILARINDA ARITMETIK iSLEMLER
2.5.1. Fuzzy Sayilarinda Toplama iglemi:
A, B C Rise a € [0,1] igin seviye kiimeleri,

A = {rex:Xa(z)>a}

B* = {zex:Xp(r)>a}

olsun

A, B CR,Vz,y,z € Rigin
Xa)B (2) = Vimaty (Xa (2) A Xa (y))
dir ya da Va € [0,1] igin
A%+ B = |af,a3] + [b7, 03]
= [af + b7, a5 + b3].

Ornek 2.5.1. Uyelik fonksiyonu Vz € R icin

;

0 < -5
x/3+5/3 —5<zr< -2
Xa(z) =
—x/3+1/3 —-2<z<1
0 z>1
0 < -3
x/7T+3/7 —-3<x<4
XB(iL‘):

—x/8+12/8 4<x <12

0 Tz > 12
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0 r < —8
x/10+8/10 —8<xz<2
—z/11+13/11 2<2 <13
0 x>13

Xayp) (2) =

A ve B fuzzy sayisi ise A + B fuzzy sayist midir? Diger bir deyisle A + B konveks ve

normal midir? Bu sorunun cevabini agagidaki teoremlerde verebiliriz.

Teorem 2.5.1. A ve B, R de iki fuzzy sayisi ise A + B de R de bir fuzzy alt kiimedir
yani bu toplam konvekstir.

ispat: a ve o seviyelerini diigiinelim. Burada o > « icin

A% = [af,a3]
B* = b7, 5]
AO‘I = [a?‘,,ag‘l}
B = [1,65]
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yazilir.

(o/ > a> = [a‘f/,ag‘/} C [af, a5]
(' >a) = |o7.68'] c o709
A%(+)B* = laf + b7, a3 + 03]
A B = o o g ]
elde edilir.
<o/ >a) = {a? b9, ag +bg’} C [af + b9, ag + b3

monotonluk ve konvekslik toplama igleminde korunmus olur.

Teorem 2.5.2. A ve B, R de iki fuzzy sayisi ise A + B de R de bir fuzzy alt kiimedir

ve normaldir[14]

Ispat: o = 1 seviyesinde

A = gy

Ba:l — [b(]fé:17 b%::L]

A= ()BTl = [a‘f‘zl + 6871 as=t 4 bgzl} + O

Boylece A (4) B normaldir.
2.5.2. Fuzzy Sayilarinda Cikarma Islemi:
A,B C Rise a € [0,1] igin seviye kiimeleri,

A = {rxex:Xa(z)>a}

B* = {zex:Xp(x)>a}

olsun.

A, B C R, Vx,y,z € R igin

Xy (2) = Vamamy (Xa () A XA ()
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dir ya da Vo € [0, 1] igin

A%+ B = [af,a3] + [b7, b3]

= laf — b5, a3 —b7].
2.5.3 Fuzzy Sayilarinda Carpma Islemi:

Burada carpma iglemini R™ pozitif reel sayilar kiimesi ve N dogal sayilar kiimesi {iz-

erinde alacagiz. A ve B, RT da iki bulanik say1 olmak iizere

A% () BY = [af,a3]. [b7, b5]

= [a7.b7, a3.b3]

seklindedir. Ayrica bu yine Vz,y, z € RT icin
Xa()B (2) = Vazay (Xa (2) A X4 (y))
seklinde de yazilabilir.
2.5.4 Fuzzy Sayilarinda Bélme Islemi:
Tki bulanik saymnm boliimii RT da tanimli olup 4§ > 0 ve Vo € [0,1] icin
A% (:) B* = [a7 /b3, a3 /b7]
ya da Vz,y,z € R igin
Xa)B (2) = Vomgyy (Xa (@) A Xa ()
olacak sekilde tanimlanir.
2.6. FUZZY SAYI DiZILERI

Fuzzy say1 dizileri kavrami Matloka[20] tarafindan verildi ve diziler ile ilgili aritmetik

islemler yine Matloka[20] tarafindan gelistirildi.
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Tanim 2.6.1. Bir X = {X}} fuzzy say1 dizisi,
X :N—L(R)

seklinde tanimlanan bir X fonksiyonudur. X} fuzzy sayisi fonksiyonun k& € N deki degerini

gosterir ve dizinin k -yinci terimi olarak adlandirilir [20].

Tanim 2.6.2. ¢ > 0 verilsin k& > N oldugunda d (X, Xo) < ¢ olacak sekilde bir N
say1st mevcut ise { X} dizisinin limiti X¢ 'dir ve lilgn Xk = Xo seklinde gosterilir [20].
lim X mevcut ise { X} dizisi yakinsaktir, aksi halde wraksaktir.

Asagida bir fuzzy say1 dizisi 6rnegi verilmigtir.

Ornek 2.6.3.

k 2k—1
g2 te [0, 5]
1, te [Qkk—l’ 21@]:—1]
X (8) = k 2k+1
—gg (t—4), te (=4
{ 0, diger hallerde
Tt te0,2] ise
lim Xy (1) = SH(t—4) te[2,4] ise
0, diger hallerde

Tanim 2.6.4. ¢ > 0 verilsin. Bir Xy fuzzy sayisinin e— komgulugu L (R) ’de

d (X, Xo) < € olacak gekilde tiim X fuzzy sayilariin kiimesidir. Bir X fuzzy sayisinin e

—komsulugunu K (X, ¢) ile gostererecegiz [20].

Teorem 2.6.5. Bir Xy fuzzy sayisinin bir { X} fuzzy say1 dizisinin limiti olmas i¢in
gerek ve yeter sart Xy 'mn her bir komgulugunun dizinin sonlu sayidaki terimleri harig,

sonsuz ¢oklukta terimlerini kapsamasidir [20].

Teorem 2.6.6. Eger bir { X} fuzzy say1 dizisi yakinsak ise limiti tektir [20].
Ispat. Kabul edelim ki lilgn X = X olsun. Yy, Xo’dan farkli herhangi bir fuzzy sayisi
olsun. K N K’ = ) olacak sekilde Xy 'in bir K komsulugunu ve Yy i bir K/ komgulugunu

alalim.
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liin Xk = Xo oldugundan, {X}} dizisinin sonlu sayidaki terimleri hari¢ sonsuz terimi
K ’'nm i¢inde kalir. Bu sebepten dolayi, Yy m K komsulugu {Xk} 1 sonsuz g¢oklukta

terimini igermez. Bu da gosterir ki Yy, { X} dizisinin limiti olamaz.

Teorem 2.6.7. Eger her k > kg sayilar i¢in X, < Yy < Zj olacak sekilde kg sayisi
mevcut ise ve lilgn X, =B = lilgn Zy, ise bu taktirde {Yj} yakinsaktir ve liin Y, = B 'dir
[20].

Ispat. ¢ > 0 verilsin. lilgn X = B oldugundan k > ki iken d (X, B) < € olacak
sekilde bir k; sayist mevcuttur. lilgn Zy = B oldugundan, k > ks oldugunda d (Zy, B) < ¢

olacak gekilde ko sayist mevcuttur. k = max (k, k1, ko) olsun. Bu taktirde k > k igin

d(Yy,B) < d(Yi, Zx)+d(Z,B)
< d(X, Zx) +d(Z, B)
< d(Xg,B)+d(Zy,B)+d(Zy, B)
< 3¢

ve bu nedenle lilgn Y, = B ’dir.

Tanmim 2.6.8. ¢ > 0 verilsin V k > kg icin d (X, Xo) < ¢ olacak sekilde bir kg pozitif
tamsayist meveut ise X = {Xj} fuzzy say1 dizisi bir X fuzzy sayisina yakimsaktir denir
ve lilzn Xk = Xo seklinde gosterilir [20].

¢(F) ile tiim yakinsak fuzzy say1 dizilerinin ciimlesini gostererecegiz..

Tanmim 2.6.9. ¢ >0 veV k > ko igin d(Xy, X,,) < ¢ olacak sekilde pozitif bir kg
tamsayist mevcutsa X = { Xy} fuzzy dizisine bir Cauchy dizisi denir [20].

C(F) ile fuzzy say1 dizilerinin tiim Cauchy dizilerinin ciimlesini gosterecegiz.

Tanim 2.6.10. Eger { X}, : k € N} fuzzy sayilar ciimlesi sinirh ise bir X = { X} fuzzy
say1 dizisine siirhidir denir. Yani herhangi bir k sayisi i¢in L < X}, < U olacak gekilde iki
fuzzy sayismin mevcut olmasidir [20].

m(F) ile tiim simirh fuzzy say1 dizilerini gosterecegiz.
Teorem 2.6.11. Yakinsak herhangi bir fuzzy say1 dizisi sinirhdir [20].
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Tanim 2.6.12. {Xj} bir fuzzy say:1 dizisi ve {k,} de dogal sayilarin artan bir dizisi
ise bu takdirde { X}, } dizisine { X} nin bir alt dizisi denir [20].

Teorem 2.6.13. Eger {X;} yakinsak ise, {Xj} nin herhangi bir alt dizisi de aym
noktaya yakinsar [20].

Teorem 2.6.14. Eger hlin X = Xg ve hlin Y, =Y ise

i) lilgn(Xk +Y) =Xo+ Yo,

ii) lim (X —Y3) = Xo — Yo,

iii) lillgn (Xg.Yi) = Xo.Yo,

iv) lilgn <§(,—I’:> = )}(,—g, ( Eger ttiim k ’lar i¢in 0 ¢suppYyve 0 ¢suppYp) [20].

ispat i) lim X, = Xy ve limYy, = Y) ise bu durumda herhangi bir ¢ > 0 igin & > K
iken

CZ(X]C,X()) < g ve CZ(Y]C,YE)) <e
olacak sekilde bir K sayist mevcuttur. d 'nin tanimindan herhangi bir « € [0, 1] igin
d(Xg, X§) = max (| X§ — X5, X, — X))

ve

d (Y, Yg') = max (’Xg - Yg5l,

Yy, - Y5
dir. Herhangi bir « € [0, 1] i¢in

dXF+Y,XG+Y) = d([Xe+Ye, X, +Y,]. [X§+Y§,Xo +Y0])

max (| X + Y — X§ - Y§|,|[ X + Y, — X — Y;)

< max (| X7 — X§| + 1Y - Y51, | X, — Xo| + Vi — Y5)
< max (|X — X§|, | X, — X0 ) + max (Y3 - Y5, [V —Y5))
< d(XE, X§) +d (Y, YE) <2

oldugunu goz oniine alarak yani herhangi bir « € [0,1] i¢in d (X' + Y&, X§ + YY) < 2¢
olur ve buradan d (Xj + Yi, Xo + Yp) < 2¢ 'dir.

ii) Ispat (i) 'nin benzeridir.
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iii) d (XY, X§.Yy") 'yi goz oniine alahm. X V,® ve XYy nin ug noktalar: X', Y,
ve X&, Y§ nin ug noktalarinin isaretlerine baghdir. Ispati sadece X%, Y X8 VS > 0

durumu icin ispatlayacagiz. Diger durumlarda ispat benzer gekildedir. Bu yiizden
d(XPYE XY = d([X5YE XLTh], [X5.v5,X6.75))
= max (| X{.YE - X§.Y5], X5 Yy - X0.Y0))
<« Q| | e 0| |
< max (| X7 — XG| V3] + [Y3 - Y§IXG], [Xy — Xo| [Yi| + [V = Yo [Xo])

dir. Ciinkii {X} ve {Y;} yakmsaktir ve dolayisiyla siirhdir. Bundan ise [Y7], !?Z‘,

| X5 ve ‘73} lar ko dan kiigiik olacak gekilde bir kg sayisinin mevcut oldugu anlagilir.

d(XPY2, X5Y) < max (| XY — X§| ko + yzg —Y§lko + | Xy — Xo | ko + Y% — Yol ko)
X ) + max(\vg - Y51, V5 - Vo))

A

ko (max (|X§ - X5l,

< ko (d(XE,X§) + (YY) < ho2e

elde edilir. € = 5—,{: almirsa d (X;.Yz, XoYo) < € elde edilir.

iv) lim Y3 = Yp olsun. Ilk olarak herhangi bir a € [0,1] icin d (Y"" Ya) < ¢ oldugunu
gosterecegiz. Yukaridaki ispata benzer sekilde kabul edelim ki Y, Yk , YO,ZS‘ > 0 olsun.
Bu taktirde

(rw) = el el

Y,
_ (L_ Lo )
= TR NI
= max (|(Yy — ?k)/yk Yol |(X§ -y /Yeys))

olur. lim Yy, = Y; oldugundan dolay1

1 1 —a  —a a a
d<Y_k‘17Y_(§X> < max(‘Yk—Yo},|Zk—X0])ko

= d(Yka,Yoa) ko < eko

(1 1
dl =. =
(7%) <=

20
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bulunur. Boylece

I 1 1
im— = —
Y Yo

olur. O halde (iii) den
1 1 X,
lim X,/ Y}, = lim Xj— = Xg— = -2
im X /Y, = lim kYk: OYO Y

elde edilir.
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3. FUZZY TOPOLOJIK UZAYLAR

Fuzzy topolojik uzay kavrami Zadeh[2] tarafindan tanimlanan fuzzy kiime kavrami kul-
lamlarak C.L.Chang][l] tarafindan tanimlandi. Daha sonra Goguen|[3]|, Ming ve Ming[4],
Warren[5], Wong][6], Lowen[7], Azad[8], Katsaras[21,22], Malghan ve Benchalli[23], R.K.Misra[24]

tarafindan incelendi.

Tanim 3.1. X # () ve T, X’ deki fuzzy kiimelerin bir ailesi olsun. Asagidaki sartlar
saglandigy takdirde 7" ye X iizerinde fuzzy topoloji adi verilir [1].

e X DeT
e A B €T ise bu takdirde ANB €T

e Vie [icin A; € T iken U;A; € T.

(X, T) giftine fuzzy topolojik uzay adi verilir. 7' nin her elemanina T'—agik fuzzy kiime
denir. Bir fuzzy kiimenin 7T'— kapali olmas: i¢in gerek ve yeter sart tiimleyeninin T— agik
olmasidir. Neticede, T'— agik(T — kapali) kiimeye basitce agik(kapali) kiime diyecegiz.
Kaba topoloji tiim fuzzy kiimeleri icerirken, ince topoloji sadece ) ve X’ i icerir.

U fuzzy topolojisi T den daha kabadir & U C T.
Ornek 3.2. X = [0,1] kiimesi tizerinde {§), X'} topolojisi ince fuzzy topolojidir [21].

Ornek 3.3. X’ deki tiim crisp fuzzy kiimelerin kolleksiyonu X icin bir fuzzy topolojidir
[21].

Ornek 3.4. X deki tiim sabit fuzzy kiimelerin kolleksiyonu X igin bir fuzzy topolojidir
[21].

Ornek 3.5. X iizerinde fuzzy topolojiler ailesinin herhangi arakesiti X icin bir fuzzy

topolojidir [21].
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Tanim 3.6. (X,T) fuzzy topolojik uzayinda bir U fuzzy kiimesi, A fuzzy kiimesinin
komgulugudur < A C O C U olacak gekilde bir O agik fuzzy kiimesi mevcuttur. Burada

bir noktanin komsulugu yerine bir fuzzy kiimenin komgulugunu diisiiniiriiz [1].

Teorem 3.7. A fuzzy kiimesi agiktir < VB C A fuzzy kiimesi igin A, B nin komsu-

lugudur [1].

Ispat. (=) Asikardir.
(<) A C A oldugundan, A C O C A seklinde bir O agik fuzzy kiime

mevcuttur. Buradan A = O ve A acgiktr.
Bir fuzzy kiimenin komguluk sistemi, fuzzy kiimenin tiim komguluklarinin ailesidir.

Teorem 3.8. U bir fuzzy kiimenin komsuluk sistemiyse, bu takdirde U nun eleman-
larinin sonlu arakesitleri U ya aittir ve U nun bir elemanini kapsayan herbir fuzzy kiime

U ya aittir [11].

ispat. R ve S bir A fuzzy kiimesinin komsuluklari ise, sirasiyla R de ve S de kapsanan
R, ve S, agik komsuluklar1 vardir. Bu takdirde RN S, R, N S, agik komsulugunu igerir ve
A nin bir komgulugudur. Boylece U nun iki elemaninin arakesiti U ya aittir. Bu takdirde
bir R fuzzy kiimesi A nin bir komsgulugunu kapsarsa A nin bir agik komsulugunu kapsar

ve dolayisiyla kendisi bir komsuluktur.

Tanim 3.9. A ve B, (X,T) fuzzy topolojik uzaymda iki fuzzy kiime ve B C A olsun.
Bu takdirde A, B nin komgulugudur < B, A fuzzy kiimesinin igidir denir. A nmin tiim ig

fuzzy kiimelerinin birlesimine A nin i¢i denir ve A° ile gosterilir [1].

Teorem 3.10. (X, T) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy kiime A olsun. Bu takdirde
A° agiktir ve A da kapsanan en biiyiik agik fuzzy kiimedir [1].

A fuzzy kiimesi agiktir & A = A°.

Ispat. Yukaridaki tanimdan acikca A°, A nin i¢ fuzzy kiimesidir. Buradan A° € O C
A geklinde bir agik O fuzzy kiimesi mevcuttur. Fakat O, A nin bir i¢ fuzzy kiimesidir ve
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boylece O C A° dir. Buradan A° = O dir. Bu takdirde A° agiktir ve A da kapsanan en
biiyiik agik fuzzy kiimedir. Eger A agik ise; A C A°, A i¢in A nmin bir i¢ fuzzy kiimesidir.
Boylece A = A° dir. Tersi agik bir sekilde dogrudur.

Tanim 3.11. (X, T') fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy kiime A olsun. A y1 kapsayan

en kiiciik kapal fuzzy kiimeye A nin kapanisi denir ve A ile gosterilir [10].

Tanim 3.12. (X,T') fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy kiime A olsun. A = (Z)O ise

A kiimesine diizenli agik denir [1].

Tanim 3.13. (X, T) fuzzy topolojik uzayinda bir fuzzy kiime A olsun. A = (A?) ise

A kiimesine diizenli kapali denir [1].
3.1. FUZZY KUME DiZiLERI

Tanim 3.1.1. Bir {4,,n =1,2,...} fuzzy kiimeler dizisi bir A fuzzy kiimesinde kap-
sanir < bir m € Z mevcuttur dyle ki n > m ise bu takdirde A, C A dir. Dizi A da
kapsaniyorsa Vm € Z igin n > m ve A, C A olacak gekilde bir n € Z vardir. Eger dizi bir
(X, T) fuzzy topolojik uzaymda ise, bu takdirde dizi A fuzzy kiimesine yakimsar < A nin

herbir komgulugunda kapsanir deriz [1].

Tamim 3.1.2. N : Z* — Z* olsun. Butakdirde {B;,7 = 1,2, ...} dizisi {A,,n = 1,2, ...}
dizisinin bir alt dizisidir < B; = Ayy;) seklinde bir N doniisiimii vardir ve Vm € Z igin

bir n € Z vardir 6yle ki ¢ > n olmak iizere N (i) > m dir [1].

Tanim 3.1.3. Bir (X,T) fuzzy topolojik uzaymda bir A fuzzy kiimesi bir fuzzy

kiimeler dizisinin fuzzy kiime demetidir < dizi A nmin her komsulugunda kapsanir [1].

Teorem 3.1.4. Bir (X,T) fuzzy topolojik uzayinda herbir fuzzy kiimenin komguluk

sistemi sayilabilir ise bu takdirde;

(a) A fuzzy kiimesi agiktir < B C A fuzzy kiimesine yakinsayan {A,,n = 1,2, ...}

fuzzy kiime dizilerinin herbiri A da kapsanir.
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(b) Eger A, bir {A4,,n =1,2,...} fuzzy kiime dizisinin fuzzy kiime demetiyse bu

takdirde A ya yakinsayan dizinin bir alt dizisi vardir.

Ispat. (a) =: A agik oldugundan B nin bir komsulugudur. Buradan {4,,,n = 1,2,...}
dizisi A da kapsanir.
<: VB C A i¢in Uy, Us, Us, ...,U,, ... B’ nin bir komsuluk sistemi olsun.
Vo =N, {U;} alahm. Bu takdirde V1, V3, ..., Vj,, ... B nin herbir komsulugunda kapsanan
bir dizidir; yani Vi, V3, ..., Vj,, ... B'ye yakinsar. Buradan n > m i¢in V,, C A olacak gekilde
bir m € Z vardir. V,, ler B nin komguluklaridir. Bu nedenle Teorem 3.7’den A agiktir.
(b) R1,Ra, ..., Ry, ... A nmin komguluk sistemi olsun. S,, = U} ; {R;} alahm. Bu
takdirde S1,S2, ..., S, ... Vn € Z i¢in S, 11 C S, seklinde bir dizidir. Vi > 0 i¢in N (i) >4
ve An()y C S; olacak sekilde N (i) segelim. O zaman elbette {AN(i),i =1,2,..} dizisi
{An,n =1,2,...} dizisinin bir alt dizisidir. Ac¢ik¢a bu alt dizi A ya yakinsar

3.2. FUZZY SUREKLiI FONKSiYONLAR

Bu kisimda, F'—siirekli fonksiyonlar: adlandirmak igin siireklilik kavramini genellegtire-
cegiz. Ilk olarak, fuzzy kiimelerin doniisiimlerle indirgenmis birkac ozelligini tespit ede-

cegiz.

Tanim 3.2.1. f: X — Y bir fonksiyon olsun. B, ug (Y) iiyelik fonksiyonuyla ¥ de
bir fuzzy kiime olsun. Bu takdirde B nin tersi f~![B] X de bir fuzzy kiimedir ve iiyelik
fonksiyonu Vo € X icin pp——1(p (z) = pp (f (z)) seklinde tammlanir [1].

Tersine; A, py4 (z) iiyelik fonksiyonuyla X de bir fuzzy kiime olsun. A min goriintiisii
fIA], Y de bir fuzzy kiimedir ve iiyelik fonksiyonu Vy € Y icin f~'[y] = {z | f (z) = y}

olmak iizere agagidaki gibidir.

sup  {pa(2)},  fyl#0
pya) (y) = #€/ 70
0, diger

Teorem 3.2.2. f: X — Y bir fonksiyon olsun. Bu takdirde;

(a) f71[B] = {f"([Bl}
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(b) F[A] D {f]A
(c) By C By = f [Bl] C f7'[Bs], By,Bs€Y
(d)AlCAgif[ ]Cf[AQ], Al,AQEX
(e) Bo f[ft[B], Bey
(f) Ac fHf1A], AeX
(9) f: X =Y vep:Y — Z olsun.
Bu takdirde (pof)_1 [c] = f~! [pfl [c]] ,c € Z'dir. Burada pof, f ve p nin bileskesidir
[1].
Ispat. (a) Vo € X igin,
s (@) = g f (2] =1 — i [f (@)
=1—pg-1p (z)
= Hgapy ()
(b) Vy € Y igin f~1[y] # 0 ise bu takdirde ,
peia) W) = sup {ug(2)} = sup {1l —py(2)}
zef~1y] zef~1[y]
“1- it (2)),
x€f1y]
ve

poay W) =1 = ppa () =1— sup {uy(2)}
e

dir. Boylece Hila] (y) > I pray (y) olur.
(c) py-rpy (@) = pp, [f (2)] ve pp-1(p,) (x) = pp, [f ()], Vo € X.
By C Bp oldugundan Vz € X icin ps-1(p)(z) < pry-1p,) (@) dir. Buradan 1B c
f~1[By] olur.

(d) pran (Y) = sup {1a, (2)}
zef~1(y)

i) () = sup {pa, (2)}
zef~H(y)
Ay C Az oldugundan Vy € Y igin figa,) (y) < pippa, (y) dir. Buradan f[A;] C f[As]

olur.
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(e) f7[y] # 0 ise,

peg-1p) (Y) = sup | ppip (2)
FIFBY xefl(y){ F1(B] }

= sup {pp (f(2)} = npp(Y)-

z€f~1y]
fil [y] = 0 ise, Hylf-1(B]) (y) = 0/dir. Boylece Vy € Y i¢in
Hri=1B]] (y) < ppg(y) olur.

-1 x) = x)) = su Z) > x).
(f) pp1ppay (@) = pgray (f (@) :cef—l(I}(z)) {a(2)} > pa (@)

(9) Vo € X i¢in p1g -1 (2) = p1. [(g0f) ()]
= pe g (f (2))]
= pg-1(q [f ()]
= Hyrgra) (@)

Simdi F'—siireklilik tanimini verebiliriz.

Tanim 3.2.3. f: (X,T) — (Y,U) fonksiyonu fuzzy siireklidir < herbir U-acik fuzzy
kiimenin tersi T—agiktir. Agikga, f : X — Y bir F—siirekli fonksiyon ise ve g : Y — Z
bir fuzzy siirekli fonksiyon ise bu takdirde (gof) : X — Z bir fuzzy siirekli fonksiyondur.
Yo € Z ic¢in (gof) t[u] = f! [g7'[v]] dir. f ve g nin fuzzy siirekliligini kullanarak

(gof) ! [v] nin agik oldugunu goriiriiz [4].

Teorem 3.2.4. X ve Y fuzzy topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde

(a) f fonksiyonu F'—siireklidir.
(b) Her kapali fuzzy kiimenin tersi kapalidir.
(¢) VA € X igin f[A] min her komgulugunun inversi A'min bir
komgulugudur.
(d) YA € X ve f[A] nmn her V' komgulugu i¢in f [W] C V olacak
sekilde A'min bir W komsulugu vardir.
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(e) X'de bir A fuzzy kiimesine yakinsayan her bir {A,,n =1,2,...}
fuzzy kiime dizisi i¢in {f [4,],n = 1,2, ...} dizisi f [A] ya yakinsar, olmak iizere agagidaki

ifadeler saglanir [4].

(a) ve (b) denktir;
(c) ve (d) denktir;
(a) = (¢);
( (€)

e

)
)

vl

d

Ispat. (a) = (b) : VB € Y fuzzy kiimesi i¢in f~! [B'] = {f} [B]}/ nin dogrudan bir

sonucudur.

(a) = (c) : f, F—siirekli ; A, X'de bir fuzzy kiime ; V, f [A] nin bir komgulugu
ise bu takdirde V| f [A] min bir W agik komgulugunu kapsar. f[A] C W C V oldugundan
(A c W] c fH[V] dir. Fakat A C f~1[f [A]] ve f~ [W] aciktir. Dolayisiyla
f~'[V], A nin bir komsulugudur.

(¢) = (d) : f~1[V], A nin bir komsulugu oldugundan W = f~1 [V] olmak {izere
fWl=f [ffl [VH C V buluruz.

(d) = (¢) : V, f[A] nmn bir komgulugu olsun. Bu takdirde f[W] C V olacak
sekilde A nm bir W komsulugu vardir. Buradan, f~![f [W]] C f~![V] dir. Boylece,
W c f~1[f [W]] oldugundan f~'[V], A nin bir komsulugudur.

(d) = (e) : V, f [A] nin komsulugu ise f [W] C V geklinde A nin bir W komsulugu
vardir. {A,,n =1,2,..},V de kapsandigindan; yani n > m igin A,, C W olacak sekilde bir
m varoldugundan n > m igin f[A,] C f[W] C V buluruz. Boylece {f[A,],n=1,2,...}

dizisi f [A] ya yakinsar.

Bir fuzzy homeomorfizm; X fuzzy topolojik uzayindan Y iizerine ayni zamanda tersi
de F—siirekli olan birebir,FF—siirekli bir doniisiimdiir. Bir fuzzy uzaydan digerine bir
fuzzy homeomorfizm mevcutsa bu uzaylara F'—homeomorfik denir ve herbiri digerinin

F—homeomorfudur.
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Iki fuzzy topolojik uzay topolojik olarak F—denktir <> bu uzaylar homeomorfiktir.

3.3. FUZZY KOMPAKT UZAYLAR
Simdi bir fuzzy topoloji ¢evresinde kurulan bir fuzzy kompakt uzay diigiinecegiz.

Tanmim 3.3.1. Bir x fuzzy kiimeler ailesi B kiimesinin ortiisiidiir < B C [J{A4 | A € x}
dir. Bu bir acik ortiidiir < x nin her elemani agik fuzzy kiimedir. x nin bir alt ortiisii x

nin bir alt ailesidir [7].

Tanim 3.3.2. X fuzzy topolojik uzay1 kompakttir < her acik ortii bir sonlu alt ¢rtiiye
sahiptir [7].

Tanim 3.3.3. x fuzzy kiimeler ailesi sonlu arakesit 6zelligine sahiptir < x nin herbir

sonlu alt ailesinin elemanlarimin arakesiti bos degildir [7].

Teorem 3.3.4. Bir fuzzy topolojik uzay kompakt ise ancak ve ancak sonlu arakesit

ozelligine sahip kapali fuzzy kiimelerin her ailesi bog olmayan arakesite sahiptir [7].

Ispat. ¥, (X, T) fuzzy topolojik uzaymda bir fuzzy kiimeler ailesi ise bu takdirde y, X
in bir ortistidir & J{A | A€ x} = X, {UJ[A|Aex]} =X =0yadaN{A |Ae€x} =
() dir(De Morgan Kurallari) . Buradan X fuzzy uzayr kompakt ise ancak ve ancak higbir
sonlu alt kiime X i ortmeyecek sekilde X deki acik fuzzy kiimelerin her ailesi bir ortii
olmaz. Bu ise ancak sonlu arakesit ¢zelligine sahip kapali fuzzy kiimelerin herbir ailesi bos

olmayan bir arakesite sahipse dogrudur.

Teorem 3.3.5. f, X kompakt fuzzy topolojik uzaymi Y uzay: iizerine tasiyan bir
F—siirekli fonksiyon olsun. Bu takdirde Y kompakttir [7].

ispat. B, Y nin bir acik ortiisii olsun. Bu takdirde Vz € X icin p U 18 (x) =

Bes
sup {/,Lffl[B] (a:)} = sup{up (f(z))} = 1 oldugundan f~![B] nin tiim fuzzy kiimeler
Bes Bes

ailesi B €8 icin X in sonlu alt ¢rtiiye sahip olan bir acik ortiisiidiir. Diger taraftan; f
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iizerine ise, bu takdirde Y deki herhangi bir B fuzzy kiimesi icin f [ ! [B]] = B oldugu
kolayca goriiliir. Boylece alt ortiiniin elemanlarinin goriintiilerinin ailesi Y yi 6érten f nin

bir sonlu alt ailesidir ve dolayisiyla Y kompakttir.
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3.4. SONUC

Genel topolojideki temel kavramlarin birgogunun fuzzy topolojik uzaylara kolaylikla
genigletilebilecegini gosterir. Fuzzy kiimeler teorisi hala tam anlamiyla gelisgmemis bir

agamada olmasina ragmen genis uygulamalara sahip olmasinin umut verici oldugu goriiliir.
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