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OZET
Doktora Tezi
GENELLESTIRILMIS BAZI FARK DiZi UZAYLARI
Cigdem BEKTAS

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisa
Matematik Anabilim Dali
2001, Sayfa: 53

Dért bolimden olusan bu galigmada meN={1,2, ... }, reR, Ag=x,-x;,, Ve
A= K"l -8""x;,,  olmak fGzere (A7) = { x = (x,) : (% A"x)el_ },
A7) = {x=(x,): (FFA'x)ec } ve (A7) = { x = (x,): (KA"x,)ec,}
genellestirilmis fark dizi uzaylan tammlanip bu uzaylarin baz 6zellikleri incelenmigtir.

Birinci bolimde konuya iliskin temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Ikinci bolimde ¢ (A7), c(A?) ve c¢,(A7) dizi uzaylan tammlanip, bu
uzaylarin birer Banach uzay: oldugu gosterilmistir. Aynica r * nin durumuna gére bu
uzaylar arasindaki kapsama bagintilan incelenmis ve bu uzaylann sirekli dualleri
verilmigtir.

Ugiinca bolimde £, (A7), c(A7) ve c,(AT) dizi uzaylanmn a-, B-ve y-
dualleri bulunmustur.

Dérdincii boltimde ise X=¢_ ,¢ ve Y= 7_ olmak iizere ( X(A7),Y) ve

={,,cve Y={_,c,cy olmak tizere (X, Y(A7)) matris simflan karakterize

edilmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Dizi uzay1, @ -, f- ve y - dualleri , matris dénigtmleri .
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SUMMARY
Ph. D Thesis
SOME GENERALIZED DIFFERENCE SEQUENCE SPACES
Ciidem BEKTAS

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
2001, Pages: 53

In this study , which is prepared as four chapter, we define generalized
difference sequence spaces £¢_(A7), (A7) and c,(A7), such as for example
LAD={x=(x,): (kK'A"x,)el,}, whereA"x,=A""x, ~A""'x,,,, Ax,=x, ~x,.,,
meN={12,..} andre R ,and we examine some properties of these sequence spaces.

In the first chapter we give the fundamental definitions and theorems.

In the second chapter we define the sequence spaces £_(A7), c¢(A”) and

¢,(A}). We show that these sequence spaces are Banach spaces , and also we give

the continuous duals of the sequence spaces.

In the third chapter we give the @ -, #-and y - duals of these sequence spaces.
In the last chapter , we characterize the matrix classes ( X(A"), Y ) where

X="{,orcand Y=/_ and (X, Y(A})) where X=¢_orc and Y=/_ ,c orcy.

KEY WORDS: Sequence spaces , -, f-and y - duals, matrix transformations .
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SIMGELER

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: C lzerinde tanimh biitiin diziler uzay:

: Kompleks terimli simirls diziler uzay:

: Kompleks terimli yakinsak diziler uzayr
: Kompleks terimli sifir dizileri uzay1
D{x=(x): Zkl‘,]x,,[< 0 } dizi uzayr

: X normlu uzaynin siirekli dual uzay:

: X’ in o - duali

:X’in B-duali

: X7 in y - duali

: X dizi uzayindan Y dizi uzay igine olan tim matrislerin ctimlesi
: X ctimlesinin kapanigi

o0
DA

&=l

: Binom katsayisi

: (K%, ) dizisinin simirh oldugunu ifade eder.



1. BOLUM
TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanimm 1.1 (Maddox, 1970) X bog olmayan bir ciimle ve K reel veya kompleks
sayilarn bir cismi olsun. +: X x X — X ve - : K x X — X fonksiyonlan agagdaki
6zellikleri saghyorsa X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektér (lineer) uzayr adi
verilir. Va,8 € K ve z,y,z € X igin

Ll)x+y=y+x

L2)(x+y)+z=x+(y+z)

L 3) Her z € X igin x + = x olacak sekilde bir § € X vardir.

L 4) Herbir z € X igin z + (—z) = 0 olacak gekilde bir (—z) € X vardur.

L5)lz==z

L6)az+y)=azr+ay

LT (a+B)z=az+pz

L 8) a(fz) = (aB)z
dir.

Tanim 1.2 (Kreyszig, 1978) X bir vektor uzay: olsun. ||.|| : X — R+ doniigimi
agafidaki gartlar1 saghyorsa, bu doniglime bir norm ve (X, ||.l|) ikilisine de bir
normlu uzay denir. Vz,y € X igin,

N 1) ||z]| 20

N 2)jzl|=0ex=0

N 3) llaz|| = |al||z] (o skaler)

N 4) ||lz +yl| < =]l + [y
dir.

Bir (X, ||.||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzayda alman her Cauchy dizisi bu
uzayin bir noktasina yakinsiyorsa, bu normlu uzaya Banach uzay: adi verilir.

Bu ¢ahsmada kompleks terimli biitiin z = (z}) dizilerinin ciimlesini w ile gbsterecegiz.
w , = = (zx), y = (yx) ve a bir skaler olmak iizere

z+y=(zx+y) ve oax=(az)

1



geklinde tanimlanan iglemler altinda bir lineer uzaydur.
Tamm 1.3 (Goes, G., Goes, S., 1970) X bir dizi uzay: olsun. X bir Banach

uzayl ve
w:X — C

z — m(z)==zr, ((k=1,2,...)

doniigtimii stirekli ise X’e bir BK-uzay:1 denir.

Tamm 1.4 (Kantorovich, L.V., Akilov, G.P, 1982) ( X, |l.|1) ve ( Y, |.]l2)
birer normlu uzay ve T : X — Y bir lineer doniigiim olsun. 7" déniigimi normu
koruyorsa, yani Yz € X igin ||[Tz||z = ||z||; oluyorsa T déniigiimiine lineer izometri
denir. Bdyle bir déniigiimiin birebir olacag agiktir. Eger bu doniigiim 6rten ise T"ye
lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu uzaylan izomorfik uzaylar
adim alir.

Tamm 1.5 (Maddox, 1970) Eger X ve Y uzaylan izometrik olarak izomorf ise
X ve Y uzaylarma denk uzaylar denir. Bu durumda X’den Y’ye bir lineer izometri
vardir.

Tanmmm 1.6 (Maddox, 1970) X ve Y topolojik uzaylar olsunlar. f: X — Y
doniigiimil birebir, érten, f siirekli ve £~ de siirekli ise f’e X’den Y’ye bir homeo-
morfizm denir.

f: X — Y bir homeomorfizm ise, f ve f~! agik ciimleleri korudugundan X ve
Y uzaylan topolojik olarak denk uzaylar olur.

Tamm 1.7 (Kreyszig, 1978) X normlu bir uzay olsun. X iizerinde simrh tiim
lineer fonksiyonellerin ciimlesi

A= s 2O op @)

sexaro |2l sexjol=1
normu ile bir normlu uzay olugturur. Bu uzaya X’in siirekli dual uzay1 denir ve X’
ile gosterilir.
Tamm 1.8 (Kamthan, P.K., Gupta, M., 1981) X bir dizi uzay1 olsun.

o0
a) X*={a=(ax): Y laxzi| < o0, Vz € X icin},
k=1



oo
b XP= {a = (ax): Za,,a:k yakinsak, Vz € X icin},
k=1

¢) X"={a=/(ax):sup|)_ axzi| < o0, Yz € Xicin}.
" k=1

X, XP ve X7 ya siras ile X’in a-, 3- ve v- duali denir. X®, X? ve X7 birer
dizi uzay1 olup, § C X* C X? c X" dir. 7 = o, veya 7 olmak iizere X C Y ise
Y? C X" dir.

Teorem 1.9 (Kreyszig, 1978) Bir X Banach uzaymm bir Y altuzayimn tam
olmasi igin gerek ve yeter sart Y’nin X’de kapali olmasidir.

Tamm 1.10 (Kamthan, P.K., Gupta, M., 1981} X C w bir dizi uzay1 olsun.
z = (zx) € X ve y = (%) € X olmak iizere z.y = (zxyx) € X oluyorsa, yani X
noktasal carpma iglemine gore kapali ise X’e bir dizi cebiri denir.

Tamim 1.11 (Choudhary, B., Nanda, S., 1989) X # 0 ve Y # ), w dizi uzayinm
herhangi iki altciimlesi ve A = (@), (n,k = 1,2,...) kompleks terimli sonsuz
bir matris olsun. Bir z = (z;) € X dizisinin Az déniigiim dizisi, Yn € N igin
An(z) = 152 ankxx serisi yakinsak olmak tizere Az = (A,(z)) € Y dizisidir. A’ya
X’den Y’ye bir matris doniigiimii ve Ax’e de x’in A doniigiim dizisi denir. (X,Y)
ile X’den Y icine olan biitiin A matrislerinin simfim gésterecegiz.

Tamm 1.12 (Hardy, 1949) c € R ve n=10,1,2,... i¢in

(a)___a(a-—l)...(a—n—i—l)

n nl

geklinde tammlanan sayilara binom katsayilan denir. Eger n ve k birer dogal say:

(o) = &=

ise n < k igin

ven > k ise



dir.

Teorem 1.13 (Kreyszig, 1978) (X,d) bir metrik uzay M C X ve M, M’ nin
kapanmgimi gstersin. z € M olmas: igin gerek ve yeter sart z, — z olacak sekilde
M’ de bir (z,) dizisinin mevcut olmasidir.

Lemma 1.14 (Kamthan, P.K., Gupta, M., 1981) X bir dizi uzay: olsun. Bu
taktirde X’e

(i) X = X*° ise per fect,

(ii) Enaz bir z € X i¢in |yx] < |zx|, £ > 1, iken y € X ise normal,

(iii) X biitlin basamak uzaylarimin kanonik onresimlerini kapsiyorsa monoton
denir.

Lemma 1.15 (Kamthan, P.K., Gupta, M., 1981) X bir dizi uzay: olsun. Bu
taktirde,

(i) X perfect = X normal => X monoton

(ii) X normal = X* = X7

(iii) X monoton = X* = X#
dir.



2. BOLUM
Lo(A™), c(A™) ve co(A™) DiZi UZAYLARI ve BAZI OZELLIKLER]

o, C Ve Co, Sirasiyla, k € N={1, 2, ...} pozitif tamsayilarin ctimlesi olmak iizere,
1zleo = sup |z

ile normlu kompleks terimli sinirh, yakinsak ve sifira yakinsak dizilerin lineer uzaylar:
olsunlar.
Kizmaz [8], Az = (Azy) = (zx — Zk+1) olmak lizere,

lo(A)={z = (zt): AT € L }
c(A)y={z=(z): Az ec}
co(A)={z=(zx) : Az € ¢ }
dizi uzaylarm tanimladi ve bu uzaylarin
Izl = |21l + [| Al

normu ile Banach uzaylan oldugunu gosterdi.
Daha sonra Sangdl [11],

loo(Dg) = {z = (%) : A% = kU (Tk — Thy1) € beo, g <1}
c(Ag) ={z = (zx) : Agz =k} — z41) €Ec, g<1}

co(Ag) = {z = (1) : Agz = k¥ (zx — Zp11) €co, g<1}
dizi uzaylarim tamimladi ve bu uzaylari
lzllag = l1] + sup [k*(zk — Ze11)|

normu ile Banach uzaylar: oldugunu gosterdi.
Daha sonra Et ve Qolak, 2][3], me N, A% =(z;), Az = (2 — Tr11),

A™z = (A™zy) = (A™ 1z, — A™ 1z y) ve
Amgy = 3 (—1)° (m)zkﬂ,
v=0 v

5



olmak tizere,

lo(A™) = {z = (zk) : A™z € Lo }
(A™) ={z = (zx): A"z €}
co(A™) ={z=(zx) : A"z €cp }

dizi uzaylarini tanimladilar ve bu dizi uzaylanmmn

lella = 3 2l + A7 2] oo

=1
normu ile Banach uzaylar: oldugunu gosterdiler.

Biz, m € N ve r € R olmak {izere

Loo(AT) = {z = (z) : (K"A™z) € Lo }
(AT = {z = (z) : (K"A™z;) € c}
co(A7) = {z = (zx) : (F'A™zx) €co }

dizi kiimelerini tanimlayalim. Bunlarin z + y = (zx) + (yx) ve az = (az;) iglemleri
altinda birer lineer uzay oldugu agiktir.
Teorem 2.1 £o(A™), c(AT*) ve co(AT) lineer uzaylari

Jela, = 35 o + supke| ™z, o

ile birer normlu uzaydir.

ispat. X, £,,(A™), ¢(A™) ve co(A™) uzaylarindan birini gostermek tizere z,y €
X ve a bir skaler olsun.

N1) [lzlla, = £, |ai] + sup, k7JA™z4] > 0.

N2) ||z]|a, = 0= L, |zi| = 0 ve supy k"|A™zx| = 0 dur.

Tzl =0 |z +lze]+ ...+ En] =021 =20 = ... = 2, = 0 dir. Yani

1<i<micn z; =0 di.

Ayrica  sup kT|A™zi| = 0 ise kT|A™zi] = 0 dir. Vk € Nigin k" # 0
oldugundan,

|A™z, ] =0 = f(’(’)")xk - (?)mm 4o (=)™ (:)xk_,_ml =0

6



olur. Buradan her &k € N igin z; = 0 elde edilir ki bu da z = 6 demektir.
Tersine z = § olmas halinde ||z||a, = 0 oldugu agikardir.

N3) |lezfla, = Zlaxi|+sgpk’lAm(a$k)l
i=1
m

= |af(] ; |z| + Sl;pk’IA"‘xkl)
= laflizlla,

m
N4) |z+ylla, = D l=+wl+ sup K [A™(zk + yi)l

i=1

< Ol + sup K A™z) + O lwal + sup kT A™yg|)
i=1

=1
= |zlla, + llwlla,
Teorem 2.2 (£o(A™), |I.]la,) bir Banach uzayidir.
Ispat. z° = (25,25,...) € £o(AT") olmak iizere (z°), £oo(AT) de bir Cauchy
dizisi olsun. Bu durumda s, — oo i¢in
m
ll&* — 2*|la, = 3 lf — @i + sup K"|A™(z} — 2i)] — 0
i=1 k
olur. O halde ¥ < m ve s,t — oo icin |z§ — 2%} — 0 ve her k € N igin ¥ # 0
oldugundan 8, — 0o igin | =™ o(—1)*(7) (s, — )| — O dir. Diger taraftan,
= m m
b= ghenl < 130 (7) b =l 1) =5+

=0
m 3
+ l(m _ 1) (@ em-1 = Thim—1)|
olmas: nedeni ile her & € N ve s,{ — oo igin
|zk — 2k = 0 (2)

elde edilir. Buna gore (zf) = (z1,z2,...) dizisinin her sabit £ = 1,2,... i¢in C de
bir Cauchy dizisi oldugu gériilebilir. C tam oldugundan (z);, C de yakinsaktir.
lim, z§ = 2 (k= 1,2,...) diyelim. (z°),, £oo(AT") de bir Cauchy dizisi oldugundan



Ve > 0 igin s, > N oldukga ||z° — 2|, < € olacak gekilde bir N = N(g) dogal
saysi vardir. O halde Vs,t > N ve Vk € N igin

m

Sler-afi<e ve K1507(7) e shill <2

=1 =0

olur. Bu son iki ifadede £ — oo i¢in limit alinirsa, Vs > N icin,

lim } |2} ~zf| = Y |of x| <e
. T i Y R 3 t T - vf™m 3
N v e e [EREE W ) SE (e [CNERNRTEY
bulunur. Buradan s > N igin,
S i 2 Ud i v m
o el = 3ot = 2 + 330 K (-1 ) (e = )] < 2
i=1 v=0

olur. Bu ise limgz®* = z demektir. Simdi de z = (zi) € fo(A™) oldugunu
gosterelim.

krlAmZkl = kTIZ(—l)v(m)zk+vl
v=0 g
r z o[ N N
= £15307(7) o = ottt 2t

#1350 () ot = el #1350 ()l

v=0

< o —alla, + FIA™Y] = OQ1)

IA

olmas: nedeniyle z = (zx) € foo(AT) elde edilir. O halde (£50(A7*), ||.|a,) bir Banach
uzayidir.

Lemma 2.3 ¢(AT), {o (A7) uzaymnm kapah bir altuzayidir.

Ispat. z € ¢(A™) olsun. Bu taktirde (k"A™zy) € ¢ C £y dir. Buradan
c(A™) C Loo(A™) elde edilir. ¢(A™) = c(A™) oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin
o(A™) C ¢(A™) oldugunu gostermek yeterlidir. z = (z1,23,...) € c(A7) olsun.
Bu taktirde " = (7, 23,...) € ¢(AP) olmak iizere Teorem 1.13 geregince z" — =
olacak sekilde c(A™) de bir (z") dizisi vardir. Buna gore Ve > 0 sayisina karsihk
Vn > N igin

m
" = zlla, = 3 |o? — 2] + sup K |A™ (2} — z)| <&
k

=1



olacak gekilde bir N dogal sayisi vardir. Buradan n > N ve Vk € N igin,
ET|A™(f —zx)| <€ (3)

elde edilir. z® = (27,2},...) € ¢(A™) oldugundan Vn € N igin ("A™z}); =
(1"A™z? 2" A™z3, .. .) € cdir. Demek ki (i"A™z7); bir Cauchy dizisidir. Bu nedenle
her n € N ve her i,7 > M icin,

li"A™T; — AT} < € 4)

olacak gekilde enaz bir M dogal says: vardir. Boylece Vi,j > M igin (3) ve (4)
geregince,

[FA™z; — TA™z;| < iT|A™z) — ATz| + FAY — A™z,| + [TA™Y — TA™Z) |
= T|A™=; — )| +57IA™ (2] — ;)| + |TAT) ~ AT

< e+e+e=3¢

elde edilir. Buna gore ("A™z;), C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldugundan
bu dizi yakinsaktir. Demek ki (i"A™z;) € ¢, yani z € ¢(AT) dir. O halde c(AT)
kapahdir.

Teorem 2.4 (c(A™),|l.]|la,) bir Banach uzayidir.

Ispat. c¢(A™), £o(A™) uzaymin kapah bir altuzay: oldugundan Teorem 1.9
geregince c¢(AT) de bir Banach uzayidir.

Lemma 2.5 co(AT), £oo(AT) uzaymm kapah bir altuzayidir.

Ispat. z € ¢p(A™) olsun. Bu taktirde (k"A™z;) € cp C £y Olup co(A™) C
Loo(A™) dir. Simdi co(A™) = co(A™) oldugunu gdstermeliyiz. Bunun igin co(A™) C
co(A™) oldugunu gostermek yeterlidir. = (z;,Zs,...) € co(A™) olsun. Bu taktirde
z" = (z},23, . ..) olmak iizere, Teorem 1.13 geregince z™ — z olacak sekilde co(A™)
de bir (z") dizisi vardir. O halde Ve > 0 igin n > N oldukga,

2"~ zlla, = 3 lof — & + supk |A™ (e} — )| < e
i=1



olacak gekilde bir N dogal sayisi vardir. Buradan n > N ve Vk € N igin,
ET|A™(zk —zx)| <& ()

elde edilir. (z") dizisi co(AT*) de yakinsak oldugundan (i"A™z?); = (1"A™zT,2"A™z3,
3"A™z3,...) € ¢o ve dolaysiyla Ve > 0 igin ¢ > M oldukga, her n € N igin
li" A"z} <€ (6)
olacak gekilde bir M dogal sayis: vardir. Boylece i > M igin (5) ve (6) geregince,
iTA™z;| < JiTA™ZY — iTA™| + [iTA™zN |
< e+e=2

bulunur. Bu ise z = (z;) € cg(AT") demektir. O halde co(AT™) kapalidir.
Teorem 2.6 (co(A), ||.]|la,) bir Banach uzayidir.
Ispat. Lemma 2.5 ve Teorem 1.13 geregince co(A™) bir Banach uzayidir.
Teorem 2.7 (.(A™), c(AP) ve co(AP) uzaylan (1) deki norm ile birer BK-
uzaylandir.
Ispat. [|2® — z|[a, =0 (n — o0) olsun. Bu taktirde k¥ < m ve n — oo icin,

|z% — 2K — O
ve Vk € N ve n — oo icin
i m
sup ¥ z(—l)”( )(x;:ﬂ — zha)] =0

k v=0 v

dir. Dolaysiyla, her k € N igin
e v m ‘(]
31 (]) et = g 0
olur. Diger taraftan,
n = v m n m v
[Z%rm — Tetml < | Z(—l) v (T — Trrw)| + | 0 (=% — =)+
=0
m /3
+ l(m _ 1) (Zksm—1 — Thrm-1)|

10



yazlabilir. Bu egitsizlik g6zdniine ahmirsa Vk € N ve n — oo igin |z} — zx| — 0 elde
edilir. Bu da ispat: tamamlar.

Simdi yukarida tammladifimiz uzaylar arasindaki kapsama bagmtilanm vere-
lim.

1) co(AT") C co(AT) ve co(AT) # co(AT*) dir.

T € cp(A7) olsun. Bu taktirde k¥ — oo igin k"|A™zxy| — O dar.

(k + l)rAm$k+1 = (k + l)rAm(:L'k+1 — T+ xk)
= (k+1)A™(-Azp) + (k+ 1)"A™zy
= —(k+1)"A™ g + (k+ 1)"A™zy,

T
= B o pmg, — oz,
egitligini ve buradan da
E+1
(k-l— l)rlAm$k+1l — ( _I:;r ) lLrAm—l—l kTAmku
r
> (k;:rl) lkrAm+1$ | (k',:]-) IkrAm l

egitsizligini yazabiliriz. Bu taktirde

kE+1) k 4

( ',: ) krlAm+1xkl < (k+1) IAm$k+1|+( '1:1) krlAm I

dir. Buradan lim;_,« (—kf:T), =1 oldugundan

FA™ g | < ————(k+ 1) |A™e1| + KT [A™ x| — 0

k"
(k+1)
bulunur. Yani z € ¢co(A™H!) dir.

co{AT) # co(A™H1) oldugunu bir Srnek ile agiklayalim:

a) r > 0 iken; zx = k™ segelim. A™*'(k™) = 0 oldugundan (K"A™(k™)) =
(0) € cp dir, fakat A™(k™) = (~1)™m! oldugundan (k"A™(k™)) = ((—1)™mik") ¢
co dir. Yani (k™) € co(A™1) — co(A™) dir.

b) r < 0 iken; z = YE-P(— l)m(k;:_’_'ll)v"' segersek, limy_,o A"A™ g = 0,
yani (K"A™lz) € co, fakat (kK"A™z) = (1) ¢ cp elde edilir. Demek ki z €
co(A) — co(AT) dir.
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2) c(A7™) C (A7) ve (A7) # c(AT) dir.
z € c(A™ ) olsun. Bu taktirde enaz bir { igin |k"A™ 'z, — ] = 0 (k — oc)
dir. (k+ 1)"A™ 'z ifadesini bir kez gikanp bir kez ekleyerek

(k + 1)rAm—1£vk+1 -1 = (k + 1)"Am'1(mk+1 - T+ a:k) -1
= (k1) AT+ (k1) A —

egitligini yazabiliriz. Bu taktirde

(k+ 1) A™ gy — 1] = | = (k+1) A"z + (k+ 1) A™ gy — ]
> |(k+1)A™zg| — |(k+1)"A™ g ~ ]

esitsizliginden
(k+1)"A™z] < [(k+1)A™ oy — 1 +|(k+ 1)"A™ 1y, —

ve iki tarafi (k—f;—)-; ile carpip, k — oo igin limit alarak

k" . k" p,
AT < rAM TAM _
KAl < gl et 1 A s — 1]+ b 17 A —
. kT r Am~1 _ r AMm—1 _ k"

elde ederiz. Bu z € cy(A]*) oldugunu verir.

Simdi ¢(A™!) # ¢(A*) olduguna dair bir 6rnek verelim: r > 0 olmak fizere z; =

b (5 v segelim. Bu taktirde (k"A™ax) = (1) € ¢, fakat (F'A™ z;) ¢ c

dir.

3) co(AT) C c(A™) ve co(AT) # o(A™) dir

z € co{A™) olsun. Bu taktirde (k"A™zy) € ¢p C ¢ olup z € ¢(AT) dir.

Simdi 2, = S5 (¥ 7" )v " segelim. Bu taktirde (k"A™z) = (1) € c—co, yani
T € ¢(A™) — co(A™) olur. Demek ki co(A™) # co(AT) dir.

4) Lo(A7) C Loo(AT) Ve £oo(AT™) # Lo (AT) dir.

T € Loo(A™?) olsun. Bu taktirde £"|A™ 1z;| < M olacak sekilde bir M > 0
vardir.

IA™ 1z | = | — A™zg + A™ gy > |[A™z| — [A™ 1y
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oldugundan

K APz < KA g + KA gy

k'
= F+1r (k + 1)r|Am_1:L'k+1| + kr|Am_1.'1:k{ <2M

elde edilir ki, bu z € £{A™) oldugunu verir.

Lo (A™1) # £ (A™) dir. Gergekten,

a) 7 > 0 iken; z = k™ segelim. (K"A™(k™1)) = (0) € £ , fakat
(k™A™ 1 (k™) = ((=1)™ " (m — 1)1K7) ¢ Lo dir.

b) r < 0 iken; z; = Y-+l "’;Sl)v"“ segersek, (k"A™zy) € lo, fakat
(A" A™ 1z,) = (k) ¢ Lo elde edilir.

5) c(AT") C Leo(AT) Ve c(AT) # £eo(AT") dir.

c(A™) C € (A™) oldugu agikardir. ¢(A™!) # £ (A™) olduguna dair bir érnek
verelim: @ = SE-T (% "71)(—1)%v" segelim. Bu taktirde A™zy = (—1)™(—1)*k"
elde edilir. Buradan k"A™z; = (—1)™(—1)* elde edilir. Boylece z € £oo(AT) —
c(A7") bulunur.

Sonug 2.8

1) NReico(AT) = co(A7) = {z = (zx) : (K"Azx) € co} C (A7)

2) N1c(AT) = ¢(A7) C lu(A})

8) Mi—1leo(AT") = £eo(A7).

Simdi r’ nin durumuna gére kapsamalar inceleyelim.

3) 1 = 0 igin £eo(AT) = leo(A™), c(AT) = c(A™) Ve co(AT) = co(A™) elde

b) r > 0 ve her £ € N igin

]Am.’l:kl S k"lAmzkl

oldugundan, £(A7*) C Leo(A™) ve co(AT) C co(A™) kapsamalar agikar olarak
saglanir.
Simdi ¢(A") C ¢(A™) oldugunu gosterelim. = € ¢(A™) ise enaz bir I € C igin
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|k"A™zy, — I| — 0 dir.
KA™ze| < |K"A™z, — 1| + i
egitsizliginden,
|A™z,| < K7T|KT Az, — | + 7)Y

bulunur. 7 > 0 oldugundan k — oo igin k™ — 0 ve bu nedenle |A™zz| — 0
(k — co) bulunur. Yani z € ¢(A™) dir. Boylece c(AT*) C c¢(A™) olur.

Bu kapsamalar kesindir. Ornegin z; = k™ alirsak A™(k™) = (—1)"m! € fo,
fakat k"A™(k™) = k"(=1)™m! ¢ f, bulunur. Boylece z € £o(A™), fakat = ¢
£0o(AT) oOlur.

z, = k™ secersek (A™(k™)) = ((-1)™m!) € ¢, yani z € c¢(A™) dir. Fakat
(k"A™(k™)) = (k"(—=1)™ml!) ¢ ¢, yani = ¢ c(AT") dir ve kapsama kesindir.

Bengzer gekilde,

- ’;Z:(_l)m(k;'zi—l l)v-q-
segersek, A™z; = k™" olur ve r > 0 oldugundan (A™zi) = (K™7) € cp elde edilir.
(k"A™zy) = (1) ¢ co oldugundan, co(A*) C co(A™) kapsamasimin kesin oldugu
goriliir.

c)r <0veher k€ Nigin

K| A™ze| < |A™z|

oldugundan, £, (A™) C £oo(AT*) ve co(A™) C co(AT) dir.
Simdi ¢(A™) C ¢(A™) oldugunu gosterelim. = € c(A™) ise en az bir I € C igin
|A™z; — 1] — 0 dir.

ATz < |A™zp — I} + |Y
egitsizligini kullanarak
K'|A™zy| < KT|A™x, — U] + K71
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yazabiliriz. r < 0 oldugundan, ¥ — oo igin ¥~ — 0 ve bu nedenle |k"A™xx| — 0
(k — o0) elde edilir. Yani z € c(AT") dir.
Bu kapsamalar kesindir. Gergekten

ko -1
Tk = Z( l)m( _1 )”—T
segersek, A™z; = k™" ver < 0 oldugundan (A™z;) = (k") ¢ f , fakat (K" A™zy) =
(1) € £ olur. Bdylece z € £oo(AT'), fakat z ¢ £o(A™) elde edilir.
Simdi (zx) = (k™) segelim. Bu taktizde (A™(k™)) = ((~1)™ml) & co, yani
z ¢ co(A™) dir. Fakat (k"A™(k™)) = (k"(—1)™m!) € co, yani z € co(A7) dir.

Demek ki kapsama kesindir.
Benzer sekilde c(A™) C c(A}*) kapsamasmin kesin oldugunu gistermek icin

k—m -1
()
secelim. Her k € N igin A™z; = k™" olup, r < 0 oldugundan (A™z;) = (k™) € c,
fakat (k"A™z;) = (1) € ¢ olur. Boylece z € ¢(A™), fakat = ¢ c(A™) dir.
Sonug 2.9 1 < 19 ise Le(AT) C Lo(AT), colAT:) C coAT7) ve ¢(A7) C

co(AT?) dir.
ispat. r; < ry igin k™ < k™ olacagindan

K ATz < K2|AT |

esitsizliginden £oo(AT) C loo(AT) ve co(AT) C co(AT) elde edilir. ¢(AT2) C co(AT})
oldugunu géstermek icin z € c(A72) alam. Bu taktirde |k™A™z; — I} — 0 olacak
gekilde bir [ € C vardir. k™ < k™ oldugundan,

k™ fAm:L'k‘

]

K A™ Ty, — k72 + k)|

IA

k| ATz — k20 + k2l

IA

k"2 A™zy — k7] + K]

[K2A™zy — 1] + k™72l
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elde edilir. ™ — 0 (k — oo) oldugundan k™ |A™zx| — 0 (k — 00) elde edilir
ki bu da z € co(AT?) demektir.

Sonug 2.10 7; < 7y olsun. Bu taktirde

1) co(A7;) C co(ATH),

2) (A7) Ce(An),

3) co(A7) C c(AR),

4) £u(ATY) C L),

5) ¢(A7}) C loo(AT:
dir.

Ispat uzaylar arasindaki kapsama bagmtilarindan ve Sonug 2.9 dan agikardr.

Uyar: £, ¢ Ve cg uzaylan birer dizi cebiri olduklar1 halde £oo(AT*), c(AT)
ve co(A™) uzaylan birer dizi cebiri degildir. Gergekten r > 0 iken z = (k) ve
y = (k™) secersek z,y € co(A™) oldugu halde z.y ¢ co(A™) dir. —1 <r <0 iken

z = (k) ve
=3 (5050

v=1

secelim. z,y € co(A™) oldugu halde z.y ¢ co(AT) dir. —1 < r < 0 iken z = (k)
ve y = (k™) segersek z,y € c(AT) ve z,y € £oo(AT) oldugu halde z.y ¢ c(AT*) ve
2.y ¢ Loo(A™) dir. Ciinkii (A" A™zz) = (0) € ¢ C Lo, (K"A™y) = ((=1)™k™m!) €
¢ C Lo, fakat (K"A™(k™1)) = ((—1)™ 2k (m + 1)!(k + 2)) ¢ Lo Ve bu nedenle bu
dizi c’ye de ait degildir.

Simdi D operatoriinii
D:lu(A7) — Lo(A7)
z — Dz=y=(0,0,...,Zmi1,Zm+2,.-.)

geklinde tammlayalim. D lineerdir. Gergekten z,y € £oo(AT) ve « skaleri igin,

1)D(z+y) = (0,0,...,Zm1 + Ymt1, Tmi2 + Yma2,- - -)
= (Oa 0,...;Zmt1,Tm+2, - ) + (Oa 0,.. s Ym+1,Ymt2s - - )
= Dz+ Dy
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2)D(az) = (0,0,...,0%m11,0Tm42,...)
= a(0,0,...,Zm+1,Tmi2,---)

= aDz
dir. D sumrhdir. Gergekten

1Dalla, = 3 Il +supk|Amy

=1

= sup{l"[A™y1|, 27|A™ |, ..., M| AT Y|, (m + 1) |A™ Y], - -}

S G (G EELID SIS () ENE
130 ()l (2 1A (4 2T )

dir. Aynica
m

lzlla. = leil+81;pk'|Amxkl

i=1

= Y |z| + sup{l7|A™zy|, 27| A™zs), . .., M| A™ Ty, (M + 1) |A™ Ty p4], . . .}

i=1
dir. Buradan ||Dz|ja, < K||z|a, olacak gekilde bir K > 0 vardir. O halde D
sturhdir.

Dllo(AM)] = Db (AP) = {z = (z1) : T €l (AT) Ve 1 = T3 = ... = Ty, = 0}
kiimesini tammlayalim. Bu kiime £ (AT*) nin bir altuzay: olup, D¢, (A™) tizerindeki

norm,
fella, = AT el = sup k7| A
geklinde tapunhdir.
Simdi,

AT De(AT) — Lo
z=(zx) — ATz)=y=(y)= (AT
operatoriinii tamimlayalim. A7 bir lineer homeomorfizmdir. A™ nin lineerligi
aciktir. AT nin homeomorfizm oldugunu gosterelim.
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1) A™ birebirdir. z,y € Dfo(AF) alahm ve AT*(z) = A*(y), yani her k € N
igin A" A™z;, = k" A™y, olsun. Bu durumda her k£ € N igin A™ (2 —yx) = 0 bulunur.
Aym zamanda,

m

8@n-w) = 3o (7 @ = i)

= v(%) (zr —yx) — (?) (Tirr — Yrsa) + - -
+ (D (Z) (Zhm = Yorm) = 0

olacagindan, Vk € N igin zj = y; elde edilir. O halde z = y dir.
2) A™ 6rtendir. Yy € £y, igin yx = k"A™z;, olacak gekilde enaz bir z € Dl (A7)
vardir. Gergekten,

0, k< mise
k= k—m m{k—v—1\_,—¢ 3 (7)
el G ) L (i )v Yo, k> m ise
olarak segilirse y, = k" A™zy, elde edilir.
3) A7 simrhdur.
1A7 %] o
AlY| =sup ——— =1
1871= 228 T,

4) (A™)~! smurh ve
Yo = ?j("l)m (k ;1:—1 1) VT Ty
olmak iizere,
(A7) ilo — Deo(AT)
z = (AT 'zi) = (y) = (A™) 7 (k")
geklinde tammhdir. Gergekten,

A™ Y = sup ilar _ g 1870w
w0 [Tl oo ||Zeo
sup supy, lk"Am((Am)——l(k-—rxk))l - % ~

=40 supy, [z o6 supy |Tk|

1
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dir. O halde A?" bir lineer homeomorfizmdir. Buradan D{. (A7) ile £, uzaylan
denk topolojik uzaylardir. Bundan bagka,

lzlla, = [1A7"z]leo = sup &7| A2

ve

(A7) zlla, = H(A"‘)“‘(k"wk)llm=sgplk'A’"((A"‘)‘l(k"wk))l
= sgplwkl=llmlloo

oldugundan A™ ve (A™)~! operatérleri normu korurlar.
[Dlo(A™)] ve £, sirasi ile, Dfy,(A™) ve £y uzaylarmmn siirekli duallerini

gostersinler.

T: [Déo(AT)] —

o0

fa = T(fa)=fac (A7) =f

seklinde tanymlanan T’ déniigiimii bir lineer izometridir. Gergekten fa, ga € [Dloo(A™)]

ve Vo skaleri igin

1) T(fa+ga) = (fa+ga)o (A7)}
= fao(AP) +gao(AR)
= T(fa)+T(ga)

2) T(afa) = (afa)o (A7)
= a(fao (A?)™)
= oT'(fa)
oldugundan T lineerdir. Simdi 7' nin normu korudugunu, yani ||fal| = |T(fa)ll

oldugunu gosterelim.

I fall = _-p lfa(@)l, = € Dlu(AT)

"’"m,.'—'
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ve

ITE =1l = sup [fac(AT) (@), T€lo

fizlloo=1

= sup | Fa (A7) 1) ()]

A=) (x"z)lla, =1

= sup llfA(y)l = || fall

Holla,=
oldugundan, T normu korur. Buradan T bir lineer izometridir. 7" nin birebir oldugu
aciktir. Diger taraftan T ortendir. Ciinkii her f € £ icin T'(fa) = f olacak sekilde
enaz bir fa € [Dfo(AT)] vardir. Gergekten,

T(fa) = T(foAr)
= (foAl)o(AT)™
= fo(Aro(AT)Y ) =f
dir. Demek ki T : [D€o(A™)] — £, bir lineer izometridir. O halde Df,(A™) nin
duali £ ’un dualine denktir.
Simdi D operatorini
D:c(AT) — (A7)

r — Dz=y=(0,0,...,Zmi1,Tmi2s---)
seklinde tanimlayalim. D lineerdir. Gergekten z,y € ¢(A™) ve o skaleri igin,

1) D(:z:+y) = (O’Oa---’l’m+1+ym+17$m+2+ym+2a--')
= {0,0,...,Zm+1,Zmt2,---) + (0,0, ..., Ym+1,Ym+2;s---)

Dz + Dy

2) D(az) = (0,0,...,0%Tmy1,0Tm12,...)
= a(O, 0, o s Lol Ton42y 0« .)

= aDz



dir. D smurhdir. Gergekten

m
IDalla, = 3wl +supk|Ay
=1

= sup{1"|A™y1], 2"|[A™yal, ..., M |A™Yn, (M + 1) |A™Ymta], - .}

= sup(t] 2 2P( vl 21 5 (7 )zl

v=m-1

, | fjl(-n” (’;‘) Zormls (7 + 1) AT, (1 + 2| A™Tms -}

dir. Ayrica

m
lzla, = 3l +supk’| ATz

=1

= Y jz| +sup{1"|A™zy|, 27| ATz, . . ., M| AT, (M + 1) | AT, ..}

i=1
dir. Buradan ||Dz||a, < Kl|z||a, olacak gekilde bir K > 0 vardir. O halde D
siurhdir.

Dle(A™)] = De(AP)={z=(z):z€c(A™M)ves; =19 = ... = T, = 0}
kiimesini tanimlayalim. Bu kiime ¢(A*)’nin bir altuzay: olup, Dc(A™) {izerindeki

norm,
lzlla, = [1A7"z]leo = sup k™| Az
geklinde tanimhdir.
Simdi A operatériini
AT : De(ATY) — ¢
z=(zx) — ATz)=y= ()= (K"A"z)

seklinde tammlayalim. AT bir lineer homeomorfizmdir. A7 nin lineerligi agiktir.
AT nin homeomorfizm oldugunu gosterelim.

1) A7 birebirdir. z,y € Dc(A]*) alahm ve A™(z) = AT(y), yani her & € N igin
k"A™z = k"A™y; olsun. Bu durumda her £ € N igin A™(z; — yx) = 0 bulunur.
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Ayn1 zamanda,

8@ -w) = 30(7) @ =)

v=0

= (73) (z — yx) — (T) (Tr+1 — Yat1)

# et (D) Grem = soem) =0
m
olur. Buradan Vk € N igin z; = y; elde edilir. O halde z = y dir.
2) AT 6rtendir. Yy € c igin yr = k"A™z;, olacak sekilde enaz bir z € De(AT)
vardir. Gergekten (z1), (7) deki gibi segilirse y, = k"A™z;, elde edilir.
3) A™ siurhdar.
Az = sup 125 2o

o0 ||zla,

4) (A™)~! smurh ve
w= (" o,
olmak iizere,
(A7)t ie — De(AT)
z — (A7) 'z) = () = (A™) Mk zx)

seklinde tanimhdir. Gergekten,

- Amy”oo

A;’.n’ 1 =Sllp.l_l_y_l__lA.£=3u ﬂ_r__._-:l

NAR = 28 Telee ~ 28 Tl

dir. O halde A7* bir lineer homeomorfizmdir. Buradan Dc(A™) ile ¢ uzaylan denk

topolojik uzaylardir. Bundan bagka,

lzllar = A7 Z]lo = sup k7| AT 2|

ve
AP zlla, = A™) T (Ezi)| A, =Sgplk’A"‘((Am)‘l(k"wk))i
= sgplwkl=llxlloo
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oldugundan A™ ve (A™)~! operatorleri normu korurlar.
Eger T operatoriini
T:[De(A™)] — ¢
fa = T(fa)=fao(A?) ' =f
seklinde tammlarsak, 7" doniigiimii bir lineer izometridir. Gergekten her fa,ga €
[De(A™)] ve Vo skaleri igin
1) T(fa+ga) = (fa+ga)e (A7)
= fao (A7) +gao (AT

= T(fa)+T(ga)
2) T(afa) = (afa)o(Am)™
= offac (A7)
= aT(fa)

oldugundan T lineerdir. Simdi 7' nin normu korudugumu, yeni ||fall = |T(fa)ll

oldugunu gosterelim.
I fall = P [fal@)l, = € De(AT)
1T =1fl = o [fac (AP ) (z)], z€c

= sup [Fa((ATY ()]

i(a™)=1(x="z)ll o, =1

= sup llfA(y)l = || fall

Ya,=

oldugundan T normu korur. Buradan T bir lineer izometridir. T" nin birebir oldugu
aciktir. Diger taraftan T 6rtendir. Ciinkii her f € ¢ i¢in T'(fa) = f olacak gekilde
enaz bir fa € [De(A™)] vardir. Gergekten,
T(fa) = T(foAD)
= (foAT)o (A7)
= fo(Alo(AY ) =F
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dir. Buradan T bir lineer izomorfizmdir. O halde [Dc(A™)] ile ¢’ uzaylan denk
topolojik uzaylardir. Béylece £ = {z = (zz): L |zs| < oo} olmak iizere
[De(A™)] = ¢, dir.
Simdi D operatdrimii
D:co(A7) — co(A7)

r — Dz=y=(0,0,...,Zmi1,Zmi2+--)
seklinde tammlayahm. z,y € co(AJ*) ve o skaleri igin,

1) D(m+y) = (0707---7xm+1+ym+l’xm+2+ym+27-")
= (ana"'7xm+17xm+27"°)+(O70"°'7ym+17ym+27---)

= Dz+ Dy

2) D(az) = (0,0,...,0Zn11,0Tm42,...)
= a(O) 0,...,Zm+1, Tm+2, - - )

= aDz
oldugundan D lineerdir. Diger taraftan

Dalla, = 3lul +supkr|Am

=1

= sup{1"|A™y|, 2" |A™ysl, ..., m | A™Ym], (Mm + 1) |A™Yma], .. -}
= sup{t'| 3= (1" (7 Jawush 5 (7wl

r=m—

, | i(—l)” (’Zf)xml,(m+1)’|Am7:m+1|,(m+z)f|Ama:m+2|,..‘}

ve

i

m
lella, = 3-lad+supk|Amz|
i=1

= 3 lzi| + sup{1"|A™z|, 27|A™zsl, . . ., M| AT ZR, (M + 1) |A™ T, - .}
i=1

oldugundan ||Dz||a, < K||z||a, olacak sekilde K > 0 vardir. O halde D smurhdir.
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Dleo(A™)] = Deo(A™) = {z = (zx) :z € co(AP) ve 1 = T3 = ... = Tpp = 0}
kiimesi cp(A™) uzaymun bir altuzay: olup, Dco(A]") {izerindeki norm,

Ila, = IATz]w = sup kA7

geklinde tanimhdar.
Simdi,

AT : Deo(AT) — ¢
z=(zx) — AT(z)=y= (%)= (K"A%zx)

operatériinii tamimlayalim. A bir lineer homeomorfizmdir. A7 nin lineerligi
agiktir. A™ nin homeomorfizm oldugunu gosterelim.

1) A™ birebirdir. z,y € Dco(A7) alahm ve A™(z) = A™(y), yani her k € N
icin k"A™xy, = k" A™y; olsun. Bu taktirde her £ € N i¢in A™(zx — yx) = 0 bulunur.
Aym zamanda,

A —m) = S 1)’”( )(% o)

=0

B (0)(% ~ W) - (T) (Th+1 — Yo1) + .-

+ (=)™ (:i) (Tk+m = Yrtm) =0

olur. Buradan Vk € N igin z; = y, elde edilir. O halde z = y dir.

2) A™ ortendir. Vy € cp igin yi = k" A™zy, olacak sekilde enaz bir z € Dcp(AT")
vardir. Gergekten (zx), (7) deki gibi segilirse y, = k"A™z), elde edilir.

3) A™ sirhidir.

A7}l

.

IAF] = sup ==

4) (A™)~1 simrh ve

Y= ki’:n( 1)m( —1 1) VT Ty

9=1
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olmak tizere,
(AP icg — Deo(AT)
z — (B o) = (m) = (A™) (K" zx)
seklinde tammlidir. Gergekten,

my—1 = su ﬂﬁﬂﬁ = su HA?y“oo —
ATy = 2 e = 22 el

dir. O halde A™ bir lineer homeomorfizmdir. Buradan Dco(A7") ile cp uzaylarn denk

topolojik uzaylardir. Bundan bagka,

lella, = IATz] = supi’| A7

ve
IAr)alla, = IA™ (o) la. = suplk A™((A™) (k7 2))
= sup o] = lofe

oldugundan A™ ve (A™)~! operatérleri normu korurlar.
Eger T operatoriini
T: Deo(AT) — <
fa — T(fa)=fac(A) ' =f
geklinde tammlarsak, 7' doniigiimii bir lineer izometri olur. Gergekten fa,ga €
[Deo(A™)] ve Va skaleri igin
1) T(fa+9a) = (fa+ga)o(A7)™
= fao(AP) M +gao (A
= T(fa) +T(ga)

2) T(afa) = (afa)o (A7)~
= a(fao(A™)™)
= aT'(fa)

26



oldugundan T lineerdir. Simdi T nin normu korudugunu, yani |[fal] = [[T(fa)ll
oldugunu gosterelim.
Ifall= sup |fa(2)l, =€ Deo(A7)
zll 5, =

ve

1T = Il = o llon((A;“)*l(x))l, z € co
= sup | fa((AT) )

fi(a™) =1 (k=rz)ll o, =1

= sup_ |fa@) = [l fall

Il a,—
oldugundan 7" normu korur. Buradan T bir lineer izometridir. 7" nin birebir oldugu
agiktir. Diger taraftan T drtendir. Giinkii her f € ¢ icin T'(fa) = f olacak sekilde
enaz bir fa € [Deo(A™)] vardir. Gergekten,

T(fa) = T(foA)
= (foAT)o (A7)
= fo(ATo(AT)Y ) =f

dir. Buradan T bir lineer izomorfizmdir. O halde [Dco(A™)] ile ¢y uzaylar denk
topolojik uzaylardir. Boylece ¢ = {z = (zi) : Ti|zx] < o0} olmak {izere
[Deo(A™)] = ¢, dir.
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3. BOLUM
DUAL UZAYLAR

Bu bélimde £, (A™), c¢(AT) ve co(A™) uzaylarmm a—, S— ve y— duallerini
verecegiz. Bu kismda k —m < 1 igin $5- (k"’ —l)u, = 0 alimacaktir.
Lemma 3.1 (Kizmaz, 1981) (p,) poz1t1f sayilarin monoton artan bir dizisi olsun.
i) Eger sup, | 25 Pots| < 00 ise sup, |pn X5, ak| < oo,
ii) Eger Yk prax yaknsak ise im, p, Y22, ax =0
dir.

Teorem 3.2

Mu(r) = {a € w: ):mjzm( T i <oo}

olmak tizere
[co(AT)]* = [e(AT)]* = [l (AT = Mau(r)
dir.
Ispat. a € M,(r) oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

k—m
Elakl Z ( ) < 00 (8)
dir. z € £o(AT") olsun. Buna gore k"|A™z;| < M (k= 1,2,...) olacak sekilde
pozitif bir M sabiti vardir. Ayrica
k—m _1) m (k—]—l) .
Ty = ™ A"z + —-1)y™ AT I
e= 2" e S (f T s
yazilabilir ve k = 2m,2m + 1, ... icin agikar olarak
= (5= R0 )
-7 > g
= (2 s ©

dir. Enaz sabit bir N igin |A™7z;} < Nj~ (1 < j < m) oldugundan, a € M,(r)
olmas1 (9) geregince

5o 3 (£ i) < oo (10)
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olmasim gerektirir. Bu durumda (8) ve (10) kullamlarak

k=1

k—-m

< Zlaklkin(

5 las] = ziaknz( 1)“(

S5 (%

)
PR [ESETED 1) o] i
) T+ Z lan]z: (

m—j

o

)IA’"’":EJ] < 00

ATz + 3~ 1)m—ﬂ(k 7- )Am" i

j==1

elde edilir. Bdylece Ma('r) C [loo(AT)]* olur. Demek ki M,(r) C [lo(AT)]* C
[e(AT)]* C [eo(AT)]* dar

Tersine a € [co(AT)]*

k(s+1)-1
> a0
=k(s) i=1
olacak gekilde 1 = k(0) < k(1) < ...

— My (r) olsun. Bu taktirde

)">3+1 (s=0,1,...) (11)

dizisi vardir. Simdi 2z = (z;) dizisini

a—1 1
T =

seklinde tanmmmlayalim. Bu taktirde

B ATy = —
8

—l+1
(k(s) <k <k(s+1)~1;5=0,1,..

+1

k(l+1)—1 (k —j

i=k®)

-1\ _,
m—1 J

)

gartina uyan bir (k(s))2, pozitif tamsayilar

k—m k—j—l —
s+1.z ( m—1 )'7

J=k(s)

(k(s) <k <k(s+1)—1;3=0,1,...)

yani z € co(A™) olur. Buradan

k(s+1)—1

> laxwkl

k=k(s)

2

k(s+1)-1

2

s+1 k

2

=Fk(s)

k—m

Iakl >

=1

E(1+1)-1

las] (Zl+1 2,

F=k(?)

(o

(

E—j7-1\ .
m—1 )'7

)'-’>1 (s=0,1,...)

elde edilir, yaui ax ¢ ¢; dir. Boylece [co(AT)]* C My (r) olur. Buna gire [foo{AT)]* C
[e(AT)]* C [eo(AT)]* C Ma(r) olacagmdan [eo(AT)]™

M, (r) elde edilir.
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Teorem 3.3

Maa(r)={acw: 5o |ak|[§‘ (k -j- 1)j-,]_1 <o}

S\ m-—1
olmak {izere,
[ca(AT)]** = [e(AT)]** = Uoo(AT)™* = Maa(r)
Ispat. [co(AT)]* = [¢(AT)]* = [loo(AT")]* oldugundan [co(AT)]** = [e(AT)]** =
[loo(A™)]*® dir. Bu nedenle [co(AT*)]** = Moa(r) oldugunu gdstermek yeterlidir.
a € Myo(r) ve z € [co(A™)]* = M,(r) olsun (Teorem 3.2 ). Bu taktirde,

¥t = 3 wiE () S (40

k=m+1 k=m-+1 j=1
k-m k- J k—m -1 o
< (o % (07 0)T 2 a3 (“ 07
k2m+1 j=1 \ ™= k=m+1 =1
< o0

dir. Yani Mya(r) C [co(AT)]** dir
Tersine a ¢ M,o(r) olsun. Bu taktirde

(03] Wmdn T R

E>m+1 =1\ m

dir. Buradan,

k(s)—m k(s) — 7 —1
laxes)|[ Z ( ( 1)n—31 )j—"]"1 >§™ (s=m+1,m+2,...)
J:.

olacak gekilde k(s) > m + 1 gartina uyan, tamsayilarmn kesin artan bir (k(s)) dizisi

mevcuttur. z = (z) dizisini

|axcs)| "5 k=k(s)

0,  kek(9), (s=mtlmi2,..)
seklinde tammlayalim. Bu durumda

Z [l kin ( )J'” = i |akes)| ™ k(S)Z—m (k (87)7;_7'1" 1) o

s=m+1 j=1

T =
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< i 3—(m+1)[k(’)z_m (k(s) _—jl— 1) P k(%sm (k(S) -j- l)j—r

s=m-+1 i=1 m =1 m—1

o0
= Y s™DVcoo  (m21)

s=m-+1

olup, buradan © € [ca(AT]® ve T2 lasail = £2, [axoloaol ™ = £5241 = o0
bulunur. Bu a ¢ [co(AT*)]** oldugunu verir. Demek ki [cp(A™)]*® C Mpe(r) dir.
Dolayisiyla [co(A)]* = [c(A)]"® = [foo(AT)]** = My(r) bulumr.

Teorem 3.4

©o k—m k—7—1 )
Mg(r):{aew:ZakZ( {—1 )y"' yakinsak, ve
k=1

=t \ M

oo k—m-+1 k—j—l oy
Fing 3 (505 )<

k=1 j=1

ve Ry = Y024, 1 Gy Olmak iizere
[Deoo(A;’-n)]ﬁ — Mﬂ(”')
dir.
Ispat. Eger z € Dl ,(A™) ise, bu taktirde (7) geregince yeterince biiyiik k’lar,
Ornegin k£ > m igin
k-m k . J -1
_ _1 m =T
w = S (I i

(e o= m e

i

Yim =Yo-m =...=Yyo =0

olacak gekilde birtek ¥ = (yx) € foo mevcuttur. @ € Mp(r) olsun ve (:}) =1
oldugunu kabul edelim (n,r, k tamsayilar olmak iizere k < 0 icin (;) =0ven<k
ise (:) = 0 olarak ahnacaktir). Bu durumda

n n k—m k _ 3 -1 _
Yooy = D ax( Y (-1)" 3")
k=1 =1 j=1 m—1
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= (=" ZRk+m-1Z( +m_3 2)3 bR 3 (- 1)"‘(" ill)j"yj
i=1 =

n—m k

1) Z Rk+m-1z(k+m Ji— 2)] y; — Bngn (12)

dir. 2, ax ST (’:’_ - ) " yakinsak oldugundan Lemma 3.1(ii) de p; = ¥5-1" (’:J_ ‘11) §r
alirsak,

o
mp, > a = limpaR,

k=n+1

Il
§°
]

N
S
S
I
[y
S’
|

I

o

elde edilir. Simdi (12) egitliginin sag tarafindaki ilk terimde n — oo icin limit
almirsa, |y;| < M ve a € Mp(r) oldugundan

Zl( 1)mRk+m—1Z(k+m - 2).7 yil < MZle+m-1IZ(k+m 4 2)9

< o0

bulunur. Yani

Z( ™ Rk+m—12(k+m o 2)3 Yi (13)

serisi mutlak yakimsaktir ve mutlak yakinsak her seri ayni zamanda yakinsak olacagindan
bu seri yakmsaktir. AyncaVj € Nigin |y;| < M velimp oo R X701 ('"—J'—l) =0

m~1

oldugundan,

n—m 1 n—-m 1
0<hmlR,.Z( T )J yJ|<Mhman|Z(” ”_1 )j"‘=0 (14)

- “\ m
yani lim, .o R,z, = 0 bulunur. Béylece (12) de, (13) ve (14) gdzdniine alinirsa
Y52, axzy serisi her z € DU(AT) igin yakinsak olur. Buradan a € [Dée(A™))?
elde edilir.

Tersine, a € [Dl(AT))? oldugunu kabul edelim. Bu taktirde herbir z € Dl (A™)

icin 332 axzy yakinsaktir. z = (z)) dizisini

0, k < mise
T =
Zk”m (k_’ 1) - k>mise
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olacak gekilde secersek z = (zx) € DY (Am) olur. Bu durumda

oo k—-m k— ] — (<)
Z ay Z 1 J = Z CxTk
=1 =1\ M~ k=1
oldugundan ¥ | a; Y r- P ";J_'ll) 4~ serisi yakmsak olur. Lemma 3.1(ii) geregfince
n — oo iken R, 371" ("‘“"1 3~ — 0 dir.
Simdi a € [DZ,,Q(A,,',”)] — Mp(r) olsun. Bu taktirde Y22, |Re| T+ (7557

serisi wwaksaktir, yani 352, |Be] S5 (4951)57" = oo dir. z = (2;) dizisini Vk

m—2

icin a; > 0 veya Vk igin a; < 0 olmak iizere

0, k< mise
Tk = —m+1 fv—j—1Y ; .
'u—l sgnRv Ev T ( mJ_Q )J—Ta k > m ise

olacak gekilde secersek & > m igin k"|A™z;| = 1 oldugundan, agik¢a = = (z3) €
D{(AT) olur. Bu taktirde n > m igin

n—m

n
E axzk = — Y Riim-10%kim-1 — RaZa
=1 k=1

yazabiliriz. (X2} sgnR, X5-1 (”;’_"2 ) e (M ) i~")~1) € £ olacagindan,
n — o0 i¢in limit alirsak

o 0o
Z Al = — Z Rk+m—1Axk+m—1
k=1

k+ 2
ZIRk+m_1|z:( I S

elde ederiz. Bu ise a € [Dfw(A™)})P olmas ile celigir. Demek ki a ¢ Mp(r)
kabuliimiiz dogru olmayip a € Mp(r) dir

Teorem 3.5

k(3 k—m k__'__l oy
M.Y(r)z{aEw:sgpIZcsz( mj—l )] | < o0,

k=1 j=1
k—m+1 1
St 2 (051 <o
ve Ry = 3 02, 1 0y olmak tizere
[Dleo (A7) = M,y (r)
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dir.
ispat. Eger z € DI, (A™) ise, bu taktirde (7) geregince yeterince biiyiik k,
Ornegin k£ > m icin

z kin( 1)”‘( )j_ryj
= Z(—l)”‘ (k m :i - 1) (G = m) " Yj-m

j=1 m.

It

Yiem =Yo-m = ... = Yo =0

olacak sekilde birtek y = (yx) € foo mevcuttur.
a € M,(r) olsun ve her k igin |yx| < M (M > 0) alahm. Bu taktirde (12)
egitligi kullamlarak
n—m k+m— ) . n-—m -1 .
lzakwkl < MY le+m—1IZ( '7 ) + M|R, Z( 1 )J |
k=1
elde edilir. Lemma 3.1(i) geregince

sup | Zakkin( mj_—; 1)J’"’l»< o0

olmasi

n—m -1 .,
sulenZ( R P (15)
olmasim gerektirir. Dolayisiyla, a € M,(r) olmasi nedeniyle (15) gozoniine alinirsa
sup | Zakxkl < oo
T k=1
olur ve bdylece a € [Dflx(AM)]? elde edilir.
Tersine, a € [Dfo,(A™)]” oldugunu kabul edelim. Bu taktirde herbir z € Dl(AT")

icin sup, | ©r_; axZx| < oo dir. z = (zj) dizisini

{0, k <mise
T =

(i k> mise
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olacak gekilde secersek z = (zx) € Dleo(A™) olur. nn > m igin

lzn:akkf(k 7 )"l*lzakmk! (16)

m —

i=1

yazilabileceginden,
n k—m k .7 1 -
suplZakZ(m 1)3 | < o0

elde edilir. Lemma 3.1(i) den sup, |R, 7" (n-J 1) 577 < oo dir.
Simdi a € [Dloo(AT")]” — M, (r) olsun. Bu taktirde Y32 ; | Ry| Ek-mﬂ (k_]— ) I

m—2

waksaktir, yani 22 1 | R Thor (751)57" = oo dir. Bu X2 [Ref S (57315

serisinin kismi toplamlar d1z1sm1n simrh olmadigim verir. ¢ = (z) dizisini V& igin
ar > 0 veya Vk igin a; < 0 olmak {izere

0, k< mise
T = 1
e lsgnR, Y=t (";’__2 ) T k>mise

olacak gekilde segersek k > m igin k”|A™z:| = 1 oldugundan, agikca z = (zx) €
Do, (A™) olur. Bu taktirde n > m igin

n—m

Zakmk = - Z Ry 1Azpy — Z Rrim 1A%k m—1 — Rozn

k=1

olup Y1t Rx_1Axy1 = 0 dir. Buradan Yn > m icin

Zak"’k—niank+m—1|Z<k+m 37 2)5 = R

yazabiliriz. Bu egitlifin sag tarafindaki (R,z,) dizisi ssmrh fakat ilk terimi genel
terim kabul eden dizi sinirh olmadigindan (Y., axzy) smrh degildir. Bu ise a €
[Dls(A™)]" olmas: ile geligir. Celigkiye a ¢ M,(r) alarak diigtiik, demek ki a €
M, (r) dir.

Lemma 3.6 1 = 3 veya « olmak iizere [Dl(A™)]" = [De(A™)]" dir.

Ispat. (i) 7 = B alahim. Dc(AT) C Dlo(A™) oldugundan [Dle(A™)]F C
[De(AM))P dir. a € [De(A™))P olsun. Bu taktirde her z € De(A™) icin ¥, axz
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yakinsaktir. Terimleri

0, k <mise
T = B
Shr ()i, k> mise

m—1
seklinde tanimlanan z = (zx) dizisi i¢in
iakkf(k '7_1) i ApZy
1 =1 k=1
elde edilir. Demek ki 3°%2; ax S5 (%77 ) i yakinsaktir. Lemma 3.1(ii) geregince
n — oo iken R, 357" (""’_1),7"' — 0 dir.
Simdi @ € [Dc(Am)] — [Deo(A™)}?, yani @ € [De(A™)]P — Mg(r) olsun. Bu

taktirde 322 | Ry k=T ("’;j_ 2’) = 0o olur. = = (z3) dizisini Vk igin a; > 0
veya Vk igin a; < 0 olmak iizere
0, k< mise
T = )
x1sgnR, =T (";’_';1) §~7, k>mise

olacak gekilde segersek k£ > m igin k"|A™z;| = 1 oldugundan z = (z) € Dc(A™)
bulunur. Bu taktirde n > m igin

n—m

n
Z QR = — Z Rk+m—1Axk+m—1 SR Tn
k=1 k=1

yazabiliria. (32 sgnB Sy (T157)iW(E52r (251)37) ™) € b olacagmdan,
n — oo igin limit ahrsak

Z“k“’k—lek+m—1IZ(k+m ji— 2)] —

elde ederiz. Bu ise a € [De(A™)}P olmas: ile geligir. O halde a € [DZe(A™)]? elde

ii) n = v alahm. Dc(AT*) C Dloo(A™) oldugundan [Dle,(A™)]Y C [De(A™)]
dir. a € [Dc(AT*)]” olsun. Bu taktirde her x € Dc(A™) igin sup, | X%, axzi] < o0
dir. Terimleri

0, k <m ise
Ty =
Y (k"’_ )J"’, k> m ise

m~1
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n k—m k -1

BE (o
= i=

yazilabileceginden

n k—m b — 1 _
suplzakz:( J—l )] | < 0o

m

elde edilir. Lemma 3.1(i) den sup, | R, X7=1" (”“’ 1) J7T| < oo dir.
Simdi a € [De(AT)]" — [Dleo(AT)]Y, yani a € [De(A7)]” — M, (r) olsun. Bu tak-
tirde 52, [Rel Zf= (525)77" = oo dir. Buradan T2, [Rel Shor (525757

serisinin kismi toplamlar dizisi sinirh degildir. z = () dizisini V& igin a; > 0 veya
Vk icin a; < 0 olmak iizere

0, kE<mise
Tr = .
k1 sgnR, D (”_’"1) §7", k>mise

m—2
olacak sekilde segersek k > m icin k"|A™z| = 1 oldugundan z = (zx) € Dc(A™)
bulunur. Bu taktirde Vn > m icin

Zakwk = %Ika—ll Z (k P J 2) ~ Rz,

yazabiliriz. Bu esitligin sag tarafindaki (R,z,) dizisi simrhi fakat ilk terimi genel
terim kabul eden dizi simrh olmadigandan (37, arzs) smurh degildir. Bu ise a €
[Dc(AT)]Y olmas: ile geligir. Celigkiye a ¢ [Dfoo(A™)]” alarak diigtiik, demek ki
a € [Dloo(A™)] dir.

Teorem 3.7 cf, co daki biitlin pozitif terimli dizilerin ciimlesi ve v € ¢ olsun.

s k—m k 1\ .
Mgo(r)={aew: ZakZ( mj—l )J-"vj yakinsak, ve
k= 1

k-m+1

k—j—1\ .,
EIR,,I E (mJ2 )] vj<oo, Wwecl}

=1

ve By =322, . a, olmak iizere
[Dea( AT = Mjo(r)
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ispat. Eger x € Deg(A™) ise, yeterince biiyiik k, 6rnegin k& > m igin

T = kin( 1)"‘( ll)j"yj

_7~1
k+m—-—j—1
Pt —1m ) — - $—TT
3 A TR
Yem =Y2-m =... =y =0

olacak gekilde birtek y = (yx) € cp mevcuttur. @ € Mpo(r) olsun. Bu taktirde
Yo € ¢f icin

oo k—m b — ] -1

Sz (W)

yakinsak oldugundan Lemma 3.1(ii) de p, = 35=" ("""‘1) JTv; alirsak

m—1

lim By 3o (" y' 2 1)3"%,- =0 (17)

n—o0
i=1

elde ederiz. Simdi (12) de n — oo igin limit alalm. |y;| < v; olacak gekilde bir
(v;) € ¢§ bulunabileceginden

Z!( 1)mRk+m—1Z(k+m I 2).7 "yl < ZIRbm—llf:(k+m 2).7'—7-[%"

Jj=1
k (k+m—j—2
< Z'Rkﬂn—IIZ( m—9 ).7 vj
k=1 j=1
< 00

elde edilir. Yani ., (—~1)™Riim-1 Ty (*7m2i )5y, serisi mutlak yakmsak ve

™m—~2

dolaysiyla yakinsaktir. Yine (y;) € ¢ ve enaz bir (v;) € cf i¢in Jy;| < v; oldugundan

0< e 5 ("I )l < ,}x__ggoanlnf( I ™

m—1 1

n—m —i-1
¢ S ("7 ) o

i=1
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bulunur. Buradan limn . Bn S5 (77")i "% = 0 elde edilir. Boylece her
& € Dco(A™) igin 332, axz; serisi yakmsak olur. Bu da a € [Dco(A™))P olmas:
demektir.

Tersine, a € [Dco(A™)]? oldugunu kabul edelim. Bu taktirde herbir x € Dcg(A™)

igin Y22, axxy yakinsaktir. z = (z3) dizisini, v € ¢ herhangi bir dizi olmak fizere

0, k<mise
T =
= (k_’— )J "v;, k> mise

geklinde segersek, z = (zz) € Dco(AT) olur.

oo k—-m k— ]
Sax (17 )im=Eon
1

i=1 m

m-1

den n — oo iken R 027" ("751)5™"v; — 0 dir.

yazilabileceginden Y22, ax S5 (%771)7"v; serisi yakmsak olur. Lemma 3.1(ii)
j=1
Simdi a € [Deo(A™)]P—Mg,o(r) olsun. Bu taktirde Y5 | | Ry| Sh-m+1 (k"“ ) JTv;
serisi enaz bir (v;) € ¢ igin wraksaktir. = = () dizisini Vk icin a; > 0 veya Vk icin
ar < 0 olmak iizere

0, k < m ise
T =
v1sgnR, Yo ("” 1)] ", k> mise

m—2

olacak gekilde segersek k > m igin k"|A™z;| = v, ve (vg) € ¢f oldugundan,
z = (zx) € Dcg(AT*) oldugu agiktir. Bu taktirde Vn > m igin

n n—m

Doz =— Y Riem-1AThim-1 — RnZn
k=1

k=1

yazabiliriz. ((S52f sgnR, X3=7 (5751) 57 0;) (S ("171)5 " 05) ™) € Leo Olacaindan,

n — oo i¢in limit alirsak

Z“kxk~Zle+m—llz<k+m - 2)3 vj = 00

elde edilir. Bu ise a € [Deg(A™)}? olmas: ile gelisir.
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Teorem 3.8 v € ¢ olsun.

n k—m k-—j—l .
M,o(r)={acw: suplz:a,kz 1 ) vj| <oo ve

k=1 =1\ ™M
0o k—m+1 h—q—
J—1\ .,
> Ry Z (m_2 )y v; < 0o, Vv Ecf }
=

k=1

ve Ry = 3 02 11 Gy Olmak iizere
[Deo( A7) = M o(r)

dir.
Ispat. z € Dco(A™) ise yeterince biiyiik her k, érnegin k > m icin
k—m

Ty = Z( 1)"“( 1) Y
("t T G-

Yi—m =Y2-m=...=yo =0

olacak gekilde birtek y = (yx) € co mevcuttur. @ € M, o(r) olsun. Bu taktirde
ly;| < v; olacak gekilde bir v = (v;) € ¢j bulunabileceginden (12) den

DICENIERS T RS Sl (A Ea TENLYD o (g Ty ™
< Bty (0275 v,+|Rn"§"( I I

elde edilir. Lemma 3.1(i) geregince

sup | ;akg ( m _—1 1>J'"vj! < o0

ise

sulen%( e ll)j"vj|<oo (18)
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bulunur. Dolayisiyla, a € M, ¢(r) olmas: nedeniyle (18) den
sup| Z arZx| <
" k=1

olur. Buradan a € [Dcp(A)]" bulunur.

Tersine, a € [Deo(AT)]” oldugunu kabul edelim. Bu taktirde her z € Dep(A™)
igin sup,, | X5-; axTx| < oo dir. z = (%) dizisini v = (v;) € ¢§ belli bir dizi olmak
tizere '

0, k< mise
T =
Ther (] )J“’vJ k>mise
geklinde alalm. Boylece z = (xi) € Dco(A™) olur. n > m igin
n k—m k— 1
3o 3 (0 )= 1S
k=1 j=1 \ M~
yazilabileceginden,
n k—m E—i—1 .
sup| D ax 3 ( ’ : )J vj| < 00
k=1 i=1 m—
elde edilir. Lemma 3.1(3) den sup, | R, T3 (771)57vy] < oo dir.

Simdi a € [De(A™)]"—M,o(r) olsun. Bu taktirde Y52 | | Ry| Sh-m+! (”;{_‘21) J Ty =
oo dir. O halde bu serinin kismi toplamlar dizisi simurh degildir. z = (z;) dizisini
Vk icin a; > 0 veya Vk igin a; < 0 olmak tizere

0, k< mise
Tk = k—1 v—m~+1 fv—j—i k :
w1 SgnRy 357 37T, > m ise

m—2
olacak gekilde secelim . k > m igin k"|A™zx| = v ve (%) € ¢f oldugundan
z = (zx) € Dcy(AT) oldugu agiktir. Bu taktirde n > m icin

n—m

Z T = — Z Riim 1AZeim—1 — RaTn

k=1
yazabiliriz. Buradan n > m igin

Z axTy = R—Zm | Ry 1] Z (k e 3 2) — Rpz,
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yazabiliriz. Bu egitligin sag tarafindaki (Rnzv) dizisi smurh fakat ilk terimi genel
terim kabul eden dizi smurh olmadigindan (h_; axx) smurh degildir. Buisea €
[Deo(A™)]" olmas ile geligir. Celigkiye a ¢ M, o(r) alarak diigtitk. Demek ki a €
M, o(r) dir.

Lemma 3.9 7= (8 veya 7 icin

i) Loo(AT)]" = [Dloo (A7)

ii) (A7) = [De(AT)]

iii) [co(A7)]" = [Deo(AT)]
dir.

fspat i) 7 = Bolsun. Dfwo(A) C £eo(AT) oldugundan [fe (A7) C [Dle (A™))P
dir. §imdi de a € [Dleo(A™))P olsun. Her 7 € £oo(AT") igin 332, 047 nin yakinsak
oldugunu gosterecegiz. = = (z}) € Dlwo(AT) olmak fizere x = (zx) € Lo (A™)

Ty, k< mise
T — , (19)
z,, k>mise

geklinde tammlayalim. n > m igin

Z arTr = Z arTr + Z akx; (20)
k=1
= Zakwk""( o ) i ka—lz (k+m - 2):} Y
k=1 i=1
n_m —1\ .,
— ( 1)mRn Z:l (n J )j—ryj
Jram

olacak sekilde bir (y;) dizisi vardir. Lemma 3.1(ii), Teorem 3.4 ve (20) den n — o0
iken Y2, apz) serisinin yakinsak oldugu goriilir. Buradan a € [l (AT™)}P elde
[Deo(A™)] = [loo(AT)]" oldugunu gdsterelim.
Dloo(AT) C £oo(A™) oldugimdan [foo(AT)]T C [Dbeo (AP)]" dir. a € [Dboo(AT)]”
olsun. z € foo(A™) dizisini (19) daki gibi tammlayahm. (20) gdzoniine almrsa
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Lemma 3.1(i) ve Teorem 3.5 den
s%p{ iakxq <
k=1
elde edilir. Buradan a € [{o(A™)]” bulunur.

ii) n = B olsun. Dec(A™) C ¢(AT) oldugundan [c(A™)]? C [Dc(A™)]P dir.
a € [De(A™))P olsun. z' = (z;) € Dc(A™) olmak tizere z = (i) € ¢(A™) dizisini
(19) daki gibi tammlarsak ve (20) yi gbzoniine alirsak Lemma 3.1(ii), Teorem 3.4 ve
Teorem 3.6 dan a € [Dc(A™))? elde edilir.

7 = v olsun. Dc(AP) C ¢(A7*) oldugundan [c(A™)]" C [Dc(A™)]” dir. a €
[De(A™)]” olsun. z' = (z}) € De(A™) olmak iizere z = (x;) € ¢(A™) dizisini (19)
daki gibi tanimlayip, (20) yi gozoniine ahirsak Lemma 3.1(i), Teorem 3.5 ve Lemma
3.6 dan a € [c(A™)]” elde edilir.

i) 7 = f olsun. Deo(AT) C co(AT) oldugundan [co(A™)]P C [Déwo(AT))P dir.
a € [Dey(A™)) olsun. z' = (z},) € Deo(A™) olmak fizere x = (2;) € co(AT) dizisini
(19) daki gibi tammlayip, (20) yi gbzéniine alirsak, Lemma 3.1(ii) ve Teorem 3.7
den a € [co(A™)]P elde edilir.

[Deg(A™) = [co(A™)]” oldugunu gosterelim.

Deo(ATY) C co(AT?) oldugundan [co(A™)]* C [Deo(A™)]Y dir. a € [Dco(A™)]”
olsun. = € co(AJ") dizisini (19) daki gibi tamimlarsak ve (20) yi gdzéniine alirsak,
Lemma 3.1(i) ve Teorem 3.8 den a € [co(AT)]" elde edilir.

Teorem 3.4, Teorem 3.5, Lemma 3.6 ve Lemma 3.9 g6zoniine alindifinda agagidaki
sonucu ifade edebiliriz.

Teorem 3.10 R, = Y72, ., a, olmak {izere X = £, veya ¢ icin

) XA ={e € w: L2, o TP (577157 yalansak ve

Z Rl i (7735)57 < o0}

i) [X(AT)]" = {a € w:sup, | Th_; ax Ef;{"’ (k;fil)j"'l < oo ve
T | Bl Th (k,;izl)j" < oo} dir



Teorem 3.7, Teorem 3.8 ve Lemma 3.9 goz6niine alindiginda agagidaki sonucu
ifade edebiliriz.

Teorem 3.11 Ry = Y72, ., a, olmak iizere

i) oA ={a€w: X ak Z;?;{" (k;"_—ll) J Tv; yakinsak, ve
T2 R Tt (550 < 00, Yo e s}

i) [co(A)] = {a € w : sup, | Tpoy ok TE (F771) 57" ;] < oo ve
52 | Bl Tt (5w < 00, YwE s}

dir.

Sonug 3.12 (i) £ (A™), c(AT) ve co(AT) perfect degildir.

(1) Zoo{AT), c(A") ve co(AT*) normal degildir.

(iii) £oo(A™), c(A™) ve co(A) monoton degildir.
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4. BOLUM
MATRIS DONUSUMLERI

Bu boliimde (€oo (A7), oo}, ((AT"); £oo) ; (bos oo (AT)); (Lo (AT)); (€, £eo (ATY)),
(¢, c(A™)), (Lo, co(A™)) ve (¢, co(AT)) matris simflanim karekterize edecegiz.

Teorem 4.1 A = (anr) € (foo(AT), £o) Olmasi igin gerek ve yeter sart
Rk = 302 k41 Gmy Olmak tizere

(i) (@nj)n € b (1 £ j <m),

(i1) (C21 ank T (577)57)n € boos

(5) (Boe TE (4751577 € (oo o)
olmasidr.

ispat. (Gereklilik) A € (£oo(A™), %) olsun. Bu taktirde herbir n € N igin
An(z) = Tk Gnrzr yakinsak ve her z € £oo(AT) icin (An(z)) € 4o dir.
z = (zx) = (0,0,...,0,1(j.yer),0,...)(1 < j < m) alirsak A,(z) = Tk CGnkTk = Gnj
ve (Gnj) € loo; T = (z-k) = (Xkm ("‘j“l) j7") alirsak z € £,(AT*) ve bu nedenle

m—1
(S Gnks) € Loo elde edilir. Simdi (Rox SE1 (%7751)57) ¢ (£oo, Loo) Olsun. Bu
durumda
k—m+1 1
llmSUPZIRnkl Z ( ) )j""_—_—oo (21)
n—o0 14 m —

iken, Az ¢ £, olacak gekilde bir € f{(A") dizisinin varoldugunu gostermek
istiyoruz.

Simdi (21) in saglandigimi kabul edelim. Bu taktirde ya

(1) limsup,, ., | Rk X2+ (k;zl) J~" = 2 olacak gekilde bir k vardir; ya da

(if) Her k igin limsup,, o | Rt 527 (473')57" sonludur.

Ayrica A € (£o(AT), £s) oldugundan her z € £o(A™) icin ¥i anxzi (Vn € N)
yakinsak ve (A,(2)) € foo dur. (A7) uzayinm f-duali gézéniine alinirsa

i Qnk ki:m (k .7_—1 1).7

=1
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yakinsak ve

Zanklk_fl(’“ 7 1)j‘*’<oo

m— 2

yazabiliriz.
Simdi (i) hali igin lim sup, . | Rne| T02 ("7751)57" = 00 oldugunu kabul ede-

m—2

lim. Buna gore a,, 7# 0 olacak gekildeki sabit bir n icin
_ e | Rt ZH2TH (k;];zl)j"', k=wvise
0, k#wvise
secersek z € ¢o(A) C £oo(AT) dir. Fakat

[} v—m~—1 1
Za'nkxk = OnyZy = IRR’UI Z ( )j—r
k=1

sirsiz olur.

(ii) halinde her s tamsayis: igin ve her n igin

Siral 3 (405 )i < 22

olacak sekilde bir M(s) sayis vardir. Her nigin $2, | Rni| SE (%.751)577 < oo,
fakat

. oo k—m+1 k___]_ 1 -
limsup }_ |Rui| 3. jT=00
n— )

= m—2
oldugundan agagidaki sekilde (n;) ve (k;) dizilerini segebiliriz.
k—m+-1 1
> il 3 (F 25 )<
k=ky+1 _

olacak gekilde n; = 1 ve k; alahm. Bu sekilde n;_; ve k;_; leri tegkil edelim ve en

son

k—m+1
ZlR'kkl Z ( )J’"’>(i+1)M(ki_1)+z'2+1

olacak gekilde n;(> n;—;) ve

Z lRmklk_f:H (k 7 1)] <1 (23)

k=k;+1

46



olacak sekilde k;(> k;_1) segelim. Bu taktirde (n;) ve (k;) dizileri

Z B _f: (’“ i 1)3'-’ > (i 4 )M(kg) + 7

m—2

olacak gekildedir ve boylece (22) den,

kg k—~m+1
k; | R E ( m—9 1)]'_" > iM (ki-q) +3° (24)
=ki—1+1

olur. §imdi her n ve her k i¢in a,; > 0 ( veya her n ve her k icin a,; < 0 ) olmak

lizere z; =0 ve k > 1 igin

k-1 v—m+1 'U"]—].
Tx =) sgnRn, Y. ( )j",lgkskl ve ki1 <k<k(E=23,...)

v=1 j=1 m—2
segersek & € (o (A7) dir.
Diger yandan Lemma 3.1(ii) den n — oo i¢in R,z, — 0 oldugundan

E QnpTyp = — Z RorAxy (25)
k=1 k=1
elde edilir. Buradan,
k—m+1 -1
E%k-’rk—ZIRnkl Z ( )j‘r

bulunur. §imdi (22), (23) ve (24) den

Sl = Siral 5 (1)

k=1 i=1
ki1 k—m+1 k—i—1 k; k—m+1 k—i—1
J — g —
= IRR-k} ( ).7 "+ IRmki ( ).7 i
:L; Jz=; m—2 k=k.:z.1+1 JZ; m—2
(-] k—m+1 k —a 1
+ Z IRnikl Z ( J 9 )j‘r
k=k;+1 =1 m—
ks k—m+1 (p ks—1 k—m+1 i
—-j5-1\ _ k—j5-1\ _
> | Bl ( )J "= Y |Rnxl ( ),7 r
k—léiz-ﬁl ]—‘Zl m—2 ;rz::l f; m-—2
k—m--1 1
- Z | Rl Z ( )J""r
ke=ky+1

> iM(kiy) +4 —M(k,_l)—l
> M(ki-a) +i— M(ki-1) -1

= i-1
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elde edilir. Buradan (332 @n,kTk)n; ¢ foo OlUT.
(Yeterlilik) Simdi (i)-(iii) saglansm. z = (zx) € Loo(A™) dizisini z° = (z;) €
Df,(A™) olmak iizere

, k< mise
P (26)
z,, k>mise

geklinde tanimlayalim. Bu taktirde m < ¢ igin

1 m
A'n.(tam7 33) = Zaﬂkmk = Zankzk

e Bt (0 Y crm ()

k=1 m—2

olacak gekilde bir (y;) € fo dizisi vardir. Burada

== (T s (s

m—2

olup z € £, dur. Buradan, (i)-(iii) sartlanindan ve Lemma 3.1(i) den Az = (A,(z))
in mevcut oldugu goriiliir. Boylece A € (£oo(A™), £) olur.

Teorem 4.2 A = (ank) € (¢(A™), o) Olmasi igin gerek ve yeter sart,
Rk = Y02 1 1 @np Olmak lizere

(1) (@nj)n €l (1 < j < m),

(i) (T2 @ T2 (77957 € oo,

(i) (Ros TH20 (575157 € (e 0)
olmasidir.

Ispat. (Gereklilik) A € (¢(A™),%) olsun. Bu taktirde herbir n € N icin
An(z) = Xk anixy yakinsaktir ve her z € ¢(A) igin (An(z)) € Ly dir.

Yine z = (z) dizilerini Teorem 4.1 deki gibi segersek (i) ve (ii) yi elde ederiz.

Teorem 4.1 e benzer bir yolla (iii) sart1 kolayhkla gésterilebilir.

(Yeterlilik) x € c(AT) olsun. z' = (z) € De(A™) olmak fizere z = (x}) dizisini
(26) dalki gibi tammlarsak (i)-(iii) sartlarindan A € (c(A™), £) bulunur.

Teorem 4.3 A = (@ni) € (Yoo, Lo (AT*)) olmas: igin gerek ve yeter sart,
Aank = Gng — Gny1x Ve C = (Cnk) = ((A™ @nk — A™ 1y 11 4)n") olmak iizere
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(i) Herbir n igin Y22 |ank| < o0,

(i) C € (Yoo, £o)
olmasidir.

Ispat. (Gereklilik) A € (£oo,foo(A™)) olsun. Bu taktirde her z € £, ve herbir
n € N igin A.(z) = Tk anxzr yakmsak ve (An(z)) € £oo(AT) dir. Bu nedenle her n

igin
An(@)] = | 3 amazi] < 00 @)
k

dir. Sabit bir n icin z; = sgna.,; segersek sup,, |zx| = supy |sgna.x| < 1 olacagindan
z € £y olur. Bu durumda (27) den

I anes] = | D Gnasgnang| < oo
k k
ve buradan da herbir n i¢in
> k] < 00
k

elde edilir. Yani (i) saglanir.
Ayrica

nA™(An(z)) = 1A} ankr)
k
= 1" Y (A™an)Tk
k

= 7 Z(Am"lank —_ Am—lan+1,k)$k (28)
k

egitliginden ve z € £, iken (An(z)) € £oo (A7) olacagaindan (i) saglanmmg olur.
(Yeterlilik) (i) ve (ii) saglansin. = € £y olsun. Bu taktirde herbir n igin

|An(@)] = | 3 anee] €Y lamezs| < sup |2kl Y |Gnk]
k k k

ve (i) den Y |ank| < oo oldugundan herbir n igin Y, anxz) serisi yakinsak yani
(An(z)) dizisi meveut olur. Aynica (ii) den

"rAm(Z AnkT) = N Z(Amﬁlamk - Am_lan+1,k)$k
k k
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egitliginden (A,(z)) € foo(AT) elde edilir. Demek ki A € (£eo, £oo (AT)) dur. Béylece
ispat tamamlanmsg olur.

Teorem 4.4 A = (aqx) € (beo, c(AT)) olmas igin gerek ve yeter sart,

AGnk = Gng — Anyak Ve C = (Cx) = ((A™ ank — A™ Yap,1x)n") olmak fizere

(i) Herbir n i¢in 322 ; |anx| < o0,

(ii) C € (4o, €)
olmasidir.

Ispat. (Gereklilik) A € (£o,c(A™)) olsun. Bu taktirde her z € oo icin
(Aa(z)) € c(A7) dir. Yine her n ve her k i¢gin an; > 0 (veya her n ve her k igin
anx < 0) olmak {izere z; = sgnan, segersek, bu taktirde z € ¢ olur ve (27) den (i)
elde edilir.

z € Ly ise (An(x)) € c(A™) olacagindan, Teorem 4.3 e benzer bir yolla (ii)
gosterilmig olur.

(Yeterlilik) (i) ve (ii) saglansm. z € £y olsun. Bu taktirde (i) den A,(z)
yakinsak olur. (ii) den (A,(z)) € ¢(A™) elde edilir.

Teorem 4.5 A = (a,;) € (c,c(AT)) olmas: icin gerek ve yeter sart,

Atnk = g — @it Ve C = (Cni) = ((A™  @nk — A™ la, 1 x)n") olmak fizere

(i) Herbir n i¢in 32, |aqx| < oo,

(i) C € (c,¢)
olmasdir.

ispat. (Gereklilik) A € (c,¢(A™)) olsun. Bu taktirde her z € ¢ igin (An(z)) €
c(AT) dir. Her n ve her k igin a,x > 0 (veya her n ve her k igin an; < 0) olmak
lizere z; = sgnan; (sabit n) segersek z € ¢ dir. (27) den (i) elde edilir.

T € c ise (An(z)) € c(A7) olacagindan, Teorem 4.3 e benzer bir yolla (ii)
gosterilmis olur.

(Yeterlilik) (i) ve (ii) saglansin. € c olsun. Bu taktirde (i) den A,(z) yakinsak
olur. (ii) den (An(z)) € c(A™) elde edilir.

Teorem 4.6 A = (an) € (c, oo (A™)) olmasi igin gerek ve yeter sart,

Aty = @ng — i1k Ve C = (Cui) = ((A™ e — A™ lay,, 1 x)n") olmak iizere
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(i) Herbir n i¢in Y332, |anx| < oo,

(ii) C € (¢, 4wo)
olmasidur.

Ispat. (Gereklilik) A € (c,fw(A™)) olsun. Bu taktirde z € ¢ ve (4,(z)) €
£ (A7) dir. Her n ve her k igin an; > 0 (veya her n ve her k igin an; < 0) olmak
lizere T = sgna,; segersek (27) den (i) elde edilir. z € c ise (An(z)) € £oo(A™)
olacagindan (ii) elde edilir. ‘

(Yeterlilik) (i) ve (ii) saglansin. z € c ise (i) den A,(z) yakmnsak olur. (ii) den
(An(2)) € £o(A™) elde edilir.

Teorem 4.7 A = (ank) € (foo, co(A™)) olmas: igin gerek ve yeter sart,

Ang = ank — Gni1x Ve C = (Car) = ((A™ lane — A™ lap i1 4)n") olmak iizere

(i) Herbir n i¢in Y22, |aqx] < oo,

(ii) C € (£eo, co)
olmasidir.

Ispat. (Gereklilik) A € (loo,co(A™)) olsun. z € £, icin An(z) = Xk Gk
yaknsak ve (A,(z)) € co(AP) dir. z; = sgna,; segersek x € £, olur ve bu nedenle

|4n(2)| = le:mnkwkl = IEk:anksgnankl
= Xk:lank|<00

elde edilir. Yani (i) saglanir.
Ayrica

nA™(An(z)) = n"A™(Y anz)
k
= ") (AMan)z:
k

n’ Z(Am—lank — A™ a1 1)z
&

It

esitlifinden ve z € £, iken (An(z)) € co(A™) olacagindan (ii) saglanmig olur.
(Yeterlilik) (i) ve (ii) saglansin. z € £, ise (i) den

| An(2)| = lﬁk:amkwkl < sup || ; |ank| < 00
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elde edilir. Baylece A,(z) her n i¢in mevcut olur. (ii) den
AN anki) = 0" Y (A" ank — A" a1 k)2
k k

egitliginden (An(z)) € co(AT) elde edilir.
Teorem 4.8 A = (a,x) € (¢, co(A™)) olmas igin gerek ve yeter gart,
Atnk = Gnk — i1k Ve C = (Cax) = ((A™ ok — A" ap,14)n") olmak iizere
(i) Herbir n igin Y22, |ank| < oo, 4
(ii) C € (feo, o)
olmasidir.
ispat. Teorem 4.7 ye benzer bir yolla yapilabilir.
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