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Bu calisma bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde; Diferensiyel operatorlerin Spektral teorisinde sik sik kullanilan
bazi temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde ;Sturm-Liouville operatérii igin genel bilgiler , regiiler ve singiiler
Sturm-Liouville problemi, Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar igin asimptotik formiiller,
ozfonksiyonlarin sifirlar1 ve osilasyon teoremi incelenmistir.

Uciincii boliimde; Ters nodal problem ve vektorel ters nodal problem ile ilgili
aciklamalar ve teoremler verilmistir.

Dordiincti boliimde; Yang’a gore ters nodal problem incelenerek acilim
teoreminin ispat1 yapilmustir.

Besinci boliimde; Vektorel Sturm-Liouville denklemi i¢in Dirichlet ve diger sinir
sartlar1 verilmistir. Son kistmda ayrica nodal noktalara gore ters problemin tekligine
iliskin bazi sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler:Sturm-Liouville operatorii,6zdeger,0zfonksiyon,nodal nokta,
osilasyon teoremi,ters nodal problem, spektrum, Dirichlet sarti, regiiler ve singiiler
operator.
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This study is arranged in five chapters.

In the first chapter; Some fundamental definitions and theorems that use often in
Spectral theory of Differential operators are given.

In the second chapter; General informations of Sturm-Liouville operators, regular
and singular Sturm-Liouville operators, asymptotic formulas for the eigenvalues and
eigenfunctions, zeros of eigenfunctions and oscillation theorem are examined.

In the third chapter; Inverse nodal problem and vectorial inverse nodal problem
are given.

In the fourth chapter; The inverse nodal problem due to Yang is examined and
proof of main theorem is given.

In the fifth chapter;Dirichlet and other boundary conditions of vectorial Sturm-
Liouville equation are examined. Seperately, inverse spectral theory using nodal points as

data a uniqueness result is examined.
Keywords: Sturm-Liouville Operators, eigenvalues , eigenfunctions, nodal points,

oscillation theorem, inverse nodal problem, spectrum, dirichlet conditions,regular and

singular operators
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GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi , matematik,fizik ve mekanigin pek ¢ok alanlarinda
genis bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklari
ayn1 zamanda lineer cebir ve titresim teorisinin problemleridir. Lineer cebir problemleri
ve titresim problemleri arasindaki benzerliklerin tanimlanmasi ¢ok eskilere
dayanmaktadir. Integral denklemler teorisiyle ilgili yapilan c¢aligmalarda bu

benzerliklerden yararlanan ilk bilim adami Hilbert olmustur.
Ozellikle [, ve H soyut Hilbert uzay1 tanmimlandiktan sonra Hilbert uzayinda

lineer self adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baslamistir ve 6zellikle XIX.-XX.
Asirlarda bu konularda calisan bir ¢ok matematikgi tarafindan s6z konusu teori oldukg¢a
gelistirilerek iist seviyelere ulasmistir. Bu calismalarda ozdegerler , 6zfonksiyonlar |,
spektral fonksiyon , normlastirici sayilar gibi spektral veriler tanimlanmis ve farkli
yontemlerle veriler yardimiyla asimptotik formiiller bulunmustur. Ayrica spektral teori
i¢in 6nemli yere sahip olan a¢ilim teoremleri ispatlanmistir.

Regiiler ve singiiler olmak iizere iki tiir diferensiyel operator tanimlanmis ,
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmigtir. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilari siirekli
fonksiyonlar olan diferensiyel operatore regiiler , tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
sonlu sayida siireksiz nokta olan diferensiyel operatorlere singiilerdir denir. Ikinci
mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori giiniimiizde Sturm-Liouville teorisi
olarak bilinir. XIX. asrin sonlarinda ikinci mertebeden diferensiyel operatorler igcin sonlu
aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekilde keyfi mertebeden adi diferensiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G.D.Birkoff tarafindan incelenmistir. Diskret
spektrumuna sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatorlerinin 6zdegerlerinin dagilimi ,
ozellikle Kuantum mekaniginde oldukca Onem tasimaktadir. Birinci mertebeden iki
denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alinmistir. Singiiler operatorler icin
spektral teori ilk olarak H. Weyl tarfindan incelenmistir. Daha sonra F.Riesz, J.von
Neumann, K.O. Friedrichs ve diger matematikgiler tarafindan simetrik ve self-adjoint
operatorlerin genel spektral teorisi elde edilmistir.

Ikinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir yaklasimi
1946 yilinda E.C. Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan veya artan

potansiyelli

2
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Sturm-Liouville operatorleri icin 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafindan
bulunmustur. Son yillarda bu operatére bir boyutlu ¢g(x) potansiyeli Schrodinger
operatorii de denir. Singiiler diferensiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve
diferensiyel operatorlerin spektral teorisinde onemli yere sahip olan ¢aligmalar 1949
yilinda B.M.Levitan tarafindan yapilmistir. Farkli singiiler durumlarda diferensiyel
operatorlerin spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin , 6zfonksiyonlarin asimptotikligine ve
Ozfonksiyonlarin tamligina iliskin konular R.Courant , T.Carleman , M.S.Birman |,
M.Z.Salamyak , V.P.Maslov , M.V.Keldish gibi matematik¢iler tarafindan gelistirilmistir.

Diferensiyel operatorler igin ters problem soyle tanimlanir:

1. Hangi spektral verilere gore operatoriin kendisini bulmak miimkiindiir.

2. Spektral verilere gore operator birebir olarak tanimlanmaktadir.

3. Bu verilere gore operatorlerin tanimlanmasi yontemlerinin bulunmasidir.

Ters problemlerle ilgili ilk sonu¢ V.A. Ambarstsumyan tarafindan elde edilmistir.
Bu calismada Sturm-Liouville operatérleri icin ters probleme iliskin asagidaki teorem

ispatlanmistir.

Teoreml. q(x),[O,?[] araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak iizere
Ags s Ao
V' +(A-g(x)y=0 , 0<x<=zx (1)
y(0)=y(z)=0 @)
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A = n*(n=0,1,.)ise g(x)=0 dir. Bu sonucu

ilk Isve¢ matematik¢ci G.Borg bulmustur. Borg , genel durumda Sturm-Liouville
operatoriiniin tek spektrumla tanimlandigini gostermistir. Ayrica farkli sinir sartlart
saglanacak sekilde iki spektruma gore Sturm-Liouville operatoriintin birebir olarak

tanimlandigin1 gostermis ve asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem2. A, A,,...,A4,,... (1) diferensiyel denklemi ve
y(0)-hy(0)=0 3)
y(z)+ Hy'(7)=0 ©)
sinir kosullari ile verilen problemin , 4, 4, ,..., K, ... ise (1) denklemi ve
Y(0)-ny0)=0 . (h#h) 5)
Y(z)+Hy'(z)=0
sinir kosullart ile verilen problemin o6zdegerleri olsunlar. O halde {/1”} ve {,un },

(n=0,1,...) dizileri g(x) fonksiyonunu ve sonlu A, /, ve H sayilarin tek olarak belirtir.



Daha sonra potansiyelinin g(x) = g(& — x) kosulunu saglamasi durumunda bir

spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii tanimladigin1 N.Levinson ispatlamistir. Ayrica
negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi durumda , sacilma fazinin potansiyelini birebir
olarak tanimladig1 gosterilmistir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden biride
ters problemin ¢oziimiinde 6nemli bir etken olan doniisiim operatorii kavrami olmustur.
Bu kavram operatorlerin genellestirilmis Otelemesi teorisi J.Delsarte , J.Lions ve
B.M.Levitan tarafindan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in doniistim
operatoriiniin yapisini ilk olarak A.V.Povzner kendi calismalarinda gostermistir.

Bu ¢alismalardan sonra ikinci mertebeden lineer diferensiyel operatorler igin ters
problemler teorisinde teklik problemleriyle ilgili en 6nemli ¢alismalar A.N.Tichknof ve
V.A.Marchenko tarafindan yapilmistir. Marchenko bu ¢alismasinda teklik problemlerinin

coziimiinde Sturm-Liouville operatdriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmastir.

(0()6,/1) fonksiyonu (1) diferensiyel denkleminin
p(0,2)=0 , ¢(0,2)=h (6)
baslangic kosullarini saglayan ¢oziimii , (p(x, A, ) =@, (x) fonksiyonlari ise bu problemin

ozfonksiyonlar1 olsun. Bu takdirde

verilen operatoriin normlastirici sayilari ,
plA)=Y -
4,
ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak {izere Marchenko yukarida belirtilen

calismasinda Borg’un ispatladigt teoremi p(/i) spektral fonksiyonu yardimiyla

verilmistir. Ayrica s6z konusu calismada p(ﬂ)fonksiyonunun , Sturm-Liouville tipinde

bir diferensiyel operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter sart

verilmigtir. Marchenko’nun ¢alismalari ile es zamanda M.G.Krein ¢alismalarinda Sturm-
Liouville tipindeki diferensiyel operatorii {ﬂ”} ve {,u” }n=0,1,...) dizilerine gore
belirtmek i¢in oldukca etkili bir yontem vermistir. Ancak bu ¢alismalarda verilen gerek
ve yeter kosul , {/1”} ve {,un} dizileri yardimiyla degil , bu dizilerden kurulan yardimci
fonksiyonlar kullanilarak verilmistir.

Spektral analizin ters problemler teorisinde temel calisma [.M.Gelfand ve

B.M.Levitan tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada p(ﬂ) monoton fonksiyonunun Sturm-



Liouville operatoriiniin spektral fonksiyon olmasi icin gerek yeter kosul tanimlanmis
olup Sturm-Liouville operatoriiniin tanimlanmasi i¢in 6nemli bir yontem verilmistir.

Sturm-Liouville operatorleri i¢in ters probleminin iki spektruma gore tam ¢oziimii
1964 yilinda B.M.Levitan ve M.G.Gasimov tarafindan yapilan bir ¢aligmada verilmistir.
Bu calismada iki spektruma gore ters problemin ¢6ziimii icin gerek ve yeter kosullar
tanimlanmustir.

Sturm-Liouville operatoriinii inceleme siirecinde oOzellikle XX. asrin ikinci
yarisinda kullanilan yontemler artmustir. Ornegin 1967 yilinda bir grup Amerikan
fizik¢ileri ve matematikgileri G.S.Gardner , J.M.Greene , M.D.Kruskal , R.M. Miura ve
P.Lax tarafindan bulunan bazi kismi tiirevli nonlineer evalusyon denklemler ile Sturm-
Liouville operatorlerinin spektral teorisi arasindaki bagintiy1 gosterebiliriz. Bu konu ve
jeofizikte bircok uygulamalar1 olan singiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in kuantum
teorisinin ters sacilma problemleri halen yogun bir sekilde hem Matematik¢iler hem de
Fizikgiler tarafindan ¢alisilmaktadir.

Spektral veriler olarak 6zfonksiyonlarin sifirlar1 yani nodal noktalar ele alinarak ,
Sturm-Liouville operatorii ve diger diferensiyel operatorler icin spektral teorinin bazi
problemleri son 20 yilda yogun bir sekilde incelenmektedir.

Nodallara gore Sturm-Liouville operatérii i¢in ters problem ilk olarak O.H. Hald ,
J.R.McLaughlin , P.J.Browne ,B.D.Sleeman tarafindan farkli yontemlerle incelenmistir.

Daha sonra bir grup Yang, Shien ,Law ,Cheng c¢in matematikgileri vektorel
Sturm-Liouville denklemi icin Dirichlet, Neumann ve diger sinir sartlar1 saglanacak
sekilde teklik teoremleri , nodal noktalarin ve nodal uzunlugun asimptotigi il ilgili bir cok
caligmalar yapilmustir.

Dirac ve Laplace operatorleri i¢in nodallara ait problemler ise C. Bor tarafindan
yapilmistir. Ayrica singiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in nodal noktalara gore teklik
teoremleri E. Penahov ve H.Koyunbakan tarafindan ispatlanmstir.

Sonug olarak ele alinan bu tezde de nodal noktalara gore benzer problemler

incelenmistir.



1.1.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamml.1.1 ( i¢ Carpim Uzay1 , Hilbert Uzay1) C kompleks sayilar cismi iizerinde
tanimlanmuis bir H lineer vektor uzayii goz oniine alalim. H deki bir vektor ¢iftine bir
say1 karst getiren bir <,> H X H — C fonksiyoneli asagidaki kurallar1 sagladigi

takdirde bir i¢ ¢carpim adini alir.

1) Her u,ve H igcin< u,v >=<u,v>

ii) Her u,ve H ve o€ C icin < aqu,v >=a <u,v >

iii) Her u,v,we Higin <u+v,w>=a<u,w>+<v,w>
iv) Her ue H, u #0igin <u,v>>0

Bu i¢ carpimla donatilmis bir lineer vektor uzayina i¢ ¢arpim uzay1 denir.

d(u,v)z”u—v"=\/<u—v,u—v >

metrigine gore tam bir i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 denir. (Suhubi 2001)

Tamml1.1.2 a <t < b olmak iizere L’ [a,b] uzay1

Lz[a,b]:{mj[xc)]zdmo}

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ carpim ,

< f.g>= [ f()g(x)dx

seklinde tanimlanir. (Kreyszig 1978)

Tanim1.1.3 (Operator)Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime operator

denir.

Tamml.1.4 (Lineer Operator) E ve E  herhangi iki vektdr uzayi olsun.
AE —>E , operator doniisiimii asagidaki sartlar: saglarsa:
i) x,x,ekE_, A(x1 +x2): A(x1)+ A(xz): Ax, + Ax,

ii) A(Ax)=A4Ax, A1eR
A operatoriine lineerdir denir. (Kreyszig 1978)



Tamm1.1.5 (Siirekli Operator) A: S(x,8) — S(Ax, €) olsun.
lx—x,|< & icin |Ax—Ax|<e

ise A operatoriine siireklidir denir. (Kreyszig 1978)

Taniml.1.6 X ve Y birer normlu uzay ve D(L) © X bir L operatoriiniin tanim ciimlesi
olsun. Eger ,

L] < el

olacak sekilde bir c reel sayis1 varsa L operatoriine sinirlidir denir ve esitsizligi saglayan

¢ sayilarinin alt sinirina ise L operatoriiniin normu denir. (Liusternik ve Sobolev 1961)

Tamml.1.7 (Adjoint Operator) H, ve H,iki Hilbert uzayr ve L:H, — H, smmrh
lineer bir operatér olsun. Eger , L' : H, — H, operatorii < Lx,y >=< x, L’y > sartin1

sagliyorsa L operatoriine L nin adjointi denir. Eger L= L' ise L operatdriine self adjoint

operator denir. (Kreyszig 1978)

Taniml.1.8 L, D(L) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operator olmak tizere

Ly =Ay
esitligini saglayan y(x) # O fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri
y(x,A) fonksiyonunaise A yakarsilik gelen 6zfonksiyon denir. (Kostyuchenko ve

Sargsyan 1979)

Tamm1.1.9 {ﬂn }dizisi L operatoriiniin - 6zdegerleri ve y(x,A, )ler bu 6zdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olacak sekilde
b
&, = [ v*(x.2, )ds

sayilarina L operatoriiniin normlastirict sayilari denir.

Tamm1.1.10 L — AJ operatériiniin smurh  (L—AI)™ tersinin mevecut olmadigi A lar

ciimlesine L operatoriiniin spektrumu denir. (Levitan ve Sargsyan 1991)



Tamm1.1.11 Herhangi A igin L — Al operatoriiniin tersi mevcut olacak bigimde
R, =(L—AI)" operatoriine
Lx—Ax=y veya (L—-Al)x=y

denkleminin rezolvent operatorii denir. ( Liusternik ve Sobolev 1961)

Tamm1.1.12 ( Doniisiim Operatorii ) E lineer topolojik uzay , A ve B operatorleri

A:E—FE , B:E— E seklinde tammli iki lineer operator olsun. E, ve E, ise E
lineer uzayin kapal1 alt uzaylar1 olmak iizere E uzaymin tamaminda tamimhi E|, den E,
ye doniisiim yapan ve lineer terse sahip X operatoriine ,

i) X ve X' operatorleri E uzayinda siireklidir
ii) AX = XB operator denklemi saglaniyor.

sartlarin1 sagliyorsa A ve B operatorler cifti icin doniisiim operatorii denir. (Levitan

1987)

Tamml1.1.13  f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir z,noktasinn &

komsulugunun tiim noktalarinda diferensiyellenebiliyor ise f(z) fonksiyonuna z,

noktasinda analitikdir denir. [Markushevich 1977]

Tamml1.1.14 f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise

f(2)’ye tam fonksiyon denir.

Tamml1.1.15 Bir f(z) fonksiyonuna karsilik A ve a pozitif sayilari bulunabiliyorsa ,
oyleki r= |z| — oo iken
|f(2) < Ae”

ise f(z) fonksiyonu sonlu mertebeden bir tam fonksiyondur , a sayilarin en kii¢iigii olan

r ye ise tam fonksiyonun mertebesi denir.

f(x)
g(x)

Tamiml.1.16 x — 0 (veya x — o) iken eger —0 ise f(x)= O(g(x)) ve
f ()

siirlrise  f(x) = O(g(x)) olarak gosterilir.
g(x)




Teoreml.1.1 (Rouche) I' - kapali diizeltilebilir Jordan egrisi iizerinde ve I nin ig
noktalarinda f, (z) ve s (z) analitik fonksiyonlar ve ze I icin | fi (Z)| > | s (Z)| olsun.

Bu takdirde I" ‘nin iginde f, (z)+ 1> (z) ve f, (z) fonksiyonlarinin sifirlarinin sayisi
aynidir. [M.Idemen 1999]



2. STURM-LIOUVILLE OPERATORU
2.1 Sturm-Liouville Operarorii icin Genel Bilgiler

L herhangi elemanlar ciimlesinde tanimli lineer bir operator olsun. y=0 olmak
iizere Ly=MAy esitligini saglayan y fonksiyonuna L operatériiniin 6zfonksiyonu A ‘ ya ise
Ozdegeri denir.

Operatorlerin  spektral teorisinde sik sik goéz Oniine alinan Sturm-Liouville

operatorii

dZ
LE-?‘*'CI(X)

seklinde tanimlanir. Burada ¢(x) , [a,b] aralifinda siirekli reel degerli bir fonksiyondur.

L operatorii i¢in sinir sartlart genellikle asagidaki gibi tanimlanir.

1.tiir sinir sarti: Bunlara ayrik sinir sartlart denir ve
y(a)cosa+ y'(a)sina =0

y(b)cos B+ y'(b)sin =0
seklinde tanimlanir.

2.tiir sinir sarti: bunlar periyodik ve antiperiyodik sinir sartlari olarak bilinir ve sirasi ile

y(a) = y(b) e y(a) =-y(b)
y'(a)=y'(b) y'(a)==-y'(b)
seklinde yazilir.

3.tiir simir sarti:Bunlar uclar1 bagl sinir sartlari olarak bilinir ve
y(@=y@®»)=0  veya y(a@)=y(()=0

seklinde tanimlanir.

2

d
Ly === Y b q(x)y=Ay @.1.1)

x2
y(a)cosa+ y'(a)sina =0
y(b)cos S+ y'(b)sin f=0

seklinde tanimlanan (2.1.1)-(2.1.2) sinir deger problemi literatiirde Sturm-Liouville

(2.1.2)

problemi olarak bilinir.

p(x), l(x)ve r(x) fonksiyonlar1 reel ve sonlu [a,b] aralifinda siirekli olmak
iizere Sturm-Lioville operatoriiniin 6zdeger ve zfonksiyonlarini inceleyelim. p(x) ve

r(x) , [ab] araliginda pozitif fonksiyonlar olmak iizere Sturm-Lioville denkleminin

genel



L:_i{p(x)ﬂ}-pl(x)y:ﬁr(x)y (a< x<b) (2.13)
dx dx

ifadesini gz Oniine alalim. p(x) birinci mertebeden ve p(x).r(x) ikinci mertebeden

stirekli tiireve sahip olacak sekilde

- I(M)J dx u=(r(x)p(x))%y . M=ch
p(x)

(;C)

Q') _ 1)
0 W

q(z) =

0(2) = (r(x) p(x)) "
olmak iizere
=Y +q(x)y =
seklinde yazilir.
Herhangi A, i¢in goz oniine alinan sinir deger probleminin y(x, A,) # 0 asikar
olmayan ¢oziime sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda bu boliimiin baglangicinda

verilen tanimda (2.1.1)-(2.1.2) sinir deger probleminin zdegeri A, ve buna Karsilik gelen

ozfonksiyonu da y(x,A,) olarak tanimlanir.

Lemma2.1.1. A, # A, farkli 6zdegerlerine karsilik gelen y(x,4,) ve y(x,4,)

ozfonksiyonlart ortogonaldir. Yani
[ 906, A)y(x, 4,)dx =0 (A #4,)

dir.
ispat. f(x) ve g(x) siirekli ve iki kez diferansiyellenebilen fonksiyonlar olsunlar.
Lf = f"(x) = q(x) f (%)

alalim.

_[fmew
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olmak iizere bu ifadeyi iki kez parcali integrallersek
[ g0dx =W {f, e}-W,{f, e}+ | F(0.Lgdx (2.14)
0 0

denkligini elde ederiz. f(x)=y(x,4,) ve g(x)=y(x,4,)olsun. (2.1.2) simur
sartlarindan Wo{f , g} =W, { I g} =0 oldugu kolaylikla goriiliir. Bundan dolay1 (2.1.4)

denkleminden
(4 = 2,)[ ¥, A)y(x. 4y )dx =0
0

ve dolayisiyla A4, # A, olur. Boylece lemma ispatlanmis oldu.

Lemma2.1.2. (2.1.1)~(2.1.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. A, =u+iv kompleks bir 6zdeger olsun. g(x)reel bir fonksiyon & ve B sayilart
reel oldugundan dolay: ;(x,ﬂl) ozfonksiyonu A, = Z =u—iv sayisina sahip bir
0zdeger olur. Bu takdirde bir 6nceki lemmadan

ﬂy(x,/il )|2dx =0
0

elde ederiz ki buradan da y(x,4,) =0 oldugu bulunur.

Teorem2.1.1. Eger ¢(x), [a,b] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon ve
pla,A)=sina , ¢ .(a,A)=—cosa

baslangi¢ sartlar1 saglanirsa (1.1.1) denkleminin a < x £ b araliginda her @ icin bir tek

@(x,A) ¢oziimii vardir. Her x € [a,b] sabiti i¢in ¢(x,A) fonksiyonu A ya gore bir tam

fonksiyondur.

ispat. ¢@,(x,4)=sina—(x—a)cosa alalim ve n>0 igin
0, (6.2 = ¢, (x, D)+ [{a() = Ap,., (1, H)(x = 1y

olsun. q siirekli bir fonksiyon oldugundan a < x < b i¢in |q(x)| <M elde ederiz.

|/1| < N olsun. O zaman a < x < b igin |¢0 (x, /1)| < K olur. Bundan dolay1

n=1 i¢in,

11



005, 2) = 9,(x, ) + [{a() = A, (1, 2).(x = Dt
0,062 - 9, (x, A) = [a(0) - Ay (o, A1)t

G, ) = 9, (x, D] < [la(e) = A, (&, | x — e

< ﬂq(t)| + |/1|}1(p0 (t, D)) |x—1|dt

1

< (M +NK(x—1)dt = 3 K.(M +N).(x—a)*

Qe D C—

n=2 igin,
9,(x.2) = 9y (2. 1)+ [{g(t) ~ A, (1. D~ 1)

(x5, 2) = 9, (x, D) + [{a() = Ap, (1, ) (x 1yt

ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak
0,05, D)= 9, (x, ) = [{a) - Mfop, (. ) - 9, (. H}(x - )at

elde ederiz . Buradanda n = 2 igin

0,60 =9,, () = [{a) - He, .. - 9, (1, DYx - nyar

0,5 )= 0, (e A S M+ N)Yb—a)[|@,., (1. 4) = 9, (1. A

elde ederiz. Bundan dolay1

b

2, (x, 1) = 0, (x, )| < [{a)] +[ A, (1. 1) - 9, (1, DY x ] ar

b
< I(M + N)%.K(M +N)(t —a)*(x —1t)dx

1 X
= KM+ N)z(b—a)l(t—a)zdx
_KM 4N (b-a)x-a)’

3!
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ve genel olarak

KM +N)'(b—a)"" (x—a)""
(n+1)!

@, (x, )=, (x,A) <

seklindedir. Dolayisiyla

P(x,A) = @, (x, )+ i{% (x5, AD)=@,,(x, )} (2.1.5)

n=l1
a<x<biginx ‘e gore diizgiin ve |/1| < N igin A ya gore diizgiin yakinsak bir

seridir.n> 2 igin

¢, (6 2) = ¢ (. D+ [{a) - Ap,. (¢, Ayt

@ (5, ) = 95 (2, D) + [{a() - Ap, . ¢, Dy
oldugundan , bu ifadeleri taraf tarafa ¢ikarirsak

0,06 =9, () = [{a)- Mo, (1. ) -0, (¢ D}t

olur.
¢;,1,(x’ 2’) = {Q(x) - ﬂ}¢n—l (x’ l)
o, (x,2) ={g(x) = A}p,_, (x,2)

ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak
qo;(x’ ﬂ) - ¢:—l (x’ ﬂ) = {q(X) - ﬂ}{¢n—l (.X', ﬂ) - ¢n—2 (x’ ﬂ)}

elde ederiz. (2.1.5) serisini bir veya iki kez diferansiyellersek

o )=S0l () - gl (1 )}

n=1

=9/(x, )= @) (x, 1) + i{co,f (x, A) =9, (x, D)}

n=2

= (q(x)—ﬂ){(po(x,ﬂ )+i{¢n_1 (x,AD)—,,(x, @}j

n=2
={9(0 - Ap(x, )
buluruz. Dolayisiyla @(x,A) , (2.1.1) denklemini saglar.Ayrica @, (x, A1)

fonksiyonunun yapisi ve (2.1.5) serisinin diizgiin yakinsak olmasindan dolay1 ¢@(x, A4), A

degiskenine gore tam fonksiyondur.

13



2.2.Regiiler ve Singiiler Sturm-Liouville Problemi

Sturm-Liouville problemi i¢in

d2
Ly=-5F+q(@)y=A
dx

y(a)cosa+ y'(a)sina =0

y(b)cos B+ y'(b)sin =0
simir deger problemini goz 6niine alalim. Burada sina # 0 ve sin f # 0 olmak iizere
(2.1.2) smr sartlarim sirast ile sin @ ve sinf ifadelerin bolersek

y(a)cota+ y'(a) =0

, (2.2.1)
y(b)cot f+y'(b) =0
elde ederiz. coto=-h ve cotp=H ile gosterilirse
(a)—h =0
y(a)=hy(a) 22.2)

y'(b)+ Hy(b) =0
yazilir. Boylece (2.1.1)-(2.2.2) probleminde eger g(x) siirekli reel degerli bir fonksiyon,

h ve H reel sayilar1 da sonlu ise bu probleme ‘“Regiiler Sturm-Liouville Problemi” denir.
Bu sartlardan herhangi biri bozuldugunda bu probleme “Singiiler Sturm-Liouville

Problemi” denir.

2.3 Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar icin Asimptotik Formiiller

1. q(x), [0,m] aralifinda siirekli ve reel degerli bir fonksiyon olmak iizere asagidaki
Sturm-Liouville Problemini

-y +q(x)y=Ay xe[0,n] 2.3.1)
y'(0)—hy(0)=0

2.3.2
@)+ Hy(m) =0 232
g6z Oniine alalim.(1.3.1) denkleminin
p0,H)=1 , 0 (0,A)=h (2.3.3)

baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii ¢@(x, A) ile gosterelim. Ayni denklemin
wvO0,)=0 , w'(0,4)=1 (2.3.4)

baslangig sartlarini saglayan ¢oziimiinii de W/(x, A) ile gosterelim.

14



Lemma2.3.1. 1= s> olsun. Bu takdirde
@(x,A) =cossx+ ﬁ sin sx + — fsm{s(x t)(De(r,)dt , (2.3.5)
0

sin sx

w(x,A) =

+1J.sm{s (x—1)g(t)w(r, Ddr (2.3.6)
S 0

seklindedir.
Ispat. Oncelikle (2.3.5) esitligini ispatlayacagiz. ¢(x, 1) fonksiyonu (2.1.1) denklemini
sagladig i¢in

jfsin{s(x —7)lg(0)p(t, V)dt = jfsin{s(x -0’ (z, )dt + 5 jf sin{s(x - 7)jp(z, Ddz

0 0 0

Daha sonra sagdaki integrali iki kez pargal1 integralleyelim ve (2.3.3) sartlarim

g6z Oniine alalim. Bu takdirde

jsin{s(x - T)}w”(f, A)dt integralini hesaplayalim.

0

j sin{s(x— ) Jp"(r, A)dr =

0

= ¢'(x, A)sin{s(x — x)} - @"(0, V) sin{s(x - 0)} + sI cos{s(x— 1) Jp'(z, A)dr

0

=—hsinsx+ sjf cos{s(x =) Jp'(z, V)dt
0
= —hsinsx+ s{go(x, A).cos{s(x — x)}— (0, 1).cos{s(x — 0)} - sj sinfs(x— 1) }Jo(z, ﬂ)dr}
0
= —hsin sx + s{q)(x, A)—cossx— sji sin{s(x - 7) Joo(7, l)dz}
0
buluruz. Boylece

I.sin{s(x —Dq(0)p(t, Ddt = jsin{s(x — )’ (r,)dt + szjsin{s(x —0)p(r, Ddr
0 0 0

= —hsin sx + s{p(x, 1) — cos sx}— szjsin{s(x — D) o(r, D)dt + szjsin{s(x -0z, V)dr
0 0

= —hsin sx+ s@(x,A) — scos sx
elde ederiz. (2.3.6) bagintisinin ispat1 da benzer sekilde yapilir.
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Lemma2.3.2. s = 0 + it olsun. Bu durumda &yle s,>0 vardir ki |s| > s, icin asagidaki

esitlikler saglanir.

o(x, 1) =0("™) | w(x,A)=0(s| " e™) 2.3.7)
@(x,A) = cos sx+0(|s|_le"‘x) (2.3.8)
. |1]x
YA =040 < (23.9)
s g

0 < x <7 icin x in aldig tim degerlerde bu ifadeler saglanir.
2. Simdi 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiilleri hesaplayalim.
(2.3.1)-(2.3.2) Sturm-Liouville Problemini géz 6niine alalim. Lemma2.3.1 ve
Lemma2.3.2 den dolay1
@(x,A) =cossx+ % sin sx + %]isin{s(x - Dg(D)e(r, Adr
0
@(x,A) =cossx+ O(|s|_1 eMx)
dir.
h#o ve H #oolsun. @(x,A), (2.3.1) denkleminin (2.3.2) sinir sartlarint

saglayan bir ¢oziimil oldugundan bu fonksiyonun 7 noktasindaki degerini (2.3.2) sinir
sartlarinin  ikincisinde yazdigimizda o6zdegerleri buluruz. Lemma2.1.2 den dolay1
ozdegerler reeldir. Negatif dzdegerlerin sayis1 sonludur. A pozitif sayisi i¢in Ims=0 dur.

Bu sebeple (2.3.8) formiiliinden

1
o(x,A) = cossx+ O(—j (2.3.10)
s

yazariz. Daha sonra (2.3.5) ifadesinin x ’ e gore diferansiyelini alip ve (2.3.10)
bagintisin1 da kullanirsak

@ (x,A) = —ssin sx + hcos sx+0(lj (2.3.11)
S

ifadesini elde ederiz. (2.3.2) sinir sartlarinin ikincisinde (2.3.8) ve (2.3.11) ifadelerini
yerlerine yazarsak 6zdegerleri bulmak i¢in asagidaki

—ssins7z+(h+H)coss7[+O(lJ:0 (2.3.12)
s

denklemini elde ederiz.

s ‘ nin biiyiik degerleri icin (2.3.12) denkleminin tam dogal sayilarin komsulugunda

kokleri olmak {iizere ¢Oziimlerin varligi acgiktir. Buradan o6zdegerlerin sonsuz bir
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climlesinin var oldugunu elde ederiz. Herhangi yeteri kadar biiyiik tam n den baslayarak
her n nin komsulugunda (2.3.12) denkleminin sadece bir kokiiniin bulundugunu

gosterelim. Bu amacla (2.3.12) denkleminin sol kisminin s ye gore diferansiyeli alinirsa
— 7S COS ST —sin s71'—71'(h+ H)sins;z+0(1) =0
elde edilir. Sol taraftaki ifadenin s nin bilyiik tam degerlerin komsulugunda sifira esit

olmadigini gostermek miimkiindiir.

s, ile (2.3.12) denkleminin n.kokiinii gOsterelim. Sturm ’un osilasyon

teoreminden ve (2.3.8) formiiliinden s, igin , s nin sifirlarini yalmz tam n lerin
komsulugunda elde ederiz. Bu iddianin Sturm’un teoremine bagli kalmadan baska bir
ifadesini de sOyleyebiliriz.
A = s7 olsun. Bu takdirde dzdegerler
D)+ He (1,1)=a(A)=0
denkleminin kokleri oldugu i¢in @(A) = @, (s) dir. (2.3.5) ifadesinden dolayr @, (s) , s
ye gore tam fonksiyondur. Buna ilaveten (2.3.10) ve (2.3.11) formiillerinden sin sz # 0

icin @(A) = w,(s) ifadesinden

w,(s) =—Hssin sﬂ{l + O(ﬁ}} (2.3.13)
Ky

elde edilir.
s diizleminde R =N + 5 yaricapli ve merkezi orijinde olan D, dairesini
goz Oniine alalim. Rouche teoreminden ve (2.3.13) asimptotik formiiliinden D,

dairesinin icinde @, (s) fonksiyonunun sifirlarimin sayisina esit olup bu say1 2n+2 dir.

@, (s) fonksiyonu ¢ift oldugundan onun sadece pozitif sifirlarim goéz Oniine almak
yeterlidir. @, (s) nin her pozitif sifirna bir 6zdeger karsiik gelir , yani N +5 den

kiigiik olan s, 6zdegerinin sayis1 N+1 olacaktir. s icgin asimptotik formiil asagidaki gibi

olur.

s, =n+o(l) (2.3.14)
s, =n+0, olsun. O zaman (2.3.12) denklemini

nsind, 7+ 0(1) =0
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. 1 . 1
seklinde olur. Buradan sin o, 7 = O(—j yani 0, = O(—j olur. Buna gore (2.3.12)
n n

denkleminin koklerini biiyiik n ler igin

s, =n+ O(lj (2.3.15)

n
elde ederiz.

Eger (2.1.1) denkleminde ¢(x) fonksiyonu sinirli tiireve sahipse (2.3.15) formiilii
yeteri kadar diizgiin sayilir. Sayet (2.3.5) esitliginin x ‘e gore tiirevini alip daha sonra
o(x,A) ve go; (x, A) ifadelerinin (2.3.2) smir sartlarinin ikincisinde kullanip birkag

doniisiim yaparsak

A=h+H+ j {cos st+ 2L sin sr}q(r)(p(r, Adrt
0 N

B= hH + J.{sin ST+ E}q(r)go(z', Aydt
S 0 S

olacak sekilde
(-s+ B)sinszt+ Acosszt =0 (2.3.16)

ifadesini elde ederiz.(2.3.10) ifadesinden dolay1 A ve B icin
17 17 1
A=h+H +—Jq(r)dr+—'|'q(f)c0s2sfdr+ O —|
29 2y )
17 . 1
B=—[q(z)sin2swd7+0| -
29 s

olur. Hipotezimizden dolay1 g(x) potansiyel fonksiyonu sinirli tiireve sahip oldugu icin

kismi integral alinirsa

j q(7)cos 2s Wt = 0(1) , j q(7)sin 2577 = o(lj
0 § 0 §
olur. Dolayisiyla A ve B ifadeleri i¢in
1 17
A=h+H+h+0=| . h==[q@dr
s 29

=0

elde edilir. Bu sebeple (2.3.16) denklemini
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h+H+hl+O(1j
N

]

seklinde yazmak miimkiindiir. Tekrar 5, =n+ ¢, alinirsa

s :h+H+hl+O(ij

n
m n’

tan s7T =

olmak iizere

h+H+h
anzg, =" of L]
n

elde ederiz ve

T

1 17
:—(h+H +5£q(1)dTJ

olmak iizere

1
5, =n+£+0(—2j (2.3.17)
n n

elde ederiz. g(x) € C*(0,7) oldugunu kabul edersek daha yaklasik bir asimptotik formiil

buluruz. ¢, sabit olmak iizere

n 3

s :n+£+i+0(ij (2.3.18)
n n

olur.

Simdi (2.3.17) formiiliinden faydalanarak @(x,4 ) =@, (x) ozfonksiyonlari

i¢in asimptotik formiil bulalim. Bunun igin (2.3.5) esitliginde @(x,A) yerine (2.3.10)

ifadesini yazarsak

o(x,A) = cossx+—sm sx+lJ.sm{s (x—17)}cos st.q(r)dT + 0( ! j
5% s

h j ()dz'+0(1j
S

—COSS)C+—SIIIS)C+

elde edilir. (2.3.17) formiiliinde s igin her yerde s, alinirsa

1 X
B(x)=—cx+h+ S { q(t)dt
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olmak iizere

h sinnx ¢ 1
i 7)dt+ 0| —
n 2n ;[q( ) (an

cx .
@(x,A,)= @, (x) = cos nx —==sin nx +—sin nx +
n

=cosnx+ B (x) sin nx + O(sz
n n

elde ederiz.

0, (x) , normlastirilmis 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerini bulmak icin

T o ( Tcos nxdx +— I B(x)sin 2nxdx + O( n12 j

0

integralini goz Oniine alalim. [ (x) fonksiyonu diferansiyellenebilir oldugundan

Tﬁ (x)sin 2nxdx = o(lj

0 n
. , 1
dir. Bundan dolay1 a, =5+O — | dolayisiyla
n

)

olur. Boylece normlu 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiil

v, (x)= 1 o, (x)= \/z{cos nx+ pl) sin nx} + O(sz (2.3.19)
a /4 n n

n

seklinde olur.

3. Simdi h=eco , H#ce oldugu durumu inceleyelim. (2.3.2) sinir sartlarinin birincisinde
y(0)=0 (2.3.20)

oldugunu kabul edelim. l//(x,ﬂ) fonksiyonu (2.3.20) sartin1 saglar. Bundan dolay:

arastirdigimiz durum igin (2.3.2) smir sartlarmin ikincisinde l//(x,/i) fonksiyonunu

yazarak 6zdegerlerini aragtirabiliriz. (2.3.6) ifadesinin x ‘e gore diferansiyelini alirsak
v (x,A4)=cossx+ J.cos{s(x —1)ly(o)wl(r, A)dr
0

elde ederiz. Bundan dolay1 (2.3.2) sinir sartlarinin ikincisinden
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cos s+ [ cosfs(z - N(Alz. A

0

) . (2.3.21)
i T -l b <o
s sy
elde ederiz.(2.3.9) ifadesinden dolay1 (2.3.21) den
COSST + lIcos{s(ﬂ' —1)ly(7)sin st + SIn sz + O(izj =0 (2.3.22)
s s s

buluruz. g(x) sinurhi tiireve sahip oldugundan

jq(f) cos{s(z — 7)}sin swdt = cos Sﬂj q(r)cos §7.8in s 7T + sin Sﬂ'j q(z‘)sin > st
0 0 0

= Sin2S7[ Tq(l')d”[ + O(lJ

0 s

olur. Bundan dolay1 (2.3.22) esitliginden

cos s + 5% {H + lJ.q(T)dT} + O(izj =cossT+H, SIS, O(izj =0
2 0

s s s s
(2.3.23)
olur.
1 . .
s, =n+ 5 + 0, olsun. O zaman (2.3.23) ifadesinden
H 1
5= aof 1)
1 n
T\n+—
( 2)
olmak iizere
! 1
cotf n+—+0, T=—tand, 7 =———+0| —
1 n’
n+—
2
olur ve

olmak iizere
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elde ederiz.
Simdi (2.3.6) da s, degerini yerlestirirsek y/(x,ﬂn)zy/” (x) ozfonksiyonlari

icin asagidaki asimptotik formiilii
1 . 1 1
%(x): sinf n+— [x+ 0| —
1 2 n’
n+-—
2
elde ederiz. &, " normlastirilmis katsayilart igin
1 2 1 1
—= —(n+—j 1+O(—j
a, V4 2 n

formiilinii elde ederiz. Bundan dolayr bu durum icin v, (x) =[

leﬂ” (x) normlu
a

n

Ozfonksiyonlari

v, (x)= \/z sin(n + l)x + O(lj (2.3.24)
T 2 n

seklinde olur.
4. Son olarak h=o ve H=oo durumunu arastiralim. (2.3.2) sinir sartlarinda

y(0)= y(7z)=0 oldugunu soyleyebiliriz ve bundan dolay: l//(x,/i) fonksiyonu ozel

olarak W(ﬂ,/i) =0 sartim saglamalidir. (2.3.6) ifadesinden
sin s + ]Esin{s(z —1)g(wl(r,A)dr =0
0
yada
sin sﬂ'{l + jfcos stq(t)w(r,A)d T} —cos S7Z’]€ sins7.q(tw(r,A)dr =0
0 0
dir. (2.3.9) ifadesinden dolay1 (g(x) ‘in sinirli tiireve sahip oldugunu kabul ederiz.)

1 f 1 1
sin § 7 ——cos sﬂ'I gtz + O(_Zj =sinsz— “ COSST + O(Tj =0 (2.3.25)
2s 0 s s s
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elde ederiz. Bu denklem (2.3.12) denklemi ile aynidir. Bundan dolayi (2.3.25)

1 va
denkleminin s, kokleri &, = (z—j J q(T)dT olmak iizere
T/
Q 1
s, =n+—+0 — (2.3.26)
n n

seklindedir.
(2.3.6) da s, in degerini yerine yazarsak ¥/ (x, A, ) =V, (x) ozfonksiyonlari i¢in

sin nx 1
w,(x)= + O(—zj

n n

asimptotik formiiliinii elde ederiz. 0{;1 normlastirilmis katsayilari i¢in

)

1
formiilinii elde ederiz. Bundan dolay1 v, (x)= [—]W” (x) normallestirilmis
an
Ozfonksiyonlari
2 . 1
v (x)=,|—sinnx+0O| — (2.3.27)
T n
olur.

2.4. (")zfonksiyonlarln Sifirlar1 (Nodal Noktalar)

Y+dy=0 ,  Y(O)=y@®=0
basit sinir deger problemini goz Oniine alalim.

Burada

?, (x)=1, o, (x)=cosx, @,(x) = cos2x,....,@, (x) = cosnx,....,0zfonksiyonlardur.

Bunlara kargilik gelen zdegerler ise A, =0,4, = 1%, A, = 2% .., A, = n’,..,
seklindedir.
Ozfonksiyonlarin sifirlarinin asagidaki iki 6zellige sahip oldugu agiktir.

1) n. 6zfonksiyon (0,7) araliginda n tam sifira sahiptir.

2) (n+1) inci 6zfonksiyonun sifir1 n. 6zfonksiyonun herhangi iki sifirt

arasindadir.
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Teorem 2.4.1.

u”+ g(x)u=0, (2.4.1)

v+ h(x)v=0. (2.4.2)
seklinde iki denklemi g6z Oniine alalim. Eger tiim [a,b] araliginda g(x)<h(x) ise bu
durumda birinci denklemin sifir olmayan ¢6ziimiiniin iki ardisik sifirn1 arasinda ikinci
denklemin her ¢oziimiiniin en az bir sifir1 bulunacaktir.

Ispat. (2.4.1) denklemini v ile (2.4.2) denklemini u ile carpar ve birbirlerinden cikarirsak
” ” d ’ ’
uv—y uzd—{uv—v u}z{h(x)—g(x)}uv (2.4.3)
x

elde ederiz. x; ve x, nin u ‘ nun iki sifir1 arasinda oldugunu gosterelim. x, den x, ye

kadar (2.4.3) esitligini integrallersek
v =vul? =u' (e i) =l W, ) = [0 - g heCv(oda

elde ederiz.
(xl,xz) arahginda v 'nin her yerde sifira esit olmadigimi varsayalim. (xl,xz)
araliginda genelligi bozmadan u>0 ve v>0 oldugunu varsayalim. Dolayisiyla denklemin

sag tarafi pozitiftir. u=0 varsayimindan dolayr x, noktasinda u fonksiyonu artandir.

Dolayisiyla u'()c1 ) >0 dir. Benzer sekilde u'()c2 ) < 0 dir. Bundan dolay1

u,(xz )V(xz )_ u/('xl )V(xl ) <0

olur ve bu bir ¢eligkidir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonug. y"+g(x)y =0 (—0<a<x<bh< o)

denkleminin ¢oziimii g(x) < —m> <0 olmak iizere birden fazla sifira sahip degildir.

Teorem2.4.2. ( Karsilastirma- Mukayese Kriteri ) (2.4.1) ve (2.4.2) denklemlerinin
u(a)=sina , u'(a)=-cosa ve v(a)=sina , V(a)=-cosa (2.4.5)
baslangic sartlarimi saglayan ¢oziimleri sirasiyla u(x) ve v(x) olsun. Ayrica tiim [a,b]
araliginda g(x)<h(x) olsun. Eger a< x < b araliginda u(x) fonksiyonu m tane sifira sahipse
bu taktirde ayni aralikta v(x) in m den az olmayacak sekilde sifirlart mevcut olup v(x) in

k. sifirt u(x) in k. sifirindan kiiciiktiir.
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Lemma2.4.1. Eger x, (a<x,<b), (o(x,ﬂo) fonksiyonunun sifir1 ise bu durumda
herhangi yeteri kadar kiigik &£€>0 sayisma 30 >0 sayis1 karsihk gelir ve
|/1— ﬂo| < & olacak sekilde @(x,A) fonksiyonunun |x— x0| < & araliginda sadece bir

sifir1 vardir.

Teorem2.4.3.(Osilasyon Teoremi). (2.1.1)-(2.1.2) sinir deger probleminin sinirsiz artan
Ays A5 Ay,... OzdeBerlerinin siirsiz bir dizisi var olsun. Bu durumda A, 6zdegerine
karsilik gelen 6zfonksiyonun tam a<x<b araliginda m tane sifir1 vardir.
Ispat. 2.4.5) wu(a)=sina , u'(a)=-cosa baslangic sartlarii saglayan (2.1.1)
denkleminin ¢oziimii @(x,A) olsun. Teorem2.4.2 den dolayr A artarken ¢(x,A)
fonksiyonunun sifirlarinin sayist azalmiyor. a < x<b igin |q(x)| <c olsun. (2.1.1)
denklemini

Yy +(A+c)y=0
denklemi ile mukayese edelim.

Bu denklemin (2.4.5) baslangi¢ sartlarin1 saglayan ¢6ziimii

=sina.cosaf-A-c)?(x—a —ﬂsin —A-c)2(x-a
y - 2-0) emal} 52 i 200 -

seklindedir.

A min negatif degerleri ile mutlak degerlerinin yeterince biiyiik degerleri igin bu
fonksiyonun sifir noktalarinin olmadigi aciktir.( a <x < b araliginda) Bu sebeple tekrar
Teorem2.4.2 den faydalanirsak A nin negatif degerlerinin yeterince biiyiik mutlak
degerleri i¢cin go(x, Z)nm sifirlarinin mevecut olmadig1 kanaatine variriz.

Mukayese icin

v +(A-c)y=0
denklemini secersek pozitif ve sinirsiz artan A lar igin (D(X,/i) ¢cOzlimiiniin sifirlarinin
sayisinin [a,b] araliginda sinirsiz olarak arttigini goriiriiz.

(D(X, /1)=O denklemini gz Oniine alalim.

Lemma2.4.1 den dolayr bu denklemin kokleri A  ya bagmh siirekli
fonksiyonlardir. Diger bir yandan Teorem2.4.2 den dolayr A artarken q)(x,ﬂ)

fonksiyonunun her sifir1 sola kaymis olur. Sifirlarin sayis1 azalmadigi icin a noktasindan

disar1 sifir ¢ikamaz. Lemma?2.4.1 in sonucundan dolay: yeni sifirlar b noktasindan igeri
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girer. (D(b,ﬂ) =0 olacak sekilde #,,A parametresinin birinci degeri olsun. Boyle
degerin bulunacag asikardir. ¢(b,/1)= 0 olacak sekilde g,,A parametresinin ikinci
degeri olsun. ¢(b, M, ) =0 olmak iizere ¢(x, ,um) fonksiyonu (a,b) aralifinin icinde m
tane sifira sahip olacak sekilde 4., &, ,... say1 dizisi bu ozelliklere sahiptir. Eger sinf=0
ise bu takdirde (2.1.2) sinir sartlarindan ikincisi saglaniyor ve dolayisiyla 4, sayilar

Ozdegerlerdir.( (o(x,/i) , (2.45) Dbaslangic kosullar1 sagladign igin (2.1.2) smur
kosullarimin birincisini de saglar.) Bu durumda teorem ispatlanmustir.
Simdi sin ## 0, u(x) ve v(x) ise Teorem2.4.2 de gbz 6niine alinan

fonksiyonlar olsun. Bu takdirde
’ ’ ’ ’ ”» ” 72 72
4 R [ | QR L ] L u_z_v_2 (2.4.6)
dx u v u v u v u v

- M+u2{h(x)—g(x)}> 0
v

3

olur. Bu sebeple v ‘ nin sifir olmadig1 her aralikta uz(u——v—J fonksiyonu monoton

u v

artandir.u(x) ve v(x) in (a,b) araligmin icinde esit sayida sifirlara sahip oldugunu

varsayalim.
x ile u(x) fonksiyonunun b noktasina en yakin sifirm gosterelim. x, < x<b
araliginda v(x) fonksiyonunun sifirlarinin olmadigini gosterelim. Gergekten Teorem2.4.2

den dolay1r a ve x, arasinda v(x) fonksiyonunun en az V sayida sifirlar1 bulunur. Eger

v(x), x, <x<b araliginda sifira sahip olursa bu takdirde (a,b) araliginin tamaminda

v(x) fonksiyonunun bizim varsayimimiza ragmen u(x) fonksiyonundan daha fazla sifira
sahip olur.
(2.4.6) bagintisin1 x ve b arasinda integrallersek

uz(b){u’(b) . v’(b)} () {u’(xv )_ v’(xv)} o

ub) v(b) u(xv) v(xv)

bu itibarla

(2.4.7)
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elde ederiz. u, < A’< A" < u,,,, olmak iizere u(x) igin @(x,4") ve v(x)igin ¢(x,1")

‘b, 4
ele alalim. (2.4.7) esitsizligine gore 9 ((b ’/1)) fonksiyonu (,um WU, +1) araliginda monoton
o\,
azalir. go(b, y7% ) = go(b, M, +1) oldugu i¢in +eo dan -oo ‘ a kadar azalmasi gerekir. Bu
sebeple
(b, A
¢ ( m+1 ) — _Cotﬁ
go(b’ m+l)

olmak iizere (,um, lum+l) araliginin icinde bir tane A, ,, noktasi bulunur yani (2.1.2)
sartlarimin ikincisi saglaniyor. Demek ki A, ,, Ozdegerdir ve (o(x,/'imﬂ) ise (a,b)

araligimin iginde go(x, M, +1) fonksiyonunun sahip oldugu kadar sifir1 vardir yani m+1

tanedir.
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3. TERS NODAL PROBLEMLER UZERINE
3.1 Ters Nodal Problemlerin Coziimleri

Ters nodal problemler ilk olarak J.McLaughlin [34] incelenmisdir. Bu ¢alismada
sadece {x: } nodal noktalar ciimlesinden faydalanarak q(x) potansiyeli ve sinir kosullar:
(a ve [ sayilarl) tanimlanir. Daha sonra nodal noktalar ciimlesini kullanarak farkli
yontemlerle (g, @, f) igliisiiniin tanimlanmasi [4,9,19,20,43] ¢alismalarinda yapilmustir.

ge L'(0,]) ve o, B [0,7) olmak iizere

—¢"+q(x)p= ¢
#(0)cosax+¢'(0)sinax =0
{¢(1) cosf+¢'(1)sin f=0

Sturm-Liouville problemini géz 6niine alalim. Bu problemin

A(q.a, )< A, (q.a,p)<..<A,(qg,a,B)<..—> 00

Ozdegerleri basit ve reeldir.

(3.1.1)

0<xl (g, B) < x (g a,pf)<..<x"(q.aB) <]

olmak iizere her bir 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar 7 =2 igin (n-1) tane nodal

noktaya sahiptir. Tim nodallar basittir ([2]). s, = A ve lf = x"' —x* nodal

n n n

uzunluk olsun. Bu takdirde asagidaki problem s6z konusudur.

Teorem3.1.1 ([20] ve [43])

Verilen nodal ciimleden faydalanarak (q,, ) min tammlanmasi i¢in asagidaki
formiiller bulunur:

(a (i) @ =0 veya k/n sifira yaklasirken ,

limnz® (k —%—nxf ), B#0 ise

né—oo

cota = 1 1 1 (3.1.2)
lim(n —E)ﬂz(k 5 (n —E)xf ), B=0 ise

n—oo

(ii) P =0 veya k/n sifira yaklagirken,
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. 1 . .
hmnﬂ'z(n—a—nxn ) ,a#0 ise

né—oo

cotff=
n—k
n

) 1., 1 1
lim(n - )z’ (n—k—-——(n——
im(n——)x*(n 5 (n 2)x

) ,a=0 ise
n—soco 2

() () (a,B)e durum(I)[43, Teorem1.2] ise, 0 zaman hemen hemen her

k

xe (0,l)i¢in x, ,x e yakinsar,

k

l 1
g(x) =lim2n*x* nl,’f‘1 +— qu— scota+scot f |¢. (3.1.3)
n—e nz -\ 2y

(ii)) (a, )€ durum (II) ise 0 zaman hemen hemen her x € (0,1) i¢in xi‘ , Xe

yakinsar,
1y 1 1* (1]
=lim2| n—=| 72 —— " =1+——| —|g—scota+scot .
q(x) = lim (” 2) {” 2)” niz'z(Z'([q * * ’BJ} (3.1.4)

Burada ¥ =0 ise bir bagka sekilde coty =0 ise scoty =0 dur.

Lemma3.1.1 ([20] ve [43])
(g.a,pB) € 5 (0,1)><[O,JZ')2 olsun. & >0 ise &, =1 ve @ =0 ise &, =—1 olsun.

(@) Eger a==0 veya a,>0 ise n— oo iken,

1
s, =nmw+ i (—scota+ scot S+ 1 j (1+ &, cos(2nm))q(t)dr) + O(izj
nw 2y n

(b) Eger a=0<f veya a>0=/ ise n—> oo iken,

1
s, =(n-— %)7[ + + (—scota + scot S+ %J(l +a, cos((2n—1)m))q(t)dt) + O(sz
(n——)rx 0 "
2

Burada ¥ =0 veya coty =0 ise scoty=0 dir.
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3.2 Yeni Ters Nodal Problem

Bu paragrafta R' de ters nodal problemleri arastiracagiz. Gesztesy-Simon’un

sonuglarini kullanarak X.F. Yang ters nodal problemler iizerine ilging bir teorem ([44])

1
ispatladi. Kisaca (0,b) (E <b< IJ alt araligindaki tiim nodal noktalarin ciimlesinin

teklik icin yeterliligi gosterildi. Asagidaki teorem Yang tarafindan ispatlanmistir.

Teorem3.2.1 ([44])

1
E <b<1ve 0<é&<2b-1 olsun. Kabul edelim ki B(A) , (0,b) iizerinde S-yogun ve

tamdir, ve yeteri kadar biiyiik n igin ,
3¢
{nj tn; < n}Z (1—8)n+7
dir. Herhangi yeteri kadar biiyiik j€ N igin, burada tim k € Z icin

k+k —k;+k
J — xﬁ/

nl nl

olmak iizere |k ’,;l’ vardir ve |k, +k,n.)e A olacak sekilde L' (0,1)><(0,7Z')2 de
( jslj j j $

1 1
[q - [awdi,a, ﬂJ - [a‘] -| F](f)dtﬁﬁJ

0 0

dir.
0<b <1 sabittir ve (g,a,p) ile tammlanan Sturm-Liouville problemi ile
baglantilidir. S = {n j} pozitif tamsayilarin kesin azalan bir dizisi olsun.
T(S)={k,n):ne S,k=1,..,n—1}
oldugunu kabul edelim. A T(S) olsun, herhangi bir n; € § i¢in (k oh j)e A olacak
sekilde baz1 k =k ; vardir. Dikkat edersek k ; tek olarak secilmelidir. (0,b) tizerinde bir
alt nodal ctimleyi B(A) olarak tanimlarsak
B(A)=1{x* € (0.6): (k,n)e A}

dir. Agik¢a (g, a, ) problemine bagl olan B(A) , (0,b) aralifinda S ve A kadar iyidir.
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Tanim.

(a) Her j >1 icin B(A) da kapsanan komsu x* ve x*" nodal noktalar cifti varsa,
.] g p n n g

B(A) ciimlesi (0,b) araliginda ikilidir.
(b) B(A))=[0,b] ise B(A), (0,b) iizerinde yogundur.

(c) Her xe (0,b) icin lim x" = x olacak sekilde {k j} mevcut oldugunda ve
]

(d) xf{ € B(A) olmak iizere S nin alt dizisi varsa ( bunu {n j} ile gosterelim.) B(A)

(0,b) tizerinde S-yogundur.
B(A) , (0,b) tizerinde S-yogun ise yogun olacagi agiktir.
Nodallarla gore Sturm-Liouville operatorii i¢in ters problemin ¢oziimiine ait

asagidaki 6nemli teoremler saglanir.

Teorem3.2.2 ([44])
0<b <1 olsun. B(A), (¢,a, ) ‘ya gore [0,b] arahiginda S-yogun ve ¢ift olsun.
kj+k kitk — — o
x, " (q.a.p)=x"(@q.a.p)
olmak iizere k j ve n ; vardir 6yle ki tim k € Z i¢in
(k,+k,n;)e A

dir. Bu takdirde ancak sonlu j ‘ler i¢in

ve tiim bilyiik j i¢cin
4, (q..B) =4, @@ B)+C,
ve [0,b] izerinde hemen hemen her yerde
q=q+C
dir.

1
Burada C = C(OI,,B, ﬁ,,ﬁ,jﬁ - qj bir sabittir.
0
Bu tezde B(A), S-yogun yerine yogun olarak degerlendirildi.
Teorem3.2.3 0 < b <1 alahm.B(A) ‘nin (g, , ) ile (0,b) lizerinde yogun ve iftli

oldugunu kabul edelim. Her j >1 i¢in (l; N j) vardir oyle ki

kj+k —k;+k
= X

nj nj
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olmak tizere (E on j) mevcut oldugunda ve tiim k € Z i¢gin x:;-" e B(A) olacak sekilde

sonlu j ‘ler harig

(k,.n)=lk,.7,). 4, =7, +C
dir. Ayn1 zamanda (0,b) iizerinde @ =& ve g =g + C dir. Burada C bir reel sabittir.
Ispat: Once Lemma4.1.2 yi uygularsak ve (3.1.2) formiiliinii yeniden yapilandirirsak
cot & i¢in dogrudan goriiriz ki @ = o dir.

O zaman goriiriizki s, = /4, (Lemma3.1.1) ‘nin asimptotik ifadelerinden

1
n’rx’ +2scotﬂ—2scota+J.q+0(l) ., B)e durum (1) ise
0

n

2 1
(n—%j 7r2+2scot,6—2scota+fq+0(l) e, B)e durum (II) ise
0

elde ederiz.

Simdi & = & , j yeteri kadar biiyiik olmak iizere
1
C= 2(sc0t,3—scot3)+J.(q—§)
0
oldugundan
A, — A, =C+oll)
elde ederiz.

@, ve @, (q,a,ﬂ) ve (ﬁ, a, ,E ) ile tamimlanan Sturm-Liouville problemleri

icin normlastirilmis 6zfonksiyonlar olsun 6yle ki sirasiyla

9,00)=9,0)=sina . ¢/(0)=9,(0)=-cosax
dir. O zaman j biiyiik olmak {izere Lagrange 6zdesliginden
o, ()8, (-0, W, () =la)-a()+ 7, -4, b, (g, (1) 2D
elde ederiz.
Xe (O,b) sabittir. (0,b) araliginda B(A) yogun oldugundan , o zaman x:;-" € B(A) nodal
noktalarinin bir dizisi ya x€ B(A) ya veya x ‘e yakinsaktir. Bundan dolay: 0 dan x:;-"

ye ( veya son durum igin x ) 3.2.1 ifadesini integrallersek
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k k
x 7/ x 7/
nj nj

0= [ o, (007, )-9, 007, 0 dr = [(al)-a0)+ C+0l)p, (), ()i

J

(3.22)

elde ederiz.

Biliyoruz ki, [41] ve — ——= 0( J den

S
j ,a#0

’ i 21 . sin(sn x)sin(En X)+ O[n—gj ,a=0
J

J J
I’ljﬂ'

cos(s x)coss xJsin 0!+0(

==

1 (1 -+ cos(2sn )c))sin2 a+ O(Lj %0
2 ! n.

%(1_cos(zsn,x))+o(i3] =0
J

2nj71' n.

(3.2.2) de j — oo alirsak

0
elde ederiz. Bundan dolay1 (0,b) tizerinde ¢ = g + C dir.

Sonugta , j bilyiik oldugu zaman (xk-" x H) nodal noktalarinin alt araliklarinda

l
nl nl

arasinda

olacak sekilde
~¢"+qp=1p ve —¢"+(@+Clp=(A+C)y

Sturm-Liouville problemlerini goz oniine alalim:

Bu problemin birinci 6zdegerinin tekliginden dolayr A, = /T,l, +C dir.
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3.3 Vektorel Ters Nodal Problem

Boliim 3 de vektorel Sturm-Liouville denklemi i¢in sinir deger problemini

g6z Oniine alalim:

=y (x)+ P(x) y(x) = Ay(x)
Ay(0)+ A,y (0)=0 (33.1)
By)+B,y()=0

Burada P(x)= [pl_j ()c)]fj:l olmak iizere [0,1] araliginda taniml siirekli,simetrik,matris

degerli bir fonksiyondur. A, ve B, (i=1,2) dxd reel matrislerdir.

y(x), [0,1] araliginda tanimli stirekli d-boyutlu vektor- degerli bir fonksiyon
olsun. y(x0)= 0 isex, € [0,1] noktasina y(x) ‘in bir nodal noktasidir denir. y(x) ,
ayrik tekil sifirlar olacak sekilde y(x) ‘e (CZ) cinsinden bir vektor- degerli fonksiyon
diyecegiz.

S matrisi sabit ve U(x) diagonal matris-degerli bir fonksiyon olacak bicimde P(x)

matris degerli fonksiyonuna kosegensel denir .
P(x)=S"'Ux)S
dir.

d=2 ise, P(x) kosegenselidir ve u,(x) < u,(x), P(x) in karakteristik iki
degeridir., o zaman z(x)=Sy(x) olsun.(3.3.1) sinir deger problemini

u, (x)

—z (x)+[O 0, (x)

}z(x) = Az(x)

SA,S7'z(0)+ SA,5 7'/ (0)=0
SB,S"'z(1)+SB,S'Z’(1)=0
sekline indirgeyebiliriz.
Bundan dolay1  SA,S ! ve SB.S ' (i=1,2) diagonal matrisler ise , iki boyutlu

vektorel Sturm-Liouville denklemini , bir boyutlu Sturm-Liouville  denklemleri

seklinde parcalayabiliriz.

a, 0 b, 0
i=1,2i¢gin SA.S™ ={ : } ve SB,S”! ={ 8 } olsun. O zaman
0 a, 0 b,
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—v"(x) +u, (xX)v(x) = pv(x)
a, v(0)+a,v'(0)=0
b, v(1) +b,v'(1) =0

probleminin v(x,#,) n. ozfonksiyonu (CZ) simfindan olmak iizere (3.3.1) * in

S—l Vn ('x’ /un )
0

} ozfonksiyonuna indirgeyebiliriz. Benzer sekilde

=W (x) +u, ()w(x) = pw(x)
a,,w(0)+a,w'(0)=0
b, w(l) + by, w'(1) = 0

probleminin w(x, p, ) m. ozfonksiyonu (CZ) simfindan olmak iizere (3.3.1) © in

0
s ozfonksiyonuna indirgeyebiliriz.
w,(x.p,)

Bundan dolay1, Dirichlet sinir sartlary (A1 =B =1,,A,=8B, = 0) ve Neumann
simir gartlar (A1 =B =0,A,=B,=1 2) icin agiktir ki P(x) diagonallastirilabilir ise, o

zaman (CZ) sinifindan olmak iizere bazi 6zfonksiyonlar sinirsizdir.

1999 yilinda , C.L. Shen ve C.T. Shieh ( [38] ) d=2 i¢in yaklasik olarak ispatladi.:

2
(CZ) simfindan —F+P(x) vektorel Sturm-Liouville operatoriiniin  Dirichlet
x

ozfonksiyonlar1 sonsuz sayida ise o zaman P(x) diagonallastirilabilir.

u(x) 0 } )
e
0 u,(x)

Dirichlet sinir gartlarini géz oniine alalim.P(x) , U(x) =[

benzer ise yani P(x) diagonallasabilir ise o zaman iki boyutlu Dirichlet-Sturm Liouville

sistemlerini alabiliriz.

{— v (x) +u, (X)v(x) = wv(x)

v(0) =v(1)=0
ve
{—wv%x)+uzcww4x)=ﬁmxx)
w(0) = w(1) =0
dir.

Bu takdirde u,(x)ve u,(x) uzerinde McLaughlin’ in teklik teoremini

kullanabiliriz. Bundan baska (3.1.3) @ kullanirsak, u,(x)ve u,(x) ‘i de yeniden
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diizenleyebiliriz. Bir baska degisle , P(x) hakkinda dolayli olarak bilgi edinebiliriz.

Benzer sonuclar Neumann sinir sartlari i¢in dogru olur.

Teorem3.3.1 ([38] )

Asagidaki Dirichlet 6zdeger problemini g6z Oniine alalim.

{— Y () +P(x)y = Ay 332)

y0)=y1)=0

d=2 olsun. Tamami (CZ) sinifindan olmak tizere {y”_ (x)}"_c o (3.3.2) ‘ nin
J Jj=

{y” (x)}:;1 ozfonksiyonlarinin alt dizisinin varligin1 kabul edelim. O zaman P(x)

diagonallastirilabilirdir.
Bu tezde ,Shen ve Shieh Dirichlet sinir sartlart tartisildi. Nitekim , diger sinir

sartlar1 saglandiginda 6zdegerler igin

Ay =N+ O(lj . k=0,1 (3.3.3)
n

asimptotik formiilii gecerlidir.
Not edelim ki Neumann sinir sart1 icin benzer problem Carlson [5] tarafindan

incelenmistir.

Teorem3.3.2

-y +P(x)y=2Ay
Ay(0)+1,y’(0)=0 (3.3.4)
By()+1,y’(1)=0

gdz Oniine alalim. d=2 olsun. (CZ) sinifindan olmak {iizere (3.3.4) in y(x,ﬂn)

ozfonksiyonlarinin alt dizisi y(x, /1"_) olsun ve yeteri kadar biiyik n; icin

A, 6zdegerleri (3.3.3) bagintisini saglasin. O zaman P(x) diagonallastirilabilirdir.
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4. YANG’A GORE TERS NODAL PROBLEM

4.1 On Hazirhk

Lemma4.1.1 (q, a, ,B)e L (0,1)>< [O, 71')2 olsun. Bu takdirde n — oo iken 1<k <n-1

icin,
1 1 .
—+ol — ,(D,ax=p6=0 veya aff >0 ise
n n
@1, =1 1 | ' 4.1.1)
1+0 = D, a=0< B veya f=0<a ise
n_i
2
£+O(L2j J(la) a=p=0 ise
n n
-
2+0(—2j () af >0 ise
n n
k
(b) x, = L1+0(izj (Ila) a=0<p ise (4.1.2)
ol n
2
-l
—%+0(—2j (Ib) B=0<a ise
I n
2

Bu lemmanin (a) kisminin ispati [20], (b) kisminin ispati [43] calismalarinda verilmistir.

Simdi Lemma4.1.1 ¢ den faydalanarak asagidaki lemmayi ispatlayalim.

Lemmad.1.2 0 < b <1 olsun. B(A), (0,b) iizerinde ¢iftli ve tiim j>1 igin

k

; —k; ki+l _ —kj+l
x) =x." ve =X
J

n; Ilj Ilj

J

olmak iizere (E g ) mevcut oldugunda sonlu j ‘ler harig
(kj’”j):(kj’ﬁj)
dir. Bundan bagka , (a, B ) ve (ﬁ , 3 ) sinir sartlari icin (4.1.2) deki benzer alt durumlar

soz konusudur.

ispat: (4.1.1) deki [* nin asimptotik ifadelerinden , her iki durumda da
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Benzer sekilde

dir. Buna gore € >0 i¢in , j yeteri kadar bilyiik olmak iizere

l-¢ & 1+€
—<I) <—
J
n; n,
ve
l-¢ & 1+€
S lﬁ,', —
n, : n;
kT
olur. Dolayisiyla [/ =17,
1-¢ 1+¢ 1-¢ 1+¢
<— ve — < —
n n n n

dir. Bundan dolay1

dur. Bu her bir € > 0 igin gecerlidir. O halde

-,
lim— =1 (4.1.3)
J=en.
J
dir.
Gelecekte , (4.1.1) de ki ayn1 duruma ait olan (a, B ) ve (ﬁ , ,E ) ‘i gosterecegiz.
((,_l’ , ,E ) (IT) durumuna ait iken (Ot, B ) nin (1) durumuna ait oldugunu soyleyemeyiz. O

zaman j — oo iken (4.1.1) den,

Ll L
n; n]2 r_z.—l 17].2
2

dir. Buna gore (3.2.3) den,
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elde ederiz. Bu n;n; = n}z ve n;,n; € N den dolayr miimkiindiir. Bundan dolay1
(a, B ) ve (c_r , ,E ) ayn1 (I) durumuna ait oldugunu soyleriz. Oyleyse
n,—n; =o(l)

onceki argiimentlerinden

saglanir. Bundan dolay1 j yeteri kadar biiyiik ise 0 zaman n; =n; dir.

Simdi (3.1.2) de ki x:" ve )_c;_’ icin asimptotik ifadeleri karsilagtiralim, yeteri

kadar biiyiik j igin kj ZEJ. ve (3.1.2) aym alt duruma ait olan (05,,3) ve (C_Z,B)

sonucuna variriz.
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5. VEKTOREL TERS NODAL PROBLEM
5.1 Dirichlet Simir Sartlar:

d=2 i¢in vektorel Sturm-Liouville problemini goz oniine alalim:

{— Y+ P(x)y = Ay
y0)=y1)=0

Burada P(x)= [pij (x)]’_zjz1 , [0,1] arah@inda tammli C* ‘de olmak iizere simetrik

) (5.1.1)

matris degerli bir fonksiyondur.

Teorem5.1.1 Y (x,A), 2x2 tipinde matris degerli fonksiyon olmak iizere

{— Y +P(x)Y =AY
, (5.1.2)
Y0)=0,Y©) =1,
problemini goz oniine alalim. O zaman
i \/Zx) I sin(\/z(x - t))
Y(x,A) = sin I+ P(1)Y (1, A)dr
Ji o7 ! Ja

Ifadesi (5.1.2) nin bir ¢oziimiidiir.

Ispat : Son esitligi x ‘e gore diferensiyellersek
Y'(x,A) = cos(\/zx)l2 + jcos(x/z(x - t))P(t)Y(t, A)dt
0
elde ederiz. Tekrar son ifadeyi x ‘ egore diferensiyellersek

Y"(x, A) = —JAsin(VAx)L, + I— Asin(VA(x—1))P()Y (2, Ayt + P(OY (x, )

_ sin(\/Zx) r sin(\/Z(x - f))
) = I +£ 7
=-AY(x,A) + P(x)Y (x,A)

P)Y(t, l)dt} + P(x)Y (x,A)

olur. Diger taraftan ,
Y(0,4)=0 , Y'(0,1)=I,
dir. Bundan dolay1 Y(x, /1) , (5.1.2) nin ¢oziimiidiir.

Problem(5.1.1) inceleyelim. (5.1.1) “ in ve buna karsilik gelen (5.1.2) matris

diferansiyel denkleminin 6zdegerlerinin asimptotik davranislarin1 g6z Oniine alalim ve
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kargilagtiralim. Y (x,/i), (5.1.2) nin ¢oziimil olsun. O zaman yalniz ve yalniz Y (1, /1*)
singiiler ise A" reel sayis1 (5.1.1) © in 6zdegeridir. Bu durumda Y(l, /?,*)v* = 0 olmak

iizere baz1 v" € R* —{O} vardir. Buna gore A" a karsilik gelen (5.1.1) in 6zfonksiyonu

Y(x, A )v* dir.

Lemma5.1.1 (5.1.1) in n. 6zdegerini A, ile gosterelim. Bu takdirde yeteri kadar biiyiik n

sayisl i¢in

A, =nT+ O(lj
n
o =n+ o(lj

n

dir.

Ispat: P potansiyel fonksiyonu ile baglantili n. Dirichlet (Neumann) 6zdegeri A, olsun.
1

P, ile iliskili n. Dirichlet (Neumann) 6zdegeri /7,2 ve By = I P(x)dx olsun. [5] den P,
0

C’ sinifindan reel simetrik ve P,, Dirichlet (Neumann) sinir sartlarina karsilik gelen

diagonal matris ise yeteri kadar biiyiik n ve k=0,1 icin

C

0
ﬂZn—k _ﬂ“Zn—k < I’l+1

olmak iizere C pozitif sayis1 vardir.

Genelde , F,’1n diagonal matris olmasi gerekmez. P reel simetrik oldugundan ,
P, reel simetrikdir ve buna gore diagonallastirilabilirdir. S, B, ‘ in benzer matrisi olsun.

O zaman S™'P,S diagonal matrisi
1
SRS = [§7 P(x)Sdx
0

ifadesini saglar.
P(x) ve S'P(x)S potansiyel fonksiyonlari i¢in zdegerler ciimlesinin ayni
olacag agiktir.
S7'PS = diag{ql , qz}
ve

0o _ 2.2
ﬂ'Zn—k =nzr +q2—k
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olsun . Dolayisiyla

/1211—k = nzﬂ-z + qZ—k + O(lj
n

dir. Boylece

A, . =nm+ 0(1J

n

dir.

Lemma5.1.2 ﬂn ozdegerine karsilik gelen (5.1.1) in ¢coziimii y(x, /1,1 ) ve (5.1.1) in nodal

climlesi {x:: } olsun. Eger y(x, ﬂn) , (CZ) sinifindan ise yeteri kadar biiyiik n sayis1 i¢in

dir.
ispat: (5.1.2) nin ¢oziimii Y (x,4) olsun ve v, = [Vﬂl ]E R*-{0} . Y (x, /1,,) nin
Vn2
birim vektorii olsun , dyle ki y(x,4,)=Y(x,4, v, , (CZ) smfindan (5.1.1) * in bir
ozfonksiyonudur. O zaman
(.7 s ginl 2 (-
P - sm(\/—,,x)lz X Ism(\/_n(x 1))
VA, 0 A

P()Y(t, A, )dt}vn

_ _sin\(/\ﬁ_f_n x) . O(n_lzj 0(}%) '[vnl}
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ve

olur. Boylece tiim k i¢in sin((k - i}ﬂ'} Sin((k + %)ﬂ') <0,

Y(x: ’A’n )vn = 0

olmak iizere
k- ! T | k+ ! 4
e 4 4
’ V ﬂn ’ V ﬂﬂ
dir.
0<|Cr < % olmak iizere xh = k—ﬂ+ C¥ olsun. O zaman
4,4,

VA,
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_vn1 sin(kﬂ' + \/ZC,’f )+ O(Lj
2

n

A
O=Y('xnk’/ln)vn = \/_n
V., sin(kﬂ'+\/l_”C,’f) ( 1 j
+0 —
(. ﬂn n -
dir.
\/Z = {n ; 1}71’+ O(%) iken
0=sin(kz+./2,C* )+ 0(% = (=" sin{yZ, ¢ )+ o(lj
n n
dir. C:: = O(sz alirsak , dolayisiyla k = 1,2,...,{]17_1} icin
n
xk = k—ﬂ + C,f

__ l_kﬂ +O(sz
nt 7z+0( j n

1

| 2 ] n

= — k _+OL

n+1 n’
2

elde ederiz.

Sonuc¢5.1.1 Lemma5.1.2 deki aynm1 varsayimlar korunacak sekilde

@ 1f=x o=t O(sz

n n

n

(b) \/l_n(x,’j“ - x,’j): T+ O(lj

(© JA,x'=kzr+ O(lj

n

elde ederiz.

Lemma5.1.3 (CZ) simifindan olmak iizere , {x:;} nodal ciimlesine sahip (5.1.1) ‘in
ozfonksiyonlari Y(x,/in )vn olacak bigimde (5.1.1) ¢ in A, Ozdegerine karsilik gelen

(5.1.2) nin bir ¢dziimii Y(x, ﬂ”) olsun ve Y(x, ﬂ”) nin birim vektorii v, olsun. O zaman

n — oo iken
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@ [binl/7, (2 =) sinl(7, (6t =P, )ar = H
0 n
(b) her bir I, migin 77}, € [x*,x*"' |, oyle ki

X _ Ik 1 <
[hinly2 et =, )ar == N(ﬁ__ I L+ O[H—i]

ispat:(a) Once, Teorem5.1.1 ‘den ve agilarin toplamina iliskin trigonometrik

formiillerden ,

xk

J [Sin(\/z (xfﬂ — ))+ Sin(\/z (xf,c - t))]P(t)Y(t,/in )dt

0

= H{Z cos(\/z xi‘“z— X Jsin(ﬁ( xi‘“;— a2 —TDP(T){ Sin\(/\igt)lz + O(izﬂ}dt
n

=

(=]

A IH M(x;;n;xs_,Bsm(@)mt”o@}af

o T of o))

Riemann-Lebesque lemmasindan

X K+l k

| {sin(\/ﬂ_n ( alt z_x" - tJJ sin(y4, 1)P(r) + o(lj}dt = o(l).

0 n
Dolayisiyla,

Xf [sin(\//i_n (x,’jf“ - t))+ sin(\//i_” (k- t))]P(l)Y(t, A, )dt
= ! O(%jo(l)

)

5

Il
S
TN

3, —

olur
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(b) sikkini ispatlayalim.

Xk+l

[sinlyZ, (e =)oy .4, )t

k
Xﬂ

=j{[sm( £ )oos(/, x4 Jsin{y/Z, 1) (){ \(/_ /2, O(nizﬂ}dz

:_COSE)/_j_xk+l) J'sm (\/_ (P(yds + Nt ) ( VA SH) jsm(z\/_ t)P(t)dt+ j O( jdt

:%W[pmmm]ml!sm (\/_t)dt sm( nxfl)jo z+0( j

—cos(\/_xk“) I sm(\/_xk“)l 1
R e L

_ lk ﬂ/ k+1
= - C(;S\gl_” x” )[plm ( I]:n,n )]12,m:1 + O(Vl—tj

Boylece Lemma 5.1.3 ispatlanmustir.

TeoremS5.1.2 (CZ) smifindan (5.1.1) ‘in 6zfonksiyonlar {y(x, ﬂn )}ml olsun. O zaman
J Jj=

P(x) diagonallastirilabilirdir.
Ispat: A, ye karsilik gelen (5.1.2) nin bir ¢oziimii Y(l, A, ) olmak iizere Y(l, A, ) ‘ nin

birim vektorii v, olsun. O zaman A, ye karsilik gelen (5.1.1) ¢ in &zfonksiyonu

Y(X,/L,v)",,v dir. Y(X,/L,v)",,v ‘nin (CZ) smifindan bir 6zfonksiyon oldugunu kabul

n.—1
edelim. {xﬁ j=12,,k=12,., 12 } nodal ciimlesi , (0,1) araliginda yogun
olsun. O zaman
hmx =X, = hmxk .
joeo nj oo n;

. k ki+1 - ¢ . .
olmak iizere (xn_’ X, ) arahig x, ‘1igerir.

vei.a, b, =0=v(i A, b,
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oldugundan

t‘

S

Sm(rxk )1 " j Sm(gﬁ’ _t))Pa)Y(uﬂn_,- )dr}n, =0

ve

B

elde ederiz. Onceki iki denklemi de ilave edersek,

{sin(ﬁ x:’ )12 *J.,’ sin(\/Tnj (Xf,, _t)) P (z)Y(t, A, )dt]v”/ +

in (7, + l) j (sinlf2, (x:fﬂ_l))P(r)Y(”’i”’ )dt]vn’ -

I

elde ederiz. Dolayisiyla

_ [sm(ﬁ )+sin(J7, <,
_ ;I)" [sm( Kot )+ s1n( n_, (x,’fj —t))]P(l)Y (’Jn_, )d’

:{X’j’ sin(\/Z( AS ))P(I)Y(t A, )dt}/
Lemma5.1.3 den dolay1
— sm(\/z xf,’ )+ sin(\/Tni xﬁ/’“ )]v”j + 0(
B kj+
_ . coS(\/T x 1)[ (77[ )]12 B +O(Lﬂvm

S
~. N —_

2

seklinde yeniden yazabiliriz. Bu sebeple

2[4, lsin\ [4, x|+ sin| [4, x2"
AT W Sl

P siirekli matris degerli bir fonksiyon oldugundan ,
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%l_fg[p Im (771];;,”, )]2 = P(x,)

1,m=1

dir. Diger taraftan , tim 7; igin

v, ||[=1 vekolaylik i¢in v, , v ye yakinsak

alt diziye sahiptir. Bundan dolay1

2.4, lsin( A, x )+ sin( A, xt )J
)]lz,mzlv”.f - \/7, l/g(:\/:;(\/ka,+1) — V,,j+0(1)

J — oo iken limit alirsak , L.H.S., v' P(x,)v ‘ye yakinsaktir. Buna gére R.H.S. de
- 2\/)7] [sin(\/fj xfjf )+ sin(\/z xf/’“ )J
jee l,:’ cos(\//limx,fl’ﬂ)

vardir ve c¢(x, ) sabittir. Bundan dolay1

t

k.
J
vn, [plm (nlm,nj

= C(xo)

V' P(x,)v=c(x,)
yani
P(x,)v=clx, v
dir.
(0,1) araliginda x,sabit oldugundan , (0,1) araliginda x, # x,segebiliriz ve
P(x,) in ozvektorii v olacak sekilde x, icin Onceki argiimenti kullanirnz. Bu takdirde
P(x,) ve P(x,) ayn1 v dzvektore sahiptir.

Diger taraftan u , v ye ortogonal olacak bi¢cimde P(x) in 6zvektorii u ise her bir

P(x) diagonallastirilabilirdir.
P(x)u = c(x)u

olmak iizere c(x), x ‘e bagh diger bir c(x) sabiti vardir. Boylece P diagonallastirilabilir.
5.2 Diger Sinir Sartlar

Bu boliimde Dirichlet sinir sartlarindan farkli sinir sartlarini ele alacagiz ve
Ozdegerler belirli bir sartlar1 saglamak iizere bir 6nceki boliimdeki sonuglarin benzerlerini

bulacagiz.

d=2 i¢in vektorel Sturm-Liouville problemini goz 6niine alalim:
P(x) = [pll (x)]fj:1 , [0,1] araliginda siirekli simetrik matris-degerli bir fonksiyon ve I,,

2x?2 tipinde 6zdes matris olmak iizere
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=Y +P(x)y=2y
Ay(0)+1,y"(0)=0 (5.2.1)
By()+1,y(1)=0

Bu problem non-Dirichlet sinir sartlari ile ilgilidir. A=B=0 ise o zaman (5.2.1) tamamen

Neumann sinir sartlaridir.

Teorem5.2.1 Y (x,A), 2x2 tipinde matris degerli fonksiyon olmak iizere

{— Y +P(x)Y =AY
, (5.2.2)

Y(0,0)=1,,Y(0,4)=-A
problemini goz oniine alalim. Bu takdirde

Y(x. ) = coslA,x)I, - %‘fx) A+ jSin(\/_+/(;_I))P(t)Y(t, A)dt

0
Ifadesi (5.2.2) iin bir ¢oziimiidiir.

Ispat: Son ifadenin x ‘e gore ikinci mertebeden tiirevini hesaplarsak:
Y'(x,A)= 2 sin(\/Zx)I2 - cos(\/Zx)A + J-cos(\/Z(x - t))P(t)Y(t, A)dt
0
ve

Y (x,A) = —Acos(VAx)L, + A sin(yAx)A + I\/Z sin(VA (x = 1))P()Y (¢, A)dt + POY (x, )

= -2 cos(Vx), - Si“f/‘/zzx)A + j Si“(‘/\%’c -1) P@OY (1, A)dt

=-AY(x,A)+ P(x)Y (x,1)
buluruz. Diger taraftan, Y (x,A) ¢dziim fonksiyonu
Y(0,4)=1, , Y(@0,A)=-A

sartlarini saglar. Bundan dolayr (5.2.2) nin bir ¢6ziimii ¥ (x, /1) dir.

Lemma5.2.1 (5.2.1) iin (yani A=B=0) n. inci Neumann 6zdegerini /1,, ile gosterelim.

O zaman yeteri kadar biiyiik n say1s1 i¢in

VA, =n7+ O(lj

n

\/Z =nr+ O(lj

n

(5.2.3)
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dir.
Lemma5.2.1 ‘in ispatt Lemma5.1.1 ‘nin ispat1 ile aymidir.

Lemma5.2.2 A, 6zdegerine karsilik gelen (5.2.1) iin ¢oziimii y(x, A, ) olsun ve (5.2.1)

iin nodal ciimlesi {xf} olsun. y(x,4,) , (CZ) smfindan ise ve A, ,(5.2.3) deki

asimptotik ifadelere sahip ise , 0 zaman yeteri kadar biiyiik n say1s1 i¢in ,

k+3 | n—1
x=_ 2 +o(—2}k = 1,2,..{ }
[n+l} n 2

dir.
ispat (5.2.2) iin bir ¢oziimii Y(x, 1) ve (5.2.1) ‘ iin 6zfonksiyonuY (x,/'i” )vn , (CZ)

vnl

sinifindan olacak sekilde v, = { :|€ R*-{0}, Y(x, ﬂ”) nin birim vektorii olsun.

vn2

Dz
Y %,ﬂn v, = {cos((k + i}ﬂj[z + OGHV

ol ol
el et

Benzer sekilde,
(k + 3}; v, cos((k + EjﬂJ + O(lj
4 l 4 n
i
! v, cos((k + é}f[} + O(lj
: 4 n
dir.

cos[(k + %)ﬂj cos[(k + %)zj <0,k=012,....n—1
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[ (2],

oldugundan Y ()C: A, )vn =0 olacak bicimde x! e

@

V2,
v, cos((k + %)7[ + \/ﬂ_nan J + 0(
v, cos((k + %jf[ + \/ﬂ_an j + O(

N k k
olmak iizere x, = + C, olsun. O zaman

0<|cl| <

T
44,

S |-

)

dir. Bundan dolay1

0= cos((k + %)ﬂ' +J4,Ct j + O(lj = —sin(\/l_ncj )+ O(lj
n n

0=Y(x" 4, =

S |-

1
olur.. C:: = O(—zj alirsak ,
n

elde ederiz.

Sonuc¢5.2.1 Lemma5.2.2 deki ayn1 varsayimlar saglanacak sekilde

(@ [ =x""—x' = 1, O(sz

n n

b A (' —xt)=x+ o(lj
n
(© JA,x=kzr+ O(lj
n

elde ederiz.
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Lemma5.2.3 (5.2.1) “ iin A, 6zdegerine karsilik gelen (5.2.2 ) nin ¢oziimii Y (x,4,)
olsun ve A, , (5.2.3) de ki asimptotiklere sahiptir. ¥ (x,/'i” )vn, (CZ) simfindan {xf}
nodal ciimlesine sahip (5.2.1) in 6zfonksiyonu olmak iizere Y (x, /1,1) nin birim vektorii
v, olsun. O zaman n — oo iken

(a)

i sinly7, (e ) _—tisinffZ 127 :
;[”{ \//1_” P(I)Y(l,ﬂn)dl_ 2\/— [P (771 )]lml ( zj

Her bir I, m i¢in 77,,,” [x ka] vardir.

n

Tsin(\//l_n(xﬁ“ - t))+ sin(\/Z( ) f))
| i

ispat: (a) sikkini ispatlayalim.

sl =)
NS

f {[Sin(\/ﬂ_nx,’fﬂ )Cos( ﬂnt)— cos(\/ﬂ_” X )sin( ﬂllt)]P(t)[cos( /1,,t)12 +O(%ﬂ}dl

BN

(b)

P()Y(t, A, )dt = o(izj
n

P(t)Y(t, A )dt =

s1n(\/\/:_X );[cos (\/_t)P(t)dl (\/\/__x )Js1n(2\/_l)

i

1
. ( ﬂ’n 11§+1) ( k+1) lzfo(j
=N ‘/\/:—nx . Xj:cos( A, % X{O(l)dw e

SR B
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(b) sikkini ispatlayalim.

stm(@ o - i)/)inSln(M( : _l))PmY(Mn )i

k+1 k k+1 _ k
\/_ j {2 s1n[ %—t}co{\/ﬂ_ﬂ %}P(I)Y (t, A, )dt}dt

8 xb k+1 k
= sin| /4, M—IJJP(I)Y(R&")W
P

_ 2COS(7Z i OCB Ism[ [ M; alt tBP(t)Y (t, A )dt

Vl

Riemann-Lebesque lemmasindan ,n — oo iken

xx k+1

| sir{\//%_n (% tJJP(t)Y(r,/in Vit — 0

0
oldugunu elde ederiz.

Dolayisiyla, n — oo iken

P()Y (1, A, )dt

)]A'sin( A, (x,lf+1 —t))+sin(\//1_,,( llj_t))

Boylece (CZ) tipli ozdegerler ve diagonallastirilabilir potansiyel fonksiyon

arasindaki bagintida non-dirichlet sinir kosullarini saglar.

Teorem5.2.2 (5.2.1) iin dzfonksiyonlari y(x, ﬂn,) (CZ) simfindan olsun. 4, , (5.2.3)

deki asimptotik ifadelere sahip ise P(x) diagonallastirilabilirdir.

ispat. (5.2.2) “ iin ¢oziimii Y (x, 1) ve (5.2.1) iin 6zdegerleri { A, } olsun. O zaman
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BY(.4, )+ ,Y'1L4, )
singiilerdir. Bundan dolay1 ﬂnj "ye karsilik gelen (5.2.1) ‘iin 6zfonksiyonlart Y (x, /1,,/ )V",
Y(x,ﬂ”j )v”/_ olmak iizere Y (1, A, ) nin le”/_ } birim vektoriidiir. Y(x,ﬂ”j )v”/_ , (CZ)

sinifindan bir 6zfonksiyon olsun.

{xk j=12,,k=12,.., j2 } , (0,1) araliginda yogun nodal ciimle olsun. O

+1
hmx =X, = hmx

j—eo nj j—oeo nj

. Kok - C
olacak sekilde (xn/_’,xn_’ ) araligi x, ‘1igerir.

J

olur.
vl ., b, =0=vli"2, b,
oldugundan
k; ko
cos( X, ) s1n(\/\/j:xn )A+ f s1n(\/7/1(7xn/ t))P(t)Y(t,/lnj )dt}n, =0
0 nj
ve

cos(\/Tj f/“ )I2 s1n(\/\/?c j+ ) j Sin(\/Ti/'%'ﬁ _I))P(t)Y(t,inl )dt}vnl =0

Onceki iki denklemi ilave eder ve yeniden diizenlersek,

. k; . k;+
[cos( A xb )+cos( invxff“)]vn —Sm(\/me"' )+ s1n(\//77xn/_ 1)Avn +

xﬁ; sin(\/Tnl(x:; —l‘))+ Sin(\/Tnl(x:-;H —t))
S,

POY (1,4, )dt}vnj

S —y

))PmY(r, A, )dt}vn/
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elde ederiz.

Lemma 5.2.3 den dolay1

Sin(\/foj )+sin(\/}7_xjf+1)

[cos(\/ffx:;{' )+ cos(\/zfx,];{'+l )}vn/ +0{nlz}vnj - - \/Z/ L Av, +0{

J

1 sinl [2, ) ' :
= [ 2\/\/% [pl"’ (77[2,”] )]lz,m:1 s * O(an:l

alabiliriz.

k k.+1
X' +x’

Sin(J/Tn, X, J+ sin(JTn_, X, )= 2sin[ﬁ - Jcos[ A X, =%, J

- ZSiH((kj +1)r+ O(n—liJJ.cos(% + 0(%}} = 0(}%}

oldugundan,

[cos(\/ffx:;{' )+ cos(\/f/ﬁ;ﬂ )}Vn/. + 0{};}(};} =
j

1y sinly %, )
N

elde ederiz.

Bundan dolayi,

2.4 A, x|+ A, x*
b, v, = Flmsy;( M)—jos(fx )Jvn, +o(l) .

P, matris-degerli siirekli bir fonksiyon oldugundan, j — oo iken

[p m (ﬂlkn:,n, )]12,m:1 - P(x,)

dir. Diger taraftan, tim 7; igin "Vn_, " =1 ve V, herhangi v ye yakinsar. Bu sebeple

2[4, leos\|[4, x, )+ cos 2, x,™
Vztzj [plm (nll;i,n, )]im:lvn, = \/ilcosl(k\,/;zc\/%::i(\)/fXI )Jv"/ tol)
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J — oo iken limit alirsak , L.H.S., v' P(x,)v ‘ye yakinsar. Buna gére R.H.S. de
2W[cos(ﬁxfj )+ cos(\/fjxfj“ )J
e l,];./ Sin(\/lelz{-ﬂ) = C(Xo)

vardir. Bundan dolay1 c¢(x, ) sabit olacak sekilde

P(x,)v = C(x0 )v

dir.
(0,1) araliginda x,keyfi oldugundan , (0,1) araliginda x, # x, secebiliriz ve x,
icin onceki argiimenti kullaniriz dyle ki P(x,) in 6zvektorii v dir. O zaman P(x,) ve

P(x,) aym v 6zvektoriine sahiptir.
Buna ilaveten, u ‘v ye ortogonal birim vektorii olsun. Her bir P(x)

diagonallagtirilabilir oldugundan , u P(x) i¢in bir 6zvektor olur. Boylece c(x) , x ‘e
bagl bir sabittir olacak sekilde
P(x)u = c(x)u

dir. Bu sebeple P diagonallastirilabilir.
5.3 Nodal Noktalara Gore Ters Problemin Tekligine iliskin Baz1 Sonuclar

Bu kisimda spektral verilerin yeni bir ¢esidi olan nodal noktalardan faydalanarak

Sturm-Liouville denklemi icin spektral teorinin ters problemleri ile ilgilendik.
q(x)e L (0,1) olmak iizere
v +(A-¢q)y=0 , 0<x<l1 (5.3.1)
y(0)=y(1)=0 (53.2)
Sturm-Liouville problemini goéz dniine alalim. Ozfonksiyonlarin verilen nodal noktalarina

gbre q potansiyelini tanimlayalim. (5.3.1)-(5.3.2) problemi titresim teorisinde meydana

gelen
(pu,), —qu+Aipu=0 , 0<x<L , p>0, p>0
u(()) = u(L) =0
probleminin bir benzeri oldugunu hatirlatalim.

Sturm-Liouville operatoril icin ters problemler incelenirken , 6zel olarak teklik

teoremleri ispatlanirken genellikle spektral verilerin her bir ciimlesi iki dizi ile
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verilmektedir. Dolayisiyla potansiyel fonksiyonu bire-bir tanimlamak igin spektral
verileri i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

a) iki farkli 6zdegerler ciimlesi

b) 0zdegerler ve normlastirici sabitler ciimlesi

¢) kismen ¢akismayan iki spektrum

d) ozdegerler ve 6zfonksiyonlarin sifirlart (nodal noktalarin ciimlesi)
(5.3.1)-(5.3.2) probleminin 6zdegerleri 4, <4, <...< A4, <... olsun. Bu takdirde
A =24,(q) dzdegerine karsilik gelen dzfonksiyon y(x, q,ﬂ”) ise normlastiric sabitlerin
bir climlesini
p.(@) =y q. A\ 1y 0.g.4,) . n=1.2....
seklinde ele alalim [13-37 ]. Normlastirici sabitlerin climlesi

k,(q)=1og/(y'(L.g. 4, ) /(y(0,¢.4,) .n=12....

seklinde olabilir [7]. Bu durumda veri climlesindeki ikinci bir dizi olarak 6zdegerlerin

bir bagka ciimlesi £, (q) .n=1,2,..., dir. Bu ciimle
_y”+(/7~—q(x))y:0 , O<xx<l1
y(0)=0,y(1)=0 (5.3.3)

probleminin 6zdegerlerinden olusur.
Simdi spektral veriler ciimlesine gore farkli q,(x) , ¢, (x) potansiyellerine

sahip Sturm-Liouville problemleri i¢in bilinen teklik teoremlerini ifade edelim.

Teorem 5.3.1 ¢,,q, € L*(0,1) olsun. (5.3.1)-(5.3.2) problemi i¢in 4 (q,)=4,(g,) .

P, (ql ) =p, (qz) olacak bicimde g, = g, dir.

Teorem 5.3.2 ¢,,q, € L*(0,1) olsun. (5.3.1)-(5.3.2) problemi icin A, (¢,)=4,(q,) .

k,(q,)=k, (g,) ,(=1.2,...) olacak bicimde ¢, = g, dir.

Teorem 5.3.3 ¢,,q, € L*(0,1) olsun. (5.3.1)-(5.3.3) problemi igin x,(g,)=,(q,) ve
(5.3.1)-(5.3.2) problemi icin A (g,)=A,(g,) olmak iizere g, = ¢, dir.

Simdi (5.3.1)-(5.3.2) probleminin 6zfonksiyonlar1 ve 6zdegerleri i¢cin asimptotik
formiiller ile ilgili bilinen sonuglar1 verelim. Yogunluk ve nodal noktalar i¢in asimptotik

formiilleri ile ilgili iki problemi inceleyelim.
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(5.3.1)~(5.3.2) problemi i¢in lim A, =co olmak iizere 4, <A, <...< A, <...

ozdegerlerin bir dizisi ve 4, ‘ e karsilik gelen her bir y(x, q,ﬂn) ozfonksiyonu 0<x<1
araliginda tam n-1, ( n=1,2,...) sayida sifira sahip olsun.

(5.3.1)-(5.3.2) probleminin y,(x,q,1), v, (x,q,4) iki temel ¢oziimleri sirasiyla
y,(0,¢,4)=1, y/(0,4,4)=0 ve v,(0,4.1)=0, y(0,4,4)=1 sartlarim saglasin.

Bu takdirde y, (x,q,ﬂ) ve y, (x, q,ﬂ)gﬁzﬁm fonksiyonlarinin sirasi ile
exp‘Im \/7‘\/;
W

exp‘zm\/z‘\/;
A

Y (x,q,/i): cosJAx+0

sin\/Zx
g, A) = +0
¥, (x.q.4) 7

oo

bagimtilari ve A, 6zdegerleri ise n=1,2,... Z(an)z < oo olmak iizere

n=1

A, =n’m’ +c, +a,
1
ifadesi ile verildigi bilinmektedir. Yani {&r,}=ael®> ve «c,= j ¢(x)dx dir. Buna
0

ilaveten her bir oOzdegere karsilik gelen oOzfonksiyonlar lineer bagimsizdir ve
¥, (x,q,/?.n) nin herhangi bir sabit katsayist A=4, ‘ e karsihk gelen (5.3.1)-(5.3.2)
probleminin bir 6zfonksiyonudur.

n>2, j=12,..n—1igin 0<x! <x’<..<x"" <1 olmak iizere y,(x,q,4,)
nin sifirlarint x; (g) ile gosterelim.

J
n

X (q), stfirlarimin durumlan hakkinda daha detayl bir arastirma yapalim. x,{ (0)

‘in degerleri verilecek bi¢cimde keyfi g€ L icin x,{ (q), noktalarinin degerlerine
yaklasimin miimkiin olabilecegini agiklayalim. Sonugta g =0 olacak bi¢imde (5.3.1)-
(5.3.2) ‘nin 6zdegerlerinin Zn =n’z? ,n=1.2.... ve sifirlarin x,{ (O)= jin ,j=1,...n-1
, n=2 bagmtilarini sagladigr bulunur. Simdi x,{ (q)—x,{ (O) farkinin - siirliigim

aragtiralim.
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Burada Yy, (x,q,ﬂ”) n. 6zfonksiyonun j. inci sifirl x,{ (q) nun durumunu

inceleyelim. I — IR doniisiimii lineer olmayan siirekli (Frechet ) diferensiyellenebilir

bir doniisiimdiir. Gergekten , g € L igin ,

J )
dqx,{ [W] — llm xn (q + 6'W) xn (q)
-0

tanimlayalim ve asagidaki lemmayi ispatlayalim.

Lemma5.3.1ge [*(0,1) olsun ve x/(g), j=1,..n-1 , n=2,3,... yukardaki gibi

tanimlayalim. O zaman

¥l q.4,)=

d . dy
donlad) | (D=2 ]

Ve

. d
yZ(l’q’ﬂ’n):ﬁyZ(l’q’ﬂ) |l:ﬂn

olmak iizere

d,x, x)[w]= m“[)’z(ﬁ%ﬂnﬂ W(l)df}
_ yz(xy{’qsﬂn). ‘ 1 x{j‘[yz(t,q,/in)]zw(t)dt}

v,(La.4,) i A, v (La. 4,)

Ispat. Lemmada ki formiiliin dogrulugunu gostermek icin  j=1,...,n-1 ve n=23,...
sabitleri ve tim q * lar icin  y(Lg,4,)=0 ve y(x/,q,4,)=Oalabiliriz. Yukaridaki

n

sekilde tanimlanan ifadelerin tiirevini alirsak

d,y(x.q, )[W]—hm( j[y(x q+ew,A)-y(x,q, )]

olmak iizere

vy (el q. A M ) (Wl d,y, (3] g 2, ]+ 9, () g 4, ), 4, [w] =0
ve
d,y(1,q.2,)wl+¥(1,q,4,)d,2,[w]=0
dir. d,y(xi,q,4, Jwl ve d,ylx/,q, 2, Jw] icin tanimladigimuz ifadelerden lemmadaki

formiil dogrudan hesaplanabilir. Bunun kolayca saglandigini gosterebiliriz.
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y2(x,q+gw’i)_ y2(x’q’ﬂ’) = J.[yz(x’q’ﬂ’)yl(t’q’ﬂ’)_ yl(x’q’ﬂ’)yz(t’q’ﬂ)]
0

[w(t)]y, (¢, q + ew, A)dr (5.3.4)

elde ederiz. € — 0 igin limit alirsak

dqyz (X, q,l)[W] = J[yz (X, q’ﬂ’)yl (t’ q’ﬂ’)_ yl (X, q’ﬂ’)yz (t’ q, 2)1)’2 (t’ q,/i)w(l‘)dt

elde ederiz.
Buifade x=1veya x=x/ ve A=4, igin y,(l,¢,4,)=0 ve

Y, (x,{ 4, A, ) =0 oldugundan basitlesir. Bu durumlarda

d yz( n’q’ﬂlw]__yl n’q7 n J‘w [y2 t q’ ] dt
0
ve

d,y,(Lg. A)wl=-y,0.g. 2,)| wlXy,(t.q.2,)1" at

cw—

elde ederiz. Sonugta

(g, 2, 4,)= v (6. 4, )y (5l q.4,) =1

elde ederiz ki buda bir Sturm 6zdesligidir.

x,{ [w] ‘ nin tiirevi i¢in elde edilen hesaplamalardan (5.3.4 ) esitligine geri

donebiliriz ve bu tiirev Frechet tiirevidir. x,{ (q) icin asimptotik formu kullanirsak tiirev

e o ipe j j o ] -

formiiliinii elde edebiliriz. Gergekte, x; (q)—xn (0) =X, (q)—— farkinin  sinirhilig
n

gerekir.

Bunu asagidaki lemma ile tamamlayabiliriz.

Lemma5.3.2 g L*(0,1) olsun. (5.3.1)-(5.3.2) problemini goz oniine alahm ve A=A,
,n=1,2,... 6zdegerine karsilik gelen dzfonksiyon y, (x, q,/?,n) olsun. y, (x, q,/?,n) ‘nin j.

inci sifirt x; olsun. O zaman

dir.
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ispat. q diizgiin bir fonksiyon oldugunda

()it t) = il e+ )= 52 =12l

olmak iizere

yazabiliriz.

Bu lineer operator onceki lemmalarda agik olarak hesaplanmisti. Tiim t ‘ler igin

dth,{ [q] lizerine bir smirhilik tammlayalim. Bu bdolimiin baslangicinda verilen

asimptotik formiillerden faydalanarak A reel sayisi i¢in asagidaki bagintilar:

y;(x,tq,z,,):cos@xm[ﬁj

s 1—cos2\//1_nx 1
[Y2(x,fq,/1n)] —|: Y +0 (ﬂ, )%

n

elde ederiz ve

).’2()61{71%2'")

; =x!+0(1)
y2 (1’ ICI’ ﬂn )
buluruz. Ayrica
1 x) 1
J — —
d,x, [Cl]— PP !q(s)ds x”?‘).q(s)ds+0(1)

dir. Boylece lemma ispatlanmis oldu.

Her bir ge I’ [0,1] , x,{ (q) , j=1,2,...,n-1 , n=2,3,... i¢in nodallarin segilen
bir alt ciimlesinin [0,1] aralifinda yogun olacagini gosterelim. Bu alt ciimle her n > 2
icin bir nodali (diiglim noktasini) kapsayacaktir. Burada bizim kullanacagimiz
metot her ge I* [O,l] icin sonucu elde etmek i¢in yukaridaki teoremi kullanarak ¢ =0

oldugunda alt ciimlenin yogunlugunu gostermek olacaktir.

g =0 i¢in bu sonucu agagidaki lemma kapsar.

(m+1)

2k+1

Lemma5.3.3 , k=0,123,..., m=0,1,...2" -1 sayilarinin ciimlesi [0,1]

—m)

araliginda yogundur.
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Lemmanin ispatindan 6nce asagidaki hatirlatmalar1 yapalim:
1. ¢=0 olmak iizere (5.3.1)-(5.3.2) probleminin A=A, hari¢ tim dzdegerlerin

(m+1)

(2 k+l m)

ciimlesi (2"+1 —m)27[2 , k=0,12,... , m=01,...2"-1 sayilaridir. kesri

(2k+1 —m)271'2 0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonun bir sifirdir. Dolayisiyla onceki

lemmada verilen rasyonel sayilarin ciimlesi A=A, = e ye karsilik gelen 6zfonksiyon

disinda her bir 6zfonksiyonun diigiim noktasini gosterir.
2. Bir bagka bakis acisindan dikkat edecek olursak g =0 igin
m+1 _ (m + 1)
2k T (2k+1 _m)
olur.
Bu ispatin temelini
1 2 3 2k
’ 2k+1 ’ 2k+1 _1 ’ 2k+l _2 2t 2]( +1 ’

dizisindeki her ardisik sayilar arasindaki farkin maksimumunun k — oo iken sifira

1, k=0,1,2,...

yaklastig1 olusturur . Bu gosterimde 6nce verilen farklarin sinirliligina dikkat edersek

AN U
241 2F+1
1 1
2k+1 _0 = 2k+1
ve m=0,1,..,2" -2 icin
m+2 m+1 2 11 2

2T _(m+1) 27 —m R —(me )2 —m] " 2 11

2k

dir. Bundan dolay1 {O,F,m,ﬁ,l} k. inci dizisindeki ardisik sayilar arasindaki
+

farkin iist sinir1 kK — oo iken sifira gider ve boylece lemma ispatlanmis olur.

2% +1

Boylece ¢(x)=0 olacak sekilde (0,1) arahiinda yogun olan {sinnﬂ:)c}::2

ozfonksiyonlarinin sifirlariin bir ciimlesini kurmus olduk. Benzer sonu¢ g€ L (0,1)

icin agagidaki lemmada verilmistir.
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Lemma5.3.4 ge I’ (O,l)olsun. n=2""—m olmak iizere her bir n >2 tamsays1 icin

k=0,1,2,3,...,ve m=0,1,...,2°" bulunur. Her bir n sabiti icin J(n) =m+1 ile tanimh k

ve m nin terimlerindeki n yi temsil etmekte kullaniriz. O zaman bu {xj (")(q)}w 0,1)

n n=2 7’
araliginda yogundur.

Simdi teklige iliskin teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem5.3.4 (Teklik Teoremi) ¢,,q, € [? olsun. i=1,2 icin
Y +(A-q,)y=0

(0)=y1)=0
Ozdeger problemini goz Oniine alalim. Her bir 7 =2 igin j(n) ‘i Lemma5.3.4 deki gibi

secelim. Ozel olarak secilen sifirlar icin

x(g,)=x"(g,) . n=23....

ve
j%dx = j%dx
0 0

bagintilar1 saglasin, o zaman ¢, = g, dir.

ispat. Birinci durum gergekte gosterir ki {x,{(")}n asagidaki gibi yogundur. xe [0,1]

>2

sabit, ancak keyfi secilmis olsun. O zaman ]lcimx,fk("‘) =x olmak {iizere j(n) ° nin
—o0

tanimindan dolay1 n, , k=1,2,... alt dizisi vardir. Kisaca x, = x,{("‘)

=X olsun. Ayrica

I,

Jp = ”137[2J5[ﬂ’nA (%)_ﬂvﬂA (5]2)_% +Q2}y2(t’5]1’lnk (‘h ))yz (t’qZ’ﬂ’nA (Q2 ))dt
0

esitligi ile tammlanacak olursa standart Sturm 6zdesligini kullanirsak J, = 0,k=1,2,3,...

oldugunu gosterebiliriz.

ll(im J, limitini hesaplayalim. Bu sonucu (ql —-q, )dt =0 oldugundan 6zdegerler icin
—oo

o —

asimptotik formiillerden gorebiliriz o zaman lim B, =0 olmak iizere

ﬂ’n,{ (ql)_/ln‘ (qZ): Bk
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dir. ( gercekten de Z B,(2 < oo dur.) Ayrica 0 £ x £1 i¢in 6yle bir M>0 sabiti vardir ki

k=1

1—cos2n, mx M
(nkﬂ-)2 y2 (t’ ql > ﬂ’nA (QI ))yZ (t’ qz s ﬂ’”k (6]2 ))_ {fk:” S n—
k

dir. Boylece k — oo iken
X

.[(% —ql)cos2nk7zz‘dt -0

0

Bagintisini goz 6niine alirsak ve bu sonuglari birlestirirsek k — oo iken J, daki

terimlerinin ¢ogu sifira yaklasir

X

0=1imJ, = [(g,(0)- . ()i

0

olur. Boylece x sabiti i¢in ispat yapilmis olur, x keyfi secilmisti. Bu sebeple

(Q1(1)_Q2(t))dl > xe[O,l]

0=

O

ve ¢, —q, =0 dir. Dolayistyla teorem ispatlanmis oldu.
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OZGECMIS

13/05/1981 yilinda Elaz1g ‘da dogmusum. Ilkokulu Elazig Merkez Dumlupinar
lkogretim okulunda , ortaokulu Elazig Merkez Mezre ilkdgretim okulunda okudum. Lise
ogrenimi Elazig Merkez Balakgazi Lisesinde yaptim. Universite smavina ilk girdigim
sene Firat Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandim. Boliimii
2002 yilinda derece ile bitirdim. Milli Egitim ‘de ilk olarak Kars ili Sarikamis ilgesinde
“60. y1l Anadolu Meslek ve Kiz Meslek Lisesi , Sehit Binbas1 Bedri Karabiyik Anadolu
Lisesi, Saritkamis Lisesi” okullarinda gorev yaptim. Daha sonra tayinim Elazig ili Palu
ilcesi Yavuz Selim flkogretim okuluna gikti. iki seneden fazla Palu ‘da calistiktan sonra
2006 Subat doneminde suan ki gorev yerim olan Elazig Merkez Dogukent flkogretim
Okuluna atandim. Ogretmenlikte besinci yilimi calistyorum.
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