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GIRIS

Sira istatistikleri istatistik teorisinin en 6nemli kavramlarindan biri olup, temel istatistik
yontemlerde ve istatistiksel sonu¢ c¢ikariminda kullanilmaktadir. Ayni zamanda, teste tabi
tutulan 7 tane {iriiniin yagam zamanlarin1 gdsterdigi i¢in, yasam analizi (life-time analysis) ve
giivenirlik teorisinde (reliability theory) Onemli yer tutmaktadir. Sira istatistikleri, yeterli
istatistikler olduklarmdan orneklem hakkindaki tiim bilgiyi igerirler. Sira istatistiklerine son
yillarda artan ilgi, bu alanin hizla gelisimini saglamistir. Ozellikle, sira istatistiklerine dayali
bir¢ok istatistik, dagilimdan bagimsiz (distribution-free) ozelligi tasidigi i¢in, parametrik
olmayan istatistiksel yontemlerde genis sekilde kullanilmaktadir.

Her bir tesadiifi degisken dagilim fonksiyonu ile karakterize edilir. Fakat pratikte
dagilim fonksiyonu ¢ogu zaman belli olmaz. Matematiksel istatistigin temel problemlerinden
birisi tesadiifi degiskenin deneysel degerlerini kullanarak onun dagilim fonksiyonunu tahmin
etmektir. Bazen dagilim fonksiyonunun analitik ifadesi belli olur, ama bu ifade birkag
bilinmeyen parametre icerir. Mesela, poisson ve listel dagilimlar tek parametreli, normal ve
gamma dagilimlar ise iki parametrelidir. Bu parametreler moment denilen sayisal gostergeler
ile ifade edilmektedir. Bilinmeyen dagilim fonksiyonu belli kosullar altinda momentler
yardimiyla tek olarak belirlenebilir. Ayrica olasilik ve stokastik siirecler i¢cin 6nem tasiyan bazi
esitsizlikler momentler yardimiyla ifade edilmektedir.

Literatiirde konumuz ile ilgili ¢alismalar; kesikli dagilimlardaki sirali istatistiklerin ilk
iki momentini Khatri (1962) elde etmistir. Balakrishnan (1986) keyfi siirekli dagilimlardaki
n boyutlu bir 6rnekteki sirali istatistiklerini tekli ve ¢arpim momentleri i¢in mevcut olan birkag
rekiirans iligki ve esitsizligi kesikli durumlar i¢in vermistir. Nagaraja (1992)’ deki makalesinde
kesikli sirali istatistiklerindeki tiim gelismeleri agik bir sekilde tartismistir. Arnold vd. (1992);
Khatri’nin elde etmis oldugu ilk iki momentini farkl: bir yolla elde etmislerdir. Calik ve Gling6r
(2005); kesikli dagilimlardaki siral istatistiklerin m. ci momentini ispat etmislerdir. Calik ve
Gilingor (2004)’de bir uygulama olarak kesikli diizgiin dagilimdaki sirali istatistiklerin 6rnek
maksimumunun beklenen degerlerini 6rnek boyutu #n =15 kadar cebirsel olarak elde
etmislerdir.

Bu ¢alismanin amaci kesikli dagilimlardaki sira istatistiklerinin m. ci momentlerini elde
etmek ve bir uygulama olarak bu momentleri kullanarak kesikli diizgiin dagilimdaki sira

istatistiklerin momentlerini bulmaktir.



1. BOLUM
1.1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tamm 1.1.1. (Ihtimal)

Bir olayin meydana gelmesindeki belirsizligin Ol¢iilmesinde kullanilan ve belirli

kurallara gore hesaplanan, degeri O (sifir) ile 1 (bir) arasinda degisen bir sayidir [17].

Tamm 1.1.2 (ihtimal Dagilimi)

Tesadiifi bir degiskenin bir degisim araligindaki belirli degerleri alabilmesi
ihtimallerini, o degiskenin bir fonksiyonu olarak ifade edilmesinde kullanilan bir formiil, tablo
veya sekildir [17].

Tanim 1.1.3. (Kiimiilatif Dagilim Fonksiyonu)

X ihtimal fonksiyonu P olan bir 6rnek uzayr S’ de tanimlanmis bir tesadiifi
degisken olsun. Herhangi bir gercel deger x igin, X ’ in kiimiilatif dagilim fonksiyonu gergel
sayilar kiimesinde x’ e esit veya ondan kiigiik degerleri alan ve S Ornek uzayinda X tesadiifi

degiskeni ile iligkili olan ihtimaldir. Bu fonksiyon,
F(x)=P(X <x)= [ f(t)dt

esitligiyle ifade edilir [3].

Tamim 1.1.4. (Olasiik Yogunluk Fonksiyonu)

a ve b gibi herhangi iki ger¢ek degerli sabit igin a < b iken,
b
Pla<X <b)=|f(x)dx

kosulu saglaniyorsa, degerleri f(x) olan ve biitiin ger¢ek sayilar i¢in tanimlanmig bir

fonksiyona, X siirekli rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu denir [10].

Tanim 1.1.5. (Diizgiin Dagilim)

X tesadiifi degiskeninin ihtimal fonksiyonu,

1
—— L,a<x<bicin
fx)=1{b-a ’
0 ,diger yerlerde

seklinde tanimlanmis olsun.



X tesadiifi degiskenine, diizgiin dagilmis tesadiifi degisken ve f(x)’ e siirekli

diizgiin dagilim denir. Diizgiin dagilimin a’ dan x ’e kadar olan integrali alinirsa, kiimiilatif

diizgilin dagilim fonksiyonu elde edilmis olur ve

F(x)=1x-a
b—a

seklinde ifade edilir [3].
Tanmim 1.1.6. (Bernoulli Dagilimi)

Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel

sonug sayist iki ise, p parametreli

P(x)=p"(1-p)™  ,x=0,1
yogunluk fonksiyonuna sahip ihtimal dagilimina, Bernoulli ihtimal dagilimi denir [17].

Tamm 1.1.7. (Binom Thtimal Dagilimi)

Tesadiifl deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel

sonug sayist iki ise, p parametreli

n! X Nn—x

B(x/n,p)=——
»(x/n, p) Ry

ihtimal yogunluk fonksiyonuna sahip ihtimal dagilimina, binom ihtimal dagilimi denir [3].

Tamim 1.1.8. (Maltinom ihtimal Dagilimi)

Tesadiifi deneylerde her deneme birbirinden bagimsiz ve her denemedeki muhtemel

sonug sayis1 ikiden fazla ise, B, P,,..., B, parametreli

n

P (X3 Xy yes X5 D15 Dyseees D3 M) =( pr‘.p;z.....p,fk

Xps Xy sy X
ihtimal yogunluk fonksiyonuna sahip ihtimal dagilimina, maltinom ihtimal dagilimi denir [18].

Tamim 1.1.9. (Normal Dagilim)

X tesadiifi degiskeni i ortalama ve o standart sapma parametrelerine bagli

1
fe)=—r—e

ihtimal yogunluk fonksiyonuna sahip ihtimal dagilimina, normal ihtimal dagilimi denir [17].



Tanmim 1.1.10. (Beta Fonksiyonu)

B(a, ) =[x (1-x)"" dx

:w a>0 ﬂ>0
C(a+p) ’ ’

olarak tanimlanmig fonksiyona beta fonksiyonu denir [12].
Tamm 1.1.11 (Stokastik Bagimsizlik)

fi(x) ve f,(x,) swrasiyla X, ve X,  nin marjinal yogunluk fonksiyonlari ve f de
X, ve X, nin bilesik yogunluk fonksiyonu olmak iizere, X, ve X, tesadiifi degiskenlerinin
stokastik olarak bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(x,,x,)= f,(x,)f,(x,) olmasidir
[13].

Tanim 1.1.12. (Kesikli Diizgiin Dagilim)

Rassal bir X degiskeninin, ancak ve ancak olasilik dagilimi asagidaki gibiyse kesikli
diizgiin dagilim vardir ve ad1 kesikli tekdiize rassal degisken olur.

1
f(x):z X =X,Xy,...,X, i¢in

burada i # j iken x; # x; olur [10].

Tamm 1.1.13. (Rassal Degisken)

S, bir olasilik dlgiisii olan bir drneklem uzayi ise ve X * de S’ nin biitiin 6geleri i¢in

tanimlanmug gergek degerli bir fonksiyonsa X ’ e rassal degisken denir [10].

Tamm 1.1.14 (Kesikli Rassal Degisken)

Aralig1 sonlu ya da sayilabilir sonsuz olan degiskenlere kesikli rassal degisken denir
[10].
Tamm 1.1.15. (Olasiik Fonksiyonu)

X kesikli bir rassal degiskense, X ’ in aralig1 i¢indeki her bir x degeri i¢in
f(x)=P(X =x)

ile verilen fonksiyona X ’ in olasilik fonksiyonu denir [10].



Tanmim 1.1.16. (Ortak Olasihk Dagilimi)

X ile Y kesikli rassal degiskenler ise, X ile Y’ nin araliklardaki her (x, ) deger
cifti i¢in
JOy)=PX =x,Y=y)

ile gosterilen fonksiyona X ile Y ’ nin ortak olasilik dagilimi denir [10].

Tamm 1.1.17. (Gama Fonksiyonu)
[(a)= jy“" e’ dy a>0
0

olarak tanimlanmis fonksiyona gama fonksiyonu denir [10].

Tamim 1.1.18. (Tam Olmayan Beta Fonksiyonu)

Ip(a,b):'lfx”’l(l—x)b_ldx a>0, b>0, 0<p<l

0
olarak tanimlanmig fonksiyona tam olmayan beta fonksiyonu denir.
Teorem 1.1.1.
Eger X ihtimal fonksiyonu f(x) ve kiimiilatif dagilim fonksiyonu f(x)’ e sahip
stirekli bir tesadiifi degisken ise F'(x)’ in tanimli oldugu biitiin noktalarda
f(x)=F'(x)
esitligi vardir [13].

Teorem 1.1.2.

X, X,,...,X, sitrekli F' dagilim fonksiyonuna sahip bir &rneklem olmak iizere
Xy <X <... <X, budmeklemin sira istatistiklerini gostersin.

U(l) :F(Xa)), U

@ =F(Xp)s s Up,y =F(X,)

olmak tizere U,,,,U

w2 Uays s Uiy (0,1) araligindaki diizgiin dagilimdan alinmis 6rneklemin sira

istatistikleridir [9].
Teorem 1.1.3.
Bir rassal degisken olan X ” in aralig1 x, <x, < ... <x, degerlerinden olusuyorsa,
f(x)=F(x) ve i=2,3,...,n i¢in
f(xi) = F(xi)_F(xi—])
olur [10].



Teorem 1.1.4.

S, dagilimi destekleyen negatif olmayan tamsayilarin bir alt kiimesi olsun. O zaman

sag taraftaki momentler mevcut olmak iizere

0

=2 =F )] (1.1.1)
x=0

42 =23 x[1-F,()+ i, (1.1.2)
x=0

dir. [15].



2. BOLUM

2.1. SIRA ISTATISTIiKLERI VE DAGILIMLARI

X, Xy, X, Orneklemi artan sirada X ) <X, <.. <X, bic¢iminde siralansin.

Bu siralanmis X ), Xy, ..., X,

> (n tesadiifi deBiskenlerine sira istatistikleri denir. Burada

X ;) n boyutlu drneklemin 7. inci sira istatistigi olarak adlandinlir. Birinci sira istatistigi

X

o =min(X,,X,,...,X,) ve n. inci sira istatistigi X, =max (X,,X,,...,X,) seklindedir.

X, X550 X tesadiifi degiskenleri olasilik yogunluk fonksiyonu f(x) ve

n

kiimiilatif dagilim fonksiyonu F'(x) mutlak siirekli bir anakiitleden tesadiifi bir 6rneklem olsun.

1<i<n olmak iizere X (y 1n (1. inci sira istatistiginin) olasilik fonksiyonunu

ﬁ(x)—#m O = P f(x), —0<x<o .11

olarak ¢ikarabiliriz.

I<i<j<n, —0o<x<y<o olmak lizere X, ve X, sira istatistiklerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

n! i1 _ j-i-1
£ (x )= DI —i-D] (n_j)![F(x)] [F(») = F(x)] 2.12)

[=FW1f(x) f(»)
bigimindedir.
Sira istatistiklerinin birlesik dagilimlar1 benzer olarak ¢ikarilabilinse de dogal olarak ¢ok daha

karmagiktir. Ornegin: X ve X, (1<i<j<n) ’lerinbilesik cdf si

F . (x)=F/(x;), x,2x, icin
(2.1.3)

_;Z;r'(s sy E G TEG) = FO)T = F O x 2 3 fgin

oldugu gosterilebilir. Bu ifade ister siirekli ister kesikli herhangi bir anakiitle i¢in saglanir.
XiySX <. X,), 1<i<i,<..<i<n, (1<k<n) olmak iizere k<n

say1ida sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

f

iy 50 5oy

n!
- FOe) ™ [F(x,)— F(x )]
01— e PN RGP

DA=FOOT™ f£(x) f(x,) ... f(x,) X <x, < . <X,

olarak bulunur. Bu esitlikte

y (X5 Xy, x,)



X1 = 9,
i, =n, i, =0

sartlarinin saglanmasi durumunda fil’ I (x,, x,, ..., x; ) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

S (X5 X550, ) = Hf( )H F(x’z) _Fl(x_ﬂ (2.1.5)

olarak yazilabilir. Buna gore n tane X, <X, <.. <X, sira istatistiklerinin ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu

n!f(xl)f(xz)...f(xn) , X Sx,<..2Xx,

(2.1.6)
0 , diger yerlerde

fi,Z,.“,n ('xl’ xZ’ creo xn) = {

bi¢imindedir [9].
Simdi denklem (2.1.6)’ da tiim # sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu goz

oniine almarak (X ), X5y, ..., X)) ve (X,),..., X, )degiskenleri iizerinden integral

almrsa (1<i<n) X, (y Inmarjinal yogunluk fonksiyonunu

fl.(x):n!f(x)[J-...J% f(xl)...f(xl.fl)dxl...dxl.fl][I...Irf(xl.ﬂ)...f(xn)dxl.ﬂ...dxn] (2.1.7)

olarak ¢ikarabiliriz. Direkt integral alinarak

X X3 X, [F(x)]

I Hf(xn)f(xz) S (X)) dox, dx, ... dix, = (2.1.8)
T TTf(xm)f(xwz) S (x,)dx, dx,,, ... dx _U-FRr (2.1.9)

me x o) S (x,)dx, e dX, = (n—i)!
elde edilir. (2.1.8) ve (2.1.9)° denklemleri (2.1.7)’ denkleminde yerine yazilirsa X(i)’ in

(1<i<n) olasilik yogunluk fonksiyonu tam olarak (2.1.1) ¢ikarildigi gibi ayni ifade elde
edilir.
(2.1.1 den (i=1 ve i=n alindiginda) en kii¢ilk ve en bliyiik sira istatistiklerin olasilik
yogunluk fonksiyonlarini sirastyla

fi(x)=n[1-F(X)]"", —o<x<w (2.1.10)
ve

f,(x)=n[FX)]"" f(x), —o<x<w© (2.1.11)

yazariz.



En kiiclik ve en biiyiik sira istatistiklerin dagilim fonksiyonlarin1 kolayca (2.1.10) ve (2.1.11)

deki olasilik yogunluk fonksiyonlarinin integralini alarak

F(x)=1-[1-F(x)]', —wo<x<wo (2.1.12)
ve

F(x)=[F(x)]", —co<x<ow (2.1.13)
cikaririz.

Genel olarak (2.1.1)’ de X, ” in olasilik yogunluk fonksiyonunun integrali alinarak X’ in

dagilim fonksiyonu elde edilebilir. X, ’in dagilim fonksiyonunu her zaman gergekte zorluk

olmaksizin

F(x) :(X(

=Pr(X,,X,, ..., X, 'lerin en az i tanesi x 'e esit ve ondan kii¢iiktiir)

i)Sx)

= ZPr (X,,X,, ..., X, "lerin tam olarak r tanesi x ' e esit ve ondan kiiciiktiir)

=S (F@ -F@Y 7. —o<x<on 0114

¢ikarabiliriz. Bdylece X’ in (1<i<n)’ in kimilatif dagilim fonksiyonunu basitce 7

denemede basarili olanlarin F'(x)’ li binom dagilimi (i’ den baglayarak) olasiligi oldugunu
buluruz.

Biz (2.1.14)’ denkleminde i=1 ve i=n aldigmzda sirasiyla (2.1.12) ve (2.1.13)" deki
ifadeleri elde edebiliriz. Bundan baska,

n

>(1)p a-py” =T(i_1"—!zf‘l (1-¢)"dt, 0<p<l (2.1.15)
0

)(n—1)!

esitligini kullanarak biz (2.1.14)’ dekine benzer olarak X o in kumiilatif dagilim fonksiyonunu

r=i

£ n! i—1 n—i

Fx)= | ———F———=1t"(1-¢t) dt

) J;(i—l)!(n—i)! (1=1) (2.1.16)
=IF(X)(i,n—i+1), —0 < x <00

olarak yazabiliriz. Burada / incomplete beta fonksiyonudur. (2.1.16)* daki F;(x)’ in ifadesi

ister siirekli ister kesikli olsun herhangi bir keyfi anakiitle i¢in saglanir. Bununla birlikte

anakiitle mutlak stirekli oldugu farz edilecek sartlar altinda (2.1.16)" daki kiimiilatif dagilim

fonksiyonu ifadenin diferansiyeli alinarak X @ In (1<i<n)’ in olasilik yogunluk fonksiyonu

tam olarak (2.1.1) deki ifadeyi elde ederiz.



2.2 KESIiKLi DAGILIMLARDA SIRA iSTATISTIKLERI

Simdi i. inci sira istatistigi i¢in i ifade elde edilecek. Ilk ikisi F(x) cdf* sine
dayandirilmigtir. Sonuncusu ise ¢ok terimli argumente dayandirilmistir.
Yaklasim 1. (Binom Toplam)
F,(x) bir ifadesini saglayan denklemin kesikli durumda X, in her bir miimkiin x
degeri i¢in biz
Ji(x) = F(x) = F(x-1) (2.2.1)

yazabiliriz. Bu nedenle biz
fi(x)= Z( ALF (x) 1= F (x)] = [F (x=1)) [1=F (x=1)]""} (2.2.2)

yazabiliriz. Herhangi bir kimse benzer olarak F(x) i¢in negatif binom toplam formunda
kullanilabilir.
Yaklasim 2. (Beta integral Formu)

Hesaplama, amaglari i¢in 6nceki ifadeden daha iyidir. f; (x) icin bu ifade bir integral

formunda kesikli sira istatistiklerinin bagimli yapilarini ¢alismak ic¢in faydalidir. (2.1.15) ve

(2.2.1) kullanilarak yapilir. Bir bagka deyisle,

F(x) _
fi(x)=iC(,n) J. u' ™ (1-u)"" du (2.2.3)
F(x—l)
burada
n!
Cli,n)=——— 224
(1) il(n—i)! @24
dir.

Yaklasim 3. (Coklu Argument)

Mutlak siirekli durumlarda, coklu denemeleri gerektiren bir argument (2.1.1) ile

E

verilen X’ in pdf* sini elde etmek i¢in kullanilmistir. O fikir daima burada kullanacagiz.
Fakat X’ in pmf’ si i¢in sonu¢ daha karma karigiktir. Herhangi bir X' gdzlem degeri i¢in su
ti¢ farkli olay1 goz Oniine alalim; (X < x), (X = x) ,(X > x). Bu olaylarin olasiliklar1 sirasiyla

F( x—1 ), f(x) ve 1 - F(x) dir. {X,} olay i(n —i+1) farkli sekilde meydana gelebilir;

10



r=0,1,.,i—1 ve s=0,1,...,n—1 olmak lizere (i—l—r) tane gbzlem degeri x ’den kiigiik,

(n —i—S ) tanesi x ’den biiyiik ve kalanlar1 ise x degerine esittir.

o halde

i—1 n—i n'[F(x 1)]1 —1-r [1 F( )]n—i—s [F( )]s+;~+1

=0 s=0 (l—l—r) (n i— S) (S+7‘+1) (2.2.5)

olacaktir.
2.3. KESIKLi DAGILIMLARDA SIRA ISTATISTIKLERININ DAGILIMLARI
X, f(k)=Pr(X=k) pmf li ve F(k)=Pr(X <k) kimilatif olasilik kiitle

fonksiyonlu 0,1,2, ... degerlerini alan bir kesikli tesadiifi degisken olsun.

Farz edelim ki; X, X,,...,X, X ’de oldugu gibi aym pmf’ li n tane bagimsiz ve aym

dagalmis tesadiifi degisken olsun. X <X, < .. <X, uygun siali istatistikler olsun.
fio X, inpmfsi
Pr( ) =x)
F,(x)-F,(x-1)
C(ron) {IF () 1= F (x)]"" =[F (x=1)] [1= F (x=1)I""}

M- -

r=i

olarak yazabiliriz.
n F(x) ) )
D C(r ) {F ()T I=F(x)I""}= [ iC(i,n)u™ (1-u)" du,  O<u<l
0

r=i

Biz
fl(x) = I iC(i,n)ui_1 (l—u)'H du (2.3.1)

yazabiliriz. i =1 i¢in X 1) > in pmf” sini

fi(x)=n F(f) (1—u)"" du=[F(x-1)]" —[F (x)]", F(x)=1-F(x)

F(x—l)

olarak yazariz. i =1 i¢in X (n) > in pmf” sini

F(x)

f(x)=n [ @™ du=[F(x)]'=[F(x-1)]

F(x—l)

11



yazabiliriz.
1<i< j<n olmak iizere X, () Ve X, ) > in bilegik pmf” sini
£y () =Pr(X =, X, =)

] u+rw<s—r-1

- > C(i-r-Li+w,j—l-u,j+s,n)

(LF (x =D [F () EF (y=1) = F (p)P " [F (0)1 1= F ()

olarak elde edilir. Basit olarak verilen ifadeden

S (ep)=Pr( X, =x, X, = y)=i(j-i

~
)
~
<.
S
~

elde edilir. WEI) ornek araligi Wzl) =X ™ X, " ile tanimlanir. Kolayca

Pr(1, =0)= S Pr(X =)
u=0
gosterilir.
k>0 igin
Pr(W, =k)= Y Pr(X, =u, X, =u+k)

u=0

=S ALF (u+ k)= F (u=1)" ~[F (u+ k)~ F ()]

+[;7(u+k—1)—F(u)]” —[F(u+k—1)—F(u—l)]"}
o F(u) F(u+k)

=Yn(n-1) | [ (B-a) dadp
u=0 F(u=1)F(u)  F(u+k-1)

yazabiliriz. X(l.l) SX(:‘Z) <..< X(l.k) > in bilesik pmf” si

fini2 """ " (xl,xz,...,xk)=C(1’1,r2,...,rk;n)

-J.H(ir —i_ ) (u,—u,, )ir_i"" (1-u, )n_ik du, du, ...du, 23.2)
D

buradan

7,=0, u,=0 Vej = I

>}
~
=
=
L
=
~
=
Ry
|
(3]
>
~
—
=
L
=

dir. Burada C (r] JFyy e ,rk;n) (2.4.9)’da tanimlanmustir.

12



2.4. BILESIK OLASILIK KUTLE FONKSIiYONU
Biz simdi X, X X

@) () I

, 1le ¢ok sayida k sira istatistiklerin bilesik pmf> sini

elde ederiz. Burada 1<i, <i, <...<i, <n pmf’ si i¢in uygun bir form bir integral olarak ifade

edebiliriz. Bunun i¢in tiim sira istatistikleri ve kalan sira istatistikleri ile ilgili toplamin bilesik
pmf” si i¢in bir integral formu ile baglariz. Burada tartigmaya c¢agri; gozlenmis degerler ile

baglantili sayilar arasindaki temasi kesmemektir.

x<x,<..<x,, oyle ki bazz m, Il<m<n, 1<p<r<..<r,=n igin

(g =v=x)< (X, =w=x)<.<(x, ,=.=x )<(x <x ,=..=x) olsun
O zaman 7, =0’ I
m [f(x )]’}*’}71
Jiom (xl’x2""’xn):n! ——— (2.4.1)
. 1_1[ (r,—r)!
Sirm (xl,xz, e X, ) = n!J.Ddu1 du, ...du, (2.4.2)

burada
D = {(uy,1y,...u,) uy S, S...Sun,F(xr: —I)Sut SF(xrs),ISSSm,kH <t<r} (24.3)

olur.

k <n oldugundan x, <x, <..<x, i¢in
1 2 k

f;wiz »»»»» i (xil’xiz""’xik):zfll ,,,,, n(xlexza“-axn) (2.4.4)

burada z » X SX,S..SXx,7 e gore X,,X,,....x; " larn diginda tim X, lerin Gizerindeki

,,,,,

n!ZtJD du,...du, olarak ifade edilebilir. Burada D,’ lerin ayrik ve (2.4.3) verilen D

formundadir. Bu D,’ lerin x,’ ler arasinda baglantilarin farkli bi¢imleri uygundur. Bundan

baska
UD, =(wottyset, )ty Sy << F(x, =1) <, <F(x,), 1<r <k} (2.4.5)

olur. Béylece biz
i (%% e, ) = ”!IUD, du, du, ... du, (2.4.6)

burada UDI (2.4.5) ile verilmistir. i,i,, ..., larin disinda 7 i¢in u, ” lerin biitiinlesmek

tizere biz i, =0 ve u, =0 ile
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: b =l = n—iy
.IB [H(ul_’ _ui’;l )l,. e 1] (l—u[k) k dul.l duiz duik
Yyazariz.
Burada B,
B= {(uil ’uiz’”',uik ):uil < uiz S u[k ’F(xr _1) < u, < F(xr)a r= ilaiza-.-,ik} (247)

ile verilen k boyutta uzaydir.
Bu tartigma asagidaki gibi 6zetlenmis olabilir.

Teorem 2.4.1
1<i <i, <..<i, <n igin X, X(,z), ,X([k)’ in bilesik pmf’ si

i)
Jiii (xl.l,xl.z,...,xl.k ) =C(iy,iy, e nly 1 11)

k i~ -1 n—i (248)
.J'B[I;I(u[r —u, ) " ](l—uik) du, du, ...du,
ile verilmistir. Burada i, =0, u,=0
C iy iy :n) - ik (2.4.9)

k

n—i, 'H i —i_
r=1

ve B (2.4.7) ile verilmistir.

Yukaridaki sonug k tiirlii bir integral olarak sira istatistiginin bilesik pmf” sini ifade eder.
B integrasyon bolgesi, sira istatistigi baglanmadigi siirece alt boyutlarin alt uzaylarin bir ¢arpim
uzay1 olarak ifade edebiliriz.

Ornegin; baglanmaz durumda B, k boyutlu bir dikdértgendir. Bununla birlikte hatta bu
durumda bilesik pmf” si sira istatistiklerin ardisik olmadik¢a mevcut degildir.

Iki sira istatistiginin bilesik pmf” sini bulmak icin baska bir yaklasim onlarin bilesik cdf* sini

kullanmaktir. Yani;
ﬁ’j(x,-,xj)ZE’j(xl—,xj) Fu( -1 x ) F',j(xi’xj_l)“LF ( Yios X 1) (24.10)

ifadesi kullanilir. Burada F; ; ifadesi mutlak siirekli durumla aynidir ve (2.1.3)” de verilmistir.
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3. BOLUM

3.1. MOMENTLER VE CARPIM MOMENTLERI

/11.(’1:7) ile E (X(];)) (ISi Sn), sira istatistiklerinin tekli momentlerini taniyalim.

Aciktir ki bu momentler siirekli durumda

Mn—£ x* fi(x) dx

n!

SO A — '[ XF(x)TO=F(x)" f(x) dx

(i-1)! (n—i)!2,

ile ve kesikli durumda
ﬂz n Z X f

ile hesaplanabilir.

Benzer olarak

wln =] 5V, (ey)drdy

n!

NErEEcE
—F(x)]j’i’l[l—F(y)]"’jf(x)f(y) dx dy

JI " VF ()

ile ve kesikli durumda

lj?‘l: Z Zxkylf;j X

x<y
ile hesaplanabilir.
Sira istatistiklerinin varyansi
Val" (X(l)) = luz(,i) — /uiz,n ,
olarak hesaplanabilir.

burada

dir.

Benzer olarak sira istatistiklerinin kovaryansi, o, ; ,

J/

1<i<j<n

(1<i<n)

Cov(X(i),X(j)) =H T H M

olarak hesaplanabilir.
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1<i < j<n ile tanimlanmigtir ve

I1<i<j<n

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)



X(i) > in Momenti

d
Biz X(l,) momentini elde etmek i¢in Teorem 1.1.2 deki X(l,)=F - (U(i))

doniistimiinii kullanabiliriz.

X, 0 > in ortalamasini

1 .
U, = l'C(i,n)J-F_l (u)u™ (1—u)"" du
0

olarak ifade edebilir. Burada C(i,n), (2.2.4)" de verilmistir. Bununla birlikte ' () kesikli

dagilimlarin hemen hemen tiimii iyi bir formda yazildigindan bu yaklagim sik sik pratik

degildir. S, negatif olmayan tamsayilarin bir alt kiimesi oldugu zaman bir kesikli dagilimlarda

2

herhangi bir kimse X B in momentlerini direkt elde edebilmek i¢in Teorem 1.1.4 de F; (x)

cdf’ si kullanilarak elde edebilir.
Birinci amacimiz Teorem 1.1.4 de elde edilmis momentlerin bir genellemesini elde etmektir. Bu
nedenle asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3.1.1

S, dagilimin destek kiimesi negatif olmayan tamsayilarin bir alt kiimesi olsun. Sag

taraftaki momentler her zaman mevcut olmak {lizere

Z[x+1 —x"](1-F,(x))

dir.
ispat:
Not edelim ki; ,ufj’;) meveut k — oo giderken k™ P (X "> k) — 0 olur. Simdi
k — oo giderken
Zx’"f Zk(;x’"[P(X >x— 1) P(X(r) >x)]
-1

=2 [(x+1)"=x"1P( X, >x)-k"P(X,, > k)

Ed I

g0z Oniine alalim. Biz
(m) . & m .
) =1lim Y [(x+1)" =x"] P( X, >x)-limk" P(X, > k)

x=0 k—>o0

g[ (x+1)"=x"1(1-F,(x))
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elde ederiz. Boylece teorem ispat edilmistir.

Ozel olarak m =1 ve m =2 alarak daima
1) =3 [1-F,(x)]
x=0
ve

HD =2 x[1=F(0)]+pu,,
x=0
yazabilir. Bu son iki ifade Teorem 1.1.4 ifadesiyle aynidir.
Not edelim ki Teorem 3.1.1 tiim kesikli dagilimlar icin saglanir. Genelde bu
momentleri analitik olarak hesaplamak kolay degildir. Bazen, 6rnek ekstremlerinin momentleri
yazilabilmektedir. Simdi Teorem 3.1.1 kullanilarak kesikli diizgiin dagilimdaki sira

istatistiklerinin 6rnek maksimumunun momentlerinin nasil elde edilecegini gosterelim.

3.2. KESIiKLi DUZGUN DAGILIMDAKI SIRA iSTATISTIKLERI

X, S={L2,...,N} destek kiimesi kesikli diizgiin anakiitleli tesadiifi degisken olsun.

O zaman bir X, [I,N] kesikli diizgiindiir yazariz. Not edelim ki xe€ .S i¢in pmf si

1
f (x) = N ve cdf’ si F (x) = % ile verilmistir. Bu nedenle i. inci sira istatistiginin cdf” si

noo(x Y x
Fi(x)ZZ(r)(ﬁ] (l‘ﬁj . XeS
ile verilir.
Herhangi bir kimse direkt olarak x ve N secerek binomial dagilim cdf® si igin tablolart
kullanabilir. Ornegin N =10, S de her x icin x=10p, sz,l(O,l)l,O olarak ifade

edilebilir. Béylece x € § i¢in

F(x)=2(7)p(-p)"

binomial tablodan okunabilir ve f; (x) , (2.2.1)’ den elde edilmis olabilir.

Amacimiza uygun 6zel toplam ve agagidaki yardimci teoremle baglayalim

3.2.1. Ozel Toplam

Parametrik olmayan istatistik kuraminda, 6zelliklede sira toplamiyla ugrasirken arti
degerli ilk N —1 tamsayisinin kuvvet toplamlarina, yani

n=0,1,2,3,... iken
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N
S(N-1Ln)=1"+2"+3"+..+(N-1)" =D x" (3.2.1)

-1
x=1

ifadesine gerek duyariz. Asagidaki teorem bu toplamin bulunmasini kolaylastirir.

Yardimeci Teorem 3.2.1

Arti degerli her N ve n tamsayisi i¢in

=~

-1

(5) S(N-1n)=N*~1

n

Il
(=]

X

dir.
Bu teoremin bir eksigi S (N -1, n) toplamlarinin her birini ayr1 ayri, 6nce n =0, sonra n=1,
sonra n =2, vb. i¢in bulmak zorunda kalmamizdir. S6zgelimi, # =1 i¢in sunu elde ederiz:
(4)S(N-1,0)=N-1
burada
S(N-1,0)=1"+2"+..+(N-1) =N -1
Benzer bicimde #n = 2 i¢in de sunu buluruz:
(5)S(N-10)+(})S(N-11)=N>-1
N-1+28(N-1,1)=N*-1

burada

S(N=-1,1)=1"+2"+..+(N-1) :%(N—I)N

dir.
Ayni teknigi kullanarak

S(N—1,2):%(N—1)N(2N—1)
ve

S(N—1,3)=%(N—1)2 N’
elde edebilir.

Simdi S (N -1, n) toplamu ile kesikli diizglin dagilim sira istatistiklerinin 6rnek maksimumun

m. ci momenti arasindaki iliskiyi elde edebiliriz.
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Iliski 1.
Kesikli diizgiin dagilimli ve m >1 igin
Z(Z)S(N—l, n+m—k)
k=

(m) _ Ny _ k=l 322
M, G ( )

dir.
ispat:
Teorem 3.1.1 de ,ur(fz) ifadesini goz Oniline alalim. Not edelim ki kesikli diizgiin

dagilim i¢in £ (x) = (%) , ¥=n ve m 21 i¢in biz

) _% o (X)
) =31y =0 ]

x=0

{Z[(x+l)m —x"]x"} (3.2.3)

yazabiliriz.

(3.2.1)’ de (3.2.3)’ in sag tarafindaki toplam kullanilarak biz daima

N-1 m

Z[(erl)m—xm]x”:Z(Z)S(N—l,rH—m—k) (3.2.4)

esitligini ¢ikarabiliriz. Boylece (3.2.2) elde ederiz.
Alternatif ispat:

(3.1.2)’ de ,u(i’;) ifadesini gdz Oniine alalim. Not edelim ki; kesikli diizglin dagilim

”

i¢in (2.2.1)° den

205 -7

r=n m21 igin biz, (3.1.2)’ den
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; X m nx_l n
= 2 (1)
1 N N
= n[Zx”’x”—Zx’”(x—l)]
N x=1 x=1
Nn[Zx”’x”+N’”N” Zx (x=1)"]
Nn[Zx xX— 1 me
1 N-1
:Nm Nn [Zx x 1) +Nm N 1 me n
=N" ]én{Z[x (x=1)"=x"x"]+ N" (N -1)"}
w) =N" - ]\} {Z_‘,xm[(x—l)" —x"]+N"(N-1)"} (3.2.5)
x=1

yazabiliriz. Diger taraftan (3.2.1)’ den biz daima

=

S (1) TN (N1 =3 (2)S(N =L ntm—k)

k=1

Il
—_

esitligini elde ederiz. Bu son ifade (3.2.5)’ de yerine yazilirsa (3.2.4) elde edilir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.

Ornek 3.2.1

X,[1,N] kesikli diizgiin tesadiifi degisken oldugu zaman oOrnek maksimumun

durumu iligki 1’den

S(N—l, n)
=N—— 7
ﬂn,n Nn
\
ﬂlgiz :N2 _S(N—l,n+1)+2S(N—l,n)

N}'l

olur. (3.2.6) in sag tarafindaki toplam kolayca hesaplanabilir. Abramowitz and Stegun [1],
birkag n ve N degeri igin tablolagtirmistir. Beyer [6], n =10 kadar toplamin cebirsel ifadeleri
mevcuttur.

Bunlari kullanarak 6rnegin #n =2 igin
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_(4AN-1)(N+1)

Hyp = 6N
A%~
- (2N2 +1)(N2 —1)
22 36N2

elde ederiz.
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TARTISMA VE SONUC

Kesikli dagilimlardaki sirali istatistiklerin m. ci momenti elde edilmistir. Ayrica bu
momentleri kullanarak kesikli diizglin dagilimdaki sira istatistiklerin 6rnek maksimumunun
cebirsel olarak kolay bir sekilde (iliski 1) elde edilecegi gosterilmistir. Tiim kesikli dagilimlarda
Teorem 3.1.1.i kullanarak momentlerin elde edilemeyecegi tespit edilmistir. Ugiincii ve
dordiincli momentleri elde etmek icin momentler arasindaki iliskileri de kullanarak ortalamaya
gore momentler elde edilebilse de ¢ok uzun ve karmasik formiiller ile karsilasilmaktadir.
Bununla beraber N ve n’ nin ¢esitli degerleri i¢in programlama yapilarak momentleri sayisal

olarak da elde edilebilinir.
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