T.C
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KURESEL CARPIM IMMERSIYONLARI

YUKSEK LiSANS TEZI

Seyda Demir

Anabilim Dali: Matematik

Programi: Geometri

Damsman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

MAY1S-2016



T.C.
FIRAT UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KURESEL CARPIM IMMERSIYONLARI

YUKSEK LiSANS TEZI

Seyda Demir
(141121120)

Anabilim Dal: Matematik

Programi: Geometri

Damisman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih

MAY1S-2016



T
FIRAT I"JNiVERsiTES; )
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KURESEL CARPIM iIMMERSIYONLARI

YUKSEK LISANS TEZI

Seyda DEMIR
(141121120)

Tezin Enstititye Verildigi Tarih: 19.04.2016
Tezin Savunuldugu Tarih: 11.05.2016

Tez Damsmam :  Prof. Dr. Mahmut ERGUT (N.K.U.) @W%é

Diger Jiiri Uyeleri:  Prof. Dr. Mehmet BEKTAS (F.U)
Do¢. Dr. Mihriban KULAHCI (F.U) /{ 5/ 7

MAYIS-2016



ONSOZ

Bu ¢alismanin planlanmasi ve yiiriitiilmesi siirecinde benden destek ve ilgilerini
esirgemeyen, lisansiistii egitimim boyunca, bilgi ve hosgoriilerinden yararlandigim Sayin
hocam Prof. Dr. Mahmut ERGUT e siikranlarimi sunmay1 bir borg bilirim.

Seyda DEMIR
ELAZIG-2016



ICINDEKILER

(0] 150 Y/28 OO v
(071 )t OO Vi
SUMMAOARY ..ottt sttt s st s sttt s ss st s st ane st n st s sanensas VIl
SEKILLER LISTEST .......coooiiiiiiioeeceeeeeeeee ettt VI
Lo GIRIS .ottt ettt 1

1.1. Temel Tanim Ve TEOTEMIET ........cciiiiiiiiiiiiiiee it e e e 4
2. OKLID UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERI ........cccocoovvvviviiiinnn. 12
3. PSEUDO-GALILEAN UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERIN
SINIFLANDIRILMASI ..ottt ss st enes st nee et neanenaans 14

3.1. G2 de Sifir Egrilikli Kiiresel Carpim YUZeYIEri.......cocvuverivevererriieirirerensnssceeserennns 16

3.2. G3 de Kiiresel Carpim Yiizeylerinde EZriler ........cccooeiiiieereriiieccieeee e 19
0 )\ 0 TP 22
KAYNAKLAR ..ottt es s esss st es s ssstas st snsssntassssensassnsanansnsassnsanes 23
L0 Y7 00317 1 15T 25



OZET

Bu ¢alisma dort boliim halinde diizenlenmistir.

Birinci bdliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda iki diizlemsel egrinin kiiresel carpim
yiizeyi olan X = a @ B ve bu kiiresel carpim yiizeyinin geometrik 6zellikleri {izerine
yapilan caligmalar 6zet halinde ifade edilmistir. Tezde kullanilacak olan ¢esitli tanim ve
teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde 3-boyutlu ve 4-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel ¢arpim yiizeyleri
ifade edilmistir. Bu yiizeylerle ilgili egrilikleri sifir olacak sekilde elde edilen teoremler
verilmistir.

Uciincii boliim ise tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Ucgiincii béliimde
oncelikle kiiresel ¢arpim yiizeyleriyle ilgili nceden elde edilen sonug¢lardan bahsedilmistir.
Daha sonra G de izotropik diizlemler disinda sabit ortalama egrilikli bir kiiresel carpim
yiizeyinin bulunup bulunmayacag: arastirilmistir. G3 de ele alinan iki iireteg egrinin kiiresel
carpim yiizeyin flat olmasi icin gerekli sartlar elde edilmistir. Son olarak dordiinci
bolimde G3 de kiiresel garpim yiizeylerinde egriler incelenip ilgili egrilerle ilgili

siiflandirma yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kiiresel carpim yiizeyi, Galilean uzayi, Gauss egriligi, Ortalama

egrilik, Geodezik dogru, Asimptotik dogru
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SUMMARY

SPHERICAL PRODUCT IMMERSIONS

This paper is organized in four parts.

In the first chapter in the 3- dimensional Euclidean space with a global product
surface and two planar curves X = a@ studies on geometrical features of this global
product surface is expressed as summary.

Various definitions and theorems are given which will be used in the thesis.

In the second part of the 3-dimensional and 4- dimensional Euclidean space it expressed
global product surfaces.

This surface irregularity on the given theorem obtained to be zero.

The third section is the original part of the thesis. The third chapter is primarily
obtained from the results discussed in advance about the global product surface.Then G2
except isotropic plane constant mean curvature has been investigated whether there is a
global product surface. G2 has also dealt with two generators curve obtained necessary

conditions for the global product surface is flat .

Keywords: Spherical product surface, Galilean space, Gaussian curvature, Mean

curvature, Geodesic line, Asymtotic line.
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1. GIRIS

Bu calismada bir 3-boyutlu Oklid uzayinda iki diizlemsel egrinin kiiresel ¢arpim
yiizeyi olan X = a @ B 1iizerine calisildi. Eger X = a @ B bir kiiresel carpim yiizeyi
Gauss egriligi sifirsa (yani flat bir yiizey ise) o zaman o ya da B nin bir dogru oldugu
ispatlandi. Ayrica eger o(u) nun bir dogru , B(v) nin iki boyutlu bir egri olmasi
durumunda kiiresel ¢carpim non-minimal ve flat bir ylizey oldugu goriildii. B(v) orijinden
gecen bir dogru, a(u) herhangi iki boyutlu bir egriyse burada kiiresel ¢arpim yiizeyinin
hem minimal hem de flat oldugu ispatlandi. Yine bu ¢alismada 4-boyutlu Oklid uzayinda
kiiresel carpim ylizeylerinin egrilik elipsi ve 2. temel formun katsayilar1 hesaplandi. Otsuki
donel yiizey ve Ganchev-Milousheva donel yiizeyler 4-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel
carpim yiizeylerin ozel tiirleridir. Bu gibi yiizeylerin egrilik elipsinin N,(M)nin orjini
izerinde yatmasi i¢in gerek ve yeter sart1 verildi. Sonug olarak Ganchev-Milousheva donel
yiizeylerin flat ya da Chen type halini almasi i¢in gerek sart verildi.

G5 Galilean uzayi, 3-boyutlu bir P; kompleks projektif uzayinda tanimlanir ve
{w, f,1;,1,} ideal sekline sahiptir. Burada w, ideal diizlemlerinin bir reel diizlemini; f € w
ideal dogrularinin bir reel dogrusunu; I3, I, € f de ideal noktalardan iki tanesini ifade eder,

(Kamenarovic, 1991).

Afin Diizlem W
Ideal

Diizlem

I )0@/

Ideal Nokta Dogru

Sekil 1.1. Galilen Uzayinda Nokta ve Dogrular



Gsuzaymin bir reel modeli olarak, € eliptik involusyonu ile birlikte f € w reel dogrusunu
ve w C Gz reel diizlemini igeren {w, f} idealine sahip bir reel P; projektif uzaymi
alabiliriz.
Uygun koordinatlarda ¢ eliptik involusyonu
W..xg=0, f..xg=x,=0
£:(0:0:x5:x3) = (0:0: x5: —x5).
seklindedir. Homojen olmayan koordinatlarda Hg benzerlik grubu
x' = aq; + apx,

!

Y = dp1+ ayx + a3y cose + a3zsing,
z' = asq + az;x — a3y sin@ + a,3z cos @,
formundadir. Burada a;; ve ¢ reel sayilardir. Ustelik a,, Ve a,3 katsayilar1 6zel bir rol

oynar. a;, = a,3 =1 alindiginda Galilean uzaymin Bg hareket grubu elde edilir. Bu grup

x' a 0 0 v
B s, S
7' c Z

1
Bg: d cosep sing
e
seklinde hareket eder. Boylece bu hareket boyunca G3 Galilean uzayinda dogrular dort

—sing cosg

siifa ayrilir. Bu dogrular asagidaki sekilde ifade edilebilir.
1) Reel non-izotropik dogrular. Bu dogrular f ideal dogrusunu kesmezler.
2) Reel izotropik dogrular. Bu dogrular w diizlemine ait degildir, fakat f ideal
dogrusunu keserler.
3) Reel olmayan non-izotropik dogrular. Bu dogrular f den baska w mnin biitiin
dogrularidir.
4) f ideal dogrusu.
G5, Galilean uzayinda x = sht diizlemleri Oklid diizlemleridir. Ozel olarak w da bir Oklid
diizlemidir. Diger diizlemler izotropiktir.
C*(k = 3) smifindan bir r:1 — G5 egrisi (I,7) koordinat komsulugu ile 7(x) =

(x,y(x),z(x)) seklinde verildiginde x(x) egriligi ve T(x) torsiyonu

k(x) = \/y”2 (x) +2"%(x)

det(r'(x),r"(x),r""(x))
0= 00

seklinde tanimlanir. Boylece G3 Galilean uzayinda ortonormal ti¢ytizlii

t(x) =r'(x)



1
n(x) = (D) (0" (x), 2" (x))

b(x) = ——(0,~2"(),y" ()
k(x)

seklinde verilebilir. Burada t,n, b vektorleri, sirasiyla, tanjant, aslinormal ve binormal
vektorler olarak adlandirilir. Bu vektorlerin tlirevleri alinarak Frenet formiilleri

t'(x) = k(x)n(x)

n'(x) = r(x)b(x)

b'(x) = —r(x)n(x)
seklinde elde edilir.

Pseudo-Galilean geometri, projektif isareti (0,0,4+,—) olan reel Cayley-Klein

geometrilerinden biridir. Pseudo—Galilean geometrinin temeli {w, f,I} sirali Gglileridir.
Burada w ideal diizlem, f ise w ideal diizlemde bir dogru ve I da f nin noktalarinin sabit

hiperbolik involusyonudur, (Divjak, 1998). Uygun afin bilesenlere sahip

[l [¢ e o]

Bg: d coshe smh 1)
seklinde verilen Galilean uzaymin B¢ hareket grubu géz 6niine alindiginda

X
y
Z e —sinh¢ coshg

B 1 0 0
Bs =<Bs |0 -1 0>
0o 0 -1

seklindeki B, grubu G3 3-boyutlu pseudo-Galilean uzaymin hareket grubu olarak
adlandirilir, (Divjak, 1998). Afin bilesenlere sahipB_6 grubu

x

)

z

- 0

X
B, 37 d ncoshq) sinh ¢
seklinde hareket eder. Buradan = 41 dir. By hareketi boyunca noktalar alti siifa ayrilir.

e mnsinhg coshg

Bu alt1 simif asagidaki sekilde olusturulur, (Divjak, 1998).
1) (1: x:y: 2)~(x, y, z) seklindeki reel noktalar.
2) (1,y,z) birim vektorleri tarafindan gerilen mutlak olmayan (0:1:y:z) seklindeki
ideal noktalar.
3) Projektif isareti serbest olan ve (0:0:cosh ¢ :sinh @) seklinde yazilabilen space-
like mutlak noktalar.
4) (0: 0: sinh ¢ : cosh ¢) seklindeki time-like mutlak noktalar.
5) (0:0:1: 1) seklindeki bir light-like mutlak nokta.



6) (0: 0: 1: —1) seklindeki bir diger light-like mutlak nokta.
Yukarida smiflandirilan noktalar sekil 1.2. de gdsterildigi gibidir. G5 uzayinda bir vektor

(yani bir reel nokta ¢ifti) w nin ideal bir noktasini temsil eder.

;
flh spacelike
lightlike ——=-= > O
3 " ‘-h—""--
5 timelike
3 .-"’ .“MH"‘ o -
‘ H"';'--.._-""-d-
« ’ ___---‘—-— '“""x.,____h_
- spacelike

ideal noktalar

Sekil 1.2. G31 Pseudo-Galilean Uzayinda Noktalar

B¢ grubuna gére G2 uzayinda vektdrler dncelikle ikiye ayrilir. Bunlari asagidaki sekilde
tanimlayabiliriz:
G2, uzaymda bir X(x,y, z) vektorii veridiginde, eger x = 0 ise X (x,y, z) vektdrii izotropik
vektor olarak adlandirilir, (Divjak and Sipus, 2003).
G2}, uzaymda bir X(x,y,z) vektorii verildiginde, eger x # 0 ise X(x,y,z) vektorii non-
1zotropik vektor olarak adlandirilir.
Biitiin birim non-izotropik vektorler X(1,y,z) formundadir, (Divjak and Sipus, 2003).
1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Tamm 1.1.1. (Topolojik uzay): X bosdan farkli bir ciimle ve 7, X in kuvvet
cimlesi olan P(X) in bir altcimlesi olsun. Asagidaki ozellikler saglanirsa T ailesine
X cumlesi tizerinde bir topoloji (veya topolojik yap1) denir:

a) 0,Xer,

b) Ai,A,, ..., A, ETicin N1 4; ET,

c) [ keyfi indis cimlesi olmak tizere U, 4; € T

dir. (X, 7) ikilisine topolojik uzay denir, (Hacisalihoglu,1983).
Tamim 1.1.2. (Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar): f,R" uzayindan R ye

giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise f fonksiyonu C° sinifindan bir fonksiyondur



denir. R™ den R ye giden C° smifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C°(R™, R)
seklinde gosterilir.

R™in her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri var ve bu tiirevler siirekli
fonksiyonlar ise f fonksiyonu C! sinifindandir denir.

f fonksiyonunun R™in her bir noktasinda k meci basamaktan kismi tiirevleri var ve bu
tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C*sinifindandir denir. R™ den R ye giden
C*smifindan biitiin fonksiyonlarm ciimlesi C*(R™, R) seklinde gosterilir. R™ in her bir p
noktasinda  f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri var ve bu tiirevler
stirekli  fonksiyonlar ise f fonksiyonu C® sinifindandir denir. R™den R ye giden
C* smifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C* (R™, R) seklinde gosterilir, (Sabuncuoglu,
2006).

Tamim 1.1.3. (Topolojik Manifold): M bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ozellikler
saglanirsa M ye m — boyutlu topolojik manifold ya da kisaca topolojik m — manifold
denir:

a) M bir Hausdorff uzaydir,

b) M sayilabilir sayida agik ctimleler ile ortiilebilir,

C) M nin her bir altciimlesi E™ e veya E™ in bir acik altciimlesine homeomorftur,
(Hacisalihoglu, 1998).

Tammm 1.1.4. (Diferensiyellenebilir Manifold): M bir m — boyutlu manifold olsun.
Eger M tizerinde haritalarin bir ailesi olan A = {(U, @), (V,y), (W, ¢), ...} climlesi i¢in
asagidaki sartlar saglaniyorsa A  koleksiyonuna M  {izerinde r.mertebeden
diferensiyellenebilir yap1 (veya atlas) adi verilir.

(1) {U,V,W, ...} agik cimlelerinin koleksiyonu M manifoldunun bir agik ortiistidiir.

(2) A daki herhangi iki harita r.mertebeden uyumludur.

(3) A maksimaldir, yani eger bir (U, ¢) haritas1 A daki biitiin koordinat atlaslari ile uyumlu
ise bu durumda (U, @) € A dur.

Eger bir M manifoldu iizerinde r.mertebeden diferensiyellenebilir bir atlas varsa M
manifolduna r.mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir. Diferensiyellenebilir
yapmin her bir haritasina M manifoldunun uyumlu haritas1 adi verilir. Eger atlas her
mertebeden  diferensiyellenebiliyorsa M  manifolduna C*  manifold (veya

diferensiyellenebilir manifold) ad1 verilir, (Sahin, 2012).



Tammm 1.1.5. (Tanjant vektér): M bir manifold ve manifold tizerindeki
diferensiyellenebilir fonksiyonlarmn ctimlesi C(M,R) olsun. Bu durumda her f,g €
C(M,R) vehera,b € R i¢in,

a) V,(af + bg) = aV,,f + bV,g

b) ,(fg) =V (Hg + f(9)

sartlarmi saglayan V},: C(M, R) — R doniisiimiine M manifoldunun p noktasindaki tanjant
vektorii denir, (Sahin, 2012).

Tamm 1.1.6. (Vektor alant): M bir manifold ve T, M manifoldun p noktasindaki tanjant
uzay1 olsun. Bu durumda her p € M noktasina T, M uzayinda bir tanjant vektor karsilik
getiren X diferensiyellenebilir donlisiimiine vektor alani denir. Boylece M manifoldu
lizerinde bir vektor alant X: M — Upem T, M diferensiyellenebilir doniisiimiidiir, (Sahin,
2012).

Tamm 1.1.7. (Yiizey): U,E? uzaymm irtibath bir acik altciimlesi olmak iizere x: U —
E3 diferensiyellenebilir ve regiiler bir doniisiim olsun. x:U — x(U) déniisiimii bir
homeomorfizm ise x(U) ciimlesine bir basit yiizey denir. M, E3 uzayinin bir altciimlesi
olsun. M nin her bir p noktas1 i¢in p € x(U) ve x(U) c M olacak sekilde x(U) bir basit
yiizeyi bulunabiliryorsa M ciimlesine, E® uzayinda bir yiizey denir, (Sahin, 2012).

Tamm 1.1.8. (Temel formlar): E3 uzayinda {u!, u?} lokal koordinatli bir basit yiizey

o ox
out’ ouJ

ds? =1 = gy, (du)? + 2g,,dutdu? + g,,(du?)?

x:U = E? olsun. O zaman g;; =< >, i,j=1,2 olmak iizere

formuna x basit yiizeyinin Riemann metrigi ya da birinci temel formu, g;; fonksiyonlarina

ise x basit yiizeyinin birinci temel formunun bilesenleri denir. Ayrica, x basit yiizeyinin

0%x

W’U > olmak tizere

birim normal vektdr alan1 U ve L ij =<
L= Ly;(du)? + 2 Lipduldu? + L,,(du?)?

formuna x basit yiizeyinin ikinci temel formu, L;; fonksiyonlarma ise x basit yiizeyinin
ikinci temel formunun bilesenleri denir, (Sabuncuoglu, 2006).

Tamm 1.1.9. (Hiperyiizey): E™"*1, (n+1)-boyutlu Oklid uzaymda n-boyutlu bir yiizey,
veya n-yiizey diye E3 deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, 6yle ki bu M ciimlesi

M={x€UcE"Y}|f:U - R, f(x) =c,csabit ve U acik alt ciimle
M={xeUcE"}|f:U->R,f(x)=c
Vfl, #0,vpeM



seklinde tanimlanir. E™de bir n-yiizey, n>2 olmasi halinde bir hiperyilizey olarak
adlandirilir, (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 1.1.10. (Hiperkiire): E™, (n+1)-boyutlu Oklid uzayinda

n+1

S = {(x1, wer Xy Xpt1) | Z x? =121 € R, 7 sabit}
i=1

nokta ciimlesine bir n-boyutlu hiperkiire veya kisaca n-kiire denir, (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 1.1.11. (Sekil Operatorii): N, M tizerinde birim dik vektor alan1 olmak tizere M nin
bir p noktasinda

Sp(vp) = =Dy, N
esitligiyle taniml S,,: T, (M) — T,,(M) fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, N birim
dik vektor alanina bagli sekil operatorii (Weingarten doniisiimii) denir. M nin her bir p
noktasina S, fonksiyonunu karsilik getiren S doniisiimiine de M yiizeyinin, N birim dik

vektor alanma bagl sekil operatorii ( veya Weingarten dontisiimii) denir, (Hacisalihoglu,
1983).
Tamm 1.1.12. (Gauss Egriligi): S, lineer doniisiimiiniin determinantina M yiizeyinin
p noktasindaki Gauss egriligi denir ve K (p) ile gosterilir, (Sabuncuoglu, 2006).

K(p) = det(S,)
Tamm 1.1.13. (Ortalama Egrilik): S, lineer doniisiimiiniin izinin yarisina, M yiizeyinin p

noktasindaki ortalama egriligi denir ve H(p) ile gosterilir, (Sabuncuoglu, 2006).

1.
H(p) = 512(5))
Tamm 1.1.14. (Gauss Doniisiimii): M yiizeyinin birim dik vektér alan1 N ile

gosterildigine gore

olsun.
G:M - S%,G(p) = (N*(p), N*(p), N*(p))
fonksiyonuna, M nin Gauss doniisiimii denir, (Sabuncuoglu, 2006).
Gauss doniisiimii geometrik olarak ylizeyin p noktas1 komsulugundaki bi¢imiyle ilgilidir.
Tamm 1.1.15. (Normal Egrilik): v, € T,(M) olmak iizere
), —P_

lv, I v, |

Up

k, = (vp) < S(



esitligiyle tammlanan k, (vp) sayisina, M ylizeyinin p noktasinda, v, dogrultusundaki
normal egriligi denir, (Sabuncuoglu, 2006).
Tamm 1.1.16. (Dik Kesit Egriligi): v, € T,(M) olsun. {v,, N(p)}kiimesinin gerdigi
diizlemle M yiizeyinin arakesiti olan ve ¢'(0) esitligini saglayan o  egrisine,
v, dogrultusundaki dik kesit egrisi denir, (Sabuncuoglu, 2006).
Tamm 1.1.17. (Minimal Yiizey): M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu
yilizeye minimal yiizey denir.
M minimal yiizey ise her p € M igin K(p) < 0 dir, (Sabuncuoglu, 2006).
Tamim 1.1.18. ( f fonksiyonunun diferensiyeli): f € C*(M,R) ve p € M olmak
tizere M ylizeyinin her bir p noktasina

(Adf)p: To(M) = R, (df)p(vp) = vp[f]
fonksiyonunu karsilik getiren df fonksiyonuna, f fonksiyonunun diferensiyeli adi verilir,
(Sahin, 2012).
Tamim 1.1.19. (A¢ulabilir Yiizey): M yiizeyinin agilabilir olmasi igin Gauss egriliginin
sifir olmas1 gerekli ve yeterlidir, (Sabuncuoglu, 2006).
Tamim 1.1.20. (Riemann Manifold): M bir diferensiyellenebilir manifold ve g pozitif
tanimli, simetrik, (2, 0) tipinde bir kovaryant tensor alami olsun. (M, g) ikilisine bir
Riemann manifoldu denir, (O’ Neill, 1983).
Tamim 1.1.21. (Tiirev (Diferensiyel) Doniisiim): M ve N iki Riemann manifold olmak
tizere ¢p: M — N doniisiimii verilsin. Her p € M igin b T (p) = Ty(¢ (p)) doniistimiine
¢ nin p noktasindaki tiirev (diferensiyel) doniisiimii denir, (O’ Neill, 1983).
Tamm 1.1.22. (Immersiyon): Mve N iki Riemann manifoldu olmak iizere, bir
¢: M — N diferensiyellenebilir fonksiyonu i¢in eger her p € M noktasinda ¢., tirev
doniisimii bire-bir ise ¢ ye bir immersyion (dolgulama) denir. Eger ¢ immersiyonunun
kendisi bire-bir ve ¢p: M — ¢p(N) donisimii bir homeomorfizm ise ¢ ye imbedding
(yerlestirme) ad1 verilir, (O’ Neill, 1983).
Ornek 1.1.1. Her regiiler egri bir immersiondur.
Tamm 1.1.23. (Jakobien Matris): F:E™ — E™ donilisiimiiniin tiirev doniisimii p € E™

i¢cin F*p olsun. Sirastyla T, E " ve Tire)nE m de

N BN B S
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standart bazlar1 icin FOP) nin karsilik geldigi matris J(F,P) ile gosterilir ve J(F,P)
matrisine F nin p noktasinda ki Jakobien matrisi ve bu matrise karsilik gelen lineer
doniisiime de F nin Jakobien doniisiimii denir, (Hacisalihoglu, 1998).
Tamim 1.1.24. (Altmanifold): P ve M birer manifold olsunlar. Eger asagidaki sartlar
saglanirsa P ye M nin bir altmanifoldu denir:
a) P, M nin bir topolojik altuzayidir,
b) j: P € M inclusion doéniisiimii diferensiyellenebilir ve bu inclusion doniisiimiiniin P nin
her noktasindaki tiirev doniisiimii bire birdir, (O’ Neill, 1983).
Tamm 1.1.25. (Pseudo-Galilean Uzayinda I¢ Carpim): 3-boyutlu reel vektor uzayt R® ve
VX, (xl, yl,zl),X 2(X3,¥2,2;) € G3 vektorii icin pseudo-Galilean i¢ ¢arpimi

g:G3x G- R

X1X5, x;, #0Vvx, #0,
Y1¥2 —Z1Z3, X1 =0Ax; =0

(X1,X2) » g(X1, X3) = {
seklinde tanimlanir, (Divjak, 1998).
Tamm 1.1.26. (Pseudo-Galilean Uzayinda Uzaklik ): Py, P, € Gi, P, # P, iki reel nokta
olmak iizere Py (x1 Y1 Z1),P2 (X3, Y2 2, ) igin
d:G3 xG3 > R
o — x4, X1 F X,
\/(|J’2 —y1D? = (z2—z1)* |, x1=x,
olarak tanimlanan d fonksiyonuna G2, pseudo-Galilean uzaymnda uzaklik fonksiyonu

d(Py, P,) reel sayisinada P;, P, € G noktalar1 arasindaki uzaklik denir, (Divjak, 1998).

(PLP,) > d(P.P;) = {

Tamim 1.1.27. (Pseudo-Galilean Uzayinda Izotropik Vektorler): G3 3-boyutlu pseudo-
Galilean uzayinda bir X (x, y, z) izotropik vektori verildiginde

y? — z% > 0 ise X izotropik vektoriine space-like vektor

y? — z2 < 0 ise X izotropik vektdriine time-like vektor,

y = %z ise X izotropik vektoriine light-like vektor denir, (Divjak, 1998).

Tamim 1.1.28. (Pseudo-Galilean Uzayinda Birim Vektor): G 3 — boyutlu pseudo —
Galilean uzayinda bir light —like olmayan X (x, y, z) izotropik vektorii g6z oniine alinsin.
Eger y? — z% = +1 ise bu X izotropik vektorii birim vektor olarak adlandirilir, (Divjak,
1998).

Tamm 1.1.29. (Pseudo-Galilean Uzayinda Norm): G3 3 — boyutlu pseudo —

Galilean uzayinda bir light —like olmayan X (x, y, z) vektdriiniin normu



X, x#0
I X II=

J? =22, x=0

seklinde tanimlanir, (Divjak, 1998).
Tamim 1.1.30. (Pseudo-Galilean Uzayinda Fark Vektor Uzunlugu):
G2 3 — boyutlu pseudo — Galilean uzayinda iki non-izotropik vektér a(1,a,, a3) ve
b(1,b,, b3) olsun. Bu iki non-izotropik vektor arasindaki aginin oOlgiisii onlarin fark
vektorlerinin uzunlugu olarak tanimlanir ve

m(a,b) = \/|(b2 — az)? — (bs—az)?|
seklinde hesaplanir, (Divjak, 1998).
Tamim 1.1.31. (Pseudo-Galilean Uzayinda Vektiorel Carpim): Pseudo Galilean uzayinda

iki vektor X = (xq,x5,x3) ve Y = (y1,¥2,¥3) olsun. Bu iki vektor arasindaki vektorel

carpim

_ X1 X3 [¥1 X2
' - (O' |3’1 3’3|' |J’1 3’2|)
seklindedir, (Sipus, Divjak, 2012).
Tamim 1.1.32. (Pseudo-Galilean Uzayinda Bir Uygun Yiizey): G3 de
X = X (x(ug, u), y (g, up), 2 (g, u2))
denklemi ile verilen X yiizeyi i¢in eger x,, = dx/0u, # 0 veya x,, = 0x/du, # 0 ise

yiizeye uygundur denir, (Sipus, Divjak, 2012).

Tamm 1.1.33. (Pseudo-Galilean Uzayinda Yiizeyin Birim Normal Vektor Alany):
G} de m:R? - Gi,(w,v) » r(x,y) = (x,y,2(x,y)) ile verilen yiizeyin birim normal

vektor alani

ile tanimlanir, (Sipus, Divjak, 2012).

Tamim 1.1.34. (Pseudo-Galilean Uzayinda Gauss ve Ortalama Egrilik):
G3 de m:R? - G}, (u,v) » r(x,y) = (x,v,z(x,y)) ile verilen yiizeyin K Gauss ve H

ortalama egriligi, sirasiyla,

2
ZyxZyy — Zxy

(1+(z))

10



ve

z
H = vy

3
2\2
2(1+(z)")
seklindedir. G; de bir ylizeyin ortalama egriligi (Gauss egriligi) sifir ise minimaldir (flattir)

denir, (Sipus, Divjak, 2012).

11



2. OKLID UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERI

a,B:R — E? iki diizlemsel egri olsun. Kabul edelim ki,

 (u) = (f1(u);f2(u)),

B() = (91(v), g.(v))
olsun. O zaman bu egrilerin kiiresel ¢garpim immersiyonu;
X=aQ®pB:E*->E? (2.1)
X(u,v) = (f1(w), f2(0). g1(), f2(0). g2(¥)) ,up < u < Uy, vy <V < vy
dir ve bu kiiresel carpim immersiyonu E2 de bir yiizeydir.
Teorem 2.1.: X(u,v) = a(u) @ B(v) iki diizlemsel egrinin kiiresel ¢carpim yiizeyi olsun.
X (u,v) yiizeyi E3de bir flat yiizeyin pargasiysa o zaman a(u) (ya da f(v)) bir dogrudur
yada f{(u) =0 dir, (B.Bulca, 2012).
Teorem 2.2.: a,p iki diizlemsel egrinin X(u,v) = a(u) ® F(v) kiresel carpim ylizey

yolu E3 de minimaldir olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

A@IHW) + (HRIEM 1w + L@ || *AwBm =0 (22)
olmasidir, (B.Bulca, 2012).

Sonu¢  2.1:  X(wv) yizeyi o (u) = (L), L), B(v) = (9:(v), g.(v))
seklindeki iki diizlemsel egrinin kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. Bu durumda ;

i) Eger o« (u),f{ (u) = 0 ile verilen bir dogruysa o zaman yiizey diizlemin bir pargasi olur.
ii) Eger « (u), f, (u) = 0 ile verilen bir dogruysa o zaman yiizey f(v) egrisi boyunca bir
silindir olur.

iii) Eger « (w), f,(u) = mf;(w) + n ile verilen bir dogruysa o zaman yiizey bir koni olur,
(B.Bulca, 2012).

Sonu¢ 2.2: X(u,v) , «(u)=(fi(w),f(w),Bw) =(g9:(v),g,(v)) ile verilen iki
diizlemsel egrinin kiiresel ¢carpim yiizeyi olsun.

i) Eger oc (u) bir dogru , f(v) iki boyutlu bir egriyse o zaman kiiresel ¢arpim yiizeyi
minimal olmayan flat bir yilizeydir.

i) Eger B(v) bir dogru boyunca orjinden gegiyorsa ve o« (u) iki boyutlu bir egriyse o

zaman kiiresel ¢arpim yiizeyi minimal ve flattir.
iii) o< (u) egrisi « (u) = (u, a, cosh (g + b)) ,a,bE R, a0
parametrizasyonuyla verilen iki boyutlu Catenoid egrisi ve S (v) bir birim ¢emberse o

zaman X (u, v) minimal ve flat olmayan bir donel yiizeydir, (B.Bulca, 2012).
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a, B: R — E3 bir Oklid uzay egrisi ve B: R —» E? ye Oklid diizlem egrisi olsun.

o () = (f1(w), f2(w), f3(w)), BW) = (91(v),g2(v)) olsun . Bu iki egrinin
kiiresel carpim pargast
X=a®B:E* - E* X(u,v) = (f1(w), fo(w), f3(w)g1(v), f3(w).g,(v)) E* de bir
ylzeydir ve u € I = (ug,u4), v € ] = (v, vq) dir. f1(u) =0 ya da f,(u) = 0 durumu
icin X = a ® B: E? - E3 iki 2D egrinin bir kiiresel ¢arpimi haline gelir .

Omek  2.1.: 1996 ‘da T.  Oftsuki x (u) = (f1(w), f2(u), sinu),
B(w) = (cos v, sin v) 6zel durumunu dikkate aldi ve

X=a® B:5? - E* X(u,v) = (f1(w), f2(u),sinucos v, sinusinv),

(u e I,0 <v<2m dir.Bu E* de bir yiizey parcasidir ,burada f}> + f4> = sin®u
dir. T. Otsuki ayni ¢alismada asagidaki durumlar1 dikkate aldu.

) fi(w) = §COS3 (%),fz(u) = gsin3 (%),f3(u) = sinu
i) f1(w) = %sinzu. cos(2u), fL(u) = %sinz(Zu), , fz(u) =sinu

i) durumu i¢in X parcas1 E4 de Otsuki kiire olarak adlandirilir ve bu X pargasi E* iin

3-boyutlu alt uzayinda yatmaz. Boyle ylizeyler Gauss egriligi sabit yiizeylerdir, (B.Bulca

E* de diferensiyellenebilir bir yiizey M igin yq , @ yoniinde M nin normal Kesiti
olsun. peM de T,M tanjant uzaymn ortonormal baz1 {e;, e;} verilsin . Normal kesitin
birim vektoriinii Yo' = X = cos e, + sin 0 e, seklinde tanimlayalim. Normal uzayn alt
kiimesi

{(hX,X)=XeT,M I XI=1}

olarak tanimlanir. Buna M nin elips egriligi denir ve E (p) ile gosterilir, (B.Bulca, 2012).
O halde asagidaki sonuglar1 elde edebiliriz.
Sonug¢ 2.3.: X(u,v) = a(uw) @ B(w)=(f1(w), fo(w), fs(w) cos v, fz(u).sinv) ile verilen
Ganhchev -Mileusheva doénel yiizey M olsun .
i)k, # 0 ise 0 zaman p egrilik elipsi diginda yatar.(Boyle bir nokta M nin bir hiperbolik
noktasidir)
ii) Ky = 0 ise 0 zaman p egrilik elipsinin {izerinde yatar .(parabolik nokta)
iii) k; = 0 ve f3'(u) = 0 ise 0 zaman p flat tipin bir déniim noktasidir. Burada p , N,M nin
orijini ve k; = f{f,'(w) — fi'fo (w) Oe e, —diizleminde a egrisinin izdisiimiiniin

egriligidir, (B.Bulca, 2012).
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3. PSEUDO-GALILEAN UZAYINDA KURESEL CARPIM YUZEYLERIN
SINIFLANDIRILMASI

N.H.Kuiper (n; + n,-1) -boyutlu Oklid uzaymnda E™1*"2~1 asagidaki gibi bir
imbedding tanimlamustir:
r: f®g: M x Shz~1 — E natnz—1

% Y) = (82£CO, -, By -2 £(0), £, (). 8)),

Burada f:M —» E™ ve g:S"271 - E2 E"2 yzaymn (n, — 1)- kiiresidir. Ayrica
&, ., &n E™ boyutlu ve &,_;.f(x).g(y) E™ de bir vektordiir. Boyle imbeddingler
En1t2=1 yzayinda E™ in E P11 etrafinda donmesiyle ' den elde edilir.

B.Bulca boyle embeddingleri donel emdeddingler olarak adlandirip E* de bir
diizlem egrisi ve bir uzay egrisinin kiiresel ¢arpim yiizeyi ile ilgilenmistir. Bu yiizeyler
donel embeddinglerin bir ézel tiiriidiir. Otsuki Ganchev-Mileusheva dénel yiizeyler E* de
kiiresel ¢arpim yiizeylerin 6rnekleridir. E® de sifir egrilikli kiiresel ¢arpim yiizeyleri
siniflandirilmistir. E3 de dénme yiizeyi siiperkuadrikler ve kuadriklerin yani sira kiiresel
carpim yiizeylerin basit bir modeli olarak dikkate alinabilir, (Barr, 1981).

Bununla birlikte G3 pseudo-Galilean uzayr uzakhigin bir parabolik &lgiimiiyle
(Oklid ve Lorentz diizlemleri igeren ) ii¢ Caylen-Klein diizleminden biridir ve o ideal bir
figiirle ideal bir f dogrusu ve f ilizerinde ideal bir p noktasi i¢in projektif bir diizlem olarak

tanimlanir.

Pseudo-Galilean uzayi anlaminda dis ¢arpim

Rl Ul Mo o)
dir. Kabul edelim ki R? nin bir agik alt kiimesi D olsun, ve G3 pseudo- Galilean uzayinda
bir yiizey M?
r:D - G}
(u1,u2) = (r1(ug, up), r2(ug, uz), 13 (u1,u2))
ile parametrelendirilir. Burada ry, D {izerinde gergel degerli ve diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, 1 < k < 3 diir.
0%y

]
()w = == ve(r)yn ==——,1<k<3vel<ij<2
' aui H aui au]
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O zaman bdyle bir yiizey uygun bir yiizeydir (yani, Oklid tanjant diizlemi olmaksizin ) &
bazii = 1,2 i¢in (r1),, # 0 dir.
gi = (rl)ui
hyy = (1), (T2)u, + (05)ag (03D 1] = 1,2
tanimlayalim. Ayrica M2 nin Ltemel formu I = ds,* + eds, dir. Burada
ds,® = (g,du, + g,du,)? ve ds,® = hy;du;® + 2hy,du;du, + hy,du,” ve

_ {O, du;: du, yoni izotropik degilse
£ 1, duy: du, yonii izotropik '’

dir. w fonksiyonu

w = \/((H)uz (r3)u, = )y, (r3)y,)? + ((C)y, (2D, = (01w, (2D, )

olarak tanimlanir.

Ayrica M2 nin tanjant diizleminde S tanjant vektorii;

S= %(0, (D) u, 2w, = ), ((2)uy (F1)w, (03)w;, = (T, (T3)u,) (3.1)
ile tanimlanir. M? nin U birim normal vektor alani
U= %(O' (rl)u1 (r3)u2 - (rl)uz (r3)u1' (rl)u1 (rz)uz oy (rl)uz (rz)ul) (32)

ile verilen bir izotropik vektdr alamidir. M2 nin 2.temel formu
II = Llldulz + 2L12du1du2 + LzzduZZ
dir. Burada

Ly = Sgil (81 (0, (rz)uiuj' (r3)uiuj) - (gi)uj(o' (r2)u,» (r3)u))- U

1
= 25, (82 (0, 2wy (F)uy) = @Dy (0, (r2)uy» (1), ))-U
dir.
Eger bir yilizeyin 2.temel formu 6zdes olarak sifirsa bu yiizey total geodezik

olarak adlandirilir. M2 nin 111. temel formu

IH = Plldulz + 2P12du1du2 + PzzduZz

dir. Burada
Py = Uy, .Uy,
P, =U,,.U,, (3.3)
Py, = Uy,. Uy,

Dir. M? nin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi
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2
Li1La2 — gz
8—
w2
822L11 —2g18:L12 + g12L22
£ 2
2w

formu ile verilir. Eger G3 de bir yiizeyin ortalama egriligi sifirsa (Gauss egriligi), minimal

K =- (3.4)

H=-

yiizey (flat) olarak adlandirilir.
3.1. G1 de Sifir Egrilikli Kiiresel Carpim Yiizeyleri
Kabul edelim ki I: I; € R = G,,i = 1,2 Galilean diizleminde iki egri
[(w) = (p1(w), p2(w) ve IL(v) =(q1(v),qz2(v))
ile verilsin. Burada p; ve q;(i=1,2) sirastyla I; ve I, araliklar1 tizerinde sabit olmayan ve
gercel degerli diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Ayrica Gi de iki egrinin kiiresel

carpim yiizeyi M2

r:L®G:I; X I = G5, (u,v) = (pr (), p2(Wqy(v), p2(W)q2(V) (3.1.1)
ile tanimlanir. T; ve I, egrileri tireteg egrileri olarak tanimlanir.
o dpi
pl du
o949
ql dV

p; Ve g; sabit olmayan fonksiyonlar farzedildigi i¢cin M? daima kabul edilebilir bir

yiizeydir. (3.1), (3.2) ve (3.1.1) den su sonug ¢ikar ki; S tanjant vektor alani
1

= Ty gy ) G142
ve

— 1 li !

N Ty o
olur.

NOT 3.1.1.: (3.1.3) esitligi G3 de bir kiiresel carpim yiizeyinin dejenere olmus II1.temel
forma sahip olan (3.3) ifadesini gerektirir. Yani
P11Pp; — P122 =0
dir.
Ltemel formun baskatsayilar1 i¢in biz g; = p;’ ve g, =0 dir. Ayrica IL.temel formun

katsayilar1
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L= +e. (p1)(q1)? o
11 —
V(@1)? +(q3)?

L12:0

— IAY
_ —epa(qy)” (3.1.4)

L,, =
2 T+ @)

Burada
P2 qz qz
a=——7, =, Y=—F 3.1.5
P1 P d1 q1 ( )
dir.

NOT 3.1.2.: Acikga goriilityor ki I, orjinden gegen bir dogru oldugunda (yani 3 = sabit)
oldugunda kiiresel carpim ylizeyi total (toplam) geodeziktir. Boylece daha sonraki sonuglar
G2 de sabit ortalama egrilikli kiiresel carpim yiizeyi icin bir siniflandirma verir.
Teorem 3.1.1.: G} de izotropik diizlemler disinda sabit ortalama egrilikli bir kiiresel
carpim yiizeyi bulunmaz .
Ispat: Kabul edelim ki M?, G de H sabit ortalama egrilikli (3.1.1) ile verilen bir kiiresel
garpim yiizeyi olsun. (3.4) den

o = _(PD*P2(a1)” y (3.1.6)

((a1)? + (92)%)2

elde ederiz. O halde (3.1.6) nin u ya gore diferensiyellenmesi

p(ax)*

O - ! ! Ey
((a1)? + (92)?)2

yi verir. p;, q; fonksiyonlari sabit olmayan fonksiyonlar olduklar i¢in y* = 0 olan (3.1.7)

(3.1.7)

den g¢ikan sonugtur ve bu yiizden H = 0 dir. (3.1.5) den y = sabit oldugu goz oniine
alindiginda

gz, = €191 + ¢3¢, 0 (3.1.8)
dir. Bu da T, nin bir dogru olmasim gerektirir. Ustelik (3.1.3) den U sabit birim normal

vektor alanini
1

V1+(c1)? (

seklinde elde ederiz. Bu su anlama gelir ki kiiresel ¢arpim yiizeyinin bir izotropik

0,—c;,1),¢; £ 0 (3.1.9)

diizlemin agik bir parcasi oldugu anlamina gelir.

17



Teorem 3.1.2.: G} de T; veT, egrilerinin bir kiiresel ¢arpim yiizeyinin flat olmas i¢in
gerek ve yeter sart ya bir izotropik diizlem ya da ve I'; lirete¢ egrinin bir dogru olmasidir .
Ispat: Farzedelim ki G} de T; ve T, egrilerinin bir flat kiiresel ¢arpim yiizeyi M? olsun. K
Gauss egriligi i¢in (3.4) kullanilarak
_ eqi(@)® 8y’

p1P2((a1)? + (q2)%)?

elde ederiz. Boylece 3 durum saglanir.

Durum A: a = sabit . O zaman p; = c3p; + ¢4, ¢3 # 0 sonucunu ¢ikaririz ki bu da I}
in bir dogru oldugunu gosterir.

Durum B : = sabit. Ayrica biitiin v € [, i¢in % = sabit ve T, iirete¢ egri orjinden
1

gecen bir dogru ki bu M2 nin bir total geodezik yiizey ve bir izotropik diizlemin bir agik
pargast oldugunu verir.
Durum C: y = sabit. Bu durum (3.1.8) araciligiyla analiz edildi ve M? bu durumda bir
izotropik diizlemin agik bir pargasidir. Boylece ispat tamamlanir. Teorem (3.1.1.) ve
Teorem (3.1.2) kullanilarak asagidaki siniflandirma sonuglarini elde ederiz.
Sonug 3.1.3 (Simflandirma): G2 de I; ve T, egrilerinin bir kiiresel ¢arpim yiizeyi M2igin
asagidaki ifadeler saglanir.
a) T bir dogruysa, o zaman M? flattir fakat minimal degildir.
b) T, orjinden gegen bir dogruysa o zaman M? bir toplam geodezik yiizey ve bir
izotropik diizlemin bir agik pargasidir.
¢c) I, y=mx+n,mn=#0 formunda bir dogruysa o zaman M? bir izotropik
diizlemin bir agik parcasidir
d) izotropik diizlemler disinda sabit ortalama egrilikli bir kiiresel garpim yiizeyi
yoktur.

. 2 g2 .
Ornek 3.1.1.: y = 0.5x + 2.5 dogrusu ve X: + y; =1 Oklid elipsinin bir kiiresel ¢arpim

yiizeyini dikkate alalim. Ayrica biz flat olan ylizeyi parametrize ettik, fakat asagidaki gibi
minimal degildir;

r(u,v) = (u —3,(0.5u + 1)(2sinv), (0.5u + 1)(3(:osv)), 0<uv<2m
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Sekil 3.1.1. Bir Oklid elipsi ve bir dogrunun flat kiiresel ¢arpim yiizeyi,K = 0

3.2. G de Kiiresel Carpim Yiizeylerinde Egriler
Frenet cati1 alan1 disinda ylizeyler iizerinde yatan egriler i¢in Darboux c¢ati alani

olarak da adlandirilan bir ¢at1 alan1 vardir. Kabul edelim ki y ,U birim vektor alanina sahip
M? yiizeyi iizerinde yatan bir egri olsun. T =, (%) alinarak {T, T X U, U}bir yeni ¢at1

alan1 elde edilebilir ki bu M? ye gére y nin Darboux cat1 alamdir. Bir diger yandan M?
lizerinde y egrisinin 2.tiirevi ¥, M? ye dik bir bilesene sahiptir ve M? ye teget bir bilesen,
yani

=y +y* (3.2.1)
dir.

Burada "."" egrinin parametreye gore tiirevini tanimlar. || ¥ || ve || y* || normlari
sirastyla M? iizerinde geodezik egriligi ve normal egriligi olarak adlandirilir. y egrisi
geodezik (Asimptotik dogru) olarak adlandirilir gerek ve yeter sart x, geodezik egrilik x,
(normal egrilik ) sifirdir.

G} de (3.1.1) ile verilen T = I; X T, kiiresel ¢arpim yiizeyini dikkate alalim.
Onceki boliimdeki gibi

I(w) = (p1(u)»p2(u)),F2(V) = (q:(v),q2(v))

dir.
r =TI} X T, lizerinde v parametre egrisi ve u parametre egrilerinin geodezik egrilikleri
sirastyla
0, p, lineer degilse
KU = S.ryy =4 “P2(d1d1 + 4292) b, lineer ise (3.2.2)

V(@12 + (a2)?
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_ —p2(919z + 9143

T T T A (@)

(3.2.3)

ile verilir, (3.2.2) ve (3.2.3) dikkate alinarak biz asagidaki sonuglari elde ederiz.
Teorem 3.2.1.: Kabul edelim ki G; de
Ii(u) = (Pl(u), P2 (u)), I, (v) = (q1(v),q2(v))
egrilerinin bir kiiresel ¢arpim yiizeyi M2 olsun. O halde
A) p; bir lineer olmayan fonksiyon ise 0 zaman u parametre egrileri geodezik dogrulardir.
Aksi taktirde (p; lineer fonksiyon oldugunda) u parametre egrileri geodezik egrilerdir
gerek ve yeter sart ya
Al) p, bir non-lineer fonksiyon ya da
A2) T, bir Oklid cemberi, bunun sonucu olarak M? | T, in x —ekseni etrafinda donmesiyle
elde edilen bir donel yiizeydir
B) v parametre egrileri geodezik dogrulardir gerek ve yeter sart I,
p=zxf m dv

esitligini saglayan egridir.
Ispat: Teoremin A durumu (3.2.2) den agiktir. O zaman (3.2.2) ile verilen su sonucu
¢ikaririz ki: u parametre egrileri geodezik dogrulardir (yani Kg sifirdir) gerek ve yeter sart
ya p,, bir lineer fonksiyon (teoremin A1) durumunu gerektirir ), ya da

9191 +q292 = 0 (3.2.3)
dir. (3.2.3) den c¢; > 0 bazi sabitleri icin q% + q5 =c; sonucunu ¢ikardik. Anlam1 sudur ki
I, orjin merkezli ve y/c; yarigaph bir Oklid gemberidir. Ayrica M? nin (p;(u),+/c;p,(w))
egrisi x-ekseni etrafinda donmesiyle (Oklid) elde edilen bir dénel yiizey olmas1 demektir.

Bu da Teoremin A2) durumunun ispatini verir. Eger kg es deger olarak sifir ise o zaman

(3.2.3) den q1q + q5q5 = 0 olur ki yani q; = + [ /¢, — (g5)? dv ki bu ispat: tamamlar.
r = [T, parametre egrilerinin normal egrilikleri sirastyla

0, p; lineer degilse
K4 = U.ry, = { ~P2(d4192 — 9192) (3.2.4)

= = , p; lineer ise
V(@12 + (q3)?

ve

K = Uity = p2(9192 —41932) (3.2.5)

J@*+@?’
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ile verilir, (Divjak, Sipus, 2003).
Teorem 3.2.2. Kabul edelim ki G2 de Ty(u) = (p;(u), p2(w), T2(v) = (q;1(v), q2(v))
egrilerinin bir kiiresel ¢arpim yiizeyi M? olsun. O zaman biz asagidakileri elde ederiz.
A) Eger p,; bir linecer fonksiyon degilse o zaman u-parametre egrileri asimptotik
dogrulardir. Aksi taktirde (p; bir lineer fonksiyon oldugunda) u-parametre egrileri
asimptotik dogrulardir gerek ve yeter sart ya
Al) p, bir lineer fonksiyon oldugunda ya da
A2) M? bir toplam (total) geodezik yiizey
B) v parametre egrileri asimptotik dogrulardir gerek ve yeter sart M? izotropik diizlemin
bir agik parcasidir.
Ispat: Teoremin A) durumu (3.2.4) den aciktir. Eger p; bir lineer fonksiyonsa o zaman
(3.2.4) ile biz elde edebiliriz ki u parametre egrileri asimptotik dogrulardir gerek ve yeter
sart ya p, bir lineer fonksiyon (Teorem Al) ya da
919" —d1'q2 =0 (3.2.6)
dir. Sifir olmayan c, sabitleri i¢in q, = c;q; oldugu (3.2.6) dan elde edilir. Not (3.1.2)
g6z 6niine alindiginda M? nin total geodezik yiizey olmasi gerekir ki bu da A2 ifadesini
saglar. Ayrica v parametre egrileri asimptotik dogrular oldugunda (3.2.5) den
gy, = C3Qq +¢3,c, #0 (3.2.7)
saglanir. (3.1.3) den  (3.2.7) esitligi teoremin B ifadesini gerektirir. Boylece ispat
tamamlanmir. M? regiiler yiizey iizerinde bir y egrisi bir asli egrilik olarak adlandirilir gerek
ve yeter sart kendi hiz vektor alani1 daima asli yondeki noktalardir. Ayrica bir M? yiizeyi
bir asli ylizey olarak adlandirilir gerek ve yeter sart kendi parametre egrileri asli egrilerdir,
(Divjak, Sipus, 2003).
G3 bir yiizey iizerinde y asli egrisi asagidaki
det(y,U,0) = 0 (3.2.8)
formiil ile tanimlanir. Burada U yiizeyin birim normal vektor alamidir, (Divjak, Sipus,
2003). (3.1.1), (3.1.3) ve (3.2.8) goz oniinde bulundurularak dogrudan
det(r,,U,U,) = 0 ve det(r,,U,U,) =0
elde ederiz ki bu asagidaki sonucu verir.

Sonu¢ 3.2.3. G3 de kiiresel garpim yiizeyleri asli olan yiizeylerdir.
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4. SONUC

Oncelikle bu ¢alismada G2 pseudo- Galilean uzay: ve kiiresel carpim yiizeyleriyle
ilgili temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.

Ikinci boliimde 3-boyutlu ve 4-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel ¢arpim yiizeyleri
ifade edilmistir. Bu yiizeylerle ilgili egrilikleri sifir olacak sekilde elde edilen teoremler
verilmistir.

Uciincii boliim ise tezin orijnal kismudir. Ugiincii boliimde; G1 de izotropik
diizlemler disinda sabit ortalama egrilikli bir kiiresel ¢carpim yiizeyi bulunamayacagi elde
edilmistir. G de ele alman iki iirete¢ egrinin bir kiiresel ¢arpim yiizeyinin izotropik
diizlemde flat olmasi i¢in gerekli sartlar elde edilmistir.

G de I, ve T, egrilerinin bir kiiresel ¢arpim yiizeyi M? ¢in elde edilen
siniflandirma su sekildedir; T bir dogruysa, o zaman M? flattir fakat minimal degildir. T,
orijinden gecen bir dogruysa o zaman M? bir toplam geodezik yiizey ve bu yiizey izotropik
diizlemin agik bir par¢asidir. I, y = mx + n,m,n # 0 formunda bir dogruysa o zaman
M2 bir izotropik diizlemin acik bir pargasidir. Izotropik diizlemler disinda sabit ortalama
egrilikli ~ bir  kiiresel = carpim  yiizeyi  yoktur. Son  olarak: G3 de
I (w) = (pl(u),pz (u)), I,(v) = (q1(v),q,(v)) egrilerinin bir kiiresel carpim yiizeyi M?
olmak {izere, eger p; bir lineer fonksiyon degilse o zaman u-parametre egrileri asimptotik
dogrulardir. Ama p; bir lineer fonksiyon oldugunda u-parametre egrilerinin asimptotik
dogrular olmasi igin gerek ve yeter sart ya p, bir lineer fonksiyon, ya da M? nin bir

toplam (total) geodezik ylizey olmasi gerekir.
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