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SIMGELER LiSTESI

W(f,qg) : Wronskian determinant1

Ly [a,b] : Karesi integrallenbilen fonksiyonlar uzay:
Cyp : x = b noktasina karsilik gelen cember

©n : Ozfonksiyon

A . Ozdeger

K(x,y) ¢ Qekirdek fonksiyonu

q(x) :  Potansiyel fonksiyonu

p () : Spektral fonksiyonu

G (z,y,z) : Green fonksiyonu
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Bu caligma ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, diferensiyel operatérlerin Spektral teorisinde sik kullanilan bazi temel tanimlar
ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, Sturm-Liouville operatérii icin Weyl noktasi,Weyl dairesi incelenmis,baz1 teo-
remler ve rezolventin integral goriintiisii verilmigtir.

Uctincii boliimde, Diizgiin tanimlanmis ters Sturm-Liouville problemleri icin Gel’fand-Levitan
yonteminden farkli olan Mizutani yontemi agiklanmig ve bu yontem ile potansiyel fonksiyonlara

iligkin teoremler ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, 6zfonksiyon, ters Sturm-Liouville problemi, Weyl noktasi, Weyl

dairesi, potansiyel fonksiyon.
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This study is consist of three chapters.

In the first chapter, some fundamantel definitions and theorems that use often in Spectral
theory of differential operators are given.

In the second chapter, The Weyl point and Weyl circle for a Sturm-Liouville opeator are
examined, some theorems and integral represention of the resolvent are given.

In the final chapter, For Wellposed of Inverse Sturm-Liouville problems Mizutani’s method that

different from Gel’fand-Levitan’s method is examined. Theorems for Potential function are given.

Keywords: Eigenvalue, eigenfunction, inverse Sturm-Liouville problem, Weyl point, Weyl

circle, potential function.
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1.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 1.1.1. a <t < b olmak iizere L? [a, b] uzay1

b

L?[a,b] = x(t):/[:r(t)]th<oo

seklinde,bu uzayda i¢ ¢arpim ise

b
< f.g>= /f(x)@dw

seklinde tanimlanir [1].
Tanim 1.1.2. Tanim ve deger ciimlesi vektor uzayi olan doniigiime operator denir.
Tanim 1.1.3. E, ve E, herhangi iki vektor uzay: olmak {izere
1. 21,22 € E, igin L (x1 4 z2) = Lx1 + Lxo
2. z€ E;, e Rigin L(A\z) = ALz
sartlarim saglayan L : £, — E, operatoriine lineer operatdr denir [1].
Tanim 1.1.4. X ve Y birer normlu uzay ve D (L) C X olmak iizere L : D (L) — Y bir

operator olsun.

[La]| < e ]

olacak gekilde bir ¢ reel sayis1 varsa L operatériine simrhidir denir [2].

Tamim 1.1.5. L — AT operatériiniin sinirh (L — AT )71 tersinin mevcut olmadig1 X’lar ctimlesine
L operatoriiniin spektrumu denir [3].

Tanim 1.1.6. Herhangi A i¢in L — AI operatoriiniin tersi mevcut olacak bicimde

Ry = (L — M) 'operatoriine (L — M) z = y denkleminin rezolvent operatorii denir [2].

Tamim 1.1.7. L operatorii D (L) tanim bolgesinde sinirh lineer olmak tizere

Ly =My

esitligini saglayan y (z) # 0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, y (z, A)

fonksiyonuna ise A'ya kargilik gelen 6zfonksiyon denir [3].

Tanmim 1.1.8. Eger + — 0(veya £ — 00) iken ggi; — 0 ise f (z) = o(g(x)) ve ’%’ sinirh
ise f (z) = O(g(x)) olarak gosterilir [4].
Tanim 1.1.9. [a,b], R’ nin kapali simirh bir araligi ve (a1,b1), ..., (an,by)’ ler [a,b] de acgik

araliklar olmak {izere Ve > 0,39 > 0 vardir dyleki

(bz —ai) <d
1

n

K2

iken



Z\f(bi) — flag)] <e

oluyorsa f : [a,b] — C fonksiyonu [a, b] de mutlak stireklidir denir [5].

Tanim 1.1.10. Bir f (z) kompleks fonksiyonu diizlemin keyfi bir zp noktasinin § komgulugunun
tiim noktalarinda

diferensiyellenebiliyorsa f (z) fonksiyonuna zo noktasinda analitiktir denir [6].

Tanmim 1.1.11. f(z) kompleks fonksiyonu diizlemin tiim noktalarinda analitik ise f (z)’e tam
fonksiyon denir.

Tanim 1.1.12. 0 < |z — 29| < R bolgesinde f (z) analitik fonksiyon olmak tizere

lim f(z) =0
zZ—2z0

ise zp’a f (z)’in kutup noktasi denir [6].

Tamm 1.1.13. ¢(z) ve h(z) tam fonksiyonlar ve h (z) # 0 olmak iizere

_9(®)
formundaki f (z) fonksiyonuna meromorf fonksiyon denir [6].
Tamim 1.1.14.
f(z)  g(x)
Wa{f.g} =

seklinde tanimlanan determinanta Wronskian determinant1 denir [3].

Tanmim 1.1.15.(Parseval Esitligi) f(z),g(z) € L? (a,b) olmak {izere

b

b b
=1
[f(U)g(wdu:Zp— {f(uw(u,An)du Jowotur)du

— n
n=0 a

dir [3].
Tamm 1.1.16.(Minkowski Esitsizligi) 1 < p < co olmak iizere Vz,y € R"(veya C") igin

n 1/p n Up s n 1/p
(Z |2k + yk|p> < (Z |$k|p> (Z |yk|p>
k=1

k=1 k=1
seklindeki esitsizlige toplam i¢in Minkowski egitsizligi denir [2].
Tanmim 1.1.17.(Cauchy-Bunjakowski Esitsizligi) (X,||.]|) bir normlu uzay olmak iizere
Ve,y € X igin

[<zy > <[]yl

dir [2].



Tanmim 1.1.18.(Bessel Esitsizligi) (X, < .,.>) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve (z,,) de X ’de bir
ortonormal dizi olmak

iizere x € X icin

o0

Yo l<aan > <

k=1

dir [1].

Tanmim 1.1.19. A™[0,7] {m =1,2,3...}, 0 < & < 7 araliginda tamimh (m — 1). mertebeden
siirekli tiirevlere sahip ve m. tiirevi mutlak siirekli olan reel degerli fonksiyonlardan olugsan uzaydir
[5].

Teorem 1.1.1.(Green Teoremi) ), zoy diizleminde bir bolge ve T da bu bolgeyi ¢evreleyen
pozitif yonde yonlendirilmis bir egri olsun. P ve () fonksiyonlar: € iizerinde siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar ise

/ (z,y)dz + Q (z,y dy—//(a—Q—a—j)dxdy
dir [6].

Teorem 1.1.2.(I.Helli Teoremi) o1 (A),02 (A\),...,0n (A), ... [, b] kapali aralifinda monoton
azalmayan smrl fonksiyonlar dizisi ve bu dizide bulunan fonksiyonlarmn tamami soldan siirekli
olsun. o, (A) fonksiyonlar1 diizgiin simirli olmak iizere monoton o (\) fonksiyonuna yakinsak olan
on; (A) alt dizisini segmek miimkiindiir [3].

Teorem 1.1.3.(IL.Helli Teoremi) a < A < b arahginda f ()\) fonksiyonu stirekli ve o1 (A),
02 (A) ..., (), ... monoton fonksiyonlar dizisi her stireklilik noktasinda o (A) limit fonksiyonuna

yakinsak olmak tizere eger

lim o, (a) =0c(a), lim o, () =0(b)

n—oo n—oo

ise

lim f Ydo, (A / f(N)do (A

n—oo

dir [3].
Teorem 1.1.4.(Genellestirilmis Helli Teoremi) o, (A) (—oo < A < 0o) monoton fonksiy-
onlar dizisi o (A\) monoton fonksiyonunun her siireksizlik noktasinda bu fonksiyona yakinsasin.

f (A) dogru eksende siirekli fonksiyon ve yeterince kiigiik € > 0 sayisi, Va,b > A ve Vn igin

/a|f<A>dan<A><e, /oolf(/\)ldan()\)<€
—00 b

olmak iizere yeterince biiyiik pozitif A = A(g) says1 vardir. Oyleki,



n—oo

im [ f () dow () = / SOy do )

— 00

dir [3].



2. WEYL DAIRESI VE WEYL NOKTASI
2.1.Sturm-Liouville Operatérii icin Weyl Dairesi ve Weyl Noktasi

Bu boliimde [0, 00) da tanimli ve her sonlu aralikta siirekli ¢ (x) fonksiyonunu gézoniine alalim.

F (x) fonksiyonu

vy +{A—q@)}y=0 (2.1.1)

diferensiyel denklemini saglasm. G(z) fonksiyonu ise aym denklemi A = X" icin saglasin. b sabit

sayl ve

olmak iizere

s

/ LEG(z)dz = W {F,G} — Wy {F,G} + / F(2) LGdx
0 0
ozdegliginden

(2.1.2)

b b
(X—M[;mmmmm: A{H@M@W@ﬂ—ghﬂd@ﬂ@—FW@HM

b
—A{Fum%m—ewwwmnm
Wo{F,G} — W, {F, G}

olur.
Ozel olarak A = u +iv, ' = XA = u — v olacak sekilde, ¢(x) reel oldugu i¢in G(z) = F(x)

bulunur. Bu sebeple (2.1.2) formiiltinden

b
211/0 |F(z)|” dz = iW, {F, F} — iW,, {F, F} (2.1.2)

elde edilir.

a reel say1 olacak bigimde

0) =sina ¢ (0) = —cosa
¢ (0) ¢ (0) (2.13)
6(0) =cosa 6 (0) =sina
baglangi¢ sartlarim saglayan (2.1.1) denkleminin ¢oziimlerini ¢ (z) = ¢ (2, \) ve 8 (x) = 0 (z, N) ile
gosterelim. (2.1.1) denkleminde birinci tiireve sahip terimin katsayis: sifira esit oldugundan belirli

Liouville formiiliinden dolayr Wronskian sabittir. Dolayisiyla



W, {p,0} = Wy {p,0} =sina +cos’a =1

dir.Bu nedenle (2.1.1) denkleminin genel ¢oziimiinii 0 (z) + £ (z) seklinde yazmak miimkiindiir. 3

reel say1 olacak gekilde x = b noktasinda

{0 (b) — Lo (b)} cos B+ {0 (b) + £’ (b)} sinB =0 (2.1.3)

kogulunu saglayan ¢oziimleri gézoéniine alalim. Son egitlikten ¢ ’yi tanimlarsak

__0(b)cot B +6 (b)
= Bt ) 214

elde ederiz. b sabit ve —oco < cot 8 < +00 olacak gekilde £ kompleks diizlemde C}, ¢cemberini ¢izmis

olur. cot § = z kompleks degigken degistirilmesi yapilirsa

0 (b)z+06" (b) /
(=0(\2)=——2"7 ) 2.1.4
T OFRREI () —
olur. ¢ = oo noktasina z = 72/((5)) kargilik gelir. Bu nedenle C} dairesinin merkezine z = ,g’((g))

noktasi kargilik gelir. Z degerini £ i¢in yazdigimiz formiilde yerine yazarak C gemberinin merkezinin

_ Wb {07 Q_D}
Wb {‘pa (70}

noktasinda bulunacagini goriiriiz. Boylece

w{-ZO)_L{F0_FO)__LMelag)
p(0) ] 2 L) @0 20 o)
elde edilir. Wy {p,p} = 0 oldugu igin (2.1.2/) "den dolay1 son ifadenin igareti ile v nin igareti
aynidir. Boylece agagidaki lemmay1 ispatlamig oluruz.
Lemma 2.1.1. v > 0 ise iist z—yar1 diizlemine C} ¢emberinin dig kismi kargilik gelir.
z = 0 olacak gekilde f% noktas1 Cp cemberi iizerinde bulundugundan Cjp dairesinin ry

yaricap1 icin

AR R (I A A
T ®) T Wde et (2 /0 @l d) 219

ifadesini elde ederiz.
Bununla birlikte Lemma 2.1.1’den dolay1 Imz < 0, yani i(z —z) > 0 i¢in ¢, C} dairesinin

igerisinde bulunacaktir. (2.1.4/) nii z ye gore ¢ozerek ve i (z — Z) > 0 egitsizliginde yerine yazarak

SEALETIUNYC OB ORI
Le®+00) ' Lp()+00)

elde ederiz. Buradan ise



i {167 Wy {0, 0} + W, { 0,0} + W, 10,5} + W, {0,0} |
e {94—550,9-1—[79_0} >0

bulunur. Bu sebeple (2.1.2") 6zdegliginde F' = 6 + £y alinirsa

b
21}/ 10 (z) + Lo (z)]* dz < iW, {9—&-&,0,@-1—@}
0

elde edilir.

Wo {%é} = 17 Wo {@7@} =0, Wo {079} =0 Wo {97927} =1
oldugu igin

WO{H—FE%@—F&E}:K—Z:%ImE

olur. Boylece v > 0 ve

b
| o+t @ de < -2
0

(2.1.6)

olacak gekilde ¢, C} gemberinin igerisinde bulunmaktadir. v < 0 durumunda da Imz > 0 egit-

sizliginden faydalanilarak benzer sonug elde edilir. Her iki durumda Im ¢ nin isareti v nin igaretinin

aksine egittir. Dolayisiyla ¢, C}, cemberinin icerisinde bulunursa ve 0 < b < bise

v b
/ 10 () + Lo (x)]? dac</ 10 (z) + Lo (2)* do < _%
0 0

dir. Bu nedenle ¢ ; Cy cemberi igerisinde de bulunur .Demek ki b < bise Cy, Cp yi kapsiyor.

Buradan b — oo i¢in C} daireleri ya limit dairesine yada limit noktasina yakinsarlar.

limit noktasi veya limit gemberinin keyfi noktas: olsun. Bu takdirde her b i¢in

b
[ 0@+ g @) s < _Im(m)
0 v
olur. Bu sebeple
| 0@ +mp @) e < _Im(m)
0 v

dir. Boylece agagidaki teorem s6z konusudur.

Teorem 2.1.1. A nin reel olmayandegerlerinin tamami i¢in

Y +{A—q(z)}y=0

m = m(\)

(2.1.7)



denkleminin [0, co] araliginda karesi integrallenebilen

Y (x,A) =60 (x,\) +m(\)p(z,\)

¢ozlimii vardir.

Limit dairesi durumunda b — oo i¢in 7, sonlu limite sahiptir. Bu nedenle (2.1.5)” den ¢ (z,\) C
L?(0,00) elde edilir. Yani bu durumda (2.1.1) denkleminin her ¢oziimii L? (0,00) uzayma aittir.
Dogal olarak agagidaki soru ile kargilagabiliriz;

Limit dairesi ve limit noktasimin simiflandirilmasi 6zel olarak Ag 1 6zel degerinin se¢imine mi
baglidir veya sadece —%22 + ¢ (x) operatoriine mi baghdir?

Teorem 2.1.2. Herhangi kompleks \g icin( 2.1.1) denkleminin her ¢oztimii L? (0, o0) uzayimimn
elemani ise bu takdirde her keyfi kompleks A i¢in (2.1.1) denkleminin her ¢oziimii de L2 (0, o0)
uzaymn elemandir. Diger bir ifadeyle reel olmayan herhangi Ay icin limit daire durumu reel
olmayan keyfi A icin de saglanacaktir.

Ispat: Im o # 0 olacak sekilde

2

d*y

T2 +q(x)y = loy

denkleminin L? (0, c0) uzaymda bulunan lineer olmayan iki ¢oziimii ¢ vet) olsun.

d?y

da?

denkleminin keyfi ¢ziimii x olsun. Bu denklemi

+q(x)y =Ny

d2

Yy
o2 +q(@)y=Xoy+(A—=Xo)y

seklinde yazalim. W {cp, QZJ} = 1 olacak sekilde ¢ yi herhangi bir sabitle carpip ve sabitler varyasy-

onu kuralim1 uygularsak c, cq, ¢ sabitleri igin

X(@) = cap(a) + et (= o) | le@ut) - oM @ixBd (218)

elde ederiz.

@l ={ [ |x<t>|2dt}1/2

esitliginden faydalanarak her z > ¢ igin |¢ (2)[|, < M ve [[¢ (z)||, < M olmak iizere M nin

e

mevcut olmasindan ve Cauchy-Bunjakovski esitsizliginden

/Ow {o @) () = @) v (@)} x @) dt <{[e @)+ ¢ @)} Ix @),

esitsizligini buluruz. (2.1.8) formiiliinden ve Minkovski esitsizliginden faydalanirsak

Ix @)l = {lex] + leal} M+ 21X = Ao M* Ix ()],



elde ederiz.

A — Ao| M? < § olmak iizere ¢ yeterince biiyiik oldugunda

Ix (@)l < 2{ler] + leal} M

dir. Bu esitsizligin sag tarafi 2 den bagimsiz oldugu icin y () C L? (0, c0) dir.

Boylece teorem ispatlanmig olur.

L= —j—; + ¢ (x) operatorii i¢in limit noktasi durumunun saglanmasi igin yararh olan yeterlik
kogulunu asagidaki teoremle ifade edelim.

Teorem 2.1.3. Herhangi bir pozitif k£ sabiti icin

q(z) > —kx?

ise L operatorii icin limit noktasi durumu gecerlidir.
Ispat: Ilk 6nce homojen —y” + ¢ (z)y = 0 denkleminin L? (0, 00) da bulunan lineer bagimsiz
iki ¢oziimiiniin olmadigim gosterelim. Ly = 0 denkleminin reel ¢oziimii ¢ (z) ve ¢ (z) € L? (0, 00)

olsun. ¢ = gy esitliginden ¢ > 0 igin

/f e, /j% () dt > —k /jw (1) dt

t2

elde ederiz. Kismi integrasyon uygularsak ve ¢ € L? (0, 00) oldugundan faydalanirsak

¥ (22@ (z) n /x {@lt(;)}Q dt — /m Mdt <k (2.1.9)

olmak iizere ky sabitinin varligini ispatlayalim.

_ [y
H(ac)—/C Tdt

olsun. Bu taktirde Cauchy-Bunjakovski esitsizliginden

C ([0, o110

[ 2020,

3

IN

x
ko H () / o2 (b) dt
elde ederiz. Boylece (2.1.10) ve (2.1.9) dan

¢ (w;;ﬁ (z) b H(@) — ks HY2(2) < I (2.1.11)

olmak tizere k3 sabitinin varligini elde edilir.

Eger x — oo igin H(z) — oo ise yeteri kadar biiyiik =’ ler igin (2.1.11) ’den



bulunur. Bu yeterince bilylik « ’ler igin ¢ (x) ve ¢’ (z) in aym isaretli olmasi demektir. Bu ise

¢ (x) € L? (0,00) ile geligir. Boylece

/w %;)}Qdk ~ (2.1.12)

olmak iizere H(z) sonludur.
Ly = 0 denkleminin L? (0, 00) uzaymda bulunan lineer bagimsiz iki ¢oziimii ¢ (z) ve 1 (x)
olsun. Yani L operatorii i¢in limit dairesi durumunun saglandigini kabul edelim. Bu coziimler

reeldir ve

dir. Buradan

esitligi elde edilir.

(2.1.12) esitsizligi ve Cauchy-Bunjakovski egitsizliginden dolay1 son egitligin sol kismi (¢, 00)
araliginda integrallenebilirdir. Sag kismin ise integrallenemeyecegi agiktir. Boylece limit daire
durumu saglanamaz. Dolayisiyla limit nokta durumu s6z konusudir. Teorem ispatlanmig olur.

Verilen § igin A ’ya bagh £ = £()) analitik fonksiyondur. Aym zamanda bu fonksiyon kutup
noktalar1 reel eksen tizerinde bulunan bir meromorf fonksiyondur. Gergekten (2.1.4) ’den dolay:
£(A) min kutup noktalar

@ (b,x)cos B+ ¢ (b,\)sin 3

fonksiyonunun sifirlarindan olugur. Bu sifirlar sonlu [0, 8] araliginda (2.1.1) denkleminin 6zdeger-
leridir, dolayisiyla basittirler. Birinci kisimdaki yorumlardan dolay:r verilen A icin C} dairesiyle
ortiilit /—diizleminin bolgesi b arttiginda kiigiiliir. Bu nedenle tamamu iist (alt) /—yar1 diizleminde
bulunan her sinirh bslgede £(\) = £ (A, b, §) analitik fonksiyonlar ailesi diizgiin sinirhdir.

Analitik fonksiyonlar teorisinde bilinen teoremden dolayr bu fonksiyonlar ailesi her bélgede
diizgiindiir. Yani her sonsuz diziden diizgiin yakinsak alt dizi segmek miimkiindiir.

Reel olmayan herhangi A igin limit nokta durumu saglanacak sekilde (reel olmayan diger A
lar iginde Teorem (5.1.2) ’den dolay1 aym sonug saglanir.) Weierstrass teoreminden dolay1 £ (\)
fonksiyonlar ailesi analitik olan bir tek m (\) limitine sahiptir.

Limit dairesi durumunda ¢ (\) ailesi tek limite sahip degildir. Ailenin diizgiinliigiinden her A—

yar1 diizleminde mevcut ve analitik olan

lim £(A b, By) =m (V)

olmak iizere smirsiz artan by say1 dizilerini ve (), say1 dizisini segmek miimkiin olur. m ()
sayilariin limit gevreleri iizerinde bulunacag: agikardir.

=1 (\Db) olacak sekilde ¥ (x,\) = 0 (z) + Lo (z) olsun. Bu takdirde agagidaki lemma saglanir.
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Lemma 2.1.2. Reel olmayan her ) igin

wb ($, >‘) - 1/’ (‘Tr >‘)

ve b — oo iken

b b
/ by (2, V| dz — / ) (2, W) 2 d
0 0
dir.
Ispat: 1+ (z,)\) € L?(0,00) igin

by, (LE, )‘) =9 (:E’ )‘) + M ()‘) -m ()‘)] P (.’E, )‘)

dir. Limit daire durumunda ¢ (\) — m (\) dir. Bu nedenle ¢, (z,\) — 9 (z,A) ve ¢ (x,A) €
L?(0,00) oldugundan dolay1

b b
/ s (x,/\)\2dx—>/ o (z, A)|? da
0 0

olur.

Limit nokta durumunda v # 0 olacak bi¢imde

b 1
0O —m ()] <7y = (%/0 o (z, )\)2dx>

rp — 0 oldugu igin ¢, (x,\) — ¥ (x, A) |

b b
/0|{E<A>am<x>}so<w,x>|2dx - \w)—mu)ﬁ/o o (@, )2 de

b ~1
<4v /0 | (2, \)] d:r)

IN

Bunun igin bu durumda

b 2 b 2
/ [y, (2, V)| d%/ by (, W2 da
0 0

olur. Boylece ispat tamamlanmigtir.
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2.2.Rezolventin integral Gériintiisii

f(z) € L?(0,0) olsun. ¢ (z, ) ile v (z, \) onceki kisimda tanimlanan fonksiyonlar olmak {izere

reel olmayan A icin

¢(w7/\)=w(w,k)/oww(y,k)-f(y)dyﬂo(:v,k)/ww(y,k)-f(y)dy

alalim. Eger f(x) siirekli fonksiyon ise

oo

O (@) = v (0N /Ozw(y,A)-f(y)dyﬂo;(%A) [ v sy

T

@) = e | oW N f ) dy + o (@) / T N).f () dy
+{¢/($a)\)¢($a>\)—Sﬁl(m,)\)ib(m,k)}f(x)
= {g@) -\ 6@\ + 1)

dir. Ciinki;

7/}/ ($7>‘) (p(‘Ta >‘) - QDI (1‘7)‘)1/} (:Er)‘) = W, {%1/’} =Wy {<P,¢}

sina cosa+m(N\)sina

—cosa  sina—m(A)cosa

dir. Boylece,

¢/I (xv A) + {A —q (x)} o (x’ )‘) = f(x)

olur. Bundan bagka

6(0.3) = w(O,A)/Omw(y,A)-f(y)dy

§0.N = o (0N / TN () dy

dir. Dolayisiyla ¢ (x, A)

#(0,\) cosa + ¢ (0, \) sina = 0

sinir kogulunu sagliyor.

"+ {A—qx)}y=0 (0<z<00)
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y(0,\)cosa + 7' (0, \)sina =0
y(b,A\)cosB+y (b,\)sin3 =0

sinir probleminin 6zdegerleri ve dzfonksiyonlar1 sirasiyla A, ve @, , (x) olsun. £(\) ve ¥, (x, A)
bir 6nceki paragraftaki degerlere sahip olsunlar. Gy (x,y; z) Green fonksiyonu ve R, ;f rezolventi

z = u + 1v olmak iizere

11[}1)(1'72)@(?%2)7 ZJSZL’

Gb (:I"yy?’z) =
oz, 2)Yy (y,2) y>ux

b
Roof = / G (2,9:2) f () dy

seklinde alalim.

b
ai,b=/ ory (x) da (2.2.1)
0
olmak iizere
oo b
o (@) [o £ (W) oy (y) dy
2 = : : 2.2.2
R.yf 2 e P (2.2.2)
b
* o) fo fW)e(y,N)dy
-/ ks oy )
o z—A
elde ederiz. Burada
1 /
) = - —  (A<0) (222)
)\<>\nb§0 n7b
1
p) = Y - a<o)
0<Ap <A b

dir.
Lemma 2.2.1. Reel olmayan her z ve sabit z i¢in

o0
/.

“‘;L’;)deb ) < K (2.2.3)

dir.
Ispat: (2.2.2) esitliklerinin birincisinde f (y) = ©p (x) alalm. Daha sonra (2.1.1) esitligini
gozoniine alimirsa @, (x) dzfonksiyonlarinin ortogonalliginden dolay1
1o Pnp (2)

- Gb (Z’, Y; Z) Lpn,b (y) dy =

_ 2.2.4
an Jo an (2= Anp) ( )
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elde edilir. Simdi Gy, (z,y;2)’ yi y’ ye gore bagimh fonkdsiyon olarak gozoniine alirsak ve Parseval

esitligini uygularsak

2

2N 4p, (3

b 0 2 [
<pnb(z) /

Gy (z,y; 2 2 dy = _ =
| Gteyiaay > -

n=1 -0

buluruz. Lemma 2.1.1" den dolay: soldaki integral yakinsak oldugu i¢in Lemma 2.2.1’ i ispat etmis
oluruz.
Sonug I. p()\) (2.2.2") esitlikleri ile tamimlansim. Bu takdirde (2.2.3) esitsizliginde bulunan K

sabiti i¢in
o0
A
/ 'M dpy (V) < K (2.2.5)
o | 2= A
Gergekten keyfi a > 0 igin (2.2.3) esitsizliginden
a
/.

elde edilir. Once b — oo ve daha sonra a — oo almirsa (2.2.5)" i elde edilir.

olur.

p@A)

2
<
e 0 < i

Sonug II. sin a # 0 olacak gekilde (2.2.5) esitsizliginde = = 0 alirsak

/OO dpy, ()\) < 00
—oo (2= A)°

elde ederiz. Buradan her a > 0 icin

/ dﬂ;g” < o0, / dﬂ;g” < o0 (2.2.6)

elde edilir.

sina = 0 olacak gekilde (2.2.4)” iin = ’e gore diferansiyelini alirsak

1 b (pfn, b ($>
Qn Jo Gb (:L" Y; ’Z) Qon,b (y) Y (075 (Z - /\n,b)

2 2

esitligini buluruz. Buradan Parseval egitliginden dolay1
=Gy (7,95 2) dpy (A)

b 0 /
_ ¢ (2, A)
/o o w= | ‘

O
elde ederiz. Benzer iglemler yapilarak (2.2.6) ’daki ifadeleri elde edebiliriz.
Lemma 2.2.2. f(z) € L*(0,00) igin

V(z,2)e2), y<=

G(x,y;2) =
oz, 2)Y(y,2) y>=z

olmak iizere
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R.f= / (@,y;2) f (y) dy

olsun. Bu takdirde

o0 1 o0
/0|sz|2de§/0 72 (@) dx

ispat: Vb > 0 icin Parseval esitliginden dolay (2.2.2) 'den z = u + iv olmak iizere

{/f Y) b (Y dy}
< vzzaz{/f Y) Pnp (Y dy}vz/ﬂ

elde ederiz. a > 0 sabit say1 olsun. Eger a < b ise

a b 1 b
/ Rapf |2 de < / Ry f?de < — / 12 () dy
0 0 V7 Jo

dir.b — oo iken son esitlikten
a 9 1 (oo} B
[t < = [P @
0 v= Jo

elde ederiz. a keyfi oldugundan lemma ispatlanmig olur.

dir.

I
HM8

/ |R.,f|” dz:
0

Simdi rezolventin integral goriintiisiine iliskin asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.2.1. Her f(z) € L? (0, 00) fonksiyonu ve reel olmayan her z igin

olmak iizere

Rf= | E52dp( (2.2.7)

esitligi saglanir.

ispat:

Once f(z) = fa(z) fonksiyonunun [0,7n] arahg diginda sifir oldugunu (2.1.3) smir kogullarimi
sagladigini ve ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip oldugunu varsayalim. b > n ve v > 0 keyfi

say1 olsun.

\) = / " @) (@0 da

alalim. Bu takdirde (2.2.2) esitligini
15



Roafy = [ AR, 0 (2.2.8)

X
{/U [U / } n(/\)dpb(k)=11+12+13

seklinde yazmak miimkiindiir.

Simdi I; i degerlendirelim. (2.2.2)’ den dolay:
o (z,\) F, () Pr ( /
I, = 7d A) = n 2.29
= [ AR o Z%kab I 0 00 W)y (2:29)
Ak,b<—
1/2

@i,b (2)
L minr) Szl e

Ak,b<— /\k b< —

IN

elde ederiz. Daha sonra iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

| @en@as g — [ L@@ - de @ e (2210)

>\k b / {fa (@ (@) fn (@)} pp (z) d

elde edilir. Lemma 2.2.1 'den dolay1 (2.2.9) 'un sag kismindaki birinci toplam yakinsaktir. Bu
durumda (2.2.10) esitligini gozoniine alimirsa (2.2.9)" dan

1/2

w2y L[ e -won i@ e}

Qe

Ak,b<—v

esitligini bulunur. Bu nedenle Bessel esitsizliginden dolay1

n< B2 ([ e -awnere) ¢

v
olur. Benzer sekilde I35 < € — seklinde ispat edilir.
Bu bagintilardan dolay1 v — oo igin b ye gore diizgiin olmak iizere I; ve I3 sifira yakinsar. Bu

sebeple genellegtirilmig Helli Teoreminden faydalanmak miimkiindiir. (2.2.8) esitliginden

R.fy = /OO de \) (2.2.11)

—0o0

elde ederiz. f (z) fonksiyonu [0, co] araliginda karesi integrallenebilir keyfi fonksiyon oldugundan
n — oo iken bir 6nceki kogullar saglayamaz ve f (x) ’e ortalama (karesel) yakinsak olan {f, (z)}
fonksiyonlar dizisi mevcuttur.

Parseval egitligine gore f, (x) fonksiyonlarimin E,, (\) Fourier doéniigiimler dizisinde ortalama

yakinsaklik anlaminda p () 6lglimiine gore f(z) fonksiyonunu F'(A) ile gosterelim ve Fourier
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déniigiimiine yakinsiyor. Bu sebeple Lemma 2.2.1° deki sonug I. ve Lemma 2.2.2 "den dolay1 (2.2.11)
esitliginde n — oo i¢in limit alirsak teoremin ispatini elde etmis oluruz.
Hatirlatma: Benzer yorumlarla

n

F()\) = lim @) e(z, ) da

n—oo 0

n

G (\) = lim g (@) (z,A)dx

n—oo 0

olacak gekilde

/OO R.fg(x)dx = /OO Mdp (N (2.2.11")
0

feo A
formiiliinti elde edilebilir.
Teorem 2.2.2. f (z) fonksiyonu
1. f(z) € L?(0,00)
2. {f" (@) = q(x)f ()} € L* (0, 00)
3. f(0)cosa+ f'(0)sinaw =0
4. Jim W{f (), Ex (@)} =0, A+ 0gin By (2) = [ (2, A) dp ()

kogullarini saglasin.

g(A)—/OOOf(wEA(y)dy

olmak iizere,

flz) = / T @ N dg (V) dy (2.2.12)

— 00

dir ve buradaki integral mutlak yakinsaktir.
ispat: f (z) fonksiyonu sonlu aralik diginda sifir olacak gekilde integralleme siralamasini degis-

tirirsek

A [eS)
s = [ PO, PN = [ @@
olur. Fourier déniigiimlerinin ortalama yakinsakligindan dolay1 g () igin bu formiil genel durumda

da gegerlidir. Bu nedenle (2.2.7) formiiliinii

R (e dg (V)
sz—ﬁm—z_A

seklinde yazmak miimkiindiir. Lemma 2.2.1 ’den dolay1 son integral mutlak yakinsaktir. f(z) e

gore g (A)’min tanimlanmasina benzer sekilde h (\)
Lf=f"(x) —q(x)f ()
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ile tanimlanmig olsun. 4. kosul ve Green 6zdegligine gore

B / T (@) - @) f (@) Ba () de

—/Ooof(w){/Okuw(x,u)dp(u)}dw

Sonlu aralik diginda f (x) sifir olursa,

elde edilir.

dir. Bu formiil genel durumda da saglanir ve

A
/0 pp (2, 1) dg () € L*(0, 00)

dir. Gergekten,

2
(2, 1) dpy, (1 )} dx

n<)\n Bb<A 0<An b<a “n

o —/ P dgy (1)

{ ag @nb() Z Angb%zb() dz
Z
<An

burada a < b ise

/Oa {/OA pp (i, 1) dpy, (u)}2 da < /0A pdgy (1)

dir. Once b — oo , daha sonra a — oo icin gereken ispat yapilmig olur.

Simdi (2.2.13) ’iin diferensiyelini alirsak

dh (\) = —Xdg (\)

elde ederiz. 2. kosuldan dolay1

L (u, A) dh (N)
/ z—A

integralinin mutlak yakinsakligi i¢in (2.2.14) ’den dolay1

— 00

/OO o (2, ) dg (V)

—0o0

integrali de mutlak yakinsak olur. Bu nedenle Teorem 2.1.2 ’den ispat elde edilir.
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3. TERS STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI

3.1. Sturm-Liouville Operatoriiniin Spektral Karekteristikleri

q(z), 0 <z < araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon, h ve H reel sayilar olmak iizere

v+ (N—q(z)y =0, O<z<m (3.1.1)

y'(0) — hy(0) = 0, y'(m) + Hy(m) = 0. (3.1.2)

Sturm-Liouville problemini gozoniine alalim.
(3.1.1)-(3.1.2) 6zdeger problemini, F (q (z) ; h, H) seklinde gosterelim. Bu problemin 6zdegerleri

—00 < Ag < A1 < A2 < ... olacak bicimde {\,},~, olsun.

P = /07 2 (2, \n) da (3.1.3)

olacak gekilde p,, normlagtirici sayilarim alalim. Burada ¢ (z, A), (3.1.1) denkleminin

y(0) =1, y'(0) = h. (3.1.4)

baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiidiir.

{An, o toro sayilart E (q (z) ; h, H) 6zdeger probleminin spektral karekteristikleri veya spektral
verileri olarak adlandirilir.

Eger ¢ (z) € A% [0, 7] veya q(z) € A*[0,7] ise{\n, p,, }1—,, spektral karekteristiklerinin sirasiyla
agagidaki asimptotik formiilii sagladig bilinir[18]:

\/E:n—&-%—i—%—i-O(%), (3.1.5)

P = g +% +O<é>’ (3.1.6)

\/E_n+@+a—;+0<i5>, (3.1.5)
n n n

Pn = g +% ++%+O<%),) (3.1.6")

Burada ag, bg, a1 ve b ’ler sabitlerdir.
Spektral verilere gore ¢ (x) potansiyelinin ve h, H sayilarimin bulunmasina ters Sturm-Liouville
problemi denir. Bu spektral veriler Sturm-Liouville operatoriiniin spektrumu, normlastiric: sayilari,

spektral fonksiyonu, nodal noktalar: olabilir.
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V.A Marchenko[9] spektral karekteristiklerin Sturm-Liouville problemini belirledigini gosterdi
ve IL.M.Gel'fand ve B.M.Levitan [18] de ¢ (z),h, H ' spektral fonksiyona gore tanimmlanmasi
yontemini verdi.

Bu kisimda ters problemin ¢oziimii iginbagka yontem onerecegiz.

(3.1.5) ve (3.1.6) asimptotik formiillerini saglayan {\,,, p,, },-, pozitif sayilarmm iki dizisi olsun.
Baglangic yaklagimi olarak, « + §cos2x formunda reel degerli r (x) fonksiyonunu tammlayalim.
J reel say1 olmak tizere E (r (z);0,J) dzdeger probleminin {1/",7"};0:0 spektral karekteristikleri

(3.1.5) ve (3.1.6) ’daki gibi asimptotik formiillere sahiptirler, yani;

1
,/_un_n+%+%+o(ﬁ) (3.1.7)
b 1
m=g o +0(5) (315

dir.

E (r(x);0,J) "ye yaklagan Sturm-Liouville problemi ile kargilagtirmayla q (z) € C* [0, 7] olmak
tizere bilinmeyen F (q (x);h, H) Sturm-Liouville problemi olugturacagiz.

Benzer yontemle, eger {\,,, p, }.—, (3.1.5)" ve (3.1.6)’ formiillerini saglarsa ¢ (z) € C* [0, 7] olur.
Gel’fand-Levitan baglangig yaklagimi olarak F(0;0,0) sabit 6zdeger problemini aldilar.

Eger {An, pp}oep iin

- ap ap A[(m+1)/2] 1
VAn=nt 04T e F o/ T O<nm+2)’

o bo by b[m/g] 1
=gt a0\ s )

formundaki asimptotik formiiller saglaniyorsa ¢ (x) € C™[0,#] (m > 3 ) olur.

“Ters Sturm-Liouville problemi diizgiin tanimlanmig midir?” sorusunu ele alacagiz.

q(z) € C* [0, ] reel degerli bir fonksiyon,h ve H ' bilinen reel sayilar oldugunu kabul edelim.
Ayrica E(q(x);h, H) 'nin spektral karekteristikleri {\,, p,, }o— "ler de verilsin. p(z) € C* [0, 7]
bilinmeyeniyle E (p (z); h, H) ’nin {,,, 0, }, -, farkli spektral karekteristiklerinin verildigini kabul
edelim.

Bu durumda {s,,, 00} — {An, P} olacak sekilde |p (z) — ¢ (x)] farkinin kiigiik oldugu
gosterilecektir.

Ao > 1olsun. Aksihalde sirasiyla E (q (z) ;h, H) ve E (p (x) ; h, H) 'm yerine E (¢ (z) — Mo + 1;h, H)
ve E (p(x) — Ao + 1; h, H) almak yeterlidir.

Teorem 3.1.1. C; > 0¢(z),h ve H ’abagh bir sabit olmak tizere eger A = > {V/A, |on — p,,|
n=0
+ by, — An|} yeterince kiigiik ise
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max |p(z) —q(z)] < C1.A, (3.1.9)

o<z<m
dir.
Simdi ¢ () ’in ¢’ (z) tiirevnin, [0, 7] de mutlak siirekli oldugunu kabul edelim. Spektral karek-

teristikler i¢in agagidaki asimptotik formiiller saglanir:
ap 1
VAn=n+—+0(=], (3.1.10)
n n
™ bo 1
=—+—=4+0(—=]. 3.1.11
p=7+ 5+ 0(5) (31.11)

Teorem 3.1.1 ’in genellestirilmis hali olan teorem 3.1.2 ’yi verebiliriz.

Teorem 3.1.2. {u,,, Un}zo:(] " ler agagidaki asimptotik formiilleri saglasinlar.

/ 1
i —n+%+0(m), (3.1.12)

T b 1
= =4 — — . 1.1
Pn =5 +n2 +O<n2> (3.1.13)
Eger
— - b{)_bO /
B = S 4V 0w =00 = 2520+l = An — 2(ah — ao)|
n=1

+ 1o — Xol + oo — pol + lag — aol + by — bol

yeterince kiigiik ise

max |p(z) — g(z)| < C2.B (3.1.14)

0<zx<m

dir. C2 >0 g (x),h ve H ’a bagh bir sabittir.
3.2. Spektral Karekteristikler Ve Ozfonksiyonlar i¢in Asimptotik Formiillere iliskin

Teoremler

q(z), 0 < z < 7 arahiginda reel degerli siirekli bir fonksiyon, h, H reel sabitler ve X reel bir

parametre olmak iizere

v +(AN—qz)y=0,0<z <, (3.2.1)

y'(0) = hy(0) = 0,y/(m) + Hy(m) = 0, (3.2.2)
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seklinde FE (g (z);h, H) 6zdeger problemini gozoniine alahm. Mg < A1 < A2 < ... olacak gekilde
M}y s E(q(z);h, H) 'm 6zdegeleri olsun. Bilindigi gibi bu problemin 6zdegerleri alttan siir-
hdir. Genelligi bozmaksizin en kiiciik 6zdegeri A\g > 1 alabiliriz. Bir bagka ifadeyle (3.2.1) ’in

yerine

Y+ (A= (q(z) = Ao+ 1)) =0,

diferensiyel denklemini gézoniine almak yeterlidir.

Pn, :/ ¢*(x, \n)dz, n=0,1,2,..,
0
alahm. Burada ¢ (z,\) , (3.2.1) ’in
y(0) =1, ¢'(0)=h (3.2.3)

baglangig sartlarini saglayan ¢oziimiidiir.

¢ (z, A) fonksiyonunun

B sin vz 1 [,
d(x, ) = cos V Az + hT + 7 sin VA(z — $)q(s)d(s, \)ds. (3.2.4)

integral denklemini sagladig1 bilinir[18].Boylece agagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 3.2.1. VA >1ve 0 <z < migin M > 0 sabiti vardir 6ylekiV A > 1ve 0 < z < 7 igin

|6 (2, \)| + ¢/ (2, M| /VX < M,

\/X‘W,A)' e (at,)\)’ <M
olmak tizere bir M > 0 sabiti vardir. Burada ' = %, - = (% dir.
Lemma 3.2.2. ¢ = /) olmak iizere
(i) Eger g (x) € A?[0,n] ise
Cs (@) Si(z) . < 1 >
AN =11+ 5 3 O —= 3.2.5
oo = (1+ 2 e+ Hsinco 0 (325)
(b/x, A) = <—§ + 514(5)) sinéx + COT@C) coséx + 0(5%) (3.2.6)

olur.

(i1) Eger q (x) € A3]0, 7] ise

6 (2, \) = (1 + Cig?) cosEx + <512—§3) + S;g(f)) sinéx + O <i3) (3.2.7)
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/ St ) Cs Cs 1
P x,\) = (—f + %) sinéx + (# + ;ﬁ(f)> coséx + O(§—3> (3.2.8)

olur.

(iii) Eger q (z) € A*[0, 7] ise

6 (z,)) = (1+C42T(f) +(’146—(;)) cos &z + (512—?+S;T@> sin €z + O (5%) (3.2.9)

olur. Burada

2 {q’ ()~ (0) - / "R dt— (q(2)+4(0)Q <x>}
+(d@+d0- [ Por)ew- 1710w

F2Q (@) + 520 (@),

57 (2) = @)+ (0) +2hQ (2) + 5Q° (@),

Cy(z) = —Qh(Q(x)—q(O))Jrq/(w)—q'(0)+/oxq2(t)dt

~(g@) + 4 (0)Q(x) ~ h@? (1) — Q* ().

dir.
Sonug olarak Lemma 3.2.2’de ¢ (x,\) ve ¢ (x,\) fonksiyonlar i¢in asimptotik acihimlardan

dolay1 spektral karekteristikler i¢in asimptotik formiiller elde ederiz.
Lemma 3.2.3. (i) Eger q (z) € A?[0, 7] ise
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olur.

(ii) Eger q(x) € A3[0, 7] ise

1
\/An—n+@+a—é+0< >,
noon

n4

™ bo 1
pn—§+$+0<ﬁ).

olur.

(iii) Eger q (x) € A*[0, 7] ise
1
noon n

n? n

™ bo bl 1
pn=§+ +—4+O($).

olur. Burada
o= [ awa
0

ag =

1
(h+H+§Q),

3|

bo =

1 1 1
§{h+H+§Q+W<h2—§q(O)>},

N —

o = H{z((@-d 0+ [[Pwa)+5Hm +ra0)
1
3

ve

by = —aobo+ géh - % (wao)” + h (mag)*
+% (map — h) (q (m) —q(0) - %Q2> + %h (hq 0)—q (0))
% <q’ (1) —q (0) + /0 0 dt) + 116 (q" (0) — ¢ (0))

—&-% {(77@0 —h)* +ao — %Q(W)}Q‘f‘ i@3-
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(3.2.14)
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dir. Simdi ¢ (z) € C1[0,7] ve j reel sayismmn, ayrica p (z) € C'[0,7] fonksiyonunun ve h 'm

verildigini kabul edelim. Bu taktirde bir ”deformasyon formiilii” ¢ikarabiliriz.

Lemma 3.2.4.
(1) D ={(z,5);0 < s < w} olmak iizere
Koo —pla) K=Kss—q(s) K

diferensiyel denkleminin

1

K(a:,a:):j—h+§/0z(p(t)—q(t))dt,0§x§7r.

K, (2,0) — hK (z,0)=0,0 <z < T,
sinir gartlarini saglayanbir tek K = K (z,5) € C? (l_)> ¢oziimii vardir.

(7) & (xz,\) (3.2.1)-(3.2.3) probleminin ¢oziimii olacak gekilde

w(ac,)\):qﬁ(x,/\)—&—/omK(x,s)(b(s,/\)ds

alalm. Bu taktirde ¢ (x, \),

U (2, ) + (A= p(2) ¥ (z,)) =0,

denklemini ve

¥ (0,A) =1,9'(0,A) =

baglangi¢ sartlarini saglar.

(3.2.17)’ nin yerine

K(z,z)=f(x), 0<z<m.

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.17)

siir gartim alahm. K (z,s;p,q, f,h) (3.2.16), (3.2.17)" ve (3.2.18) probleminin ¢oziimiinii olsun.

Bu taktirde agagidaki lemma s6z konusudur.

Lemma 3.2.5. v : [0,00) x [0,00) X [0,00) — (0,00) fonksiyonu monoton artan ve siirekli

olmak tizere h < L icin

IK G 3.0 8By 5y <7 (Iplloom  Nallosiomt ) - 17 oo

dir[11].
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3.3.Spektral Karakteristikleriyle Bir Sturm-Liouville Probleminin Tanimlanmasi

Teorem 3.3.1.
(i) ao,bo ve ay reel sabitler olacak sekilde {\,, p, }ory
1
\//\n:n+@+a—;+0<—4>, Ai < Ajyi < j igin (3.3.1)
n o n n
™ bo 1
Pn = ) + oz + O<F>, (3.3.2)

asimptotik formiilleri saglayan pozitif sayilarin iki dizisi olsun.
Bu taktirde {\,,p, }ro dizileri E (q(z);h, H) 6zdeger probleminin spektral karekteristikleri
olmak tizere ¢ (x) € C* [0, 7] fonksiyonu, h ve H reel sayilar1 vardir.
(44) Ayrica, eger {\n, p, }o, sirasiyla (3.1.5)" ve (3.1.6)" y1 saglarsa ,q (z) € C2 [0, 7] olur.
Hatirlatma: (i) ifadesi bilinen Gel’fand-Levitan teoremi [18] dir.
Teorem 3.1.1° i yeni bir yontem sunarak ispatlayacagiz. Bu yontem agagidaki sekildedir:
(I): E (a+ B cos2x;0,J) 6zdeger probleminin {v,,7,},-, spektral karekteristikleri verilen

{\n, pn}ff:0 i¢in bilinen asimptotik formiillerin benzerini, yani;

1
Vi =nt 4 240 (—n4>, (3:3.3)
b 1

asimptotik formiilleri saglayacak sekilde reel o, 8 ve J sayilari vardir. r(z) = o + [ cos 2z alalim.
(IT):
vy +AN—7r(2)y =0, (3.3.5)

diferensiyel denkleminin

y(0)=1, ¢(0)=0 (3.3.6)

baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimit w (z, \) ve

Flz,s) = [w = A"/))w 22a) i, V”i:f (22n) (3.3.7)

n=0
olsun. Bu taktirde F(z, s) fonksiyonu 0 < z,s < 7 de ikikez siirekli diferensiyellenebilirdir.
(111):

K(z,s)+ /Ow K(z,t)F(t,s)dt + F(z,s) =0, 0<s<z<mw (3.3.8)
integral denklemi her sabit x igin bir tek stirekli K(z,s) ¢oziimiine sahiptir ve K(x,s) ¢dzlimii
0 < s <z < 7 de ikinci mertebeden siirekli diferensiyellenebilirdir.

(IV):
6 (2,) = w (z, ) +/Om K (z, s)w(s, \)ds (3.3.9)
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integral denklemini gozoniine alalim. Ayrica
d
q(z) = QEK(.’E, x) +r(z) (3.3.10)

h = K(0,0) (3.3.11)

olsun. Bu taktirde her A >0 ve 0 < z < 7 i¢in ¢ (z, ) ,

¢ (x,\)+ (N —q(2)p(z,\) =0 (3.3.12)

diferensiyel denklemini ve

p(0,N)=1, ¢ (0,\) =h, (3.3.13)

baglangic sartlarini saglar. Buna ilaveten

Pn = /(: ¢” (x, \n) da (3.3.14)

dir ve ¢’ (7, \n) /¢ (7, \,) oran1 n den bagimsiz bir sabittir.

Boylece eger H = —¢' (7, ) /¢ (7, \,,) alirsak, verilen {\,, p, }oe sayilarn E(q(x); b, H)
ozdeger probleminin spektral karekteristikleri oldugunu buluruz.

Daha sonra teoremin (ii) ifadesini ispatlamak igin (I) in yerine agagidaki (I)’ nii gdstermek
yeterlidir.

(IT) : r(xz) = a + Bcos2x + ysinz olmak iizere E(r(z) + 2ag;h, H) dzdeger probleminin

{vi, 75}, spektral karekteristikleri i¢in

a a 1
v = n+—°+—§+0(—5>,
% s bo b1 1
T, = §+_2+H+O<_5>

asimptotik formiilleri saglanacak sekilde «, 3,7 ve J reel sayilar1 vardir.
Gel’fand-Levitan baglangig yaklagimi olarak E(0; 0, 0) sabit dzdeger problemini ele almirtir. Bu
durumda w (2, ) = cos vz dir.
Bu ¢aligmada kullanilan metoda gore ¢(z) fonksiyonun regiilerligini gergeklemek daha kolaydir.
(I) «~ (IT) ve (I)’ niin saglandigim ispatlayalim:
(I) in ispati: Lemma 3.2.3 ’den

ay aj 1
\//\n_n+—°+—§+0<—4>,
n n n

b 1
-‘rﬁ-I-O(F)

ve

Ty =

ol

elde ederiz. Burada
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ve
2
aéz%(a2+%ﬂ2)+%(a+ﬂ)—3j—;— <%+%)

dir.

Sonug olarak a§ = ag, by = by ve a] = a; esitlikleri saglanacak bigimde her bir ag, by ve a; igin
a, B ve J sayilar vardir.

Boylece (I) ispatlanmig olur.

(IT) nin Ispati:

F(z,s) in 0 < z,s < 7 de ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip oldugunu ispatlayalim:

k+ m < 2 olacak sekilde her bir k,m > 0 tamsayis1 i¢in (3.3.1)« (3.3.4) ve Lemma 3.2.1’den

w®) (z, )\n)w("‘) (s, A\n) w®) (T, vn) w(™) (s,vn) 0 ( 1 )
pn Tn ’

0<z,s<m (3.3.15)

olur.
(3.3.15) esitligi (IT) iddiasim igerir.
(1) iin ispat:: K(z,s) (0<s<z<m),

Kup —1(2)K = K, O<s<az<m, (3.3.16)
diferensiyel denkleminin
1 X
K(z,x) = 5/ r(t)dt, 0<z<mw (3.3.17)
0
K¢(x,0) =0, O<z<m (3.3.18)

sinir sartarini saglayan ¢oziimii olsun. Bu taktirde Lemma 3.2.4’den dolay1 VA > 0ve 0 < ax <7
igin
w (x,\) = cos V Az + / K (z, s) cos VAsds (3.3.19)
0

elde ederiz.
Her sabit = igin (3.3.8) integral denkleminin bir tek K(z,s) ¢dziimiine sahip oldugunu ispat-

layacagiz. Bunun i¢in homojen
g(s) +/ F(s,t)g (t)dt, 0<s<z (3.3.20)
0
integral denkleminin sadece ¢(s) = 0 agikar ¢oziimiine sahip oldugunu ispatlamak yeterlidir.

(3.3.20) ifadesi g(s) ile carpilip ve 0 ’dan z ’e integrali alinirsa
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/OIQQ(S)CZSJF/OI [/OIF(S,t)g(t)g(s)dt} ds = 0

elde edilir. Boylece

oLt ([ omeons) 5

nOp" n=0

\]
:|"
VRS
O\H
Q
@
S~—
g
w
N
3
S~—
QL
)
~__
Il
o

olur.

Parseval bagintisindan dolay1

S ([srmis) -

dir.
Tiim p,, 'ler pozitif olduklarindan (3.3.19)’dan

0 = /:g<s>w<s,xn>ds
= /Oz{g(t)+/jk(x,s)g(s)ds}cos@tdt, n=0,1,2,..

elde ederiz.

Eger

alirsak her bir n i¢in

/Oz {'g(t) + /O”” f{(x’s)g(s)ds} cos v/ Antdt,

elde ederiz. Burada agagidaki Levinson lemmasim ([5],cf. [2]) kullanabiliriz..
Lemma 3.3.1. {cos \//\nt}zozo fonksiyonlar sistemi L? (0, 7) de tamdur.

Ispat: {a,}._, pozitif sayilarimdan olusan dizi ve

A (u) = a < u olacak sekildeki «;, sayilarinin sayisi

olsun. Eger C sabiti igin,

v 1
/ Mdu>v——logv—C’
1 U 4

ise, bu takdirde f € L? (0,7) i¢in
/ f(z)cosaprdr =0 (n=0,1,2,...)
0

denkleminden f(z) = 0 saglanir.
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Burada «,, = v/\,, alinirsa
VA =n+ % 4+ 4 4 O(%) oldugundan bazi C ler igin kolayhkla (3.3.24) esitsizligini elde

ederiz. Boylece Lemma 3.3.1 ispatlanmis olur.

(3.3.23) ve Lemma 3.3.1’ den

G0+ /wa((s,t)g(s)ds =0, 0<t<nm

elde ederiz. Bu Volterra tiirii integral denklemdir, dolayisiyla g (¢) = 0 agikar ¢oziime sahiptir.
K (z,s) ’in D de ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir oldugu gercegi Gel fand-Levitan
Lemma’sindan saglanir.

Lemma 3.3.2.(Gel’fand-Levitan)

1
k(s,¢) —I—/O L(s,t;e)k(t,c)dt = g(s,c),

integral denkleminin verildigini kabul edelim. Burada L (s,t;c) ve g(s,c¢) s,t ve ¢ parametresinin

siirekli fonksiyonlaridir. Eger ¢ = ¢g icin
1
B (ssco) + [ Lisitieo) b (o)t =0,
0

eslenik homojen denklem sadece k* (s, cy) = 0 agikar ¢oziime sahipse, ¢ = ¢p '1n bazi komgulugunda
k(s,c) ¢oziimii s ve ¢ nin siirekli bir fonksiyonudur. Eger L ve g, ¢ ’de m. siirekli tiireve sahiplerse
dolayisiyla k da sahiptir.

Lemma 3.3.2 ’den K(x,sz) ’in ikinci siirekli tiireve sahip oldugu goriiliir. Boylece K(x,s) ’in
ikikez siirekli diferensiyellenebilir oldugunu buluruz.

(I)’ niin ispat:

E(a+ fceosz + ysinx;0,.J)

probleminin {v,,, Tn};)lozo spektral karekteristikleri sirasiyla
1 15 1
\/ﬁ =n+ +F ay + 5010 +0 5 (3.3.25)

Th = E 4 b_o + b_i + O(i) (3.3.26)
n n n

esitliklerini sagladiginda «, 3,y ve J reel sayilar1 vardir.

(3.3.25) ve(3.3.26) formiillerinin saglanmasi igin Lemma 3.2.3 ’den

0=J+ ga + A, (3.3.27)
2b0:J+ga+v—g(a+B)z—g(a—kﬂ), (3.3.28)
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1 B+ J?
Za2 )l =279 2 (v —B) - =
7T<a1—|—2a0> 8{ ’y+7r(oz + +4 —|—2(a B) 3
ve
_ 1y 1 2 ﬂ2+’)’2 m 2
by = w(a1+2ao)+8{ 27+7r<a + + day 16(a+ﬁ)
™ 1 1 2
—16P — 7 (@ B) (ma+27) + 57 (ma + 27)

elde edilir. (3.3.29) ’dan (3.3.30) ’u c¢ikarirsak (3.3.29) ve (3.3.28) ’den dolay1

1 T 1 T 4 2 T
7r (a1 + 5a3) —bi=-3 <a1 + §a3) + 16 (—;bo) + —165,
16 (3 1 1
ﬂ: ? {571' (a1+§ag) — ;bg—bl} Eﬂ*

elde ederiz. (3.3.27) ve (3.3.28) den

a:_ﬁ*_;bo

ve

Y= =T+ 5B, +2b

buluruz.
(3.3.29) ’da (3.3.31)« (3.3.33) ’i yerine koyarak J i¢in kiibik denklemi elde ederiz.

(3.3.27)« (3.3.30)’ u saglayan «, 8, ve J reel sabitlerinin mevcut oldugunu goriiriiz.

3.4. Integral Denklemin Diferensiyellenmesi

(3.3.29)

(3.3.30)

(3.3.31)

(3.3.32)

(3.3.33)

Boylece

Bu ve bir sonraki paragraflarda diizgiin tanimli ters Sturm-Liouville problemini inceleyecegiz.

q(x) € C[0,7],h ve H reel sabitler ve A reel bir parametre olmak iizere

v+ (AN—q(2)y =0, O<z<m

y'(0) — hy(0) =0, y' () + Hy(r) = 0.

seklinde E (q (z); h, H) dzdeger problemini gozoniine alalim.

{An, putoro ile E(q(x);h, H) ’in spektral karekteristiklerini ve ¢ (z, ) ile (3.4.1) ’in

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii gosterelim.

Benzer gekilde ikinci bir E (p (x) ; h, H) dzdeger problemini gézoniine alahm:

v +(N—p(z)y=0, O<z<m

31

(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)



y'(0) — hy(0) = 0, y'(m) + Hy(m) = 0.

Burada p(z) € C1 [0, ] dir.
Ayrica E (p (x); h, H) ' spektral karekteristikleri {s,,, 00}~ ve (3.4.4) ’iin

Y (0,\) =19/ (0)=h

baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii ise ¢ (z, A) olsun. K(z, s) fonksiyonu

KII—p(x)K:Kss_q(S)K, 0<z<m,

diferensiyel denkleminin

Ky(z,0) — hK(z,0) =0, O<z<m

sinir sartlarini saglayan ¢oziimii olsun. Bu taktirde Lemma 3.2.4 'den

¢($,>\)—qﬁ(x,)\)+/01K(:r,s)¢(s,)\)ds

elde edilir.

(3.4.3")

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.8)

Bundan sonra (), h, H, {\n, pp}reo Ve {fin,0n}rep lerin bilindigini fakat p(z) ’in bilin-

medigini kabul edecegiz.

Teorem 3.4.1.

F(x,s) = Z |:¢(‘Thun)¢(shu“n) _ ¢)($7>‘n)¢(5,)\n)

=0 On Pn

olmak iizere

K(:p,s)—i—/ K(x,t)F(t,s)dt + F(z,s) =0, 0<s<z<m
0

dir.
Ispat: p(\) ve o (\) spektral fonksiyonlarin

pPN=D s N =) .,

An <A An<A

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)

seklinde tamimlayalim ve x (A\) = o (A) — p(A) olsun. Bu taktirde 0 < b < s<a <z <7 igin

/Z [/j¢(u,)\)du} Ubsw,mdt} do(\) =0

elde ederiz.
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Simdi (3.4.12) ’yi ispatlayalim.

I'(z,s),0 <s<z<m7olmak iizere, K(z,s) in gekirdek rezolventi, yani

i ) IK(") (z,s)

n=1

olsun. Burada K (z,s) = K(z,s) ve n > 2 icin K™ (z,s) = [F K(z, )K"V (t,s)dt dir. Bu

durumda

qb(t,)\):w(x,)\)—/o T (£ ) b (u, \) du

elde ederiz. (3.4.13) ’den

/ UzpuAduH ]da(k)

/ UwuxduH ( (t,u)dt)zb(u,)\)du]da()\)
+[m [/ ¥ (u, /\)du} U <1_/:F(t,u)dt>¢(u7/\)du]dU()\)
0

(3.4.13)

buluruz. Son egitlik, Parseval esitligi ve [a, ] N[0, s] = ¢ bagintisindan elde edilir. Boylece (3.4.12)

ispatlanmig olur.

Lemma 3.4.1.

H (2,4 a) [TK (u,t)du, 0<t<a
z,ta) =
K (u,t)du, a<t<uz

olmak iizere, siirekli her 6 (¢) fonksiyonu igin

| H@ s /[/Kut ]d

Simdi 0 <b<s<a<z<7ign

olur.

/azdu/bsdv {F(u,v)+K(u,v)+/0uK(u,t)F(t,v)dt} -0

oldugunu ispatlayalim.

((3.4.14))

(3.4.15)

(3.4.16)

(3.4.16) saglanmak {izere, (3.4.16) = ve s ’e gore diferensiyellenirse (3.4.10) integral denklemi

elde edilir.

P, 2) = / (N (2, A) dx ()

— 00

bagmtisi gozoniine alip (3.4.16) 'nin sol tarafim hesaplarsak,
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/ U¢uAduH/¢v/\dv]d>< /(/Kuvdv)u (3.4.17)
+/a du/b dv/o K(u,t)F(t,v)dt

ifadesine egit oldugunu elde ederiz.

(3.4.17) ’nin tigiinci terimi

/xH(w,t;a) (/SF(t, v)dv) dt
/ [/ H (z,t;,0) ¢ (t,A) dt} {/s¢(v,)\)dv] dx (N
/ [/tha t)\dt:||:/¢y)\d1]:| /tha

dir. Bu nedenle (3.4.16) 'nin sol tarafi

/OO wau,mdu] [/S(ﬁ(v,k)dv} dx ()

o[ resaeenal | [Cownalan
= [ | ewnans [Cr@aasand] | [ owna]dn
= /C:_/:{fﬁu/\ /Kutfb(tA)dt}du] {/:(é(v,)\)dv}da(/\)
- /_Z/qudu] [/qﬁv/\dv]da()\)—o

olur. Boylece Teorem 3.4.1 ispatlanmigtir.

3.5. Gel’fand-Levitan Integral Denkleminin Céziimii

Paragraf 3.4.’de K (x, s) in (3.4.10) lineer integral denklemi sagladigim gosterdik. Simdi(3.4.10)
denklemini ¢ozelim. Once F(s,t) i ele alalim ve agagidaki gibi F) (s,t;2) (n = 1,2,3,...) iteresyon

¢ekirdeklerini olugturalim:

FO (s, t;z) = F(s,1), (3.5.1)
FOt(s t2) = /F(s,u)F(")(U,t;iU)d% n=1
0
S(s,t;x) = Z(—l)"F(")(s,t;x)
n=1

alalim ve
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/0/0|F(s,t)|2dsdt<1 (3.5.2)

oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

K(z,s) = S(z,s;x), 0<s<z<mw (3.5.3)
elde edilir. (3.4.6) ’dan
L@ —p@) =~ LK) (3.5.4)
5 (@(@) —p(2) = - K,z 5.

bulunur.
Lemma 3.5.1. (3.4.9) ile tammli F(x,s) fonksiyonunun siirekli tiireve sahip oldugunu ve

(3.5.2) gsartim sagladigimi kabul edelim. Bu durumda

(g(z)—p(x)) = %F(x,x) — K%(z,z) +2 /Ox Fo(z,u)K(x,u)du (3.5.5)

olur.

Ispat: (3.5.1)«~ (3.5.4) den dolay1

(4() = p () = 7= Fa2) + 3 (-1 - F 52 (3.5
n=1

N —

elde ederiz. Ayrica

%F("H)(x,m;x) = {FS("H) + Ft(nﬂ) + Fé”"'”}szx (3.5.7)
t=x

xT x
{/ Foy(s,u)F™ (u,t; z)du + / Fy(u, t)F™ (s, u; 2)du + FHY (s, t; x)}
0 S

0 =z
x n
= 2/ Fy(x, u)F(")(x,u;x)du+ ZF(k)(:E,z;:r)F("H*k)(:c,:c;z)
0 k=1
olarak hesaplariz. (3.5.6) ve (3.5.7) 'den
1 d *
La@-p@) = Lr@a+ 2/ Fu(z, ) K (2, w)du
2 dz 0
+ Z(—l)" Z F®) (g, 23 0) FOTR) (1 02 )
n=1 k=1
d €T
= d—F(m,x) — K%(z,2) + 2/ Fo(z,u)K(x,u)du
Z 0
buluruz. Dolayisiyla lemma 3.5.1 ispatlanmis olur.
Simdi teorem 3.1.17 1 ispatlayalim:
1,
Ao ==infp, (3.5.8)

2 n
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alalim.

s

pn =% + O (35) asimptotik formiilinden Ay 1n pozitif oldugu bulunur([8], sayfal0).

A= 3" [Vowlow = pul + it = al] < Ao (35.9)

n=0

olsun. Bu taktirde her bir n i¢in

Pn = 240 ve on > A (3.5.10)

bagntilarini elde ederiz. (3.4.9), yani

Fla,s)=Y {ﬁf)(%un)w&un) 3 ¢(x,)\n)¢(5,>\n)}

n—0 On Pn

formiiliiniin sag tarafi x ’ e gore diferensiyellenirse

i [qs’ (@ ) 6 (5:41) _ & ($v>‘n)¢(87)‘”)]

=0 On Pn

olur. Bu ifadeye ﬂw_f\ZM ifadesini eklenip ¢ikarilirsa,

[ (1) (5, 11y & (2, \n) & (5, A\
,;)_ (ua)n(u)_ ( gn( )

_ i ¢/ (:c,unam(s,un) ¢ (ac,Angqb(s,/\n) N ¢ (@ ) (5, M) ¢ (x,Anw(S,An)]
n=0 L n n On On
(/1 1Y), 1, /

- Z (a_ - p_> ¢ (2, An) @ (s, An) + - (0" (@, 11,) & (5, 1) — &' (2, M) ¢(57)\n))}
n=0 - n n n
—[[ 1 1\ 1 [Hn )

= ; _(Z_E>¢ (x,An)¢>(s,An)+—n/M dy (¢ (x,A)gs(s,A))}

[/ 1 1Y\, 1 [Hn o ) .

3
Il
=

elde edilir.
Boylece Lemma 3.2.1 den dolay1 ¢ (s, \) siirhi oldugundan, (3.5.9) ile (3.5.10) dan ve F(z,s)

in siirekli tiireve sahip oldugundan
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Fle,) = 2[($—i)¢'<mw<m> [ (F e+ @) 0
/1 1)\, “n »/ , -
< %(ZZ)MQM ;Jan/ s)\)Jrqb(x,)\)gb(s,)\))d)\
_ f: appn |8 (2, An) 6 (5, M) HZU / ( xA)gb(s,A)+¢'(:c,A)¢s(s,A))dA’
n=0 nhn n 1A

IN

C"Y [VAalow = pul + ity = Aal| = €4
n=0

buluruz. Dolayisiyla

B, 5) < O3 [VAulow = pul + 1, = Al | = €4 (3:5.11))
n=0

dir. (3.4.9) ’dan

<20’y [\/E |00 = o]+ |y — Anﬂ = 2074 (3.5.12)

n=0
bulunur.

Benzer gekilde (3.4.9) ’dan

F(2,5)| < [low = pal + | Vi = V| < €74 (3.5.13)
n=0

elde edilir. Burada C’" ve C" sadece ¢q(x), h, H ’a bagh sabitlerdir.
Eger mC" A yeteri kadar kiigiikse,yani 7C”A < 3 ise,bu durumda

(o) oo 1
K = HrFr - "A <20"A
| K (x,s)] T;( ) (z,s; 1) g - (rC C

olur. Sonug olarak Lemma 3.5.1 ve (3.5.11)« (3.5.13) ’den A < min {AO, (27‘(6’//)71} olmak tizere

p@) = @) < Co Y [VAdlow = pul + |y = Al
n=0

elde ederiz.
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3.6. Diizgiin Tanimh Ters Sturm-Liouville Problemine iliskin Teoremler

q(z) € A%[0, 7] oldugu icin {\,, p, }.o, spektral karekteristikleri agagidaki asimptotik formiil-

leri saglar:

i ! STy oL
Smnso(L). e mio(d) @61

Ayrica p(z) € C [0, 7] bilinmeyen bir fonksiyon olacak bicimde

m=n+%6+0<%>, an:g+z—g+0<%> (3.6.2)
olmak tizere E(p(x); h, H) 'm {p,,, 04 }, - spektral karekteristikleri de verilsin. Bu taktirde Teorem
3.1.2 ’yi ispatlayalim.

[k olarak ag = af, durumunu gézoniine alalm.

1.{vn, Tn}ory, E(r(z); h, H) m spektral karekteristikleri olmak tizere

8 s
r(@) = q(@) + — (b —bo) (v = 5) (3.6.3)
alalim.
Lemma 3.2.3 ’den
apn 1 ™ b6 1
\/I/n—n+z+0($), Tn:§+ﬁ+0 ﬁ (364)
elde edilir, yani \/v,, — /it,, = O(#) Ve T, — Op = O(#) olur.
=2 (b) —bo) ve e(z) = r(z) — q(z) = a (z — §) olsun.
Lemma 3.6.1. || yeterince kiigiik ise
e /
bo - b[)
Z {\/l/n Tn = Pn == +vn — /\n|} < Cla| (3.6.5)
n=1
dir. Burada C > 0 sadece ¢(z), h, H ’a bagh bir sabittir.
ispat: ilk olarak
S vn = Al £ Claf (3.6.6)
n=1

bagintisim1 gosterelim.
0 <z <7 igin |r(z) — q(z)| = |a (x — §)| < % |a| oldugundan
Ao=val<Zlal,  n=012..

olur. Dolayisiyla biiyiik n ler igin

N — vn| < C (3.6.7)

)
'Tl2
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oldugunu ispatlamak yeterlidir. Gergekten {)\n}zozoézdegerleri

¢’ (m,A) + Ho (m,\) =0 (3.6.8)

denkleminin kokleridir.

(3.2.4) 6zdesliginden & = v/ olacak sekilde

¢ (7, \) + Ho (7, \) <—§ + hTH> siném + (h + H) cosém (3.6.9)

siné (m — s)

+/O”{cosg<ﬂ_s>+ﬂ }q<s>¢<s,A>ds

£
buluruz.
v+ A=7r(z)y=0 (3.6.10)
denkleminin
y(0) =1, y'(0) =h (3.6.11)
baglangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii w (x, \) olsun.
Benzer gekilde {v,, }," j6zdegerleri n = /v olacak bicimde
/ hH'Y .
w (m,A) + Hw (m,A) = | —n+— |sinnr+ (h+ H) cosnm (3.6.12)
n

+/O7T {COS’I?(?TS)JFHW}T(S)’W(S?V)CZ&

denkleminin kokleridir.

sinir gartlarini saglayan

Kﬁw_r(x)K:Kss_q(S)K, O<s<z<m

denkleminin ¢oziimii K;(x,s) olsun.

Lemma 3.2.4 ’den

w(x,v)=¢(z,v)+ /017 Ki(z,t)o (t,v)dt = ¢ (z,v) + k(z,v) (3.6.13)

elde ederiz.

(3.6.8), (3.6.9) ve (3.6.12) ’den
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[C sin(w]gif]’; = [hTH sin¢m + (h+ H)cos(m

+ /Oﬂ {cOsC (m—s)+ ?sing“ (7 — s)} ()05, Q_Q)ds] c=¢,

C="Nn

(3.6.14)

= [ =9+ L, 7= 9} 6k + o).} ds

n

I - I,

olur.

en = VAn —/Vn =&, — 1, alalim.
Asgagidaki bagintilar ispatlayalim:

Yeterince biiyiik n ler icin |a| < 2/7 olmak iizere

Csin¢rleZin | > Cnlen|, ol < 2/,

L] < C"enl,

[Io] < C"'%'
n

dir. Burada C’ ve C" sadece ¢(x), h, H ’a bagh sabitlerdir.
Eger yukaridaki (3.6.15)« (3.6.17) bagntilar1 dogruysa (3.6.7) ’yi elde ederiz.

|An —vn| < 5 |af dan |a| < 2/7 igin

1 1

saglanir ve

. - Snod
[Csin¢mlizsr = /77 n d—C(CsmCﬂ') d¢

bagintisim1 buluruz.
VA, igin (3.6.1) asimptotik ifadesinden (3.6.15) i elde ederiz.
(3.6.16) ’y1 ispatlamak i¢in

%[%sin(w—&— (h+ H)cos(rm

b [ eoscin o)+ Lm0 b atsrots, e

ifadesini hesaplayalim.

(3.6.15)

(3.6.16)

(3.6.17)

(3.6.18)

Lemma 3.2.1 ’den dolay1, ¢(s, ¢?) ve (b(s, ¢*)¢ ¢ > 1i¢in 0 < 5 < 7 de diizgiin smirhdir, (3.6.18)

¢ de diizgiin simirhdir. Dolaysiyla (3.6.16) saglanir.
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Simdi (3.6.17) ’yi ispatlayalim.

3 Jo (r(t) —q(t)) = O(|a|) oldugundan dolayr Lemma 3.2.5 'den

IKi] - <Claf (3.6.19)
C2(D)

buluruz. Basit olmasi igin S(s) = r(s)k(s,vn) + e(s)d (s, v,) alahm.
Bu taktirde (3.6.4), (3.6.13), (3.6.19), (3.6.6) ve lemma 3.2.1 ’den asagidaki esitlikleri elde

ederiz:

sinn, T 1
P 0 <n2> , (3.6.20)
S(s) =0 (|a]), S"(s) = —e(s)n,, sinn,s + O (|a]), (3.6.21)
S'(0) =0 (|al), S (m)=0(la]), (3.6.22)
ve ¢ (s) € L' (0, ) igin
S"(s) = —e(s)n?cosn,s— (r(s)Ki (s,s) +2a)n, sinn,s (3.6.23)

+¢"(s)k(s,vn) + O (o)

(3.6.14) ’de kismi integrasyon uygulanirsa, I yi integrallenirse, (3.6.20)«~ (3.6.23) den dolay1
e(s)=a.(s— %) ve [, e(s)ds =0 oldugundan

I, = /OTr {cosnn (m—s)+ En sinn,, (7 — s)} S(s)ds

= H_i sin, (1 — s) + %Cosnn (m — s)}S(s) + n%cosnn (m—s)S5'(s)

n n n 0

_/OW cosm, (7 — 5). {%s'(s) + gs’(s)} ds

= /Oﬂe(s)é(cosnnw—i—cosnn(w—%))
+/07f (r(s) K1 (s,s)+2a) i (sinm,m — sinn,, (1 —2s))ds
Jr/oﬂe(s)%(sinnnﬂsinnn (1 —25))ds + O <O‘|)
ol

(3.6.6) y1 elde ederiz.
Simdi

Z\/V_ b’b

o — Py — < Clal (3.6.24)
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esitsizligini ispatlayalim:

/OTr {w? (z,v) — ¢* (z,\) } dz
/OTr {w? (2,v) — ¢* (z,v)} dz + /OTr {¢* (z,v) — ¢° (x,\) } da

= 13+I4

buluruz.

I, de sirasiyla v ve A yerine v, ve A, ekleyerek (3.6.7) ’den biiyiik n ’ler i¢in

/07r </>\:n 26 (z, ) ¢ (=, )) dx (3.6.25)
o )-o(3)

/OTr {¢2 (z,v) — & (x,)\)} dx

Vn —

elde ederiz.

Lemma 3.2.2 ’den

sin nx

é(z,v) = cosnz+ <1Q (z) + h> + 50 (@) — q(0) — 20Q (z)) (3.6.26)

2 4n?
i /( /() + ha(s)) cos  (z — 25) ds

—/ ds/ dt{q(s)q(t)¢ (t,v)sinn (x — s)sinn (s — )},
olur.
Benzer sekilde
w(z,v) = cosnr+ sty (%Q (x) + %E(m) + h) (3.6.27)
+C‘f T (g(x) — g (0) — 2hQ () + aw — 2hE(x))
477 / {(—q" (5) + hq(s)) + (—a + he(s))} cosn (z — 2s) ds

—/ ds/ dt {r(s)r(®)w (¢, v) sinn (z — 5)sing (s — 1)},

elde ederiz. Burada Q(z fo ) dt ve E(x fo ) dt dir.
(3.6.26) ve (3.6.27) "den
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/7T {w? (z,v) —
0
/(w@w0+¢@MD@Wuwf¢@ADW

0
/ {2cosmc + S
0 n

sin nx cos NxT
E
x[ 5 (z) + T
ﬂ o]
a+o (1)
8n? n?

de v yerine v,, yazarak (3.6.25) den

2 (z,\)} da

1

(Q () + 5 B(z) + 2h) +0 (n—)}

{ax ~ B(2) (2h + Q)+ %E@)) } +0 (

|

Ul

elde ederiz.

(3.6.28)

72 8 «
Tn—pPp = / {w T, Vp) x,)\n)}d:r—S——z(b'bo)O<%
—b |al
_ 0 0
= 5 t0 (n>
elde ederiz. Boylece biiyiik n ler igin
bl — bo red
Tn — n 2 S CF
elde ederiz.
Kiigiik n ’ler i¢in de
by — b
— Pn <C ‘ |

esitsizliginin saglandigini gosterebiliriz. Dolayisiyla (3.6.24) elde edilir.

2. [p(x) — r(z)| farkim iistten degerlendirmek icin Teorem 3.1.1 ’i kullanabiliriz.
&)
Eger Y. [/Vnlon — Tn| + |1, — vn|] yeterince kiigiik ise,
n=0
. o0
lp(z) —r(2)] < Cy Z [VVnlon = Tnl + |1, — val]
n=0

olur. Burada C sadece (), h ve H ’a bagh bir sabittir.

3. Son olarak ag # aj, genel durumu ele alalim. ¢;(z) = ¢(x) + 2(a{, — ag) olsun.

oo
Asikar olarak E(qi(z);h, H) ’in {)\S), psll)} . spektral karekteristikleri i¢in
b
A =4 2 +O< ) ve P = +—0+O< )

2

formiilleri saglanir. 1, 2 ve 3 den,
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Ip(x) —q(z)] < |p(@) —r()|+ |r(z) — q(=)|
< C) [Wonlow = Tal + |, — vall + ’2((16—@0)-1—%(()6_[)0) (z-1)
n=0
S C{Z |:\/V_7l On = Pn — b()T;bO + |.U’n - >\n - 2(046 - a0)|]
n=0

+|ag — aol + [by — bol + loo = pol + |1o — Xol}

elde ederiz.

Boylece Teorem 3.1.2. ispatlanmis olur.
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