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DAYANIKLILIK PROBLEMLERİ ÜZERİNE
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W (f, g) : Wronskian determinantı

L2 [a, b] : Karesi integrallenbilen fonksiyonlar uzayı

Cb : x = b noktasına karşılık gelen çember

ϕn : Özfonksiyon

λ : Özdeğer

K (x, y) : Çekirdek fonksiyonu
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Bu çalı̧sma üç bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölümde, diferensiyel operatörlerin Spektral teorisinde sık kullanılan bazı temel tanımlar

ve teoremler verilmi̧stir.

İkinci bölümde, Sturm-Liouville operatörü için Weyl noktası,Weyl dairesi incelenmi̧s,bazı teo-

remler ve rezolventin integral görüntüsü verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Düzgün tanımlanmı̧s ters Sturm-Liouville problemleri için Gel’fand-Levitan

yönteminden farklı olan Mizutani yöntemi açıklanmı̧s ve bu yöntem ile potansiyel fonksiyonlara

ili̧skin teoremler ispatlanmı̧stır.
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This study is consist of three chapters.

In the first chapter, some fundamantel definitions and theorems that use often in Spectral

theory of differential operators are given.

In the second chapter, The Weyl point and Weyl circle for a Sturm-Liouville opeator are

examined, some theorems and integral represention of the resolvent are given.

In the final chapter, For Wellposed of Inverse Sturm-Liouville problems Mizutani’s method that

different from Gel’fand-Levitan’s method is examined. Theorems for Potential function are given.
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1.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanım 1.1.1. a ≤ t ≤ b olmak üzere L2 [a, b] uzayı

L2 [a, b] =

x (t) :

bZ
a

[x (t)]2 dt <∞


şeklinde,bu uzayda iç çarpım ise

< f, g >=

bZ
a

f (x) g (x)dx

şeklinde tanımlanır [1].

Tanım 1.1.2. Tanım ve değer cümlesi vektör uzayı olan dönüşüme operatör denir.

Tanım 1.1.3. Ex ve Ey herhangi iki vektör uzayı olmak üzere

1. x1, x2 ∈ Ex için L (x1 + x2) = Lx1 + Lx2

2. x ∈ Ex, λ ∈ R için L (λx) = λLx

şartlarını sağlayan L : Ex −→ Ey operatörüne lineer operatör denir [1].

Tanım 1.1.4. X ve Y birer normlu uzay ve D (L) ⊂ X olmak üzere L : D (L) −→ Y bir

operatör olsun.

kLxk ≤ c. kxk

olacak şekilde bir c reel sayısı varsa L operatörüne sınırlıdır denir [2].

Tanım 1.1.5. L−λI operatörünün sınırlı (L− λI)−1 tersinin mevcut olmadığı λ’lar cümlesine

L operatörünün spektrumu denir [3].

Tanım 1.1.6. Herhangi λ için L− λI operatörünün tersi mevcut olacak biçimde

Rλ = (L− λI)
−1operatörüne (L− λI)x = y denkleminin rezolvent operatörü denir [2].

Tanım 1.1.7. L operatörü D (L) tanım bölgesinde sınırlı lineer olmak üzere

Ly = λy

eşitliğini sağlayan y (x) 6= 0 fonksiyonu mevcut ise λ sayısına L operatörünün özdeğeri, y (x, λ)
fonksiyonuna ise λ’ya karşılık gelen özfonksiyon denir [3].

Tanım 1.1.8. Eğer x −→ 0(veya x −→∞) iken f(x)
g(x) −→ 0 ise f (x) = o(g(x)) ve

¯̄̄
f(x)
g(x)

¯̄̄
sınırlı

ise f (x) = O(g(x)) olarak gösterilir [4].

Tanım 1.1.9. [a, b], R’ nin kapalı sınırlı bir aralığı ve (a1, b1) , ..., (an, bn)’ ler [a, b] de açık

aralıklar olmak üzere ∀ε > 0,∃δ > 0 vardır öyleki

nX
i=1

(bi − ai) < δ

iken
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nX
i=1

|f (bi)− f (ai)| < ε

oluyorsa f : [a, b] −→ C fonksiyonu [a, b] de mutlak süreklidir denir [5].

Tanım 1.1.10. Bir f (z) kompleks fonksiyonu düzlemin keyfi bir z0 noktasının δ komşuluğunun

tüm noktalarında

diferensiyellenebiliyorsa f (z) fonksiyonuna z0 noktasında analitiktir denir [6].

Tanım 1.1.11. f (z) kompleks fonksiyonu düzlemin tüm noktalarında analitik ise f (z)’e tam

fonksiyon denir.

Tanım 1.1.12. 0 < |z − z0| < R bölgesinde f (z) analitik fonksiyon olmak üzere

lim
z→z0

f (z) =∞

ise z0’a f (z)’in kutup noktası denir [6].

Tanım 1.1.13. g (z) ve h (z) tam fonksiyonlar ve h (z) 6= 0 olmak üzere

f (z) =
g (z)

h (z)

formundaki f (z) fonksiyonuna meromorf fonksiyon denir [6].

Tanım 1.1.14.

Wx {f, g} =
¯̄̄̄
¯̄ f (x) g (x)

f 0 (x) g0 (x)

¯̄̄̄
¯̄

şeklinde tanımlanan determinanta Wronskian determinantı denir [3].

Tanım 1.1.15.(Parseval Eşitliği) f (x) , g (x) ∈ L2 (a, b) olmak üzere

bZ
a

f (u) g (u) du =
∞X
n=0

1

ρn

 bZ
a

f (u)φ (u, λn) du

 bZ
a

g (u)φ (u, λn) du


dir [3].

Tanım 1.1.16.(Minkowski Eşitsizliği) 1 ≤ p <∞ olmak üzere ∀x, y ∈ Rn(veya Cn) için

Ã
nX

k=1

|xk + yk|p
!1/p

≤
Ã

nX
k=1

|xk|p
!1/pÃ nX

k=1

|yk|p
!1/p

şeklindeki eşitsizliğe toplam için Minkowski eşitsizliği denir [2].

Tanım 1.1.17.(Cauchy-Bunjakowski Eşitsizliği) (X, k.k) bir normlu uzay olmak üzere
∀x, y ∈ X için

|< x, y >| ≤ kxk . kyk

dir [2].
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Tanım 1.1.18.(Bessel Eşitsizliği) (X,< ., . >) bir iç çarpım uzayı ve (xn) de X ’de bir

ortonormal dizi olmak

üzere x ∈ X için

∞X
k=1

|< x, xk >|2 ≤ kxk2

dir [1].

Tanım 1.1.19. Am [0, π] {m = 1, 2, 3...}, 0 ≤ x ≤ π aralığında tanımlı (m− 1) . mertebeden
sürekli türevlere sahip ve m. türevi mutlak sürekli olan reel değerli fonksiyonlardan oluşan uzaydır

[5].

Teorem 1.1.1.(Green Teoremi) Ω, xoy düzleminde bir bölge ve Γ da bu bölgeyi çevreleyen

pozitif yönde yönlendirilmi̧s bir eğri olsun. P ve Q fonksiyonları Ω üzerinde sürekli türevlere sahip

fonksiyonlar ise

Z
Γ

P (x, y) dx+Q (x, y) dy =

Z Z
Ω

µ
∂Q

∂x
− ∂P

dy

¶
dxdy

dir [6].

Teorem 1.1.2.(I.Helli Teoremi) σ1 (λ) , σ2 (λ) , ..., σn (λ) , ... [a, b] kapalı aralığında monoton

azalmayan sınırlı fonksiyonlar dizisi ve bu dizide bulunan fonksiyonların tamamı soldan sürekli

olsun. σn (λ) fonksiyonları düzgün sınırlı olmak üzere monoton σ (λ) fonksiyonuna yakınsak olan

σnj (λ) alt dizisini seçmek mümkündür [3].

Teorem 1.1.3.(II.Helli Teoremi) a ≤ λ ≤ b aralığında f (λ) fonksiyonu sürekli ve σ1 (λ) ,

σ2 (λ) , ..., σn (λ) , ... monoton fonksiyonlar dizisi her süreklilik noktasında σ (λ) limit fonksiyonuna

yakınsak olmak üzere eğer

lim
n→∞σn (a) = σ (a) , lim

n→∞σn (b) = σ (b)

ise

lim
n→∞

Z b

a

f (λ) dσn (λ) =

Z b

a

f (λ) dσ (λ)

dir [3].

Teorem 1.1.4.(Genelleştirilmi̧s Helli Teoremi) σn (λ) (−∞ < λ <∞) monoton fonksiy-
onlar dizisi σ (λ) monoton fonksiyonunun her süreksizlik noktasında bu fonksiyona yakınsasın.

f (λ) doğru eksende sürekli fonksiyon ve yeterince küçük ε > 0 sayısı, ∀a, b > A ve ∀n için

Z a

−∞
|f (λ)| dσn (λ) < ε,

Z ∞
b

|f (λ)| dσn (λ) < ε

olmak üzere yeterince büyük pozitif A = A(ε) sayısı vardır. Öyleki,

3



lim
n→∞

Z ∞
−∞

f (λ) dσn (λ) =

Z ∞
−∞

f (λ) dσ (λ)

dir [3].
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2. WEYL DAİRESİ VE WEYL NOKTASI

2.1.Sturm-Liouville Operatörü İçin Weyl Dairesi ve Weyl Noktası

Bu bölümde [0,∞) da tanımlı ve her sonlu aralıkta sürekli q (x) fonksiyonunu gözönüne alalım.
F (x) fonksiyonu

y00 + {λ− q (x)} y = 0 (2.1.1)

diferensiyel denklemini sağlasın. G(x) fonksiyonu ise aynı denklemi λ = λ0 için sağlasın. b sabit

sayı ve

Wx {F,G} =
¯̄̄̄
¯̄ F (x) F (x)

F 0(x) G0(x)

¯̄̄̄
¯̄

olmak üzere

Z π

0

LF.G(x)dx =Wπ {F,G}−W0 {F,G}+
Z π

0

F (x) .LGdx

özdeşliğinden

(2.1.2)¡
λ0 − λ

¢ Z b

0

F (x)G(x)dx =

Z b

0

{F (x) [q(x)G(x)]−G00(x) [q(x)F (x)− F 00 (x)]} dx

= −
Z b

0

{F (x)G00(x)−G(x)F 00 (x)} dx
= W0 {F,G}−Wb {F,G}

olur.

Özel olarak λ = u + iv, λ0 = λ̄ = u − iv olacak şekilde, q(x) reel olduğu için G(x) = F (x)

bulunur. Bu sebeple (2.1.2) formülünden

2v

Z b

0

|F (x)|2 dx = iW0 {F,F}− iWb {F,F} (2.1.2
0
)

elde edilir.

α reel sayı olacak biçimde

ϕ (0) = sinα ϕ0 (0) = − cosα
θ (0) = cosα θ0 (0) = sinα

(2.1.3)

başlangıç şartlarını sağlayan (2.1.1) denkleminin çözümlerini ϕ (x) = ϕ (x, λ) ve θ (x) = θ (x, λ) ile

gösterelim. (2.1.1) denkleminde birinci türeve sahip terimin katsayısı sıfıra eşit olduğundan belirli

Liouville formülünden dolayı Wronskian sabittir. Dolayısıyla
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Wx {ϕ, θ} =W0 {ϕ, θ} = sin2 α+ cos2 α = 1

dir.Bu nedenle (2.1.1) denkleminin genel çözümünü θ (x)+ cϕ (x) şeklinde yazmak mümkündür. β

reel sayı olacak şekilde x = b noktasında

{θ (b)− cϕ (b)} cosβ + ©θ0 (b) + cϕ0 (b)
ª
sinβ = 0 (2.1.3

0
)

koşulunu sağlayan çözümleri gözönüne alalım. Son eşitlikten c ’yi tanımlarsak

c = − θ (b) cotβ + θ0 (b)
ϕ (b) cotβ + ϕ0 (b)

(2.1.4)

elde ederiz. b sabit ve −∞ < cotβ < +∞ olacak şekilde c kompleks düzlemde Cb çemberini çizmi̧s

olur. cotβ = z kompleks deği̧sken deği̧stirilmesi yapılırsa

c = c (λ, z) = − θ (b) z + θ0 (b)
ϕ (b) z + ϕ0 (b)

(2.1.4
0
)

olur. c = ∞ noktasına z = −ϕ0(b)
ϕ(b) karşılık gelir. Bu nedenle Cb dairesinin merkezine z̄ = − ϕ̄0(b)

ϕ̄(b)

noktası karşılık gelir. z̄ değerini c için yazdığımız formülde yerine yazarak Cb çemberinin merkezinin

−Wb {θ, ϕ̄}
Wb {ϕ, ϕ̄}

noktasında bulunacağını görürüz. Böylece

Im

½
−ϕ

0 (b)
ϕ (b)

¾
=
1

2
i

½
ϕ0 (b)
ϕ (b)

− ϕ̄0 (b)
ϕ̄ (b)

¾
= −1

2
i
Wb {ϕ, ϕ̄}
|ϕ (b)|2

elde edilir. W0 {ϕ, ϕ̄} = 0 olduğu için (2.1.2
0
) ’den dolayı son ifadenin i̧sareti ile v nin i̧sareti

aynıdır. Böylece aşağıdaki lemmayı ispatlamı̧s oluruz.

Lemma 2.1.1. v > 0 ise üst z−yarı düzlemine Cb çemberinin dı̧s kısmı karşılık gelir.

z = 0 olacak şekilde − θ0(b)
ϕ0(b) noktası Cb çemberi üzerinde bulunduğundan Cb dairesinin rb

yarıçapı için

rb =

¯̄̄̄
θ0 (b)
ϕ0 (b)

− Wb {θ, ϕ̄}
Wb {ϕ, ϕ̄}

¯̄̄̄
=

Ã
2v

Z b

0

|ϕ (x)|2 dx
!−1

(2.1.5)

ifadesini elde ederiz.

Bununla birlikte Lemma 2.1.1’den dolayı Im z < 0, yani i (z − z̄) > 0 için c, Cb dairesinin

içerisinde bulunacaktır. (2.1.4
0
) ’nü z ye göre çözerek ve i (z − z̄) > 0 eşitsizliğinde yerine yazarak

i

½
cϕ0 (b) + θ0 (b)
Lϕ (b) + θ (b)

+
cϕ̄ (b) + θ̄ (b)

Lϕ̄ (b) + θ̄ (b)

¾
> 0

elde ederiz. Buradan ise

6



i
n
|c|2Wb {ϕ, ϕ̄}+ cWb

©
ϕ, θ̄

ª
+ c̄Wb {θ, ϕ̄}+ c̄Wb

©
θ, θ̄
ªo

= iWb

n
θ + cϕ, θ̄ + c̄

−
ϕ
o
> 0

bulunur. Bu sebeple (2.1.20) özdeşliğinde F = θ + cϕ alınırsa

2v

Z b

0

|θ (x) + cϕ (x)|2 dx < iW0

n
θ + cϕ, θ̄ + c̄

−
ϕ
o

elde edilir.

W0

©
ϕ, θ̄

ª
= 1, W0 {ϕ, ϕ̄} = 0, W0

©
θ, θ̄
ª
= 0 W0 {θ, ϕ̄} = 1

olduğu için

W0

n
θ + cϕ, θ̄ + c̄

−
ϕ
o
= c− c̄ = 2i Im c

olur. Böylece v > 0 ve

Z b

0

|θ (x) + cϕ (x)|2 dx < − Im c

v
(2.1.6)

olacak şekilde c , Cb çemberinin içerisinde bulunmaktadır. v < 0 durumunda da Im z > 0 eşit-

sizliğinden faydalanılarak benzer sonuç elde edilir. Her iki durumda Im c nin i̧sareti v nin i̧saretinin

aksine eşittir. Dolayısıyla c, Cb çemberinin içerisinde bulunursa ve 0 < b
0
< b ise

Z b
0

0

|θ (x) + cϕ (x)|2 dx <

Z b

0

|θ (x) + cϕ (x)|2 dx < − Im c

v

dir. Bu nedenle c , Cb0 çemberi içerisinde de bulunur .Demek ki b
0
< b ise Cb0 , Cb yi kapsıyor.

Buradan b → ∞ için Cb daireleri ya limit dairesine yada limit noktasına yakınsarlar. m = m (λ)

limit noktası veya limit çemberinin keyfi noktası olsun. Bu takdirde her b için

Z b

0

|θ (x) +mϕ (x)|2 dx ≤ − Im (m)
v

(2.1.7)

olur. Bu sebeple

Z ∞
0

|θ (x) +mϕ (x)|2 dx ≤ − Im (m)
v

dir. Böylece aşağıdaki teorem söz konusudur.

Teorem 2.1.1. λ nın reel olmayandeğerlerinin tamamı için

y00 + {λ− q (x)} y = 0
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denkleminin [0,∞] aralığında karesi integrallenebilen

ψ (x, λ) = θ (x, λ) +m (λ)ϕ (x, λ)

çözümü vardır.

Limit dairesi durumunda b→∞ için rb sonlu limite sahiptir. Bu nedenle (2.1.5)’ den ϕ (x, λ) ⊂
L2 (0,∞) elde edilir. Yani bu durumda (2.1.1) denkleminin her çözümü L2 (0,∞) uzayına aittir.
Doğal olarak aşağıdaki soru ile karşılaşabiliriz;

Limit dairesi ve limit noktasının sınıflandırılması özel olarak λ0 ın özel değerinin seçimine mi

bağlıdır veya sadece − d2

dx2 + q (x) operatörüne mi bağlıdır?

Teorem 2.1.2. Herhangi kompleks λ0 için( 2.1.1) denkleminin her çözümü L2 (0,∞) uzayının
elemanı ise bu takdirde her keyfi kompleks λ için (2.1.1) denkleminin her çözümü de L2 (0,∞)
uzayının elemanıdır. Diğer bir ifadeyle reel olmayan herhangi λ0 için limit daire durumu reel

olmayan keyfi λ için de sağlanacaktır.

İspat: Imλ0 6= 0 olacak şekilde

−d
2y

dx2
+ q (x) y = λ0y

denkleminin L2 (0,∞) uzayında bulunan lineer olmayan iki çözümü ϕ veψ olsun.

−d
2y

dx2
+ q (x) y = λy

denkleminin keyfi çözümü χ olsun. Bu denklemi

−d
2y

dx2
+ q (x) y = λ0y + (λ− λ0) y

şeklinde yazalım. W
©
ϕ, ψ̄

ª
= 1 olacak şekilde ϕ yi herhangi bir sabitle çarpıp ve sabitler varyasy-

onu kuralını uygularsak c, c1, c2 sabitleri için

χ (x) = c1ϕ (x) + c2ψ + (λ− λ0)

Z x

0

{ϕ (x)ψ (t)− ϕ (t)ψ (x)}χ (t) dt (2.1.8)

elde ederiz.

kχ (x)kc =
½Z x

0

|χ (t)|2 dt
¾1/2

eşitliğinden faydalanarak her x ≥ c için kϕ (x)kc ≤ M ve kψ (x)kc ≤ M olmak üzere M nin

mevcut olmasından ve Cauchy-Bunjakovski eşitsizliğinden

Z x

0

{ϕ (x)ψ (t)− ϕ (t)ψ (x)}χ (t) dt ≤ {|ϕ (x)|+ |ψ (x)|} kχ (x)kc
eşitsizliğini buluruz. (2.1.8) formülünden ve Minkovski eşitsizliğinden faydalanırsak

kχ (x)kc = {|c1|+ |c2|}M + 2 |λ− λ0|M2 kχ (x)kc
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elde ederiz.

|λ− λ0|M2 < 1
4 olmak üzere c yeterince büyük olduğunda

kχ (x)kc ≤ 2 {|c1|+ |c2|}M

dir. Bu eşitsizliğin sağ tarafı x den bağımsız olduğu için χ (x) ⊂ L2 (0,∞) dir.
Böylece teorem ispatlanmı̧s olur.

L ≡ − d2

dx2 + q (x) operatörü için limit noktası durumunun sağlanması için yararlı olan yeterlik

koşulunu aşağıdaki teoremle ifade edelim.

Teorem 2.1.3. Herhangi bir pozitif k sabiti için

q (x) ≥ −kx2

ise L operatörü için limit noktası durumu geçerlidir.

İspat: İlk önce homojen −y00 + q (x) y = 0 denkleminin L2 (0,∞) da bulunan lineer bağımsız
iki çözümünün olmadığını gösterelim. Ly = 0 denkleminin reel çözümü ϕ (x) ve ϕ (x) ∈ L2 (0,∞)
olsun. ϕ00 = qϕ eşitliğinden c > 0 için

Z x

0

ϕ00 (t)ϕ (t)
t2

dt =

Z x

c

q (t)

t2
ϕ2 (t) dt ≥ −k

Z x

c

ϕ2 (t) dt

elde ederiz. Kısmi integrasyon uygularsak ve ϕ ∈ L2 (0,∞) olduğundan faydalanırsak

−ϕ
0 (x)ϕ (x)

x2
+

Z x

c

{ϕ0 (t)}2
t2

dt−
Z x

c

2ϕ0 (t)ϕ (t)
t3

dt < k1 (2.1.9)

olmak üzere k1 sabitinin varlığını ispatlayalım.

H(x) =

Z x

c

{ϕ0 (t)}2
t2

dt

olsun. Bu taktirde Cauchy-Bunjakovski eşitsizliğinden

¯̄̄̄Z x

c

2ϕ0 (t)ϕ (t)
t3

dt

¯̄̄̄2
≤ k2

µZ x

c

|ϕ0 (t)| |ϕ (t)|
t

dt

¶2
(2.1.10)

≤ k2H(x)

Z x

c

ϕ2 (t) dt

elde ederiz. Böylece (2.1.10) ve (2.1.9) dan

−ϕ
0 (x)ϕ (x)

x2
+H(x)− k3H

1/2(x) < k1 (2.1.11)

olmak üzere k3 sabitinin varlığını elde edilir.

Eğer x→∞ için H(x)→∞ ise yeteri kadar büyük x’ ler için (2.1.11) ’den

ϕ0 (x)ϕ (x)
x2

>
1

2
H(x)
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bulunur. Bu yeterince büyük x ’ler için ϕ (x) ve ϕ0 (x) in aynı i̧saretli olması demektir. Bu ise

ϕ (x) ∈ L2 (0,∞) ile çeli̧sir. Böylece

Z x

c

{ϕ0 (t)}2
t2

dt <∞ (2.1.12)

olmak üzere H(x) sonludur.

Ly = 0 denkleminin L2 (0,∞) uzayında bulunan lineer bağımsız iki çözümü ϕ (x) ve ψ (x)

olsun. Yani L operatörü için limit dairesi durumunun sağlandığını kabul edelim. Bu çözümler

reeldir ve

W {ϕ,ψ} = ϕ (x)ψ0 (x)− ϕ0 (x)ψ (x) = 1

dir. Buradan

ϕ (x)
ψ0 (x)
x
− ψ (x)

ϕ0 (x)
x

=
1

x

eşitliği elde edilir.

(2.1.12) eşitsizliği ve Cauchy-Bunjakovski eşitsizliğinden dolayı son eşitliğin sol kısmı (c,∞)
aralığında integrallenebilirdir. Sağ kısmın ise integrallenemeyeceği açıktır. Böylece limit daire

durumu sağlanamaz. Dolayısıyla limit nokta durumu söz konusudır. Teorem ispatlanmı̧s olur.

Verilen β için λ ’ya bağlı c = c (λ) analitik fonksiyondur. Aynı zamanda bu fonksiyon kutup

noktaları reel eksen üzerinde bulunan bir meromorf fonksiyondur. Gerçekten (2.1.4) ’den dolayı

c (λ) nın kutup noktaları

ϕ (b, x) cosβ + ϕ0 (b, λ) sinβ

fonksiyonunun sıfırlarından oluşur. Bu sıfırlar sonlu [0, b] aralığında (2.1.1) denkleminin özdeğer-

leridir, dolayısıyla basittirler. Birinci kısımdaki yorumlardan dolayı verilen λ için Cb dairesiyle

örtülü c−düzleminin bölgesi b arttığında küçülür. Bu nedenle tamamı üst (alt) c−yarı düzleminde
bulunan her sınırlı bölgede c(λ) = c (λ, b, β) analitik fonksiyonlar ailesi düzgün sınırlıdır.

Analitik fonksiyonlar teorisinde bilinen teoremden dolayı bu fonksiyonlar ailesi her bölgede

düzgündür. Yani her sonsuz diziden düzgün yakınsak alt dizi seçmek mümkündür.

Reel olmayan herhangi λ için limit nokta durumu sağlanacak şekilde (reel olmayan diğer λ

lar içinde Teorem (5.1.2) ’den dolayı aynı sonuç sağlanır.) Weierstrass teoreminden dolayı c (λ)

fonksiyonlar ailesi analitik olan bir tek m (λ) limitine sahiptir.

Limit dairesi durumunda c (λ) ailesi tek limite sahip değildir. Ailenin düzgünlüğünden her λ−
yarı düzleminde mevcut ve analitik olan

lim
k→∞

c (λ, bk, βk) = m (λ)

olmak üzere sınırsız artan bk sayı dizilerini ve βk sayı dizisini seçmek mümkün olur. m (λ)

sayılarının limit çevreleri üzerinde bulunacağı aşikardır.

c = c (λ, b) olacak şekilde ψ (x, λ) = θ (x)+cϕ (x) olsun. Bu takdirde aşağıdaki lemma sağlanır.
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Lemma 2.1.2. Reel olmayan her λ için

ψb (x, λ)→ ψ (x, λ)

ve b→∞ iken

Z b

0

|ψb (x, λ)|2 dx→
Z b

0

|ψ (x, λ)|2 dx

dir.

İspat: ψ (x, λ) ∈ L2(0,∞) için

ψb (x, λ) = ψ (x, λ) + [c (λ)−m (λ)]ϕ (x, λ)

dir. Limit daire durumunda c (λ) → m (λ) dır. Bu nedenle ψb (x, λ) → ψ (x, λ) ve ϕ (x, λ) ∈
L2(0,∞) olduğundan dolayı

Z b

0

|ψb (x, λ)|2 dx→
Z b

0

|ψ (x, λ)|2 dx

olur.

Limit nokta durumunda v 6= 0 olacak biçimde

|c (λ)−m (λ)| ≤ rb =

Ã
2v

Z b

0

|ϕ (x, λ)|2 dx
!−1

rb → 0 olduğu için ψb (x, λ)→ ψ (x, λ) ,

Z b

0

|{c (λ)→ m (λ)}ϕ (x, λ)|2 dx = |c (λ)−m (λ)|2
Z b

0

|ϕ (x, λ)|2 dx

≤
Ã
4v2

Z b

0

|ϕ (x, λ)|2 dx
!−1

Bunun için bu durumda

Z b

0

¯̄
ψbk (x, λ)

¯̄2
dx→

Z b

0

|ψ (x, λ)|2 dx

olur. Böylece ispat tamamlanmı̧stır.
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2.2.Rezolventin İntegral Görüntüsü

f(x) ∈ L2(0,∞) olsun. ϕ (x, λ) ile ψ (x, λ) önceki kısımda tanımlanan fonksiyonlar olmak üzere
reel olmayan λ için

φ (x, λ) = ψ (x, λ)

Z x

0

ϕ (y, λ) .f (y) dy + ϕ (x, λ)

Z ∞
x

ψ (y, λ) .f (y) dy

alalım. Eğer f(x) sürekli fonksiyon ise

φ0 (x, λ) = ψ0x (x, λ)
Z x

0

ϕ (y, λ) .f (y) dy + ϕ0x (x, λ)
Z ∞
x

ψ (y, λ) .f (y) dy

φ00 (x, λ) = ψ00x (x, λ)
Z x

0

ϕ (y, λ) .f (y) dy + ϕ00x (x, λ)
Z ∞
x

ψ (y, λ) .f (y) dy

+
©
ψ0 (x, λ)ϕ (x, λ)− ϕ0 (x, λ)ψ (x, λ)

ª
f(x)

= {q (x)− λ}φ (x, λ) + f(x)

dir. Çünkü;

ψ0 (x, λ)ϕ (x, λ)− ϕ0 (x, λ)ψ (x, λ) = Wx {ϕ,ψ} =W0 {ϕ,ψ}

=

¯̄̄̄
¯̄ sinα cosα+m (λ) sinα

− cosα sinα−m (λ) cosα

¯̄̄̄
¯̄ = 1

dir. Böylece,

φ00 (x, λ) + {λ− q (x)}φ (x, λ) = f(x)

olur. Bundan başka

φ (0, λ) = ϕ (0, λ)

Z ∞
0

ψ (y, λ) .f (y) dy

φ0 (0, λ) = ϕ0 (0, λ)
Z ∞
0

ψ (y, λ) .f (y) dy

dir. Dolayısıyla φ (x, λ)

φ (0, λ) cosα+ φ0 (0, λ) sinα = 0

sınır koşulunu sağlıyor.

−y00 + {λ− q(x)} y = 0 (0 ≤ x <∞)
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y (0, λ) cosα+ y0 (0, λ) sinα = 0

y (b, λ) cosβ + y0 (b, λ) sinβ = 0

sınır probleminin özdeğerleri ve özfonksiyonları sırasıyla λn,b ve ϕn,b (x) olsun. c (λ) ve ψb (x, λ)

bir önceki paragraftaki değerlere sahip olsunlar. Gb (x, y; z) Green fonksiyonu ve Rz,bf rezolventi

z = u+ iv olmak üzere

Gb (x, y; z) =

 ψb (x, z)ϕ (y, z) , y ≤ x

ϕ (x, z)ψb (y, z) y > x

Rz,bf =

Z b

0

Gb (x, y; z) f (y) dy

şeklinde alalım.

α2n,b =

Z b

0

ϕ2n,b (x) dx (2.2.1)

olmak üzere

Rz,bf =
∞X
n=1

ϕn,b (x)
R b
0
f (y)ϕn,b (y) dy

α2n,b(z − λn,b)
(2.2.2)

=

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ)
R b
0
f (y)ϕ (y, λ) dy

z − λ
dρb (λ)

elde ederiz. Burada

ρb (λ) = −
X

λ<λn,b≤0

1

α2n,b
(λ ≤ 0) (2.2.2

0
)

ρb (λ) =
X

0<λn,b≤λ

1

α2n,b
(λ ≤ 0)

dir.

Lemma 2.2.1. Reel olmayan her z ve sabit x için

Z ∞
−∞

¯̄̄̄
ϕ (x, λ)

z − λ

¯̄̄̄2
dρb (λ) < K (2.2.3

0
)

dir.

İspat: (2.2.2) eşitliklerinin birincisinde f (y) = ϕn,b (x) alalım. Daha sonra (2.1.1) eşitliğini

gözönüne alınırsa ϕn,b (x) özfonksiyonlarının ortogonalliğinden dolayı

1

αn

Z b

0

Gb (x, y; z)ϕn,b (y) dy =
ϕn,b (z)

αn (z − λn,b)
(2.2.4)
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elde edilir. Şimdi Gb (x, y; z)’ yi y’ ye göre bağımlı fonkdsiyon olarak gözönüne alırsak ve Parseval

eşitliğini uygularsak

Z b

0

|Gb (x, y; z)|2 dy =
∞X
n=1

ϕ2n,b (x)

α2n |(z − λn,b)|2
=

Z ∞
−∞

¯̄̄̄
ϕ (x, λ)

z − λ

¯̄̄̄2
dρb (λ)

buluruz. Lemma 2.1.1’ den dolayı soldaki integral yakınsak olduğu için Lemma 2.2.1’ i ispat etmi̧s

oluruz.

Sonuç I. ρ (λ) (2.2.2
0
) eşitlikleri ile tanımlansın. Bu takdirde (2.2.3) eşitsizliğinde bulunan K

sabiti için

Z ∞
−∞

¯̄̄̄
ϕ (x, λ)

z − λ

¯̄̄̄2
dρb (λ) ≤ K (2.2.5)

olur.

Gerçekten keyfi a > 0 için (2.2.3) eşitsizliğinden

Z a

−a

¯̄̄̄
ϕ (x, λ)

z − λ

¯̄̄̄2
dρb (λ) ≤ K

elde edilir. Önce b→∞ ve daha sonra a→∞ alınırsa (2.2.5)’ i elde edilir.

Sonuç II. sinα 6= 0 olacak şekilde (2.2.5) eşitsizliğinde x = 0 alırsak

Z ∞
−∞

dρb (λ)

(z − λ)
2 <∞

elde ederiz. Buradan her a > 0 için

Z ∞
−∞

dρb (λ)

λ2
<∞,

Z ∞
a

dρb (λ)

λ2
<∞ (2.2.6)

elde edilir.

sinα = 0 olacak şekilde (2.2.4)’ ün x ’e göre diferansiyelini alırsak

1

αn

Z b

0

Gb (x, y; z)ϕn,b (y) dy =
ϕ0n,b (x)

αn (z − λn,b)

eşitliğini buluruz. Buradan Parseval eşitliğinden dolayı

Z b

0

¯̄̄̄
∂

∂x
Gb (x, y; z)

¯̄̄̄2
dy =

Z ∞
−∞

¯̄̄̄
ϕ0 (x, λ)
z − λ

¯̄̄̄2
dρb (λ)

elde ederiz. Benzer i̧slemler yapılarak (2.2.6) ’daki ifadeleri elde edebiliriz.

Lemma 2.2.2. f (x) ∈ L2 (0,∞) için

G (x, y; z) =

 ψ (x, z)ϕ (y, z) , y ≤ x

ϕ (x, z)ψ (y, z) y > x

olmak üzere
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Rzf =

Z ∞
0

G (x, y; z) f (y) dy

olsun. Bu takdirde

Z ∞
0

|Rzf |2 dx ≤ 1

v2

Z ∞
0

f2 (x) dx

dir.

İspat: ∀b > 0 için Parseval eşitliğinden dolayı (2.2.2) ’den z = u+ iv olmak üzere

Z ∞
0

|Rz,bf |2 dx =
∞X
n=1

1

α2n |(z − λn,b)|2
(Z b

0

f (y)ϕn,b (y) dy

)2

≤ 1

v2

∞X
n=0

1

α2n

(Z b

0

f (y)ϕn,b (y) dy

)2
=
1

v2

Z b

0

f2 (y) dy

elde ederiz. a > 0 sabit sayı olsun. Eğer a < b ise

Z a

0

|Rz,bf |2 dx ≤
Z b

0

|Rz,bf |2 dx ≤ 1

v2

Z b

0

f2 (y) dy

dir.b −→∞ iken son eşitlikten

Z a

0

|Rzf |2 dx ≤ 1

v2

Z ∞
0

f2 (y) dy

elde ederiz. a keyfi olduğundan lemma ispatlanmı̧s olur.

Şimdi rezolventin integral görüntüsüne ili̧skin aşağıdaki teoremi ispatlayalım.

Teorem 2.2.1. Her f(x) ∈ L2 (0,∞) fonksiyonu ve reel olmayan her z için

F (λ) = lim
n→∞

Z n

0

f(x)ϕ (x, λ) dx

olmak üzere

Rzf =

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ)F (λ)

z − λ
dρ (λ) (2.2.7)

eşitliği sağlanır.

İspat:

Önce f(x) = fn(x) fonksiyonunun [0, n] aralığı dı̧sında sıfır olduğunu (2.1.3) sınır koşullarını

sağladığını ve ikinci mertebeden sürekli türeve sahip olduğunu varsayalım. b > n ve γ > 0 keyfi

sayı olsun.

Fn (λ) =

Z n

0

fn(x)ϕ (x, λ) dx

alalım. Bu takdirde (2.2.2) eşitliğini
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Rz,bfn =

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ)Fn (λ)

z − λ
dρb (λ) (2.2.8)

=

½Z −v
−∞

+

Z v

−v
+

Z ∞
v

¾
ϕ (x, λ)Fn (λ)

z − λ
dρb (λ) = I1 + I2 + I3

şeklinde yazmak mümkündür.

Şimdi I1 i değerlendirelim. (2.2.2)’ den dolayı

I1 =

Z −v
−∞

ϕ (x, λ)Fn (λ)

z − λ
dρb (λ) =

X
λk,b<−v

ϕk,b (x)

α2k,b(z − λk,b)

Z n

0

fn (y)ϕk,b (y) dy (2.2.9)

(1)

≤
 X
λk,b<−v

ϕ2k,b (x)

α2k,b |z − λk,b|2

1/2 X
λk,b<−v

1

α2k

·Z n

0

fn (x)ϕk,b (x) dx

¸
elde ederiz. Daha sonra iki kez kısmi integrasyon uygulanırsa

Z n

0

fn (x)ϕk,b (x) dx = − 1

λk,b

Z n

0

fn (x)
©
ϕ00k,b (x)− q(x)ϕk,b (x)

ª
dx (2.2.10)

= − 1

λk,b

Z n

0

{f 00n (x)− q(x)fn (x)}ϕk,b (x) dx

elde edilir. Lemma 2.2.1 ’den dolayı (2.2.9) ’un sağ kısmındaki birinci toplam yakınsaktır. Bu

durumda (2.2.10) eşitliğini gözönüne alınırsa (2.2.9)’ dan

I1 ≤ K1/2

v

 X
λk,b<−v

1

α2k

½Z n

0

[f 00n (x)− q(x)fn (x)]ϕk,b (x) dx

¾21/2

eşitliğini bulunur. Bu nedenle Bessel eşitsizliğinden dolayı

I1 ≤ K1/2

v

µZ n

0

[f 00n (x)− q(x)fn (x)]
2
dx

¶1/2
=

C

v

olur. Benzer şekilde I3 ≤ C
v şeklinde ispat edilir.

Bu bağıntılardan dolayı γ →∞ için b ye göre düzgün olmak üzere I1 ve I3 sıfıra yakınsar. Bu

sebeple genelleştirilmi̧s Helli Teoreminden faydalanmak mümkündür. (2.2.8) eşitliğinden

Rzfn =

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ)Fn (λ)

z − λ
dρ (λ) (2.2.11)

elde ederiz. f (x) fonksiyonu [0,∞] aralığında karesi integrallenebilir keyfi fonksiyon olduğundan
n → ∞ iken bir önceki koşulları sağlayamaz ve f (x) ’e ortalama (karesel) yakınsak olan {fn (x)}
fonksiyonlar dizisi mevcuttur.

Parseval eşitliğine göre fn (x) fonksiyonlarının En (λ) Fourier dönüşümler dizisinde ortalama

yakınsaklık anlamında ρ (λ) ölçümüne göre f (x) fonksiyonunu F (λ) ile gösterelim ve Fourier
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dönüşümüne yakınsıyor. Bu sebeple Lemma 2.2.1’ deki sonuç I. ve Lemma 2.2.2 ’den dolayı (2.2.11)

eşitliğinde n→∞ için limit alırsak teoremin ispatını elde etmi̧s oluruz.

Hatırlatma: Benzer yorumlarla

F (λ) = lim
n→∞

Z n

0

f (x)ϕ (x, λ) dx

G (λ) = lim
n→∞

Z n

0

g (x)ϕ (x, λ) dx

olacak şekilde

Z ∞
0

Rzfg (x) dx =

Z ∞
−∞

F (λ)G (λ)

z − λ
dρ (λ) (2.2.11

0
)

formülünü elde edilebilir.

Teorem 2.2.2. f (x) fonksiyonu

1. f (x) ∈ L2 (0,∞)
2. {f 00 (x)− q(x)f (x)} ∈ L2 (0,∞)
3. f (0) cosα+ f 0 (0) sinα = 0

4. lim
x→∞W {f (x) , Eλ (x)} = 0, λ 6= 0 için Eλ (x) =

R λ
0
ϕ (x, λ) dρ (λ)

koşullarını sağlasın.

g (λ) =

Z ∞
0

f (y)Eλ (y) dy

olmak üzere,

f (x) =

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ) dg (λ) dy (2.2.12)

dir ve buradaki integral mutlak yakınsaktır.

İspat: f (x) fonksiyonu sonlu aralık dı̧sında sıfır olacak şekilde integralleme sıralamasını deği̧s-

tirirsek

g (λ) =

Z λ

0

F (λ) dρ (λ) , F (λ) =

Z ∞
0

f (x)ϕ (x, λ) dx

olur. Fourier dönüşümlerinin ortalama yakınsaklığından dolayı g (λ) için bu formül genel durumda

da geçerlidir. Bu nedenle (2.2.7) formülünü

Rzf =

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ) dg (λ)

z − λ

şeklinde yazmak mümkündür. Lemma 2.2.1 ’den dolayı son integral mutlak yakınsaktır. f (x) e

göre g (λ)’nın tanımlanmasına benzer şekilde h (λ)

Lf = f 00 (x)− q(x)f (x)
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ile tanımlanmı̧s olsun. 4. koşul ve Green özdeşliğine göre

h (λ) =

Z ∞
0

{f 00 (x)− q(x)f (x)}Eλ (x) dx

= −
Z ∞
0

f (x)

(Z λ

0

µϕ (x, µ) dρ (µ)

)
dx

elde edilir.

Sonlu aralık dı̧sında f (x) sıfır olursa,

h (λ) = −
Z λ

0

µF (µ) dρ (µ) = −
Z λ

0

µdg (µ) (2.2.13)

dir. Bu formül genel durumda da sağlanır ve

Z λ

0

µϕ (x, µ) dg (µ) ∈ L2(0,∞)

dir. Gerçekten,

Z b

0

(Z λ

0

µϕ (x, µ) dρb (µ)

)2
dx

=

Z b

0

 X
n≤λn,b≤λ

λn,b
α2n

ϕn,b (x)


 X
0≤λn,b≤λ

λn,b
α2n

ϕn,b (x)

 dx

=
X

0≤λn,b≤λ

λ2n,b
α2n

=

Z λ

0

µ2dgb (µ)

burada a < b ise

Z a

0

(Z λ

0

µϕ (x, µ) dρb (µ)

)2
dx ≤

Z λ

0

µ2dgb (µ)

dir. Önce b→∞ , daha sonra a→∞ için gereken ispat yapılmı̧s olur.

Şimdi (2.2.13) ’ün diferensiyelini alırsak

dh (λ) = −λdg (λ) (2.2.14)

elde ederiz. 2. koşuldan dolayı

Z ∞
−∞

c (µ, λ) dh (λ)

z − λ

integralinin mutlak yakınsaklığı için (2.2.14) ’den dolayı

Z ∞
−∞

ϕ (x, λ) dg (λ)

integrali de mutlak yakınsak olur. Bu nedenle Teorem 2.1.2 ’den ispat elde edilir.
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3. TERS STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERİ

3.1. Sturm-Liouville Operatörünün Spektral Karekteristikleri

q (x), 0 ≤ x ≤ π aralığında reel değerli sürekli bir fonksiyon, h ve H reel sayılar olmak üzere

y00 + (λ− q (x)) y = 0, 0 < x < π (3.1.1)

y0(0)− hy(0) = 0, y0(π) +Hy(π) = 0. (3.1.2)

Sturm-Liouville problemini gözönüne alalım.

(3.1.1)-(3.1.2) özdeğer problemini, E (q (x) ;h,H) şeklinde gösterelim. Bu problemin özdeğerleri

−∞ < λ0 < λ1 < λ2 < ... olacak biçimde {λn}∞n=0 olsun.

ρn =

Z π

0

φ2 (x, λn) dx (3.1.3)

olacak şekilde ρn normlaştırıcı sayılarını alalım. Burada φ (x, λ), (3.1.1) denkleminin

y(0) = 1, y0(0) = h. (3.1.4)

başlangıç şartlarını sağlayan çözümüdür.

{λn, ρn}∞n=0 sayıları E (q (x) ;h,H) özdeğer probleminin spektral karekteristikleri veya spektral
verileri olarak adlandırılır.

Eğer q (x) ∈ A3 [0, π] veya q (x) ∈ A4 [0, π] ise{λn, ρn}∞n=0 spektral karekteristiklerinin sırasıyla
aşağıdaki asimptotik formülü sağladığı bilinir[18]:

p
λn = n+

a0
n
+

a1
n2
+O

µ
1

n4

¶
, (3.1.5)

ρn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n4

¶
, (3.1.6)

p
λn = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n5

¶
, (3.1.50)

ρn =
π

2
+

b0
n2
++

b1
n4
+O

µ
1

n5

¶
, ) (3.1.60)

Burada a0, b0, a1 ve b ’ler sabitlerdir.

Spektral verilere göre q (x) potansiyelinin ve h,H sayılarının bulunmasına ters Sturm-Liouville

problemi denir. Bu spektral veriler Sturm-Liouville operatörünün spektrumu, normlaştırıcı sayıları,

spektral fonksiyonu, nodal noktaları olabilir.
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V.A.Marchenko[9] spektral karekteristiklerin Sturm-Liouville problemini belirlediğini gösterdi

ve I.M.Gel’fand ve B.M.Levitan [18] de q (x) , h,H ’ın spektral fonksiyona göre tanımlanması

yöntemini verdi.

Bu kısımda ters problemin çözümü içinbaşka yöntem önereceğiz.

(3.1.5) ve (3.1.6) asimptotik formüllerini sağlayan {λn, ρn}∞n=0 pozitif sayılarının iki dizisi olsun.
Başlangıç yaklaşımı olarak, α + β cos 2x formunda reel değerli r (x) fonksiyonunu tanımlayalım.

J reel sayı olmak üzere E (r (x) ; 0, J) özdeğer probleminin {νn, τn}∞n=0 spektral karekteristikleri
(3.1.5) ve (3.1.6) ’daki gibi asimptotik formüllere sahiptirler, yani;

√
νn = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n4

¶
(3.1.7)

τn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n4

¶
. (3.1.8)

dir.

E (r (x) ; 0, J) ’ye yaklaşan Sturm-Liouville problemi ile karşılaştırmayla q (x) ∈ C1 [0, π] olmak

üzere bilinmeyen E (q (x) ;h,H) Sturm-Liouville problemi oluşturacağız.

Benzer yöntemle, eğer {λn, ρn}∞n=0 (3.1.5)0 ve (3.1.6)0 formüllerini sağlarsa q (x) ∈ C2 [0, π] olur.

Gel’fand-Levitan başlangıç yaklaşımı olarak E(0; 0, 0) sabit özdeğer problemini aldılar.

Eğer {λn, ρn}∞n=0 için

p
λn = n+

a0
n
+

a0
n2
+ ...+

a[(m+1)/2]

n2[(m+1)/2]+1
+O

µ
1

nm+2

¶
,

ρn =
π

2
+

b0
n2
+

b1
n4
+ ...

b[m/2]

n2[m/2]+2
+O

µ
1

nm+3

¶
,

formundaki asimptotik formüller sağlanıyorsa q (x) ∈ Cm [0, π] (m ≥ 3 ) olur.
“Ters Sturm-Liouville problemi düzgün tanımlanmı̧s mıdır?” sorusunu ele alacağız.

q (x) ∈ C1 [0, π] reel değerli bir fonksiyon,h ve H ’ın bilinen reel sayılar olduğunu kabul edelim.

Ayrıca E (q (x) ;h,H) ’nin spektral karekteristikleri {λn, ρn}∞n=0 ’ler de verilsin. p (x) ∈ C1 [0, π]

bilinmeyeniyle E (p (x) ;h,H) ’ nin {µn, σn}∞n=0 farklı spektral karekteristiklerinin verildiğini kabul
edelim.

Bu durumda {µn, σn}∞n=0 −→ {λn, ρn}∞n=0 olacak şekilde |p (x)− q (x)| farkının küçük olduğu
gösterilecektir.

λ0 ≥ 1 olsun. Aksi halde sırasıylaE (q (x) ;h,H) veE (p (x) ;h,H) ’ın yerineE (q (x)− λ0 + 1;h,H)

ve E (p (x)− λ0 + 1;h,H) almak yeterlidir.

Teorem 3.1.1. C1 > 0 q (x) , h veH ’a bağlı bir sabit olmak üzere eğerA ≡
∞P
n=0

©√
λn |σn − ρn|

+ |µn − λn|} yeterince küçük ise
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max
o≤x≤π

|p (x)− q (x)| ≤ C1.A, (3.1.9)

dir.

Şimdi q (x) ’in q0 (x) türevnin, [0, π] de mutlak sürekli olduğunu kabul edelim. Spektral karek-

teristikler için aşağıdaki asimptotik formüller sağlanır:

p
λn = n+

a0
n
+O

µ
1

n3

¶
, (3.1.10)

ρn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n3

¶
. (3.1.11)

Teorem 3.1.1 ’in genelleştirilmi̧s hali olan teorem 3.1.2 ’yi verebiliriz.

Teorem 3.1.2. {µn, σn}∞n=0 ’ ler aşağıdaki asimptotik formülleri sağlasınlar.

√
µn = n+

a00
n
+O

µ
1

n3

¶
, (3.1.12)

ρn =
π

2
+

b00
n2
+O

µ
1

n2

¶
. (3.1.13)

Eğer

B ≡
∞X
n=1

½p
λn

¯̄̄̄
σn − ρn −

b00 − b0
n2

¯̄̄̄
+ |µn − λn − 2 (a00 − a0)|

¾
+ |µ0 − λ0|+ |σ0 − ρ0|+ |a00 − a0|+ |b00 − b0|

yeterince küçük ise

max
0≤x≤π

|p(x)− q(x)| ≤ C2.B (3.1.14)

dir. C2 > 0 q (x) , h ve H ’a bağlı bir sabittir.

3.2. Spektral Karekteristikler Ve Özfonksiyonlar İçin Asimptotik Formüllere İli̧skin

Teoremler

q (x), 0 ≤ x ≤ π aralığında reel değerli sürekli bir fonksiyon, h, H reel sabitler ve λ reel bir

parametre olmak üzere

y00 + (λ− q(x))y = 0, 0 < x < π, (3.2.1)

y0(0)− hy(0) = 0, y0(π) +Hy(π) = 0, (3.2.2)
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şeklinde E (q (x) ;h,H) özdeğer problemini gözönüne alalım. λ0 < λ1 < λ2 < ... olacak şekilde

{λn}∞n=0 , E (q (x) ;h,H) ’ın özdeğeleri olsun. Bilindiği gibi bu problemin özdeğerleri alttan sınır-
lıdır. Genelliği bozmaksızın en küçük özdeğeri λ0 ≥ 1 alabiliriz. Bir başka ifadeyle (3.2.1) ’in

yerine

y00 + (λ− (q(x)− λ0 + 1)) = 0,

diferensiyel denklemini gözönüne almak yeterlidir.

ρn =

Z π

0

φ2(x, λn)dx, n = 0, 1, 2, ...,

alalım. Burada φ (x, λ) , (3.2.1) ’in

y(0) = 1, y0(0) = h (3.2.3)

başlangıç şartlarını sağlayan çözümüdür.

φ (x, λ) fonksiyonunun

φ(x, λ) = cos
√
λx+ h

sin
√
λx√
λ

+
1√
λ

Z x

0

sin
√
λ(x− s)q(s)φ(s, λ)ds. (3.2.4)

integral denklemini sağladığı bilinir[18].Böylece aşağıdaki lemmayı verebiliriz.

Lemma 3.2.1. ∀ λ ≥ 1 ve 0 ≤ x ≤ π için M > 0 sabiti vardır öyleki ∀ λ ≥ 1 ve 0 ≤ x ≤ π için

|φ (x, λ)|+ ¯̄φ0 (x, λ)¯̄ /√λ ≤M,

√
λ

¯̄̄̄ ·
φ(x, λ)

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄ ·
φ0 (x, λ)

¯̄̄̄
≤M

olmak üzere bir M > 0 sabiti vardır. Burada 0 = ∂
∂x , · = ∂

∂λ dır.

Lemma 3.2.2. ξ =
√
λ olmak üzere

(i) Eğer q (x) ∈ A2 [0, π] ise

φ (x, λ) =

µ
1 +

C2 (x)

4ξ2

¶
cos ξx+

S1 (x)

2ξ
sin ξx+O

µ
1

ξ3

¶
(3.2.5)

φ
0
x, λ) =

µ
−ξ + S∗1 (x)

4ξ

¶
sin ξx+

C∗0 (x)
2

cos ξx+O

µ
1

ξ3

¶
(3.2.6)

olur.

(ii) Eğer q (x) ∈ A3 [0, π] ise

φ (x, λ) =

µ
1 +

C2 (x)

4ξ2

¶
cos ξx+

µ
S1 (x)

2ξ
+

S3 (x)

8ξ3

¶
sin ξx+O

µ
1

ξ3

¶
(3.2.7)
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φ
0
x, λ) =

µ
−ξ + S∗1 (x)

4ξ

¶
sin ξx+

µ
C∗0 (x)
2

+
C∗2 (x)
8ξ3

¶
cos ξx+O

µ
1

ξ3

¶
(3.2.8)

olur.

(iii) Eğer q (x) ∈ A4 [0, π] ise

φ (x, λ) =

µ
1 +

C2 (x)

4ξ2
+

C4 (x)

16ξ4

¶
cos ξx+

µ
S1 (x)

2ξ
+

S3 (x)

8ξ3

¶
sin ξx+O

µ
1

ξ3

¶
(3.2.9)

olur. Burada

Q (x) =

Z x

0

q (s) ds,

S1 (x) = C∗0 (x) = 2h+Q (x) ,

C2 (x) = q (x)− q (0)− 2hQ (x)− 1
2
Q2 (x) ,

S3 (x) = 2h (q (x) + q (0))− q0 (x)− q
0
(0) +

Z x

0

q2 (t) dt

+(q (x)− q (0))Q (x)− hQ2 (x)− 1
6
Q3 (x) ,

C4 (x) =
5

2
q3 (x)− q (0) q (x)− 3

2
q2 (0)− q

00
(x) + q

00
(0)

+2h

½
q
0
(x)− q

0
(0)−

Z x

0

q2 (t) dt− (q (x) + q (0))Q (x)

¾
+

µ
q
0
(x) + q

0
(0)−

Z x

0

q2 (t) dt

¶
Q (x)− q (x)− q (0)

2
Q2 (x)

+
h

3
Q3 (x) +

1

24
Q4 (x) ,

S∗1 (x) = q (x) + q (0) + 2hQ (x) +
1

2
Q2 (x) ,

C∗2 (x) = −2h (q (x)− q (0)) + q
0
(x)− q

0
(0) +

Z x

0

q2 (t) dt

− (q (x) + q (0))Q (x)− hQ2 (x)− 1
6
Q3 (x) .

dir.

Sonuç olarak Lemma 3.2.2’de φ0 (x, λ) ve φ (x, λ) fonksiyonları için asimptotik açılımlardan

dolayı spektral karekteristikler için asimptotik formüller elde ederiz.

Lemma 3.2.3. (i) Eğer q (x) ∈ A2 [0, π] ise
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p
λn = n+

a0
n
+O

µ
1

n3

¶
, (3.2.10)

ρn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n3

¶
. (3.2.11)

olur.

(ii) Eğer q (x) ∈ A3 [0, π] ise

p
λn = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n4

¶
, (3.2.12)

ρn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n4

¶
. (3.2.13)

olur.

(iii) Eğer q (x) ∈ A4 [0, π] ise

p
λn = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n5

¶
, (3.2.14)

ρn =
π

2
+

b0
n2
+

b1
n4
+O

µ
1

n5

¶
. (3.2.15)

olur. Burada

Q =

Z π

0

q (t) dt,

a0 =
1

π

µ
h+H +

1

2
Q

¶
,

b0 =
1

2

½
h+H +

1

2
Q+ π

µ
h2 − 1

2
q (0)

¶¾
,

a1 =
1

π

½
1

8

µ
q
0
(π)− q

0
(0) +

Z π

0

q2 (t) dt

¶
+
1

2
(Hq (π) + hq (0))

−1
3

¡
h2 +H2

¢− 1
π

µ
h+H +

1

2
Q

¶2)
ve

b1 = −a0b0 + π

2
a1 − 1

3
(πa0)

3 + h (πa0)
2

+
1

2
(πa0 − h)

µ
q (π)− q (0)− 1

2
Q2
¶
+

π

4
h
³
hq (0)− q

0
(0)
´

+
1

8

µ
q
0
(π)− q

0
(0) +

Z π

0

q2 (t) dt

¶
+

π

16

³
q
00
(0)− q2 (0)

´
+
1

2

½
(πa0 − h)2 + a0 − 1

2
q (π)

¾
Q+

1

24
Q3.
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dir. Şimdi q (x) ∈ C1 [0, π] ve j reel sayısının, ayrıca p (x) ∈ C1 [0, π] fonksiyonunun ve h ’ın

verildiğini kabul edelim. Bu taktirde bir ”deformasyon formülü”çıkarabiliriz.

Lemma 3.2.4.

(i) D = {(x, s) ; 0 < s < π} olmak üzere

Kxx − p (x)K = Kss − q (s)K (3.2.16)

diferensiyel denkleminin

K (x, x) = j − h+
1

2

Z x

0

(p (t)− q (t)) dt, 0 ≤ x ≤ π. (3.2.17)

Ks (x, 0)− hK (x, 0) = 0, 0 < x < π, (3.2.18)

sınır şartlarını sağlayanbir tek K = K (x, s) ∈ C2
µ−
D

¶
çözümü vardır.

(ii) φ (x, λ) (3.2.1)-(3.2.3) probleminin çözümü olacak şekilde

ψ (x, λ) = φ (x, λ) +

Z x

0

K (x, s)φ (s, λ) ds (3.2.19)

alalım. Bu taktirde ψ (x, λ) ,

ψ00 (x, λ) + (λ− p (x))ψ (x, λ) = 0, (3.2.20)

denklemini ve

ψ (0, λ) = 1, ψ0 (0, λ) = j (3.2.21)

başlangıç şartlarını sağlar.

(3.2.17)’ nin yerine

K (x, x) = f (x) , 0 ≤ x ≤ π. (3.2.17
0
)

sınır şartını alalım. K (x, s; p, q, f, h) (3.2.16), (3.2.17)0 ve (3.2.18) probleminin çözümünü olsun.

Bu taktirde aşağıdaki lemma söz konusudur.

Lemma 3.2.5. γ : [0,∞) × [0,∞) × [0,∞) → (0,∞) fonksiyonu monoton artan ve sürekli
olmak üzere h ≤ L için

kK (., .; p, q, f, h)k
C2

−
D
≤ γ

³
kpkC1[0,π] , kqkC1[0,π] , L

´
. kfkC2[0,π]

dir[11].
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3.3.Spektral Karakteristikleriyle Bir Sturm-Liouville Probleminin Tanımlanması

Teorem 3.3.1.

(i) a0, b0 ve a1 reel sabitler olacak şekilde {λn, ρn}∞n=0 ,p
λn = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n4

¶
, λi < λj , i < j için (3.3.1)

ρn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n4

¶
, (3.3.2)

asimptotik formülleri sağlayan pozitif sayıların iki dizisi olsun.

Bu taktirde {λn, ρn}∞n=0 dizileri E (q (x) ;h,H) özdeğer probleminin spektral karekteristikleri
olmak üzere q (x) ∈ C1 [0, π] fonksiyonu, h ve H reel sayıları vardır.

(ii) Ayrıca, eğer {λn, ρn}∞n=0 sırasıyla (3.1.5)
0
ve (3.1.6)

0
yı sağlarsa ,q (x) ∈ C2 [0, π] olur.

Hatırlatma: (i) ifadesi bilinen Gel’fand-Levitan teoremi [18] dir.

Teorem 3.1.1’ i yeni bir yöntem sunarak ispatlayacağız. Bu yöntem aşağıdaki şekildedir:

(I): E (α+ β cos 2x; 0, J) özdeğer probleminin {νn, τn}∞n=0 spektral karekteristikleri verilen
{λn, ρn}∞n=0 için bilinen asimptotik formüllerin benzerini, yani;

√
νn = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n4

¶
, (3.3.3)

τn =
π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n4

¶
(3.3.4)

asimptotik formülleri sağlayacak şekilde reel α, β ve J sayıları vardır. r(x) = α+ β cos 2x alalım.

(II):

y00 + (λ− r (x)) y = 0, (3.3.5)

diferensiyel denkleminin

y(0) = 1, y0(0) = 0 (3.3.6)

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü w (x, λ) ve

F (x, s) =
∞X
n=0

·
w (x, λn)w (s, λn)

ρn
− w (x, νn)w (s, νn)

τn

¸
(3.3.7)

olsun. Bu taktirde F (x, s) fonksiyonu 0 ≤ x, s ≤ π de ikikez sürekli diferensiyellenebilirdir.

(III):

K(x, s) +

Z x

0

K(x, t)F (t, s)dt+ F (x, s) = 0, 0 ≤ s ≤ x ≤ π (3.3.8)

integral denklemi her sabit x için bir tek sürekli K(x, s) çözümüne sahiptir ve K(x, s) çözümü

0 ≤ s ≤ x ≤ π de ikinci mertebeden sürekli diferensiyellenebilirdir.

(IV):

φ (x, λ) = w (x, λ) +

Z x

0

K(x, s)w(s, λ)ds (3.3.9)
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integral denklemini gözönüne alalım. Ayrıca

q (x) = 2
d

dx
K(x, x) + r(x) (3.3.10)

h = K(0, 0) (3.3.11)

olsun. Bu taktirde her λ ≥ 0 ve 0 < x < π için φ (x, λ) ,

φ00 (x, λ) + (λ− q (x))φ (x, λ) = 0 (3.3.12)

diferensiyel denklemini ve

φ (0, λ) = 1, φ0 (0, λ) = h, (3.3.13)

başlangıç şartlarını sağlar. Buna ilaveten

ρn =

Z π

0

φ2 (x, λn) dx (3.3.14)

dir ve φ0 (π, λn) /φ (π, λn) oranı n den bağımsız bir sabittir.

Böylece eğer H = −φ0 (π, λn) /φ (π, λn) alırsak, verilen {λn, ρn}∞n=0 sayılarının E(q(x);h,H)

özdeğer probleminin spektral karekteristikleri olduğunu buluruz.

Daha sonra teoremin (ii) ifadesini ispatlamak için (I) in yerine aşağıdaki (I)0 nü göstermek

yeterlidir.

(II)0 : r(x) = α + β cos 2x + γ sinx olmak üzere E(r(x) + 2a0;h,H) özdeğer probleminin

{ν∗n, τ∗n}∞n=0 spektral karekteristikleri için

p
ν∗n = n+

a0
n
+

a1
n3
+O

µ
1

n5

¶
,

τ∗n =
π

2
+

b0
n2
+

b1
n4
+O

µ
1

n5

¶
asimptotik formülleri sağlanacak şekilde α, β, γ ve J reel sayıları vardır.

Gel’fand-Levitan başlangıç yaklaşımı olarak E(0; 0, 0) sabit özdeğer problemini ele almırtır. Bu

durumda w (x, λ) = cos
√
λx dir.

Bu çalı̧smada kullanılan metoda göre q(x) fonksiyonun regülerliğini gerçeklemek daha kolaydır.

(I) v (II) ve (I)0 nün sağlandığını ispatlayalım:
(I) in ispatı: Lemma 3.2.3 ’den

p
λn = n+

a∗0
n
+

a∗1
n3
+O

µ
1

n4

¶
,

ve

τn =
π

2
+

b∗0
n2
+O

µ
1

n4

¶
elde ederiz. Burada
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a∗0 =
J

π
+

α

2
, b∗0 =

J

2
− π

4
β

ve

a∗0 =
1

8

µ
α2 +

1

2
β2
¶
+

J

2π
(α+ β)− J3

3π
−
µ
J

π
+

α

2

¶2
dir.

Sonuç olarak a∗0 = a0, b
∗
0 = b0 ve a∗1 = a1 eşitlikleri sağlanacak biçimde her bir a0, b0 ve a1 için

α, β ve J sayıları vardır.

Böylece (I) ispatlanmı̧s olur.

(II) nin İspatı:

F (x, s) in 0 ≤ x, s ≤ π de ikinci mertebeden sürekli türevlere sahip olduğunu ispatlayalım:

k +m ≤ 2 olacak şekilde her bir k,m ≥ 0 tamsayısı için (3.3.1)v (3.3.4) ve Lemma 3.2.1’den

w(k) (x, λn)w
(m) (s, λn)

ρn
− w(k) (x, νn)w

(m) (s, νn)

τn
= O

µ
1

n3

¶
, 0 ≤ x, s ≤ π (3.3.15)

olur.

(3.3.15) eşitliği (II) iddiasını içerir.

(III) ün ispatı: eK(x, s) (0 ≤ s ≤ x ≤ π) ,

Kxx − r(x)K = Kss, 0 < s < x < π, (3.3.16)

diferensiyel denkleminin

K(x, x) =
1

2

Z x

0

r (t) dt, 0 ≤ x ≤ π (3.3.17)

Ks(x, 0) = 0, 0 < x < π (3.3.18)

sınır şartarını sağlayan çözümü olsun. Bu taktirde Lemma 3.2.4’den dolayı ∀λ ≥ 0 ve 0 ≤ x ≤ π

için

w (x, λ) = cos
√
λx+

Z x

0

eK(x, s) cos√λsds (3.3.19)

elde ederiz.

Her sabit x için (3.3.8) integral denkleminin bir tek K(x, s) çözümüne sahip olduğunu ispat-

layacağız. Bunun için homojen

g(s) +

Z x

0

F (s, t)g (t) dt, 0 ≤ s ≤ x (3.3.20)

integral denkleminin sadece g(s) = 0 aşikar çözümüne sahip olduğunu ispatlamak yeterlidir.

(3.3.20) ifadesi g(s) ile çarpılıp ve 0 ’dan x ’e integrali alınırsa
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Z x

0

g2 (s) ds+

Z x

0

·Z x

0

F (s, t)g (t) g (s) dt

¸
ds = 0

elde edilir. Böylece

Z x

0

g2 (s) ds+
∞X
n=0

1

ρn

µZ x

0

g (s)w (s, λn) ds

¶2
−
∞X
n=0

1

τn

µZ x

0

g (s)w (s, νn) ds

¶2
= 0 (3.3.21)

olur.

Parseval bağıntısından dolayı

∞X
n=0

1

ρn

µZ x

0

g (s)w (s, λn) ds

¶2
= 0

dir.

Tüm ρn ’ler pozitif olduklarından (3.3.19)’dan

0 =

Z x

0

g (s)w (s, λn) ds (3.3.22)

=

Z x

0

½
g (t) +

Z x

0

eK(x, s)g(s)ds¾ cospλntdt, n = 0, 1, 2, ...

elde ederiz.

Eğer

eg (t) =
 g (t) , 0 ≤ t ≤ x,

0, x < t ≤ π,

alırsak her bir n için

Z x

0

½eg (t) + Z x

0

eK(x, s)eg(s)ds¾ cospλntdt, (3.3.23)

elde ederiz. Burada aşağıdaki Levinson lemmasını ([5],cf. [2]) kullanabiliriz..

Lemma 3.3.1.
©
cos
√
λnt
ª∞
n=0

fonksiyonlar sistemi L2 (0, π) de tamdır.

İspat: {αn}∞n=0 pozitif sayılarından oluşan dizi ve

∧ (u) = a < u olacak şekildeki αn sayılarının sayısı

olsun. Eğer C sabiti için,

Z v

1

∧ (u)
u

du > v − 1
4
log v − C (3.3.24)

ise, bu takdirde f ∈ L2 (0, π) içinZ π

0

f (x) cosαnxdx = 0 (n = 0, 1, 2, ...)

denkleminden f(x) = 0 sağlanır.
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Burada αn =
√
λn alınırsa

√
λn = n + a0

n + a1
n3 + O

¡
1
n4

¢
olduğundan bazı C ler için kolaylıkla (3.3.24) eşitsizliğini elde

ederiz. Böylece Lemma 3.3.1 ispatlanmı̧s olur.

(3.3.23) ve Lemma 3.3.1’ den

eg (t) + Z x

0

eK(s, t)eg(s)ds = 0, 0 ≤ t ≤ π

elde ederiz. Bu Volterra türü integral denklemdir, dolayısıyla eg (t) ≡ 0 aşikar çözüme sahiptir.
K(x, s) ’in D de ikinci mertebeden sürekli diferansiyellenebilir olduğu gerçeği Gel’fand-Levitan

Lemma’sından sağlanır.

Lemma 3.3.2.(Gel’fand-Levitan)

k (s, c) +

Z 1

0

L (s, t; c) k (t, c) dt = g(s, c),

integral denkleminin verildiğini kabul edelim. Burada L (s, t; c) ve g(s, c) s, t ve c parametresinin

sürekli fonksiyonlarıdır. Eğer c = c0 için

k∗ (s, c0) +
Z 1

0

L (s, t; c0) k
∗ (t, c0) dt = 0,

eşlenik homojen denklem sadece k∗ (s, c0) = 0 aşikar çözüme sahipse, c = c0 ’ın bazı komşuluğunda

k(s, c) çözümü s ve c nin sürekli bir fonksiyonudur. Eğer L ve g, c ’de m. sürekli türeve sahiplerse

dolayısıyla k da sahiptir.

Lemma 3.3.2 ’den K(x, sx) ’in ikinci sürekli türeve sahip olduğu görülür. Böylece K(x, s) ’in

ikikez sürekli diferensiyellenebilir olduğunu buluruz.

(I)0 nün ispatı:

E (α+ β cosx+ γ sinx; 0, J)

probleminin {νn, τn}∞n=0 spektral karekteristikleri sırasıyla

√
νn = n++

1

n3

µ
a1 +

1

2
a20

¶
+O

µ
1

n5

¶
(3.3.25)

τn =
π

2
+

b0
n2
+

b1
n4
+O

µ
1

n5

¶
(3.3.26)

eşitliklerini sağladığında α, β, γ ve J reel sayıları vardır.

(3.3.25) ve(3.3.26) formüllerinin sağlanması için Lemma 3.2.3 ’den

0 = J +
π

2
α+ γ, (3.3.27)

2b0 = J +
π

2
α+ γ − π

2
(α+ β) = −π

2
(α+ β) , (3.3.28)
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π

µ
a1 +

1

2
a20

¶
=
1

8

½
−2γ + π

µ
α2 +

β2 + γ2

2

¶
+ 4αγ

¾
+

J

2
(α− β)− J3

3
(3.3.29)

ve

b1 = π

µ
a1 +

1

2
a20

¶
+
1

8

½
−2γ + π

µ
α2 +

β2 + γ2

2

¶
+ 4αγ

¾
π

16
(α+ β)

2 (3.3.30)

− π

16
β − 1

4
(α− β) (πα+ 2γ) +

1

24
(πα+ 2γ)2

elde edilir. (3.3.29) ’dan (3.3.30) ’u çıkarırsak (3.3.29) ve (3.3.28) ’den dolayı

π

µ
a1 +

1

2
a20

¶
− b1 = −π

2

µ
a1 +

1

2
a20

¶
+

π

16

µ
− 4
π
b0

¶2
+

π

16
β,

β =
16

π

½
3

2
π

µ
a1 +

1

2
a20

¶
− 1

π
b20 − b1

¾
≡ β∗ (3.3.31)

elde ederiz. (3.3.27) ve (3.3.28) den

α = −β∗ −
4

π
b0 (3.3.32)

ve

γ = −J + π

2
β∗ + 2b0 (3.3.33)

buluruz.

(3.3.29) ’da (3.3.31)v (3.3.33) ’i yerine koyarak J için kübik denklemi elde ederiz. Böylece

(3.3.27)v (3.3.30)’ u sağlayan α, β, γ ve J reel sabitlerinin mevcut olduğunu görürüz.

3.4. İntegral Denklemin Diferensiyellenmesi

Bu ve bir sonraki paragraflarda düzgün tanımlı ters Sturm-Liouville problemini inceleyeceğiz.

q (x) ∈ C [0, π] , h ve H reel sabitler ve λ reel bir parametre olmak üzere

y00 + (λ− q (x)) y = 0, 0 < x < π (3.4.1)

y0(0)− hy(0) = 0, y0(π) +Hy(π) = 0. (3.4.2)

şeklinde E (q (x) ;h,H) özdeğer problemini gözönüne alalım.

{λn, ρn}∞n=0 ile E (q (x) ;h,H) ’in spektral karekteristiklerini ve φ (x, λ) ile (3.4.1) ’in

y (0) = 1, y0 (0) = h (3.4.3)

başlangıç şartlarını sağlayan çözümünü gösterelim.

Benzer şekilde ikinci bir E (p (x) ;h,H) özdeğer problemini gözönüne alalım:

y00 + (λ− p (x)) y = 0, 0 < x < π (3.4.4)
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y0(0)− hy(0) = 0, y0(π) +Hy(π) = 0.

Burada p(x) ∈ C1 [0, π] dir.

Ayrıca E (p (x) ;h,H) ’ın spektral karekteristikleri {µn, σn}∞n=0 ve (3.4.4) ’ün

ψ (0, λ) = 1, ψ0 (0) = h (3.4.3
0
)

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü ise ψ (x, λ) olsun. K(x, s) fonksiyonu

Kxx − p (x)K = Kss − q (s)K, 0 ≤ x ≤ π, (3.4.5)

diferensiyel denkleminin

K(x, x) =
1

2

Z x

0

(p (t)− q (t)) dt, 0 ≤ x ≤ π, (3.4.6)

Ks(x, 0)− hK(x, 0) = 0, 0 < x < π (3.4.7)

sınır şartlarını sağlayan çözümü olsun. Bu taktirde Lemma 3.2.4 ’den

ψ (x, λ) = φ (x, λ) +

Z x

0

K (x, s)φ (s, λ) ds (3.4.8)

elde edilir.

Bundan sonra q(x), h,H, {λn, ρn}∞n=0 ve {µn, σn}∞n=0 ’lerin bilindiğini fakat p(x) ’in bilin-

mediğini kabul edeceğiz.

Teorem 3.4.1.

F (x, s) =
∞X
n=0

·
φ (x, µn)φ (s, µn)

σn
− φ (x, λn)φ (s, λn)

ρn

¸
(3.4.9)

olmak üzere

K(x, s) +

Z x

0

K(x, t)F (t, s)dt+ F (x, s) = 0, 0 ≤ s ≤ x ≤ π (3.4.10)

dir.

İspat: ρ (λ) ve σ (λ) spektral fonksiyonlarını

ρ (λ) =
X
λn≤λ

ρ−1n , σ (λ) =
X
λn≤λ

σ−1n , (3.4.11)

şeklinde tanımlayalım ve χ (λ) = σ (λ) − ρ (λ) olsun. Bu taktirde 0 ≤ b ≤ s < a ≤ x ≤ π için

Z ∞
−∞

·Z x

a

ψ (u, λ) du

¸ ·Z s

b

φ (t, λ) dt

¸
dσ (λ) = 0 (3.4.12)

elde ederiz.
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Şimdi (3.4.12) ’yi ispatlayalım.

Γ (x, s) ,0 ≤ s ≤ x ≤ π olmak üzere, K(x, s) in çekirdek rezolventi, yani

Γ (x, s) =
∞X
n=1

(−1)n−1K(n)(x, s)

olsun. Burada K(1)(x, s) = K(x, s) ve n ≥ 2 için K(n)(x, s) =
R x
s
K(x, t)K(n−1)(t, s)dt dir. Bu

durumda

φ (t, λ) = ψ (x, λ)−
Z t

0

Γ (t, u)ψ (u, λ) du (3.4.13)

elde ederiz. (3.4.13) ’den

Z ∞
−∞

·Z x

a

ψ (u, λ) du

¸ ·Z s

b

φ (t, λ) dt

¸
dσ (λ)

=

Z ∞
−∞

·Z x

a

ψ (u, λ) du

¸"Z b

0

µ
−
Z s

b

Γ (t, u) dt

¶
ψ (u, λ) du

#
dσ (λ)

+

Z ∞
−∞

·Z x

a

ψ (u, λ) du

¸ ·Z s

b

µ
1−

Z s

b

Γ (t, u) dt

¶
ψ (u, λ) du

¸
dσ (λ)

= 0

buluruz. Son eşitlik, Parseval eşitliği ve [a, x]∩ [0, s] = φ bağıntısından elde edilir. Böylece (3.4.12)

ispatlanmı̧s olur.

Lemma 3.4.1.

H (x, t; a) =


R x
a
K (u, t) du, 0 ≤ t ≤ aR x

t
K (u, t) du, a ≤ t ≤ x

((3.4.14))

olmak üzere, sürekli her θ (t) fonksiyonu için

Z x

0

H (x, t; a) θ (t) dt =

Z x

a

·Z u

0

K (u, t) θ (t) dt

¸
du (3.4.15)

olur.

Şimdi 0 ≤ b ≤ s < a ≤ x ≤ π için

Z x

a

du

Z s

b

dv

½
F (u, v) +K(u, v) +

Z u

0

K(u, t)F (t, v)dt

¾
= 0 (3.4.16)

olduğunu ispatlayalım.

(3.4.16) sağlanmak üzere, (3.4.16) x ve s ’e göre diferensiyellenirse (3.4.10) integral denklemi

elde edilir.

F (x, z) =

Z ∞
−∞

w(x, λ)w (z, λ) dχ (λ)

bağıntısı gözönüne alıp (3.4.16) ’nın sol tarafını hesaplarsak,
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Z ∞
−∞

·Z x

a

φ (u, λ) du

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dχ (λ) +

Z x

a

µZ s

b

K(u, v)dv

¶
du (3.4.17)

+

Z x

a

du

Z s

b

dv

Z u

0

K(u, t)F (t, v)dt

ifadesine eşit olduğunu elde ederiz.

(3.4.17) ’nin üçüncü terimiZ x

0

H (x, t; a)

µZ s

b

F (t, v)dv

¶
dt

=

Z ∞
−∞

·Z x

0

H (x, t; a)φ (t, λ) dt

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dχ (λ)

=

Z ∞
−∞

·Z x

0

H (x, t; a)φ (t, λ) dt

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dσ (λ)−

Z s

b

H (x, t; a) dt

dir. Bu nedenle (3.4.16) ’nın sol tarafı

Z ∞
−∞

·Z x

a

φ (u, λ) du

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dχ (λ)

+

Z ∞
−∞

·Z x

0

H (x, t; a)φ (t, λ) dt

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dσ (λ)

=

Z ∞
−∞

·Z x

a

φ (u, λ) du+

Z x

0

H (x, t; a)φ (t, λ) dt

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dσ (λ)

=

Z ∞
−∞

·Z x

a

½
φ (u, λ) +

Z x

0

K(u, t)φ (t, λ) dt

¾
du

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dσ (λ)

=

Z ∞
−∞

·Z x

a

ψ (u, λ) du

¸ ·Z s

b

φ (v, λ) dv

¸
dσ (λ) = 0

olur. Böylece Teorem 3.4.1 ispatlanmı̧stır.

3.5. Gel’fand-Levitan İntegral Denkleminin Çözümü

Paragraf 3.4.’de K(x, s) in (3.4.10) lineer integral denklemi sağladığını gösterdik. Şimdi(3.4.10)

denklemini çözelim. Önce F (s, t) ’i ele alalım ve aşağıdaki gibi F (n)(s, t;x) ( n = 1, 2, 3, ...) iteresyon

çekirdeklerini oluşturalım:

F (1)(s, t;x) = F (s, t), (3.5.1)

F (n+1)(s, t;x) =

Z x

0

F (s, u)F (n)(u, t;x)du, n ≥ 1

S(s, t;x) =
∞X
n=1

(−1)nF (n)(s, t;x)

alalım ve
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Z π

0

Z π

0

|F (s, t)|2 dsdt < 1 (3.5.2)

olduğunu kabul edelim. Bu taktirde

K(x, s) = S(x, s;x), 0 ≤ s ≤ x ≤ π (3.5.3)

elde edilir. (3.4.6) ’dan

1

2
(q (x)− p (x)) = − d

dx
K(x, x) (3.5.4)

bulunur.

Lemma 3.5.1. (3.4.9) ile tanımlı F (x, s) fonksiyonunun sürekli türeve sahip olduğunu ve

(3.5.2) şartını sağladığını kabul edelim. Bu durumda

1

2
(q (x)− p (x)) =

d

dx
F (x, x)−K2(x, x) + 2

Z x

0

Fx(x, u)K(x, u)du (3.5.5)

olur.

İspat: (3.5.1)v (3.5.4) den dolayı

1

2
(q (x)− p (x)) =

d

dx
F (x, x) +

∞X
n=1

(−1)n d

dx
F (n+1)(x, x;x) (3.5.6)

elde ederiz. Ayrıca

d

dx
F (n+1)(x, x;x) =

n
F (n+1)s + F

(n+1)
t + F (n+1)x

o
s=x
t=x

(3.5.7)

=

½Z x

0

Fs(s, u)F
(n)(u, t;x)du+

Z x

0

Ft(u, t)F
(n)(s, u;x)du+ F (n+1)x (s, t;x)

¾
s=x
t=x

= 2

Z x

0

Fx(x, u)F
(n)(x, u;x)du+

nX
k=1

F (k)(x, x;x)F (n+1−k)(x, x;x)

olarak hesaplarız. (3.5.6) ve (3.5.7) ’den

1

2
(q (x)− p (x)) =

d

dx
F (x, x) + 2

Z x

0

Fx(x, u)K(x, u)du

+
∞X
n=1

(−1)n
nX

k=1

F (k)(x, x;x)F (n+1−k)(x, x;x)

=
d

dx
F (x, x)−K2(x, x) + 2

Z x

0

Fx(x, u)K(x, u)du

buluruz. Dolayısıyla lemma 3.5.1 ispatlanmı̧s olur.

Şimdi teorem 3.1.1’ i ispatlayalım:

A0 =
1

2
inf
n
ρn (3.5.8)
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alalım.

ρn =
π
2 +O

¡
1
n3

¢
asimptotik formülünden A0 ın pozitif olduğu bulunur([8], sayfa10).

A ≡
∞X
n=0

hp
λn |σn − ρn|+ |µn − λn|

i
≤ A0 (3.5.9)

olsun. Bu taktirde her bir n için

ρn ≥ 2A0 ve σn ≥ A0 (3.5.10)

bağıntılarını elde ederiz. (3.4.9), yani

F (x, s) =
∞X
n=0

·
φ (x, µn)φ (s, µn)

σn
− φ (x, λn)φ (s, λn)

ρn

¸
formülünün sağ tarafı x ’ e göre diferensiyellenirse

∞X
n=0

·
φ0 (x, µn)φ (s, µn)

σn
− φ0 (x, λn)φ (s, λn)

ρn

¸
olur. Bu ifadeye φ0(x,λn)φ(s,λn)

σn
ifadesini eklenip çıkarılırsa,

∞X
n=0

·
φ0 (x, µn)φ (s, µn)

σn
− φ0 (x, λn)φ (s, λn)

ρn

¸

=
∞X
n=0

·
φ0 (x, µn)φ (s, µn)

σn
− φ0 (x, λn)φ (s, λn)

ρn
+

φ0 (x, λn)φ (s, λn)
σn

− φ0 (x, λn)φ (s, λn)
σn

¸

=
∞X
n=0

·µ
1

σn
− 1

ρn

¶
φ0 (x, λn)φ (s, λn) +

1

σn

¡
φ0 (x, µn)φ (s, µn)− φ0 (x, λn)φ (s, λn)

¢¸

=
∞X
n=0

·µ
1

σn
− 1

ρn

¶
φ0 (x, λn)φ (s, λn) +

1

σn

Z µn

λn

dλ
¡
φ0 (x, λ)φ (s, λ)

¢¸

=
∞X
n=0

·µ
1

σn
− 1

ρn

¶
φ0 (x, λn)φ (s, λn) +

1

σn

Z µn

λn

³ .

φ
0
(x, λ)φ (s, λ) + φ0 (x, λ)

.

φ (s, λ)
´
dλ

¸
elde edilir.

Böylece Lemma 3.2.1 den dolayı φ (s, λ) sınırlı olduğundan, (3.5.9) ile (3.5.10) dan ve F (x, s)

in sürekli türeve sahip olduğundan
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|Fx(x, s)| =

¯̄̄̄
¯
∞X
n=0

·µ
1

σn
− 1

ρn

¶
φ0 (x, λn)φ (s, λn) +

1

σn

Z µn

λn

³ .

φ
0
(x, λ)φ (s, λ) + φ0 (x, λ)

.

φ (s, λ)
´
dλ

¸¯̄̄̄
¯

≤
¯̄̄̄
¯
∞X
n=0

µ
1

σn
− 1

ρn

¶
φ0 (x, λn)φ (s, λn)

¯̄̄̄
¯+

¯̄̄̄
¯
∞X
n=0

1

σn

Z µn

λn

³ .

φ
0
(x, λ)φ (s, λ) + φ0 (x, λ)

.

φ (s, λ)
´
dλ

¯̄̄̄
¯

=
∞X
n=0

¯̄̄̄
σn − ρn
σnρn

¯̄̄̄ ¯̄
φ0 (x, λn)φ (s, λn)

¯̄
+
∞X
n=0

1

σn

¯̄̄̄Z µn

λn

³ .

φ
0
(x, λ)φ (s, λ) + φ0 (x, λ)

.

φ (s, λ)
´
dλ

¯̄̄̄

≤ C 0
∞X
n=0

hp
λn |σn − ρn|+ |µn − λn|

i
≡ C 0A

buluruz. Dolayısıyla

|Fx(x, s)| ≤ C0
∞X
n=0

hp
λn |σn − ρn|+ |µn − λn|

i
≡ C0A ((3.5.11))

dır. (3.4.9) ’dan

F (x, x) =
∞X
n=0

·
φ2 (x, µn)

σn
− φ2 (x, λn)

ρn

¸
elde edilir ve buradan

¯̄̄̄
d

dx
F (x, x)

¯̄̄̄
≤ 2C0

∞X
n=0

hp
λn |σn − ρn|+ |µn − λn|

i
≡ 2C 0A (3.5.12)

bulunur.

Benzer şekilde (3.4.9) ’dan

|F (x, s)| ≤
∞X
n=0

h
|σn − ρn|+

¯̄̄√
µn −

p
λn

¯̄̄i
≤ C 00A (3.5.13)

elde edilir. Burada C 0 ve C 00 sadece q(x), h,H ’a bağlı sabitlerdir.

Eğer πC 00A yeteri kadar küçükse,yani πC00A < 1
2 ise,bu durumda

|K(x, s)| =
¯̄̄̄
¯
∞X
n=1

(−1)nF (n)(x, s;x)
¯̄̄̄
¯ ≤

∞X
n=1

1

π
(πC00A)n ≤ 2C 00A

olur. Sonuç olarak Lemma 3.5.1 ve (3.5.11)v (3.5.13) ’den A ≤ min
n
A0, (2πC

00)−1
o
olmak üzere

|p (x)− q (x)| ≤ C1

∞X
n=0

hp
λn |σn − ρn|+ |µn − λn|

i
elde ederiz.
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3.6. Düzgün Tanımlı Ters Sturm-Liouville Problemine İli̧skin Teoremler

q(x) ∈ A2 [0, π] olduğu için {λn, ρn}∞n=0 spektral karekteristikleri aşağıdaki asimptotik formül-
leri sağlar:

p
λn = n+

a0
n
+O

µ
1

n3

¶
, ρn =

π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n3

¶
(3.6.1)

Ayrıca p(x) ∈ C1 [0, π] bilinmeyen bir fonksiyon olacak biçimde

√
µn = n+

a00
n
+O

µ
1

n3

¶
, σn =

π

2
+

b00
n2
+O

µ
1

n3

¶
(3.6.2)

olmak üzere E(p(x);h,H) ’ın {µn, σn}∞n=0 spektral karekteristikleri de verilsin. Bu taktirde Teorem
3.1.2 ’yi ispatlayalım.

İlk olarak a0 = a00 durumunu gözönüne alalım.

1. {νn, τn}∞n=0, E(r(x);h,H) ın spektral karekteristikleri olmak üzere

r(x) = q(x) +
8

π2
(b00 − b0)

³
x− π

2

´
(3.6.3)

alalım.

Lemma 3.2.3 ’den

√
νn = n+

a0
n
+O

µ
1

n3

¶
, τn =

π

2
+

b00
n2
+O

µ
1

n3

¶
(3.6.4)

elde edilir, yani
√
νn −√µn = O

¡
1
n3

¢
ve τn − σn = O

¡
1
n3

¢
olur.

α = 8
π2 (b

0
0 − b0) ve e(x) = r(x)− q(x) = α

¡
x− π

2

¢
olsun.

Lemma 3.6.1. |α| yeterince küçük ise

∞X
n=1

½√
νn

¯̄̄̄
τn − ρn −

b00 − b0
n2

¯̄̄̄
+ |νn − λn|

¾
≤ C |α| (3.6.5)

dir. Burada C > 0 sadece q(x), h,H ’a bağlı bir sabittir.

İspat: İlk olarak

∞X
n=1

|νn − λn| ≤ C |α| (3.6.6)

bağıntısını gösterelim.

0 < x ≤ π için |r(x)− q(x)| = ¯̄α ¡x− π
2

¢¯̄ ≤ π
2 |α| olduğundan

|λn − νn| ≤ π

2
|α| , n = 0, 1, 2, ...

olur. Dolayısıyla büyük n ler için

|λn − νn| ≤ C
|α|
n2

, (3.6.7)
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olduğunu ispatlamak yeterlidir. Gerçekten {λn}∞n=0özdeğerleri

φ0 (π, λ) +Hφ (π, λ) = 0 (3.6.8)

denkleminin kökleridir.

(3.2.4) özdeşliğinden ξ =
√
λ olacak şekilde

φ0 (π, λ) +Hφ (π, λ) =

µ
−ξ + hH

ξ

¶
sin ξπ + (h+H) cos ξπ (3.6.9)

+

Z π

0

½
cos ξ (π − s) +H

sin ξ (π − s)

ξ

¾
q (s)φ (s, λ) ds

buluruz.

y00 + (λ− r (x)) y = 0 (3.6.10)

denkleminin

y(0) = 1, y0(0) = h (3.6.11)

başlangıç şartlarını sağlayan çözümü w (x, λ) olsun.

Benzer şekilde {νn}∞n=0özdeğerleri η =
√
ν olacak biçimde

w0 (π, λ) +Hw (π, λ) =

µ
−η + hH

η

¶
sin ηπ + (h+H) cos ηπ (3.6.12)

+

Z π

0

½
cos η (π − s) +H

sin η (π − s)

η

¾
r (s)w (s, ν) ds,

denkleminin kökleridir.

K(x, x) =
1

2

Z x

0

(r (t)− q(t)) dt, 0 ≤ x ≤ π

Ks (x, 0)− hK (x, 0) = 0, 0 < x < π,

sınır şartlarını sağlayan

Kxx − r (x)K = Kss − q (s)K, 0 < s < x < π

denkleminin çözümü K1(x, s) olsun.

Lemma 3.2.4 ’den

w (x, ν) = φ (x, ν) +

Z x

0

K1(x, t)φ (t, ν) dt = φ (x, ν) + k(x, ν) (3.6.13)

elde ederiz.

(3.6.8), (3.6.9) ve (3.6.12) ’den
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[ζ sin ζπ]
ζ=ξn
ζ=ηn

=

·
hH

ζ
sin ζπ + (h+H) cos ζπ (3.6.14)

+

Z π

0

½
cos ζ (π − s) +

H

ζ
sin ζ (π − s)

¾
q(s)φ(s, ζ2)ds

¸ζ=ξn
ζ=ηn

−
Z π

0

½
cos ηn (π − s) +

H

ηn
sin ηn (π − s)

¾
{r(s)k(s, νn) + e(s)φ(s, νn)} ds

≡ I1 − I2

olur.

εn =
√
λn −√νn = ξn − ηn alalım.

Aşağıdaki bağıntıları ispatlayalım:

Yeterince büyük n ’ler için |α| < 2/π olmak üzere

¯̄̄
[ζ sin ζπ]

ζ=ξn
ζ=ηn

¯̄̄
≥ C 0n |εn| , |α| < 2/π, (3.6.15)

|I1| ≤ C00 |εn| , (3.6.16)

|I2| ≤ C 00
|α|
n2

(3.6.17)

dir. Burada C 0 ve C00 sadece q(x), h,H ’a bağlı sabitlerdir.

Eğer yukarıdaki (3.6.15)v (3.6.17) bağıntıları doğruysa (3.6.7) ’yi elde ederiz.
|λn − νn| ≤ π

2 |α| dan |α| < 2/π için

ξn −
1

ξn
≤ ηn ≤ ξn +

1

2ξn

sağlanır ve

[ζ sin ζπ]
ζ=ξn
ζ=ηn

=

Z ξn

ηn

d

dζ
(ζ sin ζπ) dζ

bağıntısını buluruz.
√
λn için (3.6.1) asimptotik ifadesinden (3.6.15) ’i elde ederiz.

(3.6.16) ’yı ispatlamak için

d

dζ
[
hH

ζ
sin ζπ + (h+H) cos ζπ (3.6.18)

+

Z π

0

½
cos ζ (π − s) +

H

ζ
sin ζ (π − s)

¾
q(s)φ(s, ζ2)ds]

ifadesini hesaplayalım.

Lemma 3.2.1 ’den dolayı, φ(s, ζ2) ve
.

φ(s, ζ2)ζ ζ ≥ 1 için 0 ≤ s ≤ π de düzgün sınırlıdır, (3.6.18)

ζ de düzgün sınırlıdır. Dolaysıyla (3.6.16) sağlanır.
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Şimdi (3.6.17) ’yi ispatlayalım.

1
2

R x
0
(r (t)− q (t)) = O (|α|) olduğundan dolayı Lemma 3.2.5 ’den

kK1k
C2
−
(D)
≤ C |α| (3.6.19)

buluruz. Basit olması için S(s) = r(s)k(s, νn) + e(s)φ (s, νn) alalım.

Bu taktirde (3.6.4), (3.6.13), (3.6.19), (3.6.6) ve lemma 3.2.1 ’den aşağıdaki eşitlikleri elde

ederiz:

sin ηnπ

ηn
= O

µ
1

n2

¶
, (3.6.20)

S(s) = O (|α|) , S0 (s) = −e(s)ηn sin ηns+O (|α|) , (3.6.21)

S0(0) = O (|α|) , S0 (π) = O (|α|) , (3.6.22)

ve q00(s) ∈ L1 (0, π) için

S00 (s) = −e(s)η2n cos ηns− (r(s)K1 (s, s) + 2α) ηn sin ηns (3.6.23)

+q00(s)k(s, νn) +O (|α|)

(3.6.14) ’de kısmi integrasyon uygulanırsa, I2 yi integrallenirse, (3.6.20)v (3.6.23) den dolayı

e(s) = α.
¡
s− π

2

¢
ve
R π
0
e (s) ds = 0 olduğundan

I2 =

Z π

0

½
cos ηn (π − s) +

H

ηn
sin ηn (π − s)

¾
S(s)ds

=

·½
− 1
ηn
sin ηn (π − s) +

H

η2n
cos ηn (π − s)

¾
S(s) +

1

η2n
cos ηn (π − s)S0(s)

¸π
0

−
Z π

0

cos ηn (π − s) .

½
1

η2n
S0(s) +

H

η2n
S0(s)

¾
ds

=

Z π

0

e (s) .
1

2
(cos ηnπ + cos ηn (π − 2s)) ds

+

Z π

0

(r (s)K1 (s, s) + 2α)
1

2ηn
(sin ηnπ − sin ηn (π − 2s)) ds

+

Z π

0

e (s)
H

2ηn
(sin ηnπ − sin ηn (π − 2s)) ds+O

µ |α|
n2

¶
= O

µ |α|
n2

¶
(3.6.6) yı elde ederiz.

Şimdi

∞X
n=1

√
νn

¯̄̄̄
τn − ρn −

b00 − b0
n2

¯̄̄̄
≤ C |α| (3.6.24)
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eşitsizliğini ispatlayalım:

Z π

0

©
w2 (x, ν)− φ2 (x, λ)

ª
dx

=

Z π

0

©
w2 (x, ν)− φ2 (x, ν)

ª
dx+

Z π

0

©
φ2 (x, ν)− φ2 (x, λ)

ª
dx

≡ I3 + I4

buluruz.

I4 de sırasıyla ν ve λ yerine νn ve λn ekleyerek (3.6.7) ’den büyük n ’ler için

Z π

0

©
φ2 (x, ν)− φ2 (x, λ)

ª
dx =

Z π

0

µZ νn

λn

2φ (x,κ)
.

φ (x,κ)
¶
dx (3.6.25)

= O
³¯̄̄√

νn −
p
λn

¯̄̄´
= O

µ |α|
n3

¶
elde ederiz.

Lemma 3.2.2 ’den

φ (x, ν) = cos ηx+
sin ηx

η

µ
1

2
Q (x) + h

¶
+
cos ηx

4η2
(q (x)− q (0)− 2hQ (x)) (3.6.26)

+
1

4η2

Z x

0

(−q0 (s) + hq(s)) cos η (x− 2s) ds

+
1

η2

Z x

0

ds

Z s

0

dt {q(s)q(t)φ (t, ν) sin η (x− s) sin η (s− t)} ,

olur.

Benzer şekilde

w (x, ν) = cos ηx+
sin ηx

η

µ
1

2
Q (x) +

1

2
E(x) + h

¶
(3.6.27)

+
cos ηx

4η2
(q (x)− q (0)− 2hQ (x) + αx− 2hE(x))

+
1

4η2

Z x

0

{(−q0 (s) + hq(s)) + (−α+ he(s))} cos η (x− 2s) ds

+
1

η2

Z x

0

ds

Z s

0

dt {r(s)r(t)w (t, ν) sin η (x− s) sin η (s− t)} ,

elde ederiz. Burada Q(x) =
R x
0
q(t) dt ve E(x) =

R x
0
e(t) dt dir.

(3.6.26) ve (3.6.27) ’den
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Z π

0

©
w2 (x, ν)− φ2 (x, λ)

ª
dx (3.6.28)

=

Z π

0

(w (x, ν) + φ (x, λ)) (w (x, ν)− φ (x, λ)) dx

=

Z π

0

½
2 cos ηx+

sin ηx

η

µ
Q (x) +

1

2
E(x) + 2h

¶
+O

µ
1

η2

¶¾
×
·
sin ηx

2η
E(x) +

cos ηx

4η2

½
αx−E(x)

µ
2h+Q(x) +

1

2
E(x)

¶¾
+O

µ |α|
η3

¶¸
dx

=
π

8η2
α+O

µ |α|
η3

¶
elde ederiz.

(3.6.28) de ν yerine νn yazarak (3.6.25) den

τn − ρn =

Z π

0

©
w2 (x, νn)− φ2 (x, λn)

ª
dx =

π2

8n2
.
8

π2
(b00 − b0)O

µ |α|
n3

¶
=

b00 − b0
n2

+O

µ |α|
n3

¶
elde ederiz. Böylece büyük n ler için

¯̄̄̄
τn − ρn −

b00 − b0
n2

¯̄̄̄
≤ C

|α|
n3

elde ederiz.

Küçük n ’ler için de

¯̄̄̄
τn − ρn −

b00 − b0
n2

¯̄̄̄
≤ C |α|

eşitsizliğinin sağlandığını gösterebiliriz. Dolayısıyla (3.6.24) elde edilir.

2. |p(x)− r(x)| farkını üstten değerlendirmek için Teorem 3.1.1 ’i kullanabiliriz.

Eğer
∞P
n=0

£√
νn |σn − τn|+ |µn − νn|

¤
yeterince küçük ise,

|p(x)− r(x)| ≤ fC1 ∞X
n=0

[
√
νn |σn − τn|+ |µn − νn|]

olur. Burada fC1 sadece q(x), h ve H ’a bağlı bir sabittir.

3. Son olarak a0 6= a00 genel durumu ele alalım. q1(x) = q(x) + 2(a00 − a0) olsun.

Aşikar olarak E(q1(x);h,H) ’in
n
λ(1)n , ρ

(1)
n

o∞
n=0

spektral karekteristikleri için

q
λ(1)n = n+

a0
n
+O

µ
1

n3

¶
ve ρ(1)n =

π

2
+

b0
n2
+O

µ
1

n3

¶
formülleri sağlanır. 1, 2 ve 3 den,
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|p(x)− q(x)| ≤ |p(x)− r(x)|+ |r(x)− q(x)|

≤ C
∞X
n=0

[
√
νn |σn − τn|+ |µn − νn|] +

¯̄̄̄
2 (a00 − a0) +

8

π2
(b00 − b0)

³
x− π

2

´¯̄̄̄

≤ C{
∞X
n=0

·√
νn

¯̄̄̄
σn − ρn −

b00 − b0
n2

¯̄̄̄
+ |µn − λn − 2 (a00 − a0)|

¸
+ |a00 − a0|+ |b00 − b0|+ |σ0 − ρ0|+ |µ0 − λ0|}

elde ederiz.

Böylece Teorem 3.1.2. ispatlanmı̧s olur.
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