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1. BOLUM

1.1. Temel Tanim ve Teoremler
Tanim 1.1.1. X bos olmayan bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
+:XxX > X ve .: KxX o> X

fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X ciimlesine K cismi lizerinde bir vektor uzayi
(lineer uzay) adi verilir. VX,y,z € X ve a,b € K igin

Ll) Xx+y=y+X
L2) (X+y)+z=X+(y+2)
L3) Vxe X igin X+6=x esitligini saglayan bir tek 6 € X vardir.
L4) Vxe X i¢in X+ (-x) =80 esitligini saglayan bir tek (-x) € X vardir.
L5) 1.x=xX
L6) a(x+y)=ax+ay
L7) (a+b)x=ax+ b x
L8) a(bx)=(ab)x
dir [1].

Tanmm 1.1.2. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.V X,y € X ig¢in

) g®=0

i) g(x)=g(-x)

i) g(x+y)< g(x)+g(y)

v) A>A,, X—> X, itken AX - A, X,, baska bir ifadeyle A - A ,, g(X-X,) —>0
itken g(AX -A,X,) > 0 sartlarin1 saglayan g : X — IR fonksiyonuna bir paranorm,
(X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir. Eger g (x) =0 iken X = @ oluyorsa g ye total
paranorm denir [1].

Tanim 1.1.3. X, K cismi lizerinde bir vektdr uzayi olsun.

I.]]: X > IR

dontistimii asagidaki 6zellikleri sagliyorsa || . || fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve
(X, ]| .|l ikilisine de bir normlu uzay denir. V X,y € X ve Vo € K i¢in

NI) [[x[[=0

N2) [ X||=0& x=6

N3) flox | = latf | i

N4) [[x+y < [[x]|+ ]yl

Eger N2)x=6 = || x||=0 seklinde olursa X' e yarmmorm ve (X, || .|| ) ikilisine de

yarmormlu uzay adi verilir [2].



Tamm 1.14. (X, || .|| ) bir normlu uzay ve X=(X,) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve>0icin Vm,n >n, iken
|| X=X || <g

olacak sekilde bir n,= n,(g) € IN sayis1 varsa X=(X,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [2].

Tanmm 1.1.5. (X, || .| ) bir normlu uzay ve X=(X,) de X uzaymnda bir dizi olsun. Eger
Ve>0 icin Vn >n, iken

X,-xl<e

olacak sekilde bir n,= n,(¢) € IN sayisi varsa X=(X,) dizisi X 'e yakinsaktir denir. X = (X, )
dizisi X'e yakinsak ise limX,= X veya X,— X seklinde yazilir [2].
n

Tamm 1.1.6. (X, || . ||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya
tam normlu uzay veya Banach uzay1 ad1 verilir [2].

Tammm 1.1.7. Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin kiimesini w ile gosterelim.
X=(X,), Y=(Y,) ve a bir skaler olmak iizere

X+y = (% +Y)
ax = (ax, )
seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir dizi

uzay1 denir.
Bu caligsmada sik sik kullanacagimiz

L, ={X =(X): sup|xk| < oo}
k
sinirli,

¢ = P = (%) : lim x, meveut }

yakinsak ve

Co :ix:(xk):li{nxk :0}

sifir diziler uzay1
x| = supi

normu ile birer Banach uzayidir.



Tamm 1.1.8. X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzayi1 ve
7, : X>C,r,(x)=X%,, (k=123,...)
doniisiimii siirekli ise X 'e bir BK - (Banach Koordinat) uzayi denir [3].

Tamm 1.1.9. Vu,,u, e IR i¢in
M(%j < M) +Mw,)]

esitsizligini saglayan reel degerli M fonksiyonuna konvekstir denir. Yani 0 < o < 1 olacak
sekilde her o i¢in

M [ou,+ (1-0)U, ] < aM(U,) + (1-) M(U,)

esitsizliginin saglanmas1 demektir.

Tamm 1.1.10. (X, || . ||) ile (Y, || .|| ) birer normluuzay ve T:X —Y lineer doniisiim
olsun. T doniisiimii normu koruyorsa, yani her x € X i¢in [Tx|=|x| oluyorsa T doniisii-

miine lineer izometri denir. Boyle bir doniisiimiin birebir olacag: aciktir. Eger bu doniisiim
orten ise T ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu uzaylar1 izomorfik
uzaylar adini alirlar [4].

Tamm 1.1.11. Eger X ile Y uzaylar1 izometrik olarak izomorf ise X ile Y uzaylarina denk
uzaylar denir. Bu durumda X den Y ye bir lineer izometri vardir [1].

Tamm 1.1.12. X ve Y topolojik uzaylar olsunlar. f : X —Y doniisimii birebir, orten f
siirekli ve f ' de siirekliise f ye X den Y ye bir homeomorfizm denir.

f : X > Y bir homeomorfizm ise f ve f~' acik ciimleleri korudugundan X ve Y
uzaylar1 topolojik olarak denktir [1].

Teorem 1.1.1. Bir X Banach uzaymnin bir Y alt uzayimnin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Y nin X de kapali olmasidir [2].

Tamm 1.1.13. X bir dizi uzay1 olsun. X in « - duali (veya Kothe Toeplitz-duali) , # - duali
( veya genellestirilmis Kothe Toeplitz-duali) ve y - duali sirasi ile

X ={a=(ak ): i|akxk|<oo, VX e X igin}
k=1

X7 = {a =(a,):)_a.X, yakinsak, VX e X iqin}

k=1



n
zakxk

k=1

Xy:{a:(ak):sup <o, Vxe X igin}

n

seklinde ifade edilir.
P X*c X?< X7 oldugu kolayca gosterilebilir. 7= o, B veyay olsun. X c Y ise

Y7 X" dir.

Tanim 1.1.14. X bir dizi uzay olsun.

1) i>1veenazbir X € X igin |yi| < |Xi| oldugunda y € X ise X 'e normal veya solid

denir.

11) X tiim basamak uzaylarinin kanonik 6n resimlerini kapsiyorsa X ‘e monoton dizi
uzay1 denir.

i) X =X ise X' e perfekttir denir.



2. BOLUM
2.1. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsaklik tanimi ilk olarak 1951 yilinda Fast [5] tarafindan verildi. 1959
yilinda Schoenberg [6] ististiksel yakinsakligi toplanabilme metodu olarak inceledi ve
istatistiksel yakinsak dizilerin bazi Ozelliklerini verdi. Her iki bilim insan1 da smirh
istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugunu ifade ettiler. Daha sonra
istatistiksel yakinsaklik Salat [7], Connor [8], Maddox [9] ve Fridy [10] gibi bir ¢ok
matematikgi tarafindan calisildi.

2.1.1. Dogal Yogunluk, Istatistiksel Yakinsaklik

Tanim 2.1.1. Pozitif tamsayilardan olusan bir K ciimlesinin dogal yogunlugu
5(K)=nml|{ksn: ke K}
nn

seklinde tanimlanir. Burada |{k <n:ke K}| ,K nin n den biiylik olmayan elemanlarinin

sayisint gostermektedir. Eger 6( K )=0 ise K ya sifir yogunluklu ciimle denir.

Tamm 2.1.2. Eger X =( X, ) dizisinin terimleri bir P 6zelligini sifir yogunluklu ciimle disinda
biitiin k lar i¢in sagliyorsa (X, ) dizisi P 6zelligini hemen hemen her k i¢in sagliyor denir.
Burada hemen hemen her k ifadesi kisaca “h.h.k” seklinde gosterilir [10].

Sifir yogunluklu ciimle tanimindan yararlanarak istatistiksel yakinsak dizi tanimini

asagidaki gibi verebiliriz.

Tamm 2.1.3. X =(X, ) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger V ¢ > 0 i¢in
1iml\{k <n:fx -L=ef=0
nn

olacak sekilde bir L sayisi varsa, yani h.h.k. i¢in |Xk — L| <¢g ise X=(X, ) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsaktir denir ve S —limx=L veya X, — L(S) seklinde gosterilir. Burada
kiime sembolii disindaki dikey ¢izgiler kiimenin eleman sayisin1 gostermektedir [10].

[statistiksel yakinsak dizilerin uzayr S ile gosterilir. Eger L =0 ise X =(X, ) dizisine

istatistiksel sifir dizisi denir ve istatistiksel sifir diziler uzay1 S, ile gosterilir.



S={x=(xk):lir?1%‘{k£n:|xk—L|25}{=0},

S, :{X:(Xk):lir{n%‘{ksn:|Xk|25}(20}.

Acikca goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru
degildir. Gergekten

I, k=m?*, m=(123,..)
X, =
0, k#m?

seklinde tanimlanan X = (X, ) dizisini gozoniine alalim. Her € > 0 i¢in
Hkgn:VAZgM:HkSn:xkioﬂsJﬁ

oldugundan,

lim%|{k <n:x #0j< lim% =0

elde edilir. Bu S —lim X =0 demektir.
Diger taraftan ¢ ve S uzaylari bir birlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir.

Gergekten X =(X, ) dizisi

Jk, k=m?, m=(1,23,...)

seklinde tanimlanan X =( X, ) dizisi i¢cin S—limx =1 dir, ancak X¢ ¢ dir. X = (1,0,1 ,0,...)
dizisi sinirlidir. Ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Bir dizi istatistiksel yakinsak ise limiti tektir, yani S—-limx=1L,, S—-limx=L, ise
L, =L, dir.

Teorem 2.1.1.S —limx=L,, S-limy =L, ve a < IR olsun. Bu durumda

1) S—limx=L, ise S-lim(aXx)=al,
ii) S-limx=L,,S—limy=L, ise S—lim(x+y)=L, +L,

dir [6].

(1) - (i1) den istatistiksel yakinsak dizilerin uzayinin lineer uzay oldugu anlasilir.



Tanmm 2.1.4. £ >0 olsun. h.h.k i¢in
X —xy|<e

olacak sekilde N = N(&) sayisi varsa, yani
liml‘{k <n: |Xk —XN| 28}( =0
nn

ise X =(X, ) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [10].

Teorem 2.1.2. Bir X dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir [10].

Ispat. S—limx, =L ve £ >0 olsun. Bu durumda h.hk igin
£
|M—Q<E

dir. Eger N,

Xy — L| <§ olacak sekilde segilirse,
X =Xy | =[x — L+ L—=xy| <[x —L[+[xy - L
s§+§<g (h.h.k. icin )

elde edilir.

2.2. istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Yakinsakhk

Bu kisimda kuvvetli Cesaro yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski
incelenecektir.

Tanim 2.2.1. X =(X, ) kompleks sayilarin dizisi olsun. Eger

liml> %, =L

NS

olacak sekilde bir L sayis1 varsa X dizisi Lye Cesaro yakinsaktir denir. Cesaro yakinsak
dizilerin climlesi



o, :{x:(xk):lile(xk ~L)=0, en az bir L i(;in}
"N

k=1

ile gosterilecektir [11].

Teorem 2.2.1.x = (X, ) dizisi L ye yakinsak ise (X, ) dizisi Lye o, - yakinsaktir [11].

Ispat.e >0 olsun. n>N, icin |Xk—L|<§ olacak sekilde pozitif bir N, tamsayisi

mevcuttur. Bu taktirde n > N, i¢in
1 g
—[\Xy + X, + X, +...+ Xy )= N, L <—
n‘( 0 1 2 N, 1) 1 ‘ 5

olacak sekilde bir pozitif N, tamsayis1 mevcuttur. N = max{N1 ,Nz} olsun. Eger n> N ise,
bu taktirde

dir. Tersi dogru degildir. Gergekten X, = 1+(— 1)” dizisi o, - yakinsaktir ancak yakinsak
degildir.

Teorem 2.2.2. S—limx =L veher ke IN i¢in |x,|<M ise o, —limx=L dir[6].

Ispat. L =0 olsun o, —limx =0 oldugunu gdsterelim. Bu taktirde




1
=9 2+ 2 x|

n 1<k<n 1<k<n
‘Xk‘<£ ‘Xk‘zg

S%ng+%M‘{kSn:|xk|25}(

dir. Sag taraf n — oo i¢in sifira gittiginden

lim> %, =0

nNo

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. Teoremin karsit1 dogru degildir. Gergekten X = (1,0,1 ,0,...)
seklinde tanimlanan dizinin aritmetik ortalamasi yz ye yakinsaktir. Fakat bu dizi istatistik-

sel yakinsak degildir.

Tamm 2.2.2. X =( X, ) kompleks terimli bir dizi ve p € IR" olsun. Eger
LS p
hm—Z|Xk - L| =0
NG

olacak sekilde L sayisi varsa x dizisi L ye kuvvetli p - Cesaro yakinsaktir denir. Kuvvetli p-
Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi

®, :{x = (xk):lile|xk —L|" =0, en az bir L igin}
I | e
ile gosterilecektir [8].

Teorem 2.2.3. p e IR ve 0 < p <o olsun. Bir X =(X, ) dizisi, L sayisina kuvvetli p-Cesaro
yakinsak ise L sayisina istatistiksel yakinsaktir. Tersine X =(X,) dizisi L sayisina
istatistiksel yakinsak ve sinirli ise L sayisina kuvvetli p - Cesaro yakinsaktir [8].

Ispat. x e w ve £ >0 olsun. Bu taktirde

n
S -t = Thi-t+ -t
k=1 1<k<n 1<k<n

[x—L|<e [%—L|ze

ng‘{kSn:|Xk—L|25H

elde edilir. Buda S —limX, = L demektir.



Siirhh bir X =(X, ) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve K :||X||Oo +L

diyelim. ¢ >0 verilsin. Her n>N_i¢in N, u

olacak sekilde segelim ve
1
L = kSn:|xk—L|2(§jp

diyelim. Bu taktide n> N, i¢in

IS - [zm SRS >
k=1 k<n k<n
kel, kel,
<l( ¢ o inl j
n
<fif-¢
2 2

elde edilir. Buradan X = (X, ) dizisi L sayisina kuvvetli p - Cesaro yakinsaktir.

2.3. A\ - istatistiksel Yakisakhk

Bu boliimde (V,A4)- toplanabilme ve A - istatistiksel yakinsaklik kavramlarini verecegiz.

A=), 4
azalmayan bir dizisi olsun.

a<A,+1, A4,=1, A, - o (n—>ow) olacak sekilde pozitif sayilarin

n

Genellestirilmis Vallée-Pousin ortalamasi

tn(X)— zxk

n kel,

ile tanimlanir. Burada |, =[n—A4, +1,n] dir.

10



Eger n > o icin t (X)—> L ise Xx=(X, ), (V,A4)- toplanabilir dizidir denir.
Eger A, =n ise (V,1)- toplanabilirlik (C,l)- toplanabilirlige indirgenir. Kuvvetli
Cesaro toplanabilir ve kuvvetli (V,4)- toplanabilir dizilerin siniflar

[C.1]= {x =(X,): limlznjxk —L|=0, en az bir L igin}

n—w N k=1

ve

[V,ﬂ]:{x:(xn):£%%2|xk —L|=0, en az bir L igin}
n kel,

olarak tanimlanir. Eger X=(X,) L ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ise bu X, — L[C ,1],
kuvvetli (V,1)- toplanabilir ise x, — L[V ,4] olarak yazilir.

Tamm 2.3.1. Eger her ¢ >0 i¢in

giigz_ln‘{ke % - L= =0

ise X =(X, ) dizisine L ye A - istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda
S, -limx=L veya X, > L(S,)
yazilir ve A - istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilir, yani
S, ={x:Sl —~limx =L, en az bir Li(;in}
dir [12].
Uyari .

1) Eger 4, =nise S, =S dur.

i, kel,
i1) Ay = A
0, kel,

olmak iizere A=(a,) olsun. Bu durumda A- istatistiksel yakinsaklik A- istatistiksel
yakinsakligin 6zel bir hali olur.

11



A, A

terimli A =(4, ) dizilerinin kiimesini gostersin.

<A, +1, A4, =1, 4, >+ (n—> o) sartlarim saglayan azalmayan pozitif

n+l
Teorem 2.3.1. A € A olsun. Bu takdirde
i [V,4]cS,,
i) ¢, NS, c[V,1],
i) S, N[V,A]1=[V,A]n?,

dir ve (i) deki kapsama kesindir.

ispat.i) £ >0 ve x, —» L[V, 4] olsun. Bu durumda

Z|Xk—L|Z Z|Xk—L|Zg‘{ke I, :|Xk—L|Zg}‘

kel, kel
‘Xk—L‘Za‘

dir. Boylece x, — L[V,1] iken x, — L(S,) olur. Kapsamanmn kesin oldugunu gdstermek

icin X =(X, ) dizisini

]+1§k§n icin

k, n—ﬂ\/Z

0, diger durumlarda

X, =

seklinde tanimlayalim. Burada “ H bir saymnin tam kismini gostermektedir. Bu durumda

Xegl ve

Nesl

A

%‘{keln :|Xk—L|Zg}(:

n

— 0, (n—>oo)

n

dir. Yani x, — 0(S,) dir. Diger taraftan

iZ|xk -0, (n>x)
/In kel,

yani X, — O[V,4] olur.
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ii) Kabul edelim ki tim k degerleri i¢in |Xk - L| < M olmak iizere xe/, ve x, = L(S,)

olsun. & >0 verildiginde

1
T2k = k- X
n kel, kel, kel,
‘Xk—L‘Zs ‘Xk—L‘<£

X, —L|

SAM‘{ke I, :|xk—L|Zg}(+g

n

dir.
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3.BOLUM
3.1. A"-Dizi Uzaylan

Fark dizileri kavrami ilk olarak Kizmaz [13] tarafindan tanimlandi. 1981 yilinda Kizmaz
AX = (AXk ) = (Xk — Xy ) olmak iizere

(. (A)={x=(x):Axel_},
c(a)

¢, (a)

{x=(x):Axec},

{x=(x):Axec,}

dizi uzaylarini tanimladi ve bu uzaylarin |||, = x|+ sup|xk| ile birer Banach uzay1 oldugunu
k

gosterdi.

Et ve Colak [14], me IN, A% = (x, ), AX = (X, — X, ), A"x = (A"X, )= (A"™"x, —A™"'x,.,)
Ve

m m
A" X, = Z(_ 1)V (V jka
olmak iizere
Kw(Am): {x = (X, )1 A"X efm},
c( ’“)z {x =(X):A"x€ c},

cy(a”)

{X=(Xk):AmXECO}

m
dizi uzaylarmi tamimladilar ve bu uzaylarm [X|,» = > _[x|+ sup‘Aka‘ ile birer Banach uzay1
i=1 k

oldugunu gosterdiler.

3.2. A"-istatistiksel Yakinsakhk

X herhangi bir dizi uzay1 ve m € IN olmak tizere

X(am)=fx = (x,): (a"x, )& X |

14



dizi uzayini tanimlayalim. Bu boliimde X ( " ) ve X arasindaki iligkiler verilip X( " ) in bazi
topolojik ozellikleri incelenecektir.

Teorem 3.2.1. X bir lineer uzay ise X (Am ) de bir lineer uzaydir [15].
Ispat. x,y e X( m) ve « bir skaler olsun.

i) xe X( m) ve yeX( m) ise A"xe Xve A"ye X dir. X lineer uzay oldugundan

A"X+A"y e X, A" lineer oldugundan A" (Xx+Yy)e X yazilabilir. Buradan x+Yy e X(A")
elde edilir.

i) Xe X( m) ve «a bir skaler olsun. Bu taktirde A"xe X dir. X lineer uzay
oldugundan @A"x e X yazilabilir. A" lineer oldugundan A"(ax)e X olup tanimdan
ax e X(A™) elde edilir.

Teorem 3.2.2. X cY ise X(A")cY(A") dir[15].

Teorem 3.2.3. X, ||| normu ile bir Banach uzay1 ise X (Am)

m
Xl =]+
i=1

normu ile bir Banach uzaydir [15].

Teorem 3.2.4. X ayrilabilir ise X(Am) de ayrilabilirdir [15].

ispat. X ayrilabilir olsun. Bu taktirde A= X oldugundan A(A™)= A(A™) = X (A™)
dir. Simdi

f:AA™Y > A, f(X)=A"X

dontistimiint tamimlayalim. f birebir orten bir doniisiimdiir. Buradan A(A™), X (A™) nin

A(A™) = X(A™) olacak sekilde sayilabilir bir alt ciimlesidir. Buradan X( m) ayrilabilirdir.

Sonug 1. ¢ (A™) , ¢(A") ve £ (A") (1< p<co) aynlabilirdir [15].

Teorem 3.2.5. X bir vektér uzay1 ve Ac X olsun. A konveks ise A(A"), X(A") de
konvekstir [15].

Ispat. x,y e A(Am) olsun. Bu taktirde A"X,A"ye A dir. A" lineer oldugundan 0< A <1
igin

15



AN X+ (1= DA™Y = A" (Ax+ (1= 2)Y)

yazilabilir. A konveks oldugundan (AA"x+(1-A)A"y) e A dir.
Buradan (AXx+(1-A4)y) e A(A") dir.

Tanmm 3.2.1. X =(X, ) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

lim%‘{k <n :‘Amxk - L‘ > g}‘ =0,

n—oo

yani h.h.k i¢in |A"X, — L‘ <& ise X =(x, ) dizisi L sayisina A" - istatistiksel yakinsaktir denir

ve X, — L(S(A™)) ile gésterilir.
A" —istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S(Am) ile gosterilir. L =0 olmas1 halinde

S, (Am ), yani sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi elde edilir [15].
Sonug 2. S(Am ) bir lineer uzaydir [15].

Tanim 3.2.2. X =(X, ) kompleks terimli bir dizi ve p >0 reel bir say1 olsun. Eger

1imlzn:\Amxk -1" =0

n—o n k=1

olacak sekilde birL sayisi varsa X dizisi L ye kuvvetli A7 - Cesaro yakinsaktir denir.

Kuvvetli A",‘) - Cesaro yakisak dizilerin climlesi Wp(Am ) ile gosterilir, yani
w,(A") = {x = (%) liP%Z‘Amxk —1" =0, n—>w, p>0, enbir bir L igin}
k=1
dir. x € W, (A™) olmast halinde x, — L(Wp (A" )) yazilir [15].

Teorem 3.2.6. pe IR, 0 < p <o olsun.

) x —Lw,(A™) ise x, > L(S(A™)) dir.
i) X el (A") ve x —L(S(A™)) ise x, — L(w,(A™)) dir [15].

Ispat.i)x =(x,) ew ve &>0 olsun. Bu taktirde

n
Ylamx -1 = Ylamx, "+ Y|amx, - L]’
k=1 1<k<n 1<k<n

‘Amxk—L‘q ‘A’"Xk—L‘Zg

16



> gp‘{k <n :‘Amxk - L‘ > g}‘
elde edilir. Eger x, — L(w,(A™)) ise x, — L(S(A™)) dir.

i) x, > L(S(Am)) olsun. M =HAmX”O0 +|L| diyelim. £>0 verilsin. Her n> N, igin

N, sayisini

1
1 kSn:\Amxk—L\z(fjp < ¢
n 2 2M P

olacak sekilde secelim ve

diyelim. Bu taktirde n > N i¢in

D 1 = S A S 1
nio N| g<n k<n

kel,

=~
m
:|_

<L(_ne Mp+n£)
n\2M?* 2
S£+£=€

2 2

elde edilir. O halde x, — L(w, (A™)) dir.

Sonuc¢ 3.5/ = S(A")N/_(A™) [15].

Sonug 4. S(A") N {_ (A")=w, (A") N[ (AT)[15].

Tanmm 3.2.3. X =(X,) e W olsun. Eger her & >0 icin

linm% {k <n :‘Amxk —AmXN‘ > 5}‘ =0

olacak sekilde birN = N(¢&) sayisit varsa X =(X, ) dizisine A"- istatistiksel Cauchy dizisi
denir [15].
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Teorem 3.2.7. Eger x=(X, ) dizisi A"- istatistiksel yakinsak ise X=(Xx,) dizisi A"-
istatistiksel Cauchy dizisidir [15].

ispat. Kabul edelim ki X, — L(S(A™)) ve &> 0 olsun. Bu taktirde h.hk igin
A", — L] < £
2
yazabiliriz. N sayisin1 h.h.k i¢in
m £
‘A XN - L‘ < E
olacak sekilde se¢elim. Bu taktirde h.h.k i¢in

A"X, = A"Xy| <|A"X, —L|+]A"x, -]

olur. X =( X, ) dizisi A" - istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.2.8. y, A"- istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Eger x, h.h.kk igin A"x, =A™y,
olacak sekilde bir dizi ise x, A" - istatistiksel yakinsak bir dizidir [15].

Ispat. hhkigin A"x, =A"y, ve y, — L(S(Am)) olsun. & > 0 verilsin. Bu taktirde her n
i¢in

{kSn:‘Amxk —L‘Ze}c {k <n:|A"x, ;tAmyk‘}u{k <n:|A"y, —L‘Zg}

yazabiliriz. Esitsizligin ikinci yanindaki son ciimle sabit sayida eleman igerir. Bunu ¢ = g(¢)
ile gosterelim. Her iki tarafin n — oo igin limiti alinirsa h.h.k i¢in A", = A"y, oldugundan

lim[fc < n:|amx, L] > ¢f <lim[fc<n:|am, 2 A"y, [} +1im

nn nn n

yazilabilir. Buda x, — L(S (A" )) oldugunu gosterir.
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Teorem 3.2.9.
(1) c(A™) = S(A™) ve bu kapsama kesindir.
(i) S(A™) ve ¢ _(A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir.
(iii) S(A™) ve [ birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir.
(iv) S ve c(A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir.

(v) S ve c,(A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlart vardir.

(vi) S ve ¢_(A™) birbirlerini kapsamazlar ancak ortak elemanlar1 vardir [15].

Ispat. c = S oldugundan c(A™) c S(A™) dir. Simdi

A"X, = (3.2.1)
0, k#n* n=123,..

seklinde segelim. Bu taktirde A"xeS fakat A"xgc dir. ccS(A") , ccc(A"),
ccl (A"),ccS,ccl, ve cnC,(A")#¢ oldugundan S(A™) ile 7 (A™), S(A™) ile
(., S(A") ile S, S ile c(A™), S ile ¢,(A™) ve S ile ¢ (A™) nin ortak elemanlar1 vardur.
Simdi bu uzaylarin birbirlerini kapsamadiklarini gosterelim.

(ii) Yukarida tanimlanan diziyi goz oOniine alalim. xe S(A™) fakat xg/ (A"™)
dir. x = (1,0,1,0,...) secersek A"x, = (=1)*'2™" ve x e/ _(A") fakat x ¢ S(A") dir.

(iii) (3.2.1) de tanimlanan dizi sinirl degildir. Ancak A" - istatistiksel yakinsaktir. Tersine
x =(1,0,1,0,...) e £ secersek x ¢ S(A™) dir.

1, k=m?
(iv) X =
0, k=m?, m=123,..

dizisini gozoniine alahm. X € S, fakat x ¢ C(A™) dir. Tersine x = (k) segersek x ¢ S fakat
X € ¢(A"™) dir.
(v) (iv) de verilen dizi bu sikkin sartin1 da saglar.

(vi) X, =

seklinde X dizisini tanimlayalm. xeS ancak x g/ _(A™) dir. Tersine X = (k) olarak
alinirsa, X e £ (A™) fakat x ¢ S olur.
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4. BOLUM

Bu bolimde bir M Orlicz fonksiyonu, bir 4 =(A,)e A dizisi ve A" operatorii
kullanilarak [V,i,M , p] (A™), [V AM, p]0 (A") ve [V AM, p]oo (A") dizi uzaylar

tamimlanacak ve A" —istatistiksel yakinsaklik ile bu uzaylar arasindaki bazi kapsama
bagintilar1 verilecektir. Ayrica bu uzaylarin baz1 6zellikleri incelenecektir.

4.1. A" — istatistiksel Yakinsakhik

Tanmm 4.1.1. 4 =( 4, )€ A sabit bir dizi olmak {izere her & > 0 i¢in
lirni {k el,: ‘Amxk - L‘ > g}‘ =0

ise x=(X, ) dizisine L ye A" —istatistiksel yakinsaktir veya S » —yakmsaktir denir. (X, ),
L' ye A" —istatistiksel yakinsak ise S , —limx =L veya X, — LS,(A") seklinde yazilir ve

A" —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, (A™) ile gosterilir, yani

SA(Am)z{x ew:S , —limx=Len az bir L igin}
dir [12].

4.2. Orlicz Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tanimlanan Baz1 Yeni Dizi Uzaylar

Bir Orlicz fonksiyonu, stirekli, azalmayan, konveks, M (0) =0, x >0 i¢in M (x) > 0
ve x —> oo iken M (x) - oo satlarini saglayan bir M : [0, ) — [0, o) fonksiyonudur.

Bir M Orlicz fonksiyonu her zaman

M(x):jp(t)dt

integral formunda gosterilebilir. Burada M nin ¢ekirdegi olarak bilinen p , azalmayan, t> 0
icin sagdan tiirevlenebilir, p(0) =0, t> 0 icin p(t)>0 ve t— o iken p(t) — oo dur.

Bir Orlicz fonksiyonu verilmis olsun ve

q(s) =sup{t: p(t) <s;
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olsun. Bu taktirde
N(X) :jq (s)ds
0

seklinde bir N fonksiyonu vardir. Burada q(s), p(t) nin tiim 6zelliklerine sahip olan N nin

cekirdegidir. Agikca N bir Orlicz fonksiyonu olur. Bu sekildeki M ve N fonksiyonlari
birbirinin alisilmis tamamlayicisi olarak adlandirilir.
Orlicz fonksiyonuna ayni zamanda O — fonksiyonu da denir.

Her bir M Orlicz fonksiyonu i¢in
1, = {x=(xk)eW:ZM(]xk|)<oo}
k=1

seklinde tanimlanan 7,, ciimlesine Orlicz dizi smifi denir.

Lindenstrauss ve Tzafriri [16] Orlicz fonksiyonu fikrini kullanarak

{X (X, )ew: ZM[| k|J<oo, enazbir p >0 igin}
dizi uzayini tanimladi.

Tanmm 4.2.1. M bir Orlicz fonksiyonu, meIN, A=(4,)eA ve p=(p,) pozitif reel
sayilarin herhangi bir dizisi olsun. Bu durumda

A"x, —L
V,AM,p] (A" )=9x=(X,): hm/%z {uj =0, enazbir Lve p>0 iginy,
N P

n kel,

m

Pk
_k‘] =0, enazbir p>0 iging,

P

n kel,

V,AM,p], (A™)=4x=(x,): 11m/%2 M[

Px
ATX
[\/,Z,M,p]w(Am )= X:(Xk):supiz M(u} <o, enazbir p>0 igin

nelN n kel, p

tanimlanir.
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[\/,/1,M , p] (A™) , [\/,Z,M , p]0 (A™) ve [\/,A,M , p]w (A™) dizi uzaylarinin taniminda
vk € IN igin p, =1 almrsa sirasiyla [V, A,M[(A™) , V,A,M], (A™) ve V., A,M], (A™)
uzaylar elde edilir.

x e[V,4,M](A") ise (X, ) dizisi, M Orlicz fonksiyonuna gére kuvvetli (V,1) (A™)-
toplanabilirdir denir.

vk e IN igin p, =1, M(x)=x almirsa [V,A,M,p] (A" )=[V,A] (A™) ve Vk e IN i¢in
p.=1, 4, =1 ve M(x)=x almirsa [V,A,M,p](A")=[C,1](A™) elde edilir. Bu uzaylar
acik olarak asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

(C,1)(A™) ={x cw: 1imlz(Amxk ~L)=0, enazbir Ligin}

N—o0 n k=1

n—oo n

[C.1](A"™) Z{X eEW: limLZ‘Aka - L‘ =0, enazbir Ligin}
k=1

n—o0 /1n kel,

(V,A)(A™) Z{Xe W: limLZ(Aka - L):O, en az bir Ligin}

[V,A1(A™) Z{Xe W : limiz A"X, — L‘ =0, enazbir Ligin}

—0
n kel,

[CLII(A™) < (C,1)(A™), [V,A1(A™) < (V,A)(A™") ve X =(C,1),[C,1],(V,A)
veya [V ,A]icin X(A™"' )c X(A™) oldugu agiktir.

Teorem 4.2.1. S(Am ) cS, (Am ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

liminf 22 > 0 (4.2.1)

n—oo n

olmasidir [12].

Ispat. & >0 icin

{kSnZ‘Aka—L‘ZE}D{kE|nIAka—L‘ZE}}
dir. Boylece
%‘{kﬁn:‘Amxk —L‘Zg}‘ > %‘{k el, :|A"x, —L‘Ze}‘
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> ﬁ/%—ln‘{ke I, :

. Amxk—L‘Zgﬂ

olur. N —> oo igin limit alip (4.2.1) i kullanrsak X, — LS(A"™) iken x, — LS,(A") elde
ederiz.

0

i alt dizisini segelim. Oyle ki

Tersine, kabul edelim ki lim inf A =0 olsun. (n(}))
nN—oo n
A
2o Lo x= (x,) dizisini
njp J

AmX _ 1 . iE In(J) ise j=1,2,...

0 , diger durumda

seklinde  tamimlayalim.  Boylece  xe[C,1](A") ve xeS(A") dir. Diger
taraftan X ¢ [V,A](A") ve x¢S,(A"™) dir. Bu bir ¢eligkidir. O halde (4.2.1) dogrudur.

Teorem 4.2.2. (C,1)(A™) uzay1

n
Ny A",
k=1

TN
i=1 ne
normu ile bir BK —uzay1, [C,1](A™) uzay1 da

m n
i = S s ' S |
i=1 neIN k=1

normu ile bir BK —uzayidir [12].

Teorem 4.2.3. 1 =(4,) olsun.
i) [V,41(A")c S,(A™) dir ve bu kapsama kesindir.
ii) Eger xel (A") ve X, — LS,(A") ise x, > L[V,4])(A") dir.
i) S,(A")L_(A™) =[V,A1(A™) [, (A™) dir[12].

Ispat.i) >0 ve x, — L[V,A](A™) olsun. Bu taktirde

A"X, — L‘ 28}‘

S -z Y[anx, ~Lzdkel,:
kel, kel,
‘Amxk—L‘Zg
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yazilabilir. Boylece x, — L[V,4](A") = x, —> LS,(A") olur.
Kapsamanin kesin oldugunu goéstermek icin X =( X, ) dizisini
k, k=n*, n=1223,...
0 , diger durumlarda
seklinde tanimlayalim. Bu taktirde x ¢ ¢ (A"™), X, = 0S,(A™) ve x [V ,A](A") dir.

ii) X —LS,(A"), xel,(A") ve her ke IN igin |A"x, —L|<M oldugunu kabul

edelim. Bu taktirde her & > 0 i¢in

1 m 1 m 1 m
/I_Z‘A Xk_L‘:ﬂ_ Z‘A Xk —L‘+/1— Z‘A Xk—l_‘

n kely n kel, n kel,
‘Amxk—L‘zf; ‘Amxk—L‘Q'
M
SA_‘{k el, :|A"x, — L‘Zg}hg

n

yazilabilir. Bu nedenle x, — L[V,A](A™) dir.

Teorem 4.2.4. m pozitif bir tamsay1 olsun. M bir Orlicz fonksiyonu ve p =( p, ) smirlt bir
dizi olsun. Bu taktirde [V,4,M,p](A™) ,[V,4,M,p], (A™) ve [V,A,M,p], (A™) uzaylar
C kompleks sayilar kiimesi iizerinde birer lineer uzaylardir [12].

ispat. x,y € [V,A,M,p], (A™) ve @, € C olsun. Bu durumda

Px
.1 ‘Amxk‘
lim— M| —— =0
nl_I};/q“n lg‘:[ { P J]

Pk
.1 ‘Amyk‘
lim— M| —— =0
nl_rilo/q“n k;‘:[ ( P> ]]

olacak sekilde pozitif p, ve p, sayilart mevcuttur.

A
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p;=max (2| ol p1,2|[3| p,) diyelim.

M azalmayan, konveks ve A" lineer oldugundan

‘Am(axk-i_ﬁyk)‘ i 1 ‘aAka"'ﬂAmyk‘ i
— =— M
nk%:[ ( P inkg‘: P
. [ ENC
A K
e
A ke, 2pk P>
RPN
A P P>
<o) e (2] o

bulunur. Burada C=max{1,2""'} ve H =sup p, dir.Buda [V,A,M,p], (A™) nin lineer

kelN

uzay oldugunu ispatlar.

Teorem 4.2.5. m pozitif bir tamsay1 olsun. M bir Orlicz fonksiyonu ve p =( p, ) swnirl bir

kelIN

dizi olsun. [V AM p]0 (A" ) uzay1 H = max{l,sup pk} olmak tlizere

Am
g(x) = infd p 7 - %Z{M{MH <1, n=123,.

paranormu ile bir paranormlu uzaydir [12].
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Ispat. g(x)=g(-x) oldugu asikardir. Teorem 4.2.4 iin ispatinda a =1, B=1 almirsa
g(xX+Yy)<g(x)+g(y) esitsizligi elde edilir.x=0 i¢in A"x=0 oldugu agiktir. M (0) =0

oldugundan x =0 i¢in inf {pp%* } =0 olur.

Simdi skaler ¢arpimin siirekli oldugunu ispatlayacagiz. r herhangi bir say1 olsun.
Tanimdan

)}

W,
g(rx) = inf p%: —Z[ [‘A (%, )‘J] <1, n=123,...

n kel p

Am Pk %‘|
A X
~inf] p"H : %Z[M{MH <1, n=123..

n kel, P

yazariz.s = p/|r| alimrsa

o))
X
g(rx) = inf (|r|s)')"/H : %Z[M{—kﬂ <1, n=123,..

r|” <max (1,|r[**") oldugundan

i,

m Py
g(rx) < (max L[> /" inf{s" . znlz[M[MH <1, n=123..

kel, S

elde edilir. g(x), [V AM, p]o da sifira yakinsak oldugundan g(rx) de sifira yakinsaktir.

Simdi i — o iken r, =0 oldugunu kabul edelim. x € [V,4,M,p], (A™) olsun. & >0
verilsin . Bu taktirde en az bir p >0 ve n> N i¢in

-1 M pk< e H
A kz[lvl( p <(g/2)
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olacak sekilde bir N pozitif tamsayisi segebiliriz. Bu en az bir p > 0 ve n > N i¢in

ﬂn'Z[M{MJ] <¢g/2
kel, P

olmasi demektir. 0 <|r|<1 olsun. M nin konveksligini kullanirsak, n > N igin

m P m Pk
MZ{M[MH d"lZ['r'M[MJ] <(e/2)"
kel, P kel, P

elde ederiz. M, [0,00) araliginda siirekli oldugundan, n < N igin

) tamx,[\]"
f=2"Y|M
®) kZ[ ( >

H
0 da stireklidir. Boylece 0 <t<¢ i¢in |f(t)| < (gj olacak sekilde 1>06 >0 vardir. K

sayisint 1 > K igin |ri| < 0 olacak sekilde segelim. Bu taktirde i > K ve n < Nigin

m Py %‘i
AIZ[M[MH <el2

kel p

n

2

A X

Yy I V| e

nk%:[ ( p ﬂ <€

ve r— 0 ig¢in g(rx) — 0 olur.

dir. Boylece i > K igin

Teorem 4.2.6. m>1 olsun. X, [V,4,M], [V,4,M], veya [V,4,M]  dizi uzaylarindan
birini gostersin. Bu taktirde X (A™") < X(A™) dir ve bu kapsama kesindir [12].

Ispat. Ispati sadece [V,4,M], dizi uzay1 igin verelim. [V,A,M] veya [V,A,M], dizi
uzaylar1 icin ispat benzer sekilde yapilir. X € [V,4,M]_(A™") olsun. Bu taktirde p >0 igin
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Lol

dir. M azalmayan ve konveks oldugundan

1 ‘Amxk‘ 1 T A o
— D> IM|——||=—)> | M
) s
1 1 ‘Am_l Xy ‘ 1 1 ‘Am_l Xis1
<— D> -M——||+— ) |- M| ——

yazilir. Boylece [V,4,M] (A"")c[V,A,M] (A") elde edilir. Bu yol takip edilerek
i=12,..m-1i¢in [V,A,M] (A)c[V,A4,M] (A") elde edilir. x=(k™)&[V,4,M]_ (A™)\
V,2,M], (A™") oldugundan bu kapsama kesindir.

Teorem 4.2.7. [V AM, p]o ve [V AM, p]w dizi uzaylar1 normaldir [12].

ispat. ispat: [V,A,M,p], dizi uzay1 igin verelim. (x,) € [V,4,M, p], ve (e, ) dizisi Vk € IN

icin |ak| <1 olacak sekilde bir dizi olsun. Bu taktirde

1 |akxk|J " a [|Xk|j "
A M| —— A M| — 0 o
. Z{ ( " <2, Z S| 20 (o)

dir. Buradan (a,x,) € [V,4,M,p], olup [V,2,M,p], dizi uzay1 normaldir.

Uyarl. m >0 oldugu zaman [\/,A,M , p]o (A™) ve [V ,A,M ,p]w (A™) dizi uzaylar1 genelde
normal degildir. Bunun i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek. m=1, p, =1 ve M(X) =X olsun. Bu taktirde (x,)=(k) e [V,4,M,p], (A?) fakat
VkelIN igin (e, )=(-1)" almmsa (o, % )¢ [\/,/1,M , p]o (A’) dir. O halde
V,A.M,p], (A*) dizi uzay: normal degildir.

Sonuc 4.2.8.

i) [V,4,M,p], ve [V,4,M,p], dizi uzaylari monotondur.

i)y [V,4,M,p], (A™) ve V,A,M,p], (A™) dizi uzaylan perfekt degildir.
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Teorem 4.2.9. m pozitif bir tamsay1 olsun. Herhangi bir M Orlicz fonksiyonu i¢in
V,A,M](A™")c S,(A™) dir [12].

Ispat. x e [V,4,M,](A") olsun. ¢ >0 igin
A"X, — L] A", — L]
YRRY —‘ « > 2! (V] —
‘Amxk—L‘Z‘s

> M e/ p)k e, A%, ~ L] ¢f

bulunur. O halde x € S, (A™) dir.
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