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1. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

TANIM 1.1. (Metrik Uzay)  boştan farkl¬ bir cümle olsun. Aşa¼g¬daki

özellikleri sa¼glayan,  :  £ ! R dönüşümüne  üzerinde bir metrik, ( )

ikilisine ise bir metrik uzay denir. Bu özellikler; 8    2  için

M1)  ( ) ¸ 0

M2)  ( ) = 0,  = 

M3)  ( ) =  ( )

M4)  ( ) ·  ( ) +  ( )

şeklindedir.

ÖRNEK 1.1. 2 [ ] uzay¬n¬n elemanlar¬  ()   ()   şeklinde [ ] ka-

pal¬ aral¬¼g¬nda reel (veya kompleks) de¼gerli, karesel anlamda integrallenebilen

fonksiyonlard¬r.  () 2 2 [ ] olmas¬ için gerek ve yeter şart

Z



j()j2  1

olmas¬d¬r. 2 [ ] uzay¬; 8  ()   () 2 2 [ ] için

( ) =

0
@

Z



j ()¡  ()j2 

1
A

1
2



metri¼gine göre bir metrik uzayd¬r.

TANIM 1.2. (Normlu Uzay) ,  cismi üzerinde tan¬ml¬ bir lineer uzay

olsun.

k¢k :  ! R

 ! kk

dönüşümü a̧sa¼g¬daki şartlar¬ sa¼gl¬yorsa bu dönüşüme üzerinde bir norm, (k¢k)

ikilisine ise bir normlu uzay denir. 8   2  ve  2  skaleri için

N1) kk ¸ 0

N2) kk = 0,  = 0

N3) kk = jj kk

N4) k+ k · kk+ kk

şeklindedir.



ÖRNEK 1.2. 2 [ ] uzay¬  () 2 2 [ ] olmak üzere

kk =

0
@

Z



j j2 

1
A

1
2

ile tan¬mlanan norma göre bir normlu uzayd¬r.

TANIM 1.3. (Operatör) Tan¬m ve de¼ger kümesi vektör uzay¬ olan dönüşüm-

lere operatör denir.

TANIM 1.4. (Lineer Operatör) Bir  lineer operatörü; ( ) tan¬m

bölgesi ve ( ) de¼ger bölgesi birer vektör uzay¬ olan ve 8   2 ( ) ve her 

skaleri için;

 (+ ) =  () +  ()

 () =  ()

özelliklerine sahip olan bir operatördür.  ve  normlu uzaylar ve ( ) ½ 

olmak üzere  : ( )!  şeklinde verilen bir lineer operatör olsun. 8  2 ( )

için;

k ()k ·  kk 

olacak şekilde bir   0 say¬s¬ mevcut ise  operatörüne s¬n¬rl¬d¬r denir. Bu

eşitsizli¼gi sa¼glayan  sabitlerinin en küçü¼güne  operatörünün normu denir ve

kk ile gösterilir.

TANIM 1.5. (Hilbert Uzay¬) Bir iç çarp¬m uzay¬ (ya da bir ön-Hilbert

uzay¬), üzerinde bir iç çarp¬m tan¬mlanm¬̧s bir  vektör uzay¬d¬r. Burada iç

çarp¬m  £ !  şeklinde olan ve 8    2  ve  2  için

1) h i ¸ 0 h i = 0,  = 0

2) h  + i = h i+ h i

3) h i = h i

4) h i =  h i

şartlar¬n¬ sa¼glayan,  gösterimine sahip olan bir dönüşümdür. Bir iç çarp¬m

uzay¬ üzerindeki norm; kk =
p
h i şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger;  deki tüm

Cauchy dizileri yak¬nsak (iç çarp¬m üzerindeki norma göre tam) ise  uzay¬na

bir soyut Hilbert uzay¬ denir.

2



ÖRNEK 1.3.  = 2 [ ] bir Hilbert uzay¬d¬r.  () 2 2 [ ] ise,

 ()  0 integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere

Z



 () j ()j2  1

şeklinde olur. Bu uzayda iç çarp¬m 8  ()   () 2 2 [ ] için

h i =
Z



 ()  ()  ()

olarak tan¬mlan¬r.

ÖRNEK 1.4.  = 2 [ ] uzay¬ bir Hilbert uzay¬d¬r. Bu uzay¬n ele-

manlar¬  ()   ()   şeklinde [ ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, reel (veya kompleks)

de¼gerli, karesel integrallenebilen fonksiyonlard¬r. Bu uzayda iç çarp¬m ise 8

 ()   () 2 2 [ ] için

h i =
Z



()()

şeklinde tan¬mlan¬r.

TANIM 1.6.(Rezolvent operatör, Regüler de¼ger, Öz de¼ger, Öz fonksiyon)

 Hilbert uzay¬nda lineer bir operatör olsun.  2 C olmak üzere  ¡  op-

eratörünü gözönüne alal¬m. E¼ger  ¡  operatörünün tersi mevcut ve s¬n¬rl¬ ise

  ( ) rezolvent cümlesininin bir eleman¬d¬r denir. Bu şekildeki  lar regüler

de¼ger ad¬n¬ al¬r. Ayr¬ca  ( ) = ( ¡  )¡1 operatörüne ise  operatörünün

rezolvent operatörü denir. Bu şart¬ sa¼glamayan  de¼gerlerine  operatörünün bir

öz de¼geri, bu öz de¼gere kaŗs¬l¬k gelen s¬f¬rdan farkl¬ çözüm fonksiyonuna ise 

operatörünün öz fonksiyonu denir.

TANIM 1.7. (Spektrum) Regüler olmayan (singüler) tüm  de¼gerlerinin

kümesine  operatörünün spektrumu denir ve  ( ) ile gösterilir.  ( ) = C ¡

 ( ) dir. Bir  operatörünün spektrumu üç gruba ayr¬l¬r ve bunlar şu şekilde

adland¬r¬l¬r:

1  ( ) mevcut de¼gil ise  ( ) kümesine diskret spektrum

2  ( ) s¬n¬rl¬ de¼gil ise  ( ) kümesine sürekli spektrum

3  ( ) nin geri kalan noktalar¬n¬n kümesine ise  ( ) art¬k spektrum (veya

residual spektrum) denir.
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TANIM 1.8. (Başlang¬ç ve S¬n¬r Koşullar¬) Başlang¬çta modellenen

probleme uygun çözümün bulunabilmesi için problem oluşturulurken baz¬ yard¬mc¬

şartlar gerekir. Bu şartlar genel olarak iki ba̧sl¬k alt¬nda toplanabilir:

() S¬n¬r şartlar¬: S¬n¬r şartlar¬ k¬smi diferensiyel denklemin sa¼gland¬¼g¬ ­ böl-

gesinin ¡ s¬n¬r¬ boyunca sa¼glanmas¬ gereken şartlard¬r. S¬n¬r şartlar¬n¬n üç farkl¬

şekli   ve  fonksiyonlar¬ ¡ üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar olmak üzere özel

isimleriyle şu şekildedir.

  : j¡ = 

  :




¯̄
¯̄
¡

=  ( 0)

 ()    : + 



= 

() Baslang¬ç şartlar¬: Başlang¬ç şartlar¬ sistemin ba̧slang¬c¬nda ­ bölgesi

boyunca sa¼glamas¬ gereken şartlard¬r. Genel olarak,başlang¬ç şartlar¬ fonksiyon

ve bu fonksiyonun zamana göre türevinin kombinasyonu şeklindedir.

TANIM 1.9. (Sturm-Liouville Problemleri)  ()   () ve  () fonksiy-

onlar¬ [ ] aral¬¼g¬nda sürekli fonksiyonlar olmak üzere Sturm-Liouville denklemi

¡ 



·
()





¸
+ () =  ()  (1.1.1)

formuna sahip ikinci mertebeden bir diferensiyel denklemdir.  () fonksiyonuna

a¼g¬rl¬k veya yo¼gunluk fonksiyonu denir. S¬n¬r şartlar¬n¬ sa¼glayan yukar¬daki den-

klemin a̧sikar olmayan çözümleri için  de¼gerlerini bulmak, Sturm-Liouville prob-

lemi olarak adland¬r¬lan problemin bir parças¬d¬r. (1.1.1) denkleminde  () =

 () = 1 olarak al¬n¬rsa

¡00 + () = 

denklemi elde edilir.

Uygulamalarda s¬k s¬k kullan¬lan en temel operatörlerden birisi de  () reel

de¼gerli ve [ ] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon olmak üzere

 ´ ¡ 2

2
+ ()

formundaki Sturm-Liouville operatörüdür. Bu operatör için  () çözüm fonksiy-

onlar¬ cümlesi diferensiyellenebilir ve [ ] aral¬¼g¬n¬n uç noktalar¬nda verilmi̧s şart-
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larla belirlenir.  operatörü için en önemli s¬n¬r şartlar¬

() cos+ 0() sin = 0

() cos  + 0() sin  = 0

şeklindedir.

 = ¡
2

2
+ () =  (1.1.2)

denklemini ve

() cos + 0() sin = 0

() cos + 0() sin  = 0 (1.1.3)

s¬n¬r şartlar¬n¬ göz önüne alal¬m. (1.1.2)-(1.1.3) s¬n¬r de¼ger problemi literatürde

Sturm-Liouville problemi olarak bilinir. (1.1.3) s¬n¬r şart¬n¬ sin 6= 0 ve sin 6= 0

olmak üzere

() cot+ 0() = 0

() cot + 0() = 0 (1.1.4)

biçiminde yazabiliriz. Burada cot = ¡ ve cot  =  denilirse

0()¡ () = 0

0() +() = 0 (1.1.5)

s¬n¬r şartlar¬ elde edilir. E¼ger  () reel de¼gerli ve sürekli fonksiyon;  ve  say¬lar¬

da sonlu ise (1.1.2)-(1.1.5) problemine regüler Sturm-Liouville problemi bu şart-

lardan herhangi biri bozuldu¼gunda bu probleme singüler Sturm-Liouville problemi

denir.

TANIM 1.10. (Ters Sturm-Liouville Problemi)

¡00 + () =   2 [ ]   2 2 [ ]

() cos+ 0() sin = 0   2
h
0


2

´

() cos  + 0() sin  = 0

şeklindeki Sturm-Liouville probleminde,  öz de¼geri verilip () potansiyel

fonksiyonunun bulunmas¬ isteniyorsa böyle bir probleme ters Sturm-Liouville

problemi denir.
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TANIM 1.11. (Adjoint Operatör) 1 ve 2 Hilbert uzaylar olmak üzere,

 : 1 ! 2 s¬n¬rl¬ lineer bir operatör olsun.  nin  ¤ Hilbert adjoint operatörü

8  2 1 ve  2 2 için

h i = h  ¤i 

özelli¼gini sa¼glayan  ¤ : 2 ! 1 operatörüdür. E¼ger  operatörü için  ¤ =  ise

 operatörüne self-adjoint (kendine eşlenik) operatör denir. Bu durumda tan¬m

bölgesindeki tüm  ve  fonksiyonlar¬ için

h i = hi

şeklindedir.

TANIM 1.12. (Transpoz Matris) Verilen bir matrisin sat¬rlar¬n¬ sütuna,

sütunlar¬n¬ da sat¬ra yazmak suretiyle elde edilen matrise verilen matrisin trans-

pozu denir.

TEOREM 1.1. ·Ikinci mertebeden bir lineer diferensiyel denklem Sturm-

Liouville denklemi şeklinde yaz¬labilir.

·ISPAT:

0 () 
00 + 1 () 

0 + 2 ()  + 3 ()  = 0

ikinci mertebeden diferensiyel denklemi gözönüne al¬n¬r. Bu diferensiyel den-

klemin Sturm-Liouville denklemi biçiminde olmas¬ için  nin

(0)
0
= 00 + 00 = 0 () 

00 + 1 () 
0

yani () = 0() 0() = 1() olmas¬ gerekti¼gi aç¬kt¬r. Fakat genellikle

00() 6= 1() oldu¼gundan bu do¼grudan yaklaş¬m her zaman mümkün de¼gildir.

Bu denklemin her iki taraf¬  = () ile çarp¬l¬rsa

 () 0 () 
00 +  () 1 () 

0 +  () 2 ()  +  () 3 ()  = 0

denkleminin Sturm-Liouville tipi bir denklem olmas¬ için

() = ()0()

0() = ()1 () 
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olmas¬ gerekir. Buradan  için

0() =
()1 ()

0 ()


diferensiyel denklemi bulunur. De¼gi̧skenlerine ayr¬labilen bu diferensiyel den-

klemin bir çözümü

() = 

Z
1()
0()





dir. Bu çözüm kullan¬larak  = () çarpan¬ için

 =
()

0 ()
=

1

0 ()


Z
1()
0()





formülü elde edilir.

Demek ki, ikinci mertebeden bir diferensiyel denklemin Sturm-Liouville den-

klemi haline getirilebilmesi için, 0 () ve 1 () in      aral¬¼g¬nda sürekli

ve bu aral¬kta 0 () 6= 0 olmas¬ gerekir. Bu durumda,

0
B@

Z
1()
0()



0

1
CA

0

+
2 ()

0 ()


Z
1()
0()



 + 
3 ()

0 ()


Z
1()
0()



 = 0

diferensiyel denklemi elde edilir ki bu Sturm-Liouville tipinde bir denklemdir.

TEOREM 1.2. Regüler Sturm-Liouville probleminin öz de¼gerleri reeldir.

·ISPAT:

¡ 



·
()





¸
+ () = ()     

regüler Sturm-Liouville probleminin bir öz de¼geri  () ise bu öz de¼gere kaŗs¬l¬k

gelen öz fonksiyon olsun. Bu taktirde  () fonksiyonu

 [ ()] =  () ()  (1.1.6)

denklemi ve

1 () + 2
0 () = 0

1 () + 2
0 () = 0 (1.1.7)
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s¬n¬r koşullar¬n¬ sa¼glar. (1.1.6) denkleminin ve (1.1.7) s¬n¬r koşullar¬n¬n her iki

taraf¬n¬n kompleks eşleni¼gi al¬n¬p,   ve  nin reel fonksiyonlar ve 1 2 1 2

nin reel sabitler oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa


£
 ()

¤
=  ()  ()  (1.1.8)

ve

1 () + 2
¡

¢0
() = 0

1 () + 2
¡

¢0
() = 0

elde edilir. Yani   öz de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyondur.

Şimdi (1.1.6) denkleminin her iki taraf¬  (), (1.1.8) denkleminin her iki taraf¬

 () ile çarp¬l¬p taraf tarafa ç¬kar¬l¬r ve daha sonra bu ifadenin  dan  ye integrali

al¬n¬rsa
Z



©
 () [ ()]¡  ()

£
 ()

¤ª
 =

¡
¡ 

¢ Z



 () j ()j2 

bulunur. Bu son bulunan denklemde
Z



( []¡  [])  = 0

özdeşli¼gi kullan¬l¬rsa

¡
¡ 

¢ Z



() j ()j2  = 0

d¬r. Böylece

 = 

elde edilir. Bu  n¬n reel oldu¼gunu gösterir.

TEOREM 1.3. (1.1.2)-(1.1.3) Sturm-Liouville probleminin farkl¬ özde¼gerler-

ine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬ ortogonaldir.

·ISPAT:  6=  iki farkl¬ özde¼ger ve bu öz de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiy-

onlar s¬ras¬yla  ve  olsun. h i = 0 oldu¼gu gösterilmelidir.

¡00 + () = 

¡00 + () = 

8



denklem sisteminde ilk denklem  ile ikinci denklem  ile çarp¬l¬p taraf tarafa

ç¬kar¬l¬rsa

¡00 + 00 = ( ¡ )

olup, her iki taraf¬n  dan  ye integrali al¬n¬r ve s¬n¬r koşullar¬ uygulan¬rsa

( ¡ )

Z



 = 0

olur ve  6=  olmak üzere ortogonallik elde edilir.
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2. SINIRKOŞULLARININÖZPARAMETRELEREBA¼GLI OLDU¼GU

DURUMLARDA AMBARZUMYAN TEOREM·I

Bu çal¬̧smada

¡00 + () =  [0 ]  (2.1)

Sturm-Liouville denklemi


0
(0) = 0 

0
() + ()() = 0 (2.2)

s¬n¬r şartlar¬yla gözönüne al¬nacakt¬r. Bu klasik Sturm-Liouville özde¼ger prob-

lemi görüntüsünden, s¬n¬r koşulunun  deki de¼gerinin  özparametresini içermesi

yönünden farkl¬d¬r. Bu k¬s¬mda  2  [0 ] ve

() = 1
p
 + 2

p

2
+ 3
p

3
+ + 

p


 R  6= 0 2 Z+ (2.3)

olarak al¬nacakt¬r. (2.1)-(2.2) s¬n¬r de¼ger problemi  =  ( ()) ile gösterilirse

 problemi için yaln¬zca özde¼gerler () potansiyelini tek olarak belirlemez. 

nin spektrumu ve normlaşt¬r¬c¬ sabitlerine veya klasik s¬n¬r koşullu iki problemin

spektrumuna ihtiyaç duyulur.

2.1. Karakteristik Denklem

¡00 + () = 

(0) = 1 
0
(0) = 0 (2.1.1)

probleminin 1 ( ) çözümü

1( ) = cos
p
+

Z

0

( ) cos
p
 (2.1.2)

olup, ( ),  ve  e ba¼gl¬ sürekli k¬smi türevlere sahiptir. Benzer olarak 2( )

¡00 + () = 

(0) = 0 
0
(0) = 1 (2.1.3)

probleminin çözümü olsun. ( ) çekirde¼gi

( ) =
1

2

Z

0

() (2.1.4)



eşitli¼gini sa¼glar. ( 2.1.2) ye k¬smi integrasyon uygulanmas¬yla

1 ( ) = cos
p
+

( ) sin
p
p


¡ 1p



Z

0

( ) sin
p


1 ( ) = cos
p
 +

( ) sin
p
p


¡ 1p



Z

0

( ) sin
p
 (2.1.5)

elde edilir. (2.1.2) ye türev uygulanmas¬yla


0

1( ) = ¡
p
 sin

p
+( ) cos

p
+

Z

0

( ) cos
p



0

1( ) = ¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

( ) cos
p
 (2.1.6)

bulunur. 1( ) ve 2( ) (2.1) in temel çözümleridir. Bu yüzden (2.1)

denkleminin genel çözümü 1 ve 2 nin key… sabit oldu¼gu yerde

 ( ) = 11( ) + 22( )

formuna sahiptir. E¼ger ( ),  probleminin bir çözümü ise 2 = 0 d¬r. Çünkü

( ) ,  probleminin bir çözümü ise 
0
(0 ) = 0 d¬r. Bu ise

1
0
1(0 ) + 2

0
2(0 ) = 0

olmas¬ anlam¬na gelir. (2.1.1) den 01 (0 ) = 0 oldu¼gundan 2 = 0 d¬r. Böylece

 ( ) = 11 ( )

d¬r. (2.2) den  n¬n  probleminin bir özde¼geri olmas¬ için gerek ve yeter şart


0

1( ) +  ()1( ) = 0 (2.1.7)

olmas¬d¬r. (2.1.5) ve (2.1.6), (2.1.7) de yerine yaz¬l¬rsa

¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

( ) cos
p


+()

2
4cos

p
 +

( ) sin
p
p


¡ 1p



Z

0

( ) sin
p


3
5 = 0
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yani

 () = ¡
p
 sin

p
 + () cos

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

( ) cos
p


+
() sin

p
( )p


¡  ()p


Z

0

( ) sin
p
 = 0 (2.1.8)

elde edilir. Bu yüzden  () n¬n s¬f¬rlar¬  probleminin öz de¼gerleridir.

2.2. Teklik Teoremi

 probleminin özde¼gerlerinin kümesi () olsun.

LEMMA 2.1.

1)  = 1 ise !1 için

p
 = +

arctan 1


+

Z

0

()

2
+

µ
1

2

¶
 (2.2.1)

dir.

2)  = 2 ise !1 için

p
 = +

1

2
+

Z

0

()¡ 2
2

(2+ 1)
+ 

µ
1

2

¶
 (2.2.2)

dir.

3)  ¸ 3 ise !1 için

p
 = +

1

2
+

Z

0

()

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶
 (2.2.3)

dir.

Bu üç durumda da 0 2 (0) d¬r. (Yang ,C. F. ve Yang, X. P. , 2011)

·ISPAT:

(2.1.8) den görülür ki;  n¬n,  probleminin bir özde¼geri olmas¬ için gerek ve

yeter şart

¡
p
 sin

p
 + () cos

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

( ) cos
p


+
() sin

p
( )p


¡ ()p


Z

0

( ) sin
p
 = 0 (2.2.4)
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olmas¬d¬r.

1)  = 1 için (2.2.4) den

¡
p
 sin

p
 + 1

p
 cos

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

( ) cos
p


+1 sin
p
( )¡ 1

Z

0

( ) sin
p
 = 0

d¬r. Yani

p
 sin

p
 = 1

p
 cos

p
+( ) cos

p
+1 sin

p
( )+

Ã
jIm

p
j

p


!


d¬r. Böylece

tan
p
 = 1 +

( )p


+
1p

tan
p
( ) +

µ
1



¶


elde edilir. Bu ise

tan
p
 ¡ 1 =

(1 + 21)( )p


+

µ
1



¶


oldu¼gunu verir. Trigonometrik özdeşliklerin uygulanmas¬ndan

tan
p
 ¡ 1 = tan(

p
 ¡ arctan 1)(1 + 1 tan

p
)

tan(
p
 ¡ arctan 1) = (1 + 1 tan

p
)¡1

µ
(1 + 21)( )p


+

µ
1



¶¶

=
1

(1 + 21)

·
(1 + 21)( )p


+

µ
1



¶¸

=
( )p


+

µ
1



¶


bulunur. Buradan

arctan
h
tan

³p
 ¡ arctan 1

´i
= arctan

·
( )p


+

µ
1



¶¸

p
 ¡ arctan 1 =  +

( )p


+

µ
1



¶

p
 = +

arctan 1


+
( )p


+

µ
1



¶

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elde edilir.
p
 = +

arctan 1


+
( )p


+

µ
1



¶

p
 = 

·
1 +

arctan 1


+
( )p


+

µ
1



¶¸

p
 = 

·
1 +

µ
1



¶¸
(*)

p



= 1 +

µ
1



¶

p



= 1 +
arctan 1


+

( )p


+

µ
1



¶


(*) dan
1p


=
1


£
1 +

¡
1


¢¤

veya
1

1 +
¡
1


¢ = 1 +

µ
1



¶


oldu¼gundan
1p


=
1



·
1 +

µ
1



¶¸


1p


=
1



·
1 +

arctan 1


+
( )p


+

µ
1



¶¸

=
1


+

arctan 1
2

+
( )p
2

+

µ
1

2

¶

=
1


+

µ
1

2

¶


olup,
1p


=
1


+

µ
1

2

¶


al¬n¬rsa

p
 = +

arctan 1


+
( )


+

µ
1

2

¶


= +
arctan 1


+

Z

0

()

2
+

µ
1

2

¶

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bulunur.

2)  = 2 için (2.2.4) den

cot
p
 = ¡( )p


+

p


 ()
+

µ
1



¶

= ¡( )p


+

p



p

 +

µ
1



¶

= ¡( )p


+
1


p

¡1 +

µ
1



¶

olup  = 2 oldu¼gundan

cot
p
 = ¡( )p


+

1

2
p

+

µ
1



¶

=
1
2
¡( )
p


+

µ
1



¶

elde edilir.

arccot
³
cot
p

´
= arccot

"
1
2
¡( )
p


+

µ
1



¶#

p
 =

µ
 +

1

2

¶
 +

( )¡ 1
2p


+

µ
1



¶

p
 =  +

1

2
+

( )¡ 1
2p


+

µ
1



¶

d¬r. Bir önceki metotla

p
 =

µ
 +

1

2

¶"
1 +

( )¡ 1
2p


¡
 + 1

2

¢ +

Ã
1


¡
+ 1

2

¢
!#

p
 =

µ
+

1

2

¶·
1 +

µ
1



¶¸
(**)

p


+ 1
2

= 1 +

µ
1



¶

p


+ 1
2

= 1 +
( )¡ 1

2p


¡
+ 1

2

¢ +

Ã
1


¡
+ 1

2

¢
!

(**) dan
1p


=
1¡

+ 1
2

¢ £
1 +

¡
1


¢¤
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!1 için
1

1 +
¡
1


¢ = 1 +

µ
1



¶

oldu¼gundan

1p


=
1¡

+ 1
2

¢
"
1 +

( )¡ 1
2p


¡
+ 1

2

¢ +

Ã
1


¡
+ 1

2

¢
!#

=
1

 + 1
2

+

µ
1

2

¶

olur. Buradan

p
 = +

1

2
+

( )¡ 1
2¡

+ 1
2

¢


+

µ
1

2

¶

= +
1

2
+

Z

0

()¡ 2
2

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶

elde edilir.

3)  = 3 olmas¬ durumunda (2.2.4) yard¬m¬yla

p
 = +

1

2
+

Z

0

()

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶

oldu¼gu görülebilir.

4)  = 4 olmas¬ durumunda

cot
p
 = ¡( )p


+

p


()
+

µ
1



¶

= ¡( )p


+

p


1
p
+ 2+ 3

p

3
+ 4

2
+

µ
1



¶

= ¡( )p


+
1

1 + 2
p
 + 3 + 4

p

3 +

µ
1



¶

= ¡( )p


+

Ã
1
p

3

!
+

µ
1



¶

p
 =

µ
+

1

2

¶
 +

( )p


+

µ
1



¶

p
 = +

1

2
+

( )p


+

µ
1



¶

16



p
 =

µ
 +

1

2

¶"
1 +

( )p


¡
 + 1

2

¢ +

Ã
1


¡
+ 1

2

¢
!#

p
 =

µ
+

1

2

¶·
1 +

µ
1



¶¸

1p


=
1

+ 1
2

·
1 +

µ
1



¶¸

1p


=
1

+ 1
2

"
1 +

( )p

¡
+ 1

2

¢

+

Ã
1


¡
+ 1

2

¢
!#

1p


=
1

+ 1
2

+

µ
1

2

¶

p
 = +

1

2
+

( )¡
+ 1

2

¢

+

µ
1

2

¶

= +
1

2
+

Z

0

()

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶

olur. Buradan  ¸ 3 için

p
 = +

1

2
+

Z

0

()

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶

dir.

LEMMA 2.2.  : [ ] üzerinde Riemann anlam¬nda integrallenebilir olsun.

Bu durumda

lim
!§1

Z



() cos  = 0

lim
!§1

Z



 () sin = 0

lim
!§1

Z



 () = 0

d¬r. (Yang, C. F. ve Yang, X. P. , 2011)
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TEOREM 2.3.  () =  (e) olsun. Bu durumda

Z

0

[ ()¡ e()]  = 0

d¬r. (Yang, C. F. ve Yang, X. P. ,2011)

·ISPAT: ,() nun bir özde¼geri olsun. () =  (e) oldu¼gundan  2  (e)

d¬r. Böylece (2.1.8) den

¡
p
 sin

p
 + () cos

p
 + ( ) cos

p
 +

Z

0

 ( ) cos
p


+
() sin

p
 ( )p


¡  ()p


Z

0

 ( ) sin
p
 = 0 (2.2.5)

ve

¡
p
 sin

p
 +  () cos

p
 + e ( ) cos

p
 +

Z

0

e ( ) cos
p


+
 () sin

p
 e ( )p


¡  ()p


Z

0

e( ) sin
p
 = 0 (2.2.6)

elde edilir. Son iki eşitlik taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p
 +

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p


+
 () sin

p
p



h
 ( )¡ e ( )

i
¡ ()p



Z

0

h
( )¡ e( )

i
sin
p
 = 0

(2.2.7)

olup Lemma 2.2 den

h
 ( )¡ e ( )

iµ
cos
p
 +

 ()p


sin
p


¶
= 0

d¬r.
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I. Durum

 = 1 ise

=
h
 ( )¡ e ( )

i ³
cos
p
 + 1 sin

p


´
= 0

=
h
 ( )¡ e ( )

i
[cos ( + arctan 1) + 1 sin ( + arctan 1)] = 0

=
h
 ( )¡ e ( )

i
[cos cos(arctan 1)¡ sin sin(arctan 1)

+1 sin cos(arctan 1) + 1 cos sin(arctan 1)] = 0

= (¡1)
h
 ( )¡ e ( )

i
[cos (arctan 1) + 1 sin (arctan 1)] = 0

dir.

cos (arctan 1) =
1p

1 + 21

sin (arctan 1) =
1p
1 + 21

oldu¼gundan

= (¡1)
h
 ( )¡ e ( )

iÃ 1p
1 + 21

+
21p
1 + 21

!

= (¡1)
h
 ( )¡ e ( )

iq
1 + 21

dir. !1 için ( )¡ e ( ) = 0 oldu¼gundan

Z

0

[()¡ e()]  = 0

d¬r.

II. Durum

  1 ise (2.2.7) eşitli¼ginin her iki taraf¬

p


 ()
ile çarp¬larak bu eşitlik

p


 ()
cos
p


h
 ( )¡ e ( )

i
+

p


 ()

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p


+sin
p


h
 ( )¡ e ( )

i
¡

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
sin
p
 = 0 (2.2.8)

olarak yeniden yaz¬labilir. Burada 2. ve 4. ifade Lemma 2.2 den s¬f¬rd¬r.

 = 2 olsun;
p


1
p
 + 2

cos
p


h
 ( )¡ e ( )

i
+sin

p


h
 ( )¡ e ( )

i
= 0
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h
 ( )¡ e ( )

i " p


1
p
 + 2

cos
p
 + sin

p


#
= 0

h
 ( )¡ e ( )

i " p


1
p
 + 2

cos

µ
+

1

2

¶
 + sin

µ
+

1

2

¶


#
= 0

h
 ( )¡ e ( )

i h p


1
p
+2

³
cos cos



2
¡ sin sin



2

´

+sin cos


2
+ cos sin



2

i
= 0

(¡1)
h
 ( )¡ e ( )

i
= 0

!1 için ( )¡ e( ) = 0 oldu¼gundan

Z

0

[()¡ e()]  = 0

d¬r.

TEOREM 2.4.  () 2  [0 ] ve  () =  (0) olsun. Bu durumda [0 ]

aral¬¼g¬nda  () = 0 d¬r.

·ISPAT:

Hipotezden
Z

0

() = 0 (2.2.9)

d¬r. 1 0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon olsun. (2.1) ve (2.2) den

¡ 00
1 + ()1 = 0


0
1 (0) = 

0
1 () = 0 (2.2.10)

olur.1(0) 6= 0 ve 1() 6= 0 d¬r. Aksi halde e¼ger 1(0) = 0 = 
0
1(0) veya 1 () =

0 = 
0
1 () ise ba̧slang¬ç de¼ger problemlerinin çözümünün teklik teoreminden

1() = 0 [0 ] elde edilir. Bu ise 1() in 0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon

olmas¬yla çeli̧sir. 1() in [0 ] de ço¼gu sonlu birçok ayr¬k s¬f¬ra sahip oldu¼gu
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ispatlanacakt¬r. Aksi halde b 1 () in s¬f¬rlar¬n¬n bir y¬¼g¬lma noktas¬ olsun.

Bu durumda 1 (b) =  01 (b) do¼gru olur ki bu başlang¬ç de¼ger problemlerinin

çözümünün tekli¼gi teoreminden imkans¬zd¬r. Böylece

 = f1 2     2 (0 )  1 () = 0g   = 0

d¬r. (2.2.10) dan görülür ki e¼ger 1 () = 0 ise  001 () = 0 d¬r. Fakat 
0
1 () 6= 0

d¬r. Böylece
 001 ()

1 ()
fonksiyonunun  =  deki de¼geri sonludur. (2.2.9) ve (2.2.10)

da k¬smi integrasyon uygulanmas¬yla

Z

0


00
1 ()

1 ()
 =

Z

0

() = 0

d¬r. Yani

0
1 ()

1 ()

¯̄
¯̄


0

+

Z

0

·
 01 ()

1 ()

¸2
 = 0

sonucu ç¬kar. Bu ise
Z

0

¯̄
¯̄

0
1 ()

1 ()

¯̄
¯̄
2

 = 0

anlam¬na gelir. Böylece 1 () =  6= 0 d¬r. (2.1.1) denkleminde 1 () yerine 

yaz¬l¬rsa

¡00 + () = 0 [0 ]

elde edilir. Böylece () = 0 d¬r.
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3.SINIRKOŞULLARINDAÖZDE¼GERLER·IN OLDU¼GUn-BOYUTLU

MATR·IS DENKLEMLER·I ·IÇ·IN AMBARZUMYAN TEOREM·I

Bu k¬s¬mda

¡ 00 +() =  , [0 ]

 (0) =  
0(0) = 0

 0() +  () () = 0

(3.1)

öz de¼ger problemi gözönüne al¬nacakt¬r. Burada

() = 1+ 2
2 + + 

 , =
p


();  £  tipinde, reel ve simetrik bir matris,  (); £  tipinde bir matris,

  boyutlu birim matris ve 0 s¬f¬r matrisidir.

¡ 00 +() = 

 (0) =  
0(0) = 0

(3.2)

probleminin 1 ( ) çözümü,

1 ( ) = cos
p
 +

Z

0

( ) cos
p


dir. Burada ( );£ tipinde,reel ve simetrik bir matris fonksiyonudur. Ben-

zer şekilde 2 ( )

¡ 00 +() = 

 (0) = 0 
0
(0) =  (3.3)

probleminin bir çözümü olsun. 1 ( ) ya k¬smi integrasyon uygulanmas¬yla

1 ( ) = cos
p
 +( )

sin
p
p

¡ 1p



Z

0

( ) sin
p


1 ( ) = cos
p
 +( )

sin
p
p

¡ 1p



Z

0

 ( ) sin
p
 (3.4)

1 ( ) n¬n türetilmesiyle de

01 ( ) = ¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
+

Z

0

 ( ) cos
p




01 ( ) = ¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

 ( ) cos
p


elde edilir.1 ( ) ve 2 ( ) (3.1) in temel çözümleridir. Bu yüzden (3.1) in

genel çözümü 1 ve 2 nin key… sabit oldu¼gu yerde

 ( ) = 11 ( ) + 22 ( )

formuna sahiptir. E¼ger  ( ) (3.1) probleminin çözümü ise 2 = 0 d¬r. Çünkü

 ( ) (3.1) probleminin çözümü ise 0 (0 ) = 0 olup 0(0 ) = 1
0
1 (0 ) +

2
0
2 (0 ) = 0 dir. 01(0 ) (3.2) den dolay¬ 0 olaca¼g¬ndan 2

0
2(0 ) = 0 olup

2 = 0 d¬r. Böylece

 ( ) = 11 ( )

olur.  n¬n (3.1) in bir öz de¼geri olmas¬ için gerek ve yeter şart

01 ( ) + ()1 ( ) = () (3.6)

matrisinin singüler olmas¬ veya başka bir ifadeyle det() = 0 olmas¬d¬r. (3.4)

ve (3.5), (3.6) da yerine yaz¬l¬rsa

¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

( ) cos
p
+

()

2
4cos

p
 +

( ) sin
p
p


¡ 1p



Z

0

 ( ) sin
p


3
5 = 0 (3.7)

elde edilir.Yani (3.7) nin s¬f¬rlar¬ (3.1) probleminin öz de¼gerleridir.

3.1. Matris De¼gerli Sturm-Liouville Operatörü ·Için Teklik Teoremi

 ()  (3.1) probleminin öz de¼gerlerinin bir dizisi olsun.

LEMMA 3.1. E¼ger;

1)  = 1 ise !1 için

p
 = +

arctan 1


+

Z

0

 () 

2
+

µ
1

2

¶
 (3.1.1)

23



2)  = 2 ise !1 için

p
 = +

1

2
+

Z

0

 () ¡ 2
2

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶


3)  ¸ 3 ise !1 için

p
 = +

1

2
+

Z

0

 () 

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶


dir.

·ISPAT:

 n¬n (3.1) in bir öz de¼geri olmas¬ için gerek ve yeter şart

¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

 ( ) cos
p


+ ()

2
4cos

p
 +

( ) sin
p
p


¡ 1p



Z

0

 ( ) sin
p


3
5 = 0

olmas¬d¬r.

1)  = 1 olmas¬ halinde

¡
p
 sin

p
 +( ) cos

p
 +

Z

0

 ( ) cos
p
+ 1

p
 cos

p


+1 ( ) sin
p
 ¡ 1

Z

0

 ( ) sin
p
 = 0

d¬r. Yani

p
 sin

p
 = 1

p
 cos

p
+( ) cos

p
+1( ) sin

p
+

µ
1



¶

dir.
p
 =  oldu¼gundan

 sin  = 1 cos +( ) cos + 1 ( ) sin +

µ
1



¶

dir. (Her taraf  cos () ye bölünürse)

tan = 1 +
 ( )


+

1 ( ) tan 


+

µ
1

2

¶

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(tan ¡ 1)  =
 ( )


+

1 ( ) tan 


+

µ
1

2

¶


!1 olmas¬ halinde tan() »= 1 oldu¼gundan

(tan ¡ 1)  =
(1 + 21) ( )


+

µ
1

2

¶


2
6666664

1 0  0

0 1  0

   

0 0  1

3
7777775
£

(tan¡1) =
(1 + 21)



2
6666664

11 ( ) 12 ( )  1 ( )

21 ( ) 22 ( )  2 ( )

   

1 ( ) 2 ( )   ( )

3
7777775
£

olup  n¬n köşegen d¬̧s¬ndaki tüm elemanlar¬ 0 ve

tan ¡ 1 =
(1 + 21)11 ( )



tan ¡ 1 =
(1 + 21)22 ( )









tan ¡ 1 =
(1 + 21) ( )



elde edilir.

tan  ¡ 1 =
(1 + 21) ( )


+

µ
1

2

¶

dir. Trigonometrik özdeşliklerin uygulanmas¬ndan

tan  ¡ 1 = tan ( ¡ arctan 1) (1 + 1 tan)

=
tan ¡ 1
1 + 1 tan 

(1 + 1 tan)

tan ( ¡ arctan 1) = (1 + 1 tan )
¡1
·
(1 + 21) ( )


+

µ
1

2

¶¸

=

µ
1

1 + 21

¶·
(1 + 21) ( )


+

µ
1

2

¶¸

=
 ( )


+

µ
1

2

¶
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dir. Buradan

arctan [tan ( ¡ arctan 1)] = arctan

·
 ( )


+

µ
1

2

¶¸

 ¡ arctan 1 =  +
 ( )


+

µ
1

2

¶

 = +
arctan 1


+

 ( )


+

µ
1

2

¶

ve
1


=

1


+

µ
1

2

¶
oldu¼gundan

 = +
arctan 1


+

 ( )


+

µ
1

2

¶

 =
p
 =  +

arctan 1


+

Z

0

 () 

2
+

µ
1

2

¶

dir.

2)  = 2 için

¡ sin + ( ) cos +

Z

0

 ( ) cos

+ ()

2
4cos +

 ( )


sin  ¡ 1



Z

0

 ( ) sin

3
5 = 0

ifadesinde (her taraf  () sin () ye bölünürse)

¡ 
 ()

+
( ) cot

 ()
+ cot +

 ( )


+

µ
1

2

¶
= 0

cot = ¡
 ( )


+




+

µ
1

2

¶


elde edilir.  = 2 al¬n¬rsa

cot = ¡ ( )


+


22

+

µ
1

2

¶


= ¡ ( )


+


2

+

µ
1

2

¶


=

2
¡ ( )


+

µ
1

2

¶

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2
6666664

1 0  0

0 1  0

   

0 0  1

3
7777775
£

cot =

2
6666664

1
2

0  0

0 1
2

 0

0 0  0

0 0  1
2

3
7777775
£

¡

2
6666664

11()


12()


 1()


21()


22()


 2()


   

1()


2()


 ()


3
7777775

cot =
1
2
¡11 ( )



cot =
1
2
¡22 ( )









cot =
1
2
¡ ( )



olup sonuçta

cot  =
1
2
¡ ( )


+

µ
1

2

¶

arccot (cot) = arccot

Ã
1
2
¡ ( )



!
+

µ
1

2

¶

 =

µ
+

1

2

¶
 +

( )¡ 1
2


+

µ
1

2

¶

 = +
1

2
+

 ( )¡ 1
2


+

µ
1

2

¶

1


=

1

 + 1
2

+

µ
1

2

¶

oldu¼gundan

 = +
1

2
+

 ( )¡ 1
2¡

+ 1
2

¢


+

µ
1

2

¶

= +
1

2
+

Z

0

()¡ 2
2

(2+ 1) 
+

µ
1

2

¶
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elde edilir.

3)  = 3 olmas¬ durumunda

cot = ¡ ( )


+




+

µ
1

2

¶

= ¡ ( )


+


33

+

µ
1

2

¶

= ¡ ( )


+

µ
1

2

¶


2
6666664

1 0  0

0 1  0

   

0 0  1

3
7777775
£

cot = ¡

2
6666664

11()


12()


 1()


21()


22()


 2()


   

1()


2()


 ()


3
7777775
£

cot = ¡11 ( )



cot = ¡22 ( )









cot = ¡ ( )



olup

cot  = ¡ ( )


+

µ
1

2

¶

arccot (cot) = arccot

·
¡ ( )


+

µ
1

2

¶¸

 =

µ
+

1

2

¶
 +

 ( )


+

µ
1

2

¶

 = +
1

2
+

 ( )


+

µ
1

2


¶


1


=

1

 + 1
2

+

µ
1

2

¶
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oldu¼gundan

 = +
1

2
+

 ( )


+

µ
1

2

¶

= +
1

2
+

 ( )¡
 + 1

2

¢

+

µ
1

2

¶

= +
1

2
+

Z

0

 () 

(2+ 1)
+

µ
1

2

¶


bulunur.

TEOREM 3.2.  () = 

³
e
´
olsun.

Z

0

h
 ()¡ e ()

i
 = 0

dir.

·ISPAT:

  () nun bir öz de¼geri olsun.  () = 

³
e
´
oldu¼gundan  2 

³
e
´

d¬r. Böylece (3.7) den

¡
p
 sin

p
+ ()  cos

p
+ ( ) cos

p
+

Z

0

 ( ) cos
p


+
 ()( ) sin

p
p


¡  ()p



Z

0

 ( ) sin
p
 = 0 (3.1.2)

ve

¡
p
 sin

p
+ () cos

p
+ e ( ) cos

p
+

Z

0

e ( ) cos
p


+
() e( ) sin

p
p


¡  ()p



Z

0

e ( ) sin
p
 = 0 (3.1.3)

elde edilir. (3.1.2) den (3.1.3) ün ç¬kar¬lmas¬yla

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p
 +

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p


+
() sin

p
p



h
( )¡ e ( )

i
¡ ()p



Z

0

h
( )¡ e( )

i
sin
p
 = 0

(3.1.4)

bulunur.
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I. Durum

(3.1.4) de 2. ve 4. ifade Riemann Lebesque lemmas¬ndan dolay¬ s¬f¬rd¬r.

Dolay¬s¬yla

h
( )¡ e( )

i ·
cos
p
 +

()p


sin
p


¸
= 0

dir.

 = 1 için

h
 ( )¡ e ( )

i h
cos
p
 + 1 sin

p


i
= 0

h
 ( )¡ e ( )

i
[cos ( + arctan 1) + 1 sin ( + arctan 1)] = 0

h
 ( )¡ e ( )

i
[cos cos (arctan 1)¡ sin  sin(arctan 1)

+1 sin cos(arctan 1) + 1 cos sin(arctan 1)] = 0

cos = (¡1) oldu¼gundan bu ifade

(¡1)
h
( )¡ e ( )

i
[cos(arctan 1) + 1 sin(arctan 1)] = 0

cos (arctan 1) =
1p

1 + 21
 sin (arctan 1) =

1p
1 + 21

olup

(¡1)
h
( )¡ e( )

iÃ 1p
1 + 21

+
21p
1 + 21

!
= 0

(¡1)
h
( )¡ e ( )

iq
1 + 21 = 0

!1 için ( ) ¡ e ( ) = 0 oldu¼gundan

Z

0

h
 ()¡ e ()

i
 = 0

dir.
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II. Durum.

(3.1.4) eşitli¼gi

p


 ()
ile çarp¬larak

p


()

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p
 +

p


 ()

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p


+
h
 ( )¡ e ( )

i
sin
p
 ¡

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
sin
p
 = 0

olarak yaz¬labilir.  1 için  = 2 olsun:
p


1
p
 + 2

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p


+

p


1
p
 + 2

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
cos
p


+
h
 ( )¡ e ( )

i
sin
p
 ¡

Z

0

h
 ( )¡ e ( )

i
sin
p
 = 0

h
 ( )¡ e ( )

i " p


1
p
 + 2

cos
p
 + sin

p


#
= 0

h
 ( )¡ e ( )

i " p


1
p
 + 2

cos

µ
+

1

2

¶
 + sin

µ
 +

1

2

¶


#
= 0

h
 ( )¡ e ( )

i
2
4

p


1
p
+2

¡
cos cos 

2
¡ sin sin 

2

¢

+ sin  cos 
2
+ cos sin 

2

3
5 = 0

(¡1)
h
( ) ¡ e( )

i
= 0

!1 için  ( )¡ e ( ) = 0 oldu¼gundan

Z

0

h
 ()¡ e ()

i
 = 0

dir.

TEOREM 3.3.  () 2  [0 ] ve  () =  (0) olsun. Bu durumda

[0 ] de  () = 0 dir.
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·ISPAT: Teorem 2.3 yard¬m¬yla

Z

0

[ ¡ 0]  = 0 1 ·   · 

yani
Z

0

 ()  = 0

dir. Lemma 2.1 den 0 2  (0) =  () oldu¼gu görülür.

0 (2.1) öz de¼ger probleminin ilk öz de¼geri oldu¼gundan   = 1 2 3   ile

gösterilen ve ayn¬ 0 öz de¼gerine karş¬l¬k gelen  tane lineer ba¼g¬ms¬z sabit vektör

bulunabilir. Bunlar esas diferensiyel denklemi sa¼glad¬¼g¬ndan

¡00 +() =  ,  = 0

 ()  = 0,  = 1 2 3   0 ·  · 

elde edilir. Böylece

 () ´ 0

bulunur. Bu da ispat¬ tamamlar.
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4.SONUÇ

2011 y¬l¬nda Yang C.F ve Yang X.P s¬n¬r ko̧sullar¬n¬n özparametrelere ba¼gl¬

oldu¼gu Sturm-Liouville özde¼ger problemi için Ambarzumyan teoremini incelemi̧slerdir.

Burada Yang ve Yang’¬n çal¬̧smas¬ esas al¬nm¬̧st¬r.

Birinci bölümde tez içerisinde kullan¬lan tan¬m ve teoremlere yer verilerek

Sturm-Liouville operatörü tan¬t¬lm¬̧s ve bu operatörün baz¬ temel özellikleri ince-

lenmi̧stir.

·Ikinci bölümde s¬n¬r ko̧sullar¬nda özparametre bulunduran Sturm-Liouville

özde¼ger problemi için Ambarzumyan teoremi ifade ve ispat edilmi̧s , böyle prob-

lemler için Teklik teoremi ispatlanm¬̧s ve özde¼gerlerin bulunmas¬na ili̧skin karek-

teristik denklem incelenmi̧stir..

Üçüncü bölümde s¬n¬r koşullar¬nda özparametre bulunduran  boyutlu matris

Sturm-Liouville denklemi için Ambarzumyan teoremi ve Teklik teoremi ifade ve

ispat edilmi̧stir.
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