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ÖZET 

ÖKLİD UZAYINDA  KÜRENİN  HİPERYÜZEYLERİ 

 

            Bu tez üç bölümden oluşmaktadır.  

           Birinci  bölümde,  daha  sonraki  bölümlerde  kullanılacak  bazı  temel  tanımlar  

verildi. 

 İkinci  bölümde,  bir  kürede  kompakt  hiperyüzeyler  için gerekli  koşullar  

verildi. 

Üçüncü  bölümde ise  bazı  integral  formülleri  verildi. 

 Anahtar  Kelimeler : Kompakt  hiperyüzeyler,   Destek  Fonksiyonu  ve  İntegral  

Formülleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

SUMMARY 

SPACE SPHERE IN EUCLID'S HYPERSURFACES 

This thesis consists of three parts.  

In the first section, some basic definitions that will be used in later chapters were 

given.  

In the second part, a sphere was given the necessary conditions for compact 

hypersurfaces.  

In the third section was given some integral formulas. 

Keywords: Compact hypersurfaces, Support Functions and Integral Formulas 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

SİMGELER LİSTESİ 

Z :Paralel birim vektör alnı 

M :Hiperyüzey 

Sn+1 :Birim küre 

ZT :Teğet  izdüşümü 

 Riemann konneksiyonu: ׏

 Gradent  operatörü:		݀ܽݎ݃

 Destek  fonksiyonu: ߩ

 Divergens   operatörü: ݒ݅݀

C∞ : Diferansiyellenebilir  fonksiyon  cümlesi 

Ӿ(M) :Vektör  alanlarının  cümlesi 

∆ : Laplace  operatörü   

 Ortalama eğrilik : ߙ

 ௣ :Hessian fonsiyonuܪ

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



    BİRİNCİ  BÖLÜM    

1.1.      TEMEL KAVRAMLAR 

 Tanım 1.1.1   Öklid metriği  (İç Çarpım): V sonlu boyutlu bir reel vektör uzayı 

olsun. Bir  ߰:ܸ ൈ ܸ 	ܴ  fonksiyonu  aşağıda ki  koşulları  sağlarsa  ߰ ye  V üstünde 

bir  iç çarpım fonksiyonu denir. 

 

 :ሻ  ߰  bilineer  formdur࢏

    ∀ a1, a2 ∈ R   ve   ∀ x1, x2, y1, y2  ∈ V   için	

            ߰( a1x1 + a2x2,  y ) =  a1 ߰ (x1, y) + a2	߰(x2, y) 

            ߰(x,  a1y1 + a2y2 ) =  a1 ߰(x, y1) + a2 ߰(x, y2) 

 

 .ሻ        ߰  simetrik  formdur࢏࢏

            ߰(x, y) = ߰(y, x)    ∀ x,y ∈ ܸ 

 

 :ሻ      ߰ pozitif  tanımlıdır࢏࢏࢏

            ߰(x, x) ൒0  ,         ∀x ∈ V 

߰(x, x) = 0     gerek  ve  yeter  şart   x = 0. 

 

Bu çalışma boyunca 

            ߰(x, y) = ൏x, x൐ 

ve        ൏x, x൐= ‖ݔ‖ଶ	ile göstereceğiz, buna göre 

            √൏ x, x ൐= ඥ‖ݔ‖ଶ =‖ݔ‖   

dir. Bu son ifadeye  x  in  normu denir [5]. 

	

Tanım 1.1.2  (Toplojik  Manifold ): M  topolojik   uzay olsun.  Eğer bu topolojik 

uzay  için  aşağıdaki  önermeler doğru  ise  M  ye   n- boyutlu  topolojik  manifold  denir.  

M1)  M  bir  Haussdorff  uzayıdır, 

M2) M nin her bir açık alt cümlesi En veya En nin  açık alt cümlesine 

homeomorftur, 

M3)  M sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir [4]. 

 



 Tanım 1.1.3  (Hiperyüzey ) : En   n–boyutlu Öklid uzayında  (n-1)–boyutlu  bir 

yüzey  veya  (n-1)-yüzey diye    En deki boş olmayan bir  M  cümlesine denir, öyle ki  bu  

M cümlesi  

           

  M: { xU En  		݂: ܷ
஽௜௙.௕௜௟௜௥
ሱۛ ۛۛ ۛሮ  U bir açık alt cümle ሽ  ,ܴܫ

 ݔ                                     f(ݔ) = c   f p ≠ 0   pM, 

 

 biçiminde  tanımlanır.  E2 de  1-yüzeye  düzlemsel eğri denir .  

En  de  (n-1)-yüzey,  n>3 olması halinde  genellikle  hiperyüzey olarak adlandırılır 

[4]. 

Tanım 1.1.4  (Tanjant Vektör) : V  vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay  A olsun.  

PA ve  ሬܸԦV için (P,	 ሬܸԦ) sıralı ikilisine  A afin uzayının  P  noktasındaki bir tanjant 

vektörü   denir. Tanjant  vektörlerinin cümlesi  TA(P)   ile gösterilir.  Buna  göre           

TA(P) ={(p,	̅ݒ) ݒ̅׀V}  dir [4]. 

 

Tanım 1.1.5  (Vektör Alanı) : ܷ,  En  uzayının açık bir alt cümlesi olsun ܷ nun her 

bir p noktasına,  p noktasın da bir tanjant vektör karşılık getiren bir X fonksiyona ܷ 

üstünde bir vektör alanı denir. 

Başka  bir deyişle 

 

 			ܺ ∶ ܷ ⋃ ௤ܶ௤∈௎ ሺܧ௡ሻ 

 

fonksiyonu   için  ∀p	∈U,    Xp ∈ ௤ܶ(En)    oluyorsa  X  fonksiyonuna ܷ üstünde bir vektör  

alanı denir [4]. 

 

Tanım 1.1.6  (C  sınıfından fonksiyon ) : En de açık bir alt cümle ܷ olmak üzere, 

U nun bir a noktasında   ݂:	ܷܴ		fonksiyonunun k ıncı basamağa kadar kısmi türevleri 

mevcut ve  k ıncı basamaktan  kısmi türevleri sürekli ise bu fonksiyona a noktasında k ıncı 

basamaktan diferansiyellenebilir  veya  Ck  sınıfındandır denir.  

 ݂ fonksiyonunun a noktasında her basamaktan kısmi türevleri mevcut ise bu 

fonksiyona a noktasında diferansiyellenebilir veya C  sınıfındandır  denir [4]. 



Tanım 1.1.7  (Teğet vektör alanı ): En  Öklid uzayında  bir  M  eğrisi (I, ∝)    

koordinat  komşuluğu  ile verilsin.  Eğrinin hız vektörü  olan  ∝ᇱ(t)  tanjant  vektörü 

 

∝ᇱ(t) =∑ ௗ∝೔
ௗ௧

௡
௜ୀଵ  ∣୲	

డ

డ௫೔
∣∝ሺ୲ሻ	  

 

 şeklinde  tanımlanır. Şimdi 

 

  ∝ᇱ= ⋃ ெܶ∀௠∈ெ ሺ݉ሻ  M   dönüşümünü  göz  önüne  alalım.   

                         ∝ᇱ(t)   ∝ ሺt) = ݉     

 olmak  üzere   π ∘∝ᇱ=Iெ M    olduğu  aşikardır.  O  halde  ∝ᇱ ,  üstünde bir vektör 

alanıdır.  ∝ᇱ  vektör alanına M eğrisinin    (I, ∝)  koordinat  komşuluğuna  göre teğet  

vektör  alanı denir  [4]. 

 

Tanım 1.1.8  (Destek  fonksiyonu) : E3  içinde yönlü bir M yüzeyinin birim 

normal vektör alanı Z olmak üzere 

 

  	݄:	Mܴ					݄ሺ݌ሻ ൌ	൏ ܲ, ܼሺܲሻ ൐ 

 

şeklinde  tanımlı  ݄  fonksiyonuna  M  yüzeyinin  destek fonksiyonu  denir [7]. 

 

Tanım 1.1.9  (Kompakt) : Kapalı ve sınırlı bir  M  manifolduna kompakt  

manifold  denir  [6]. 

 

Tanım 1.1.10  (Yönlendirilebilir  Manifold) : M, En de k-boyutlu  manifold olsun. 

Eğer  M  nin her bir noktasındaki  tanjant  uzaylarda  yönlendirme  aynı ise  M 

manifolduna uygun yönlendirilmiş  manifold  aksi  halde  ise  M  manifolduna uygun  

yönlendirilmemiş  manifold  denir [4]. 

 

Tanım 1.1.11  (Gauss  denklemi ):  

En in bir hiperyüzeyi M ve M nin şekil operatörü S olsun. En in Riemann  

konneksiyonu ܦ′ ile gösterilmek üzere,  

 



	

∀ X,Y,Z ∈	Ӿ(M)  için, 

 

௑ܻ′ܦ ൌ ൅൏	௑ܻܦ ܵሺܺሻ	, ܻ ൐ ܰ		                                                                       (1.1.1.)  

 

şeklinde  tanımlı D operatörüne M üzerinde  Gauss anlamında kovaryant türev operatörü 

ve  (1.1.1.)  denklemine de  M  üzerinde  Gauss  denklemi   denir [4]. 

 

Tanım 1.1.12  (Weingarten dönüşümü) : En de bir hiperyüzey M ve M nin birim 

normal vektör alanı N olsun. En de Riemann konneksiyonu  D olmak üzere   ∀ X ∈ Ӿ(M)  

için  S(X) =DXN  şeklinde  tanımlı S dönüşümüne M üzerinde  şekil operatörü veya  M nin  

Weingarten dönüşümü  denir [4]. 

   

Tanım 1.1.13  (Kesit eğrilik) : M bir n-boyutlu  Riemann  manifoldu  olsun  M nin 

bir P noktasındaki TM(P)  tanjant  uzayının  2-boyutlu  altuzayı  P olsun.  P yi geren birim 

vektörleri  ܺ௉, ௉ܻ, olsun,  yani  P= Sሼ	ܺ௉		 ௉ܻ, ሽ olsun.  O zaman M üzerindeki eğrilik 

tensörü R  oluğuna göre 

 

R (ܺ௉, ௉ܻ, ௉ܻ, ܺ௉, ) 

 

değerine  M nin P noktasında P  düzlemine göre  Kesit eğriliği  denir [6]. 

 

Tanım 1.1.14  (Skaler eğrilik) : M bir Riemann n-Manifold olsun.  M nin bir P 

noktasındaki  Skaler  eğriliği; TM(P) nin bütün  2-boyutlu altuzaylarına  göre olan kesit 

eğriliklerinin toplamına denir ve  

 

߬(P) =  ∑ ܴሺ݁௜, ௝݁,	 ௝݁ , ݁௜ሻ
௡
௜ஷ௝ୀଵ   

 

ile hesaplanır [6]. 

 

Tanım 1.1.15  (Ricci eğriliği ) : M bir n-boyutlu  Riemann  manifoldu  olsun. M 

nin bir p noktası ile bu noktadaki bir ܺ௉ tanjant vektörü  verilmiş olsun. 



TM(P)  nin ܺ௉  yi ihtiva eden bütün 2-boyutlu alt uzaylarına göre kesit eğriliklerinin 

toplamı M nin p noktasında  ܺ௉ doğrultusunda ki  Ricci  eğriliği  olarak adlandırılır [6]. 

 

Tanım 1.1.16  (Ortalama  eğrilik) : N nin  n-boyutlu alt  manifoldu M olsun. 

 

෩ ൌܪ  ଵ

ଶ
	∑ 	݄	ሺ݁௜, ݁௜ሻ

௡
௜ୀଵ  

 

şeklinde tanımlanan ܪ෩ vektör alnına M nin ortalama eğrilik vektör alanı adı verilir.  Eğer 

 ෩ ortalama eğrilik vektörünün normuܪ .෩=0  ise  M alt  manifolduna  minimaldir  denirܪ

ฮܪ෩ฮ  yada  M nin ortalama eğriliği adı verilir [6]. 

 

Tanım 1.1.17  (Laplace  operatörü ) : M bir n-Riemann  manifoldu  ve 

  ݂: M R  bir  diferansiyellenebilir  fonksiyon  olsun.   

 

 ∆: Cሺܯ, ܴሻC ሺܯ, ܴሻ     

    ݂	 ∆	݂ ൌ  ሻ݂	݀ܽݎሺ݃	ݒ݅݀

 

olarak tanımlanan  ∆  operatörüne  M üzerinde  Laplace  operatörü  denir [6]. 

 

Tanım 1.1.18  (Hessian  fonksiyonu ) : M  bir  n-boyutlu  manifold olmak üzere       

݂: M R   diferansiyellenebilir fonksiyonu  verilmiş olsun. P∈M bir kritik nokta olmak 

üzere  

௙ܪ																																									   : Tp M ൈTp M    Tp M 

                    (u,v)  ௙ܪ    (u,v) = ൏	ߘ௨	grad	f, v ൐      

 

şeklinde  tanımlanan Hf  fonksiyonuna  ݂ nin P∈M kiritik  noktasındaki  Hessian 

fonksiyonu denir. 

Hf  fonksiyonu  TM(P)  üzerinde simetrik bilineer bir formdur  [2]. 

 

Tanım 1.1.19  (Schwartz eşitsizliği) : V  bir iç çarpım uzayı  ve  x,y ∈V  olsun.  

Bu  taktir de 

 



 |൏ ,ݔ ݕ ൐	| 		൑ 	 ‖࢞‖	‖࢟‖ 

 

dir [5]. 

 

Tanım 1.1.20  (Totall Umbilik) : N, Riemann   manifoldunun bir  alt  manifoldu  

M  ve  M nin metriği  g olsun. ∀ X,Y ∈ Ӿ(M)  olmak  üzere  

 

   h(X, Y) = g (X, Y) ܪ෩ 

 

eşitliği  sağlanıyorsa  M ye total  umbilik alt manifold adı  verilir [6]. 

 

Tanım 1.1.21  (Sabit eğrilikli uzay ) : M  bir  manifold olsun. Eğer M nin kesitsel 

eğriliği  K bütün  alt düzlemleri  için   sabit  ise M ye sabit eğrilikli uzay  denir [6]. 

 

Tanım 1.1.22  (Geodezik  eğrilik ) : E3 de  s-yay  parametresi ile verilen bir         

∝ eğrisinin  birim  teğet  vektörü    ܶ ൌ ሺ ଵܶ, ଶܶ, ଷܶሻ  olmak üzere  

 

 kg = ‖்ܶܦ‖=ቛௗ
మ∝

ௗ௦మ
ቛ   

 

ifadesine  ∝ eğrisinin ∝(s) noktasına karşılık  gelen E3  deki  jeodezik  eğriliği  denir [6]. 

 

Tanım 1.1.23  ( Birim normal vektör alanı ) : En  in bir  hiperyüzeyi  M olsun.  

χ(M)┴  in bir ortonormal  bazı  N  ise N ye M nin birim normal vektör alanı denir. [4] 

 

 1.2 MİNİMAL  ALTMANİFOLDLAR 

 

Teorem  1.2.1 : 

M kapalı, sınırsız n-Riemann manifoldu olsun. 

 

݂:  M R  

 

bir  diferansiyellenebilir  fonksiyon ve  her  yerde  ∆f ≥0   ise  f  sabittir  



 ( ve ∆ f =0  dır)  [6]. 

 

İspat: M nin hacim  elamanı dV  olsun. X=grad f alalım. O zaman  ∆ f =div X 

olacağından  

 

׬  ∆݂	ܸ݀ ൌ ׬ ெெܸ݀	ܺ	ݒ݅݀  

 

değeri,  M  sınırsız olduğundan Green teoreminden 0 dır. O halde 

 

׬             ∆݂	ܸ݀ ൌ ׬ ெெܸ݀	ܺ	ݒ݅݀ =0 

 

dır.  Diğer  taraftan her yerde   ∆ f  ≥0     olduğundan M  üzerinde her yerde  ∆ f =0  olmak  

zorundadır.  Burada   f  yerine ݂
2   alırsak  

 

׬  ∆ெ (f
 2)dV =	2	 ׬ ݂∆ெ ݂dV + 2׬ ݃௜௝ெ

డ௙

డ௫೔

డ௙

డ௫ೕ
dV 

 

olur  Green  teoreminden   

 

׬  ∆ெ (f
 2)dV=0 

 

ve   ∆f=0 olduğundan son ifadeden  

 

׬  ݃௜௝ெ
డ௙

డ௫೔

డ௙

డ௫ೕ
dV = 0 

 

olur.  Diğer  taraftan  integrand non-negatif  olduğundan 

 

 ݃௜௝ 	 డ௙
డ௫೔

డ௙

డ௫ೕ
  = 0 

 

olmak  zorundadır. Buradan da   

 



 df =0 

 

olmak zorundadır,  yani  f = sabittir.  Bu da ispatı  tamamlar.  Buradan  sınırsız kapalı bir 

n-manifold  üzerinde  ∆݂ = 0  eşitliğine uyan yegane   

 

 ݂: M R 

 

fonksiyonu  sabit  bir  fonksiyondur,  gerçeği elde  edilir. 

 

Teorem  1.2.2  Öklid uzayında kapalı ve minimal olan bir alt manifold yoktur [6]. 

 

İspat : M,  En+p   Öklid uzayına  daldırılmış  bir  n-Riemann  manifoldu  olsun.  

Hesaplamamız lokal olacığından  bir x∈M  noktasını  En+p   de karşılık  geldiği  noktanın  

yer  vektörü  ile  eşleyebiliriz. 

 

݂: M   En+p    

      x    f (x)  

 

olarak  tanımlanan  f  immersiyonu 

 

  f (x)=	൏ ,ݔ ܽ ൐  

 

olduğuna  göre  ∆f  yi  hesaplıyalım. Y∈ ߯(M)   olmak  üzere 

 

Y f = Y {൏ ,ݔ ܽ ൐} = ൏ ܻ, ܽ ൐ 

 

dır, bu  eşitliğin  sağındaki  Y vektörü   Rn+p  deki bir vektör  gibi  düşünülmektedir.  Bir 

diğer X∈ ߯(M)  için 

 

  XY f  =  ൏ ௑ܦ
ᇱ ܻ, ܽ ൐ 

 



dır.  Burada  ܦᇱ
 ile  En+p  deki  Öklidyen  konneksiyonu  gösterilmektedir.  M nin ikinci  

temel  form  V ve  M  nin konneksiyonu  D  olmak  üzere  Gauss denklemine  göre 

 

௑ܦ                       
ᇱ  ௑Y+ V(X,Y)ܦ = ܻ

 

dir.  D   operatörünün 

 

௑Yሻ݂ = ൏ܦ)   ,௑Yܦ ܽ ൐ 

	

özelliğinden 

 

  XY f  = ൏ ௑Yܦ ൅ ܸሺܺ, ܻሻ, ܽ ൐ 

 

ve 

 

  =	൏ ,௑Yܦ ܽ ൐ +  ൏ ܸሺܺ, ܻሻ, ܽ ൐ 

 

veya 

  XY݂	െ	൏ ,௑Yܦ ܽ ൐ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ሺ஽మ௙ሻ

	
ሺ௒;௑ሻ

	= ൏ ܸሺܺ, ܻሻ, ܽ ൐   

     

ଶ݂ (Y;X)  = ൏ܦ   ܸሺܺ, ܻሻ, ܽ ൐ 

dır. 

	 ெܶ ܺ  = SP ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ,                     ൏ ௜ܺ, ௜ܺ ൐ = ߜ௜
௝ 

 

olsun.  O zaman  f nin  Laplacianı  için  

 

∆݂ = ݃௜௝ ሺܦଶ݂ሻ  ሺ ௜ܺ, ௜ܺሻ 

 

 ve  ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ          ortanormal  olduğundan     ݃
௜௝  = ߜ௜

௝  dir   ve  

 



∆݂  =	∑ 	௡
௜ୀଵ ሺܦଶ݂ሻሺ ௜ܺ:	 ௜ܺሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ழ௏൫௑೔,௑ೕ൯,௔வ

   

veya 

 

  ∆݂  =	∑ 	௡
௜ୀଵ ൏ ܸ൫ ௜ܺ, ௃ܺ൯, ܽ ൐ 

  

dır.  Ayrıca 

 

ெܶ
x = SP ቄଵ, … , ௣, ቅ,         ve         ൏ ௥, ௦ ൐ = ߜ௥௦ 

  

olsun.  O zaman 

 

V(X,Y) =hk ሺܺ, ܻሻ ௞       

        

bulunur.   O  halde 

 

  H = 1/n ∑ 	௡
௜ୀଵ ܸ൫ ௜ܺ, ௃ܺ൯ 

 

olur.  Böylece   

 

 ∆݂ = n ൏ ,ܪ ܽ ൐ = 0 

 

veya  n ≠0   oldğundan   

 

  ൏ ,ܪ ܽ ൐ = 0 

 

dır.   Bu da  a=݁௜ ,       i-yinici ortanormal  vektörü  için  ൏ ,ܪ ݁௜ ൐ = 0  yani  H nın  i-yinici  

bileşeni  0 dır.  Bu  ise  ݂ሺܪሻ ൌ 0		 demektir. Yani  f   immersiyonu  harmoniktir  ve M 

kapalı olduğundan  f  sabittir.  Bu  da  M nin bir tek noktadan ibaret  olması  demektir.  

Buda   ispatı  tamamlar. 

 

 



Teorem  1.2.3 : Bir Öklid uzayında  kompakt  minimal altmanifold  yoktur [6]. 

 

İspat:  a = ஺݁ ,  A = 1, … ,n+p   alarak 

 

 ݂ሺܪሻ =൏ ,ܪ ஺݁ 	൐  

 

için  yukarıdaki  düşünce   ile 

 

  ݂ሺܪሻ = 0  

 

olur.  Bu da	݂  nin  i-yinci  bileşenin sıfır olması  demektir,  öyleyse  f  bir  harmonik  

fonksiyondur  ve  dolayısı  ile  M  kompakt  olduğundan  ݂	 sabittir.  Bu da  M nin bir tek  

noktaya büzülmüş  olması demektir. 

 

1.3  STOKES  TİPİNDE  KLASİK   TEOREMLER 

 

Teorem 1.3.1  (Green  Teoremi )  

 E3 de  M  bir  kompakt  2-boyutlu  ve  sınırlı  bir  manifold  olsun.  Kabul edelim  ki 

   

,ߙ M:ߚ
																						
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ R				 

 

diferansiyellenebilir  olsunlar.  O  zaman 

 

׬ ሺ	ݔ݀ߙ ൅ డெݕ݀ߚ ׬ = (  ሺ	డࢼ
డ௫
	െ	డࢻ

డ௫డெ  ݕ݀		ݔ݀ ( 

 

                                 = ∬ 	ሺడࢼ
డ௫
	െ	డࢻ

డ௫ெ  ݕ݀	ݔ݀(

 

dır [4].  

 

Teorem 1.3.2  (Divergense  Teoremi )  

E3 de  kompakt  ve sınırlı bir 2-Manifold  M ve ߲M üzerinde bir  

diferansiyellenebilir  vektör  alanı  F  ise  



 

׬    ெ	ݒ݀	ܨ	ݒ݅݀ ׬ = ൏ ,ܨ ݊ ൐ డ୑	ܣ݀  

 

dır,  burada dv  ile  E3  deki hacim  elementini ve ݀ܣ  ile de  ߲M deki alan  elementini  

gösteriyoruz [4]. 

 

Teorem 1.3.3    (Stokes  Teoremi )  

 

 E3 de kompakt,  yönlü ve  sınırlı  bir 2-manifold  M  ve M nin birim dış normal 

vektör  alanı  n olsun. 	∂M üzerinde  indirgenmiş  yön  seçilmiş  olsun. ∂M Üzerinde  

vektör  alanı  ds(T) =1  olacak  şekilde T  ve M  yi kapsayan bir açık cümle üzerinde 

diferensiyellenebilir  bir  vektör  alanı da  F ise  

 

׬   ൏ ,ଡ଼F׏ n ൐	୑ dA = ׬ ൏ ,ܨ ܶ ൐ ப୑	ݏ݀  

 

dir.  Burada   ׏ =( 
ப

ப୶
, ப
ப୷
, ப
ப୸

)   bir  operatördür [4]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



İKİNCİ BÖLÜM 

 2.1.   GİRİŞ 

  

 ܴ௡ାଶ de Z  paralel birim vektör alanına sahip  ܵ௡ାଵ in kompakt bir hiperyüzeyi  M 

olsun. Z paralel birim vektör alanının  ܵ௡ାଵ  deki teğet izdüşümünü  ZT  ve  Zt   nin M  

üzerindeki teğet izdüşümü   t  ile  gösterilirse  

 

       ்ܼ ൌ ݐ ൅  (2.1.1)                                                               ܰߩ	

 

yazılır.  Burada  N,   ܵ௡ାଵ    in  M deki  birim vektör alanı  ve  ߩ ise M üzerinde  

 

ߩ      ൌ ˂	்ܼ	, ܰ	˃                                 (2.1.2) 

 

şeklindedir.  ܥஶ- sınıfından  bir fonksiyon  olup  ܴ௡ାଶ	de Z vektör  alanı  ile  temsil edilen  

M  hiperyüzeyinin  destek  fonksiyonu  olarak  adlandırılır.  Bu bölümün  amacı aşağıdaki 

teoremi  ispatlamaktır. 

 

 Teorem  2.1.1 

 M  ܵ௡ାଵ		de  kompakt  yönlendirilebilir bağlantılı  bir  hiperyüzey  ve  ܵ௡ାଵ in   

ܴ௡ାଶ	deki  ܼ paralel birim vektör alanı   ile temsil edilen destek fonksiyonu   ߩ		olsun. Eğer 

M nin Ricci eğriliği  

 

ሺ݊	ଶߩ	   െ 1ሻሺ݊ ൅ 2ሻ		˂		ߩଶ		ܴ݅ܿܿ		 ൑ 	݊ െ 1                      (2.1.3) 

	

şartını  sağlıyorsa  ߩ  bir sabit ݁ݒ				ܯ ൌ	Sn		ሺ1 ଶൗߩ		 ሻ  küresidir. [3] 

 

 2.2.   KÜREDE HİPERYÜZEY  

 

 ܴ௡ାଶ, Öklid uzayının birim küresi ve ܵ௡ାଵ in merkezinde yönlendirilebilir  bir 

hiperyüzey  M  olsun. Böylece ܵ௡ାଵ	in  M hiperyüzeyi bir tek N birim normal vektör 

alanına sahiptir. ܵ௡ାଵ	 ve  M  nin sırasıyla Rieman konneksiyonları    ׏	ഥ  ve ׏ olsun. Bu 

takdirde  M üzerinde  ܺ	 ve  ܻ vektör alanları çifti için  



ܻ ഥX׏    ൌ ,ܺܣ݃ሺ	Xܻ ൅׏ ܻሻ                                                            (2.2.1)        

                                       

Gauss  denklemi  yazılabilir.  Burada ݃  indirgenmiş metrik  ve  A  Weingarten  

dönüşümüdür  ve  bu dönüşüm  

 

ܰ ഥX׏                          ൌ	െ(2.2.2)                                                                              ܺܣ 

 

şeklinde  tanımlanır . 

 ܴ௡ାଶ		de paralel birim vektör alanı   ܼ yi sabitleyen ve ܵ௡ାଵ		de   ܼ	 nin teğet ve 

normal bileşenlerine sırasıyla ZT  ve  ZN  denilirse 

 

        ܼ ൌ 	்ܼ ൅ ܼே 

 

şeklinde yazılabilir. 

    ܴ௡ାଶ		de  ܵ௡ାଵ		  nin birim normal vektör alanı  ഥܰ  olsun.   

 

Böylece     ݂ ൌ 	˂	ܼே, ഥܰ		˃		denilirse 

 

ഥXܼT׏      
  ൌ (2.2.3.1)                                                                          ݔ	݂	

       

ve 

   ܺ	݂	 ൌ ݃ሺܺ,		ZT 	ሻ, XӾ(M)                                                (2.2.3.2) 

şeklinde ifade edilir.           

 Oysa     ܯ:ߩ
																						
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܴ				destek   fonksiyonu  ile tanımlanan    ்ܼ ൌ ݐ ൅  teğet  ܰߩ	

bileşeni göz önüne alınırsa ܴ௡ାଶ	  deki  ܼ	 paralel  birim vektör alanıyla bağlantı elde 

edilir. Bir başka ifade ile    (2.2.1),  (2,2.2), (2.2.3.1) ve (2.2.3.2)  denklemleri  kullanılarak  

 

்ܼ	X׏    ൌ െ	݂	ܺ	 ൅     ܺܣߩ		

 

ߩ	ܺ    ൌ ݃ሺܺܣ,                                       (2.2.4)		ሻݐ

ve         

    ݂ܺ ൌ ݃ሺܺ, ்ܼሻ   ∀	XӾ (M)   

 



ayrıca 

	ߩ݀ܽݎ݃    ൌ െݐܣ	,            

ve                          

	݂	݀ܽݎ݃    ൌ     (2.2.5)                       ݐ	

elde  edilir. 

 Gauss  denkleminden M nin  Ricci  eğrilik  tensörü  

 

  ܴ݅ܿ	ሺܺ, ܻሻ ൌ ሺ݊ െ 1ሻ݃	ሺܺ, ܻሻ 	൅ ,ܺܣሺ	݃ߙ݊	 ܻሻ െ ݃ሺܺܣ,                (2.2.6)		ሻܻܣ

 

şeklinde yazılabilir.  Burada  ܯ  ,ߙ	nin  ortalama eğriliği olup  

 

ߙ      ൌ ଵ

௡
∑ ݃௡ଵ ሺ݁ܣ௜, ݁௜ሻ 

 

şeklinde  tanımlanır. Diğer taraftan  Codazzi  denkleminden  

 

,ܺ                ሻܺܣY׏) ሻܻ ൌܣ ,X׏)    ܻ	Ӿሺܯሻ                     (2.2.7) 

 

yazılabilir. A simetrik  olduğundan ∀		ܺ, ܻ, ܼӾሺܯሻ  için 

 

   ݃ሺሺ׏Xܣሻܻ, ܼሻ ൌ 	݃ሺ(׏Xܣሻܼ, ܻሻ                                          (2.2.8) 

 

elde  edilir. 

 

Yardımcı Teorem  2.2.1  M bir hiperyüzey ve ܯ nin  Laplace  operatörü  ∆  olsun. Bu 

takdirde  ݂ ∈ C∞  ሺܯሻ  için 

	

a) ∆	݂	 ൌ ݊ሺെ݂	 ൅  ሻߙߩ	

ve 

  b)  
ଵ

ଶ
	∆	݂ 2ൌ ݊	ሺെ݂	2൅	ߙ	݂		ߩሻ 	൅	‖2‖ݐ 

dir. 

 

 



İspat:     

a) (2.2.4)  den  açıktır 

 

b) (2.2.5)  ve (a) dan 

 

  ∆	݂	2		ൌ 	2	݂	∆	݂	 ൅         2‖	݂	݀ܽݎ݃‖2

            

yazılabilir.  Burada (a)  kullanılırsa (b) nin  ispatı  bulunur. 

 

 2.3.   SABİT   ORTALAMA   EĞRİLİKLİ   HİPERYÜZEYLER 

 

 Nomizu  ve  Smyth  [ 8 ]  makalelerinde  Sn+1  deki sabit  ortalama  eğrilikli   

hiperyüzeyleri  çalıştılar.  Bu makalelerinde Sn+1  kapalı  yarı  küresinde  sabit ortalama  

eğrilikli  hiperyüzeylerin varlık şartını ispatladılar. S. Dcshmukh  ve  M.A  AL Gwaiz  [ 3 ]  

ise Nomizu  ve  Smyth  in bu  çalışmalarına  ilaveten aşağıdaki  teoremi  ispatladılar. 

 

 Teorem 2.3.1.  ܵ௡ାଵ		de kompakt  yönlendirilebilir  sabit ortalama eğirilikli 

hiperyüzey  M olsun.  Eğer  Rn+2  deki  paralel birim vektör alanı  Z ye bağlı olarak  ifade 

edilen  M nin  destek  fonksiyonu M üzerinde sıfırdan farklıysa  M,  ܵ௡ାଵ		 de  

hiperküredir. 

 İspat : (2.2.4) denklemi kullanılarak  ߩ nin   Hessian  fonksiyonu  

 

ఘ	ܪ    ሺܺ, ܻሻ ൌ െ	݃ሺሺ׏Xܣሻܻ, ሻݐ 	൅ 	݂	݃ሺܺܣ, ܻሻ 	െ ,ܺܣሺ݃ߩ	  ሻܻܣ

 

şeklinde yazılabilir. Bu denklemle  (2.2.8)  birlikte göz önüne  alınırsa  

 

  ∆ఘൌ 	െ݊ߙݐ	 ൅ 		ߙ	݂	݊	 െ 2ܣݎݐߩ	
  							                                                     (2.3.1)   

 

elde edilir.  (2.2.4)  denkleminden       

     

ݐ	ݒ݅݀    ൌ ݊ሺെ݂	 ൅  ሻ                                                   (2.3.2)ߙߩ	

 

ve 



ሻݐߙሺݒ݅݀         ൌ ߙݐ ൅ 	ሺെ݂ߙ݊ ൅  ሻ                                  (2.3.3)ߙߩ	

 

yazılır.  

(2.3.1)    denklemi  (3.3.1)  de   yerine  yazılırsa 

 

ߩ∆   ൌ െ݊ሺ݊ െ 1ሻ	݂	ߙ ൅ –	ଶߩ	2ߙ2݊                      (2.3.4)							ሻݐߙሺ݊ݒ2െ݀݅ܣݎݐߩ		

 

bulunur.  Eğer  M nin  ortalama eğriliği  sabit ise  Yardımcı teorem   (2.2.1)   den 

 

  ∆ሺ	ߩ െ ሺ݊ െ 1ሻ	ߙ	݂ሻ ൌ –	2ሻܣݎݐ2െߙሺ݊ߩ	  ሻݐߙሺ݊	ݒ݅݀	

 

elde  edilir.  Bu son eşitliğin   M  üzerinden  integrali  alınırsa  

 

׬   ଶߙߙሺ݊ߩ		 െ ݒଶሻ݀ܣݎݐ ൌ 0ெ  

 

bulunur. Schworz  eşitsizliğinden  

 

൒	2ܣݎݐ2െߙݐ    	0   

 

elde  edilir.  Bu eşitsizliğin geçerli olması için gerek ve yeter  şart M nin totally  umbilik  

olmasıdır.             

 Eğer M üzerinde  ߩ ് 0	 ve  M  bağlantılı  ise  ݊2ߙെ2ܣݎݐ   olup  M  totally  

umbiliktir. 

   M  kompakt ise   M  ܵ௡ାଵ		de hiperküredir.  

 

 2.4.   TEMEL TEOREMİN İSPATI 

 

 M nin skaler eğriliği   

 

  ܵ ൌ 	݊ሺ݊ െ 1ሻ ൅  2ܣݎݐ2െߙ2݊	

	

eşitliğiyle  verilir. (2.3.4.)  denkleminden 



 

ߩ	∆ߩ    ൌ ሺܵߩ	 െ ݊ሺ݊ െ 1ሻሻ െ 	݊ሺ݊ െ 1ሻ	݂	ߙߩ െ  ሻ               (2.4.1)ݐߙሺ݊ݒ݅݀	ߩ	

 

yazılabilir.  Diğer taraftan 

 

ሻݐߩ	ߙሺ݊	ݒ݅݀                        	ൌ 	ߩ	ݐߙ݊ ൅ 							ሻ	ݐߙሺ݊ݒ݅݀	ߩ		

 

olduğundan  (2.2.4) ün ikinci   denkleminden 

 

  െ	ߩ	ݒ݅݀ሺ݊ݐߙሻ ൌ ,ݐܣሺ݃ߙ݊	 ሻݐ െ  ሻݐߩ	ߙሺ݊	ݒ݅݀

	

yazılır.  Böylece (2.4.1) denklemi  

 

ߩ	∆ߩ    ൌ ሺܵ	ߩ	 െ ݊ሺ݊ െ 1ሻሻ െ 	݊ሺ݊ െ 1ሻ	݂		ߙߩ െ ,ݐܣሺ݃ߙ݊	 ሻݐ െ 	ሻݐߩ	ߙሺ݊ݒ݅݀	

 

şekline dönüşür. Böylece  

 

  ሺ	ଵ
ଶ
ሻ	∆	2ߩൌ ߩ	∆ߩ		 ൅	‖݃ܽ݀		2‖ߩ   

 ve  (2.2.5) den 

 

  ቀ	ଵ
ଶ
ቁ 2ൌߩ	∆ 2൫ܵߩ		 െ ݊ሺ݊ െ 1ሻ൯ െ ሺ݊	݊	ߙ	ߩ		݂ െ 1ሻ െ ሾܴ݅ܿሺݐ,  	ଶሿ‖ݐ‖ሻݐ

 

  െ݀݅ݒሺ݊ߙ	ݐߩሻ                                                          (2.4.2) 

	

bulunur   (2.4.2)  ve yardımcı  teorem (2.2.1)  den 

  

  ሺ	ଵ
ଶ
ሻ	∆ሺ	2ߩ൅ሺ݊ െ 1ሻ݂	2ሻ ൅  ሻݐߩ	ߙሺ݊ݒ݅݀	

 

         ൌ 2ܵߩ	 െ ݊ሺ݊ െ 1ሻሻሺ	2ߩ൅	݂	2൅‖2‖ݐ൅ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ ൅ 2ሻ	‖2‖ݐ	െܴ݅ܿሺݐ,  ሻ    (2.4.3)ݐ

 

elde  edilir.                                  

 Diğer  taraftan   



         

  ܼ ൌ ݐ ൅ ܰߩ	 ൅ 	݂ ഥܰ    

 

birim  vektör  alanı  olduğundan 

 

 (2.4.4)                                                1=2݂	+2ߩ		+2‖ݐ‖  

 

bulunur.   (2.4.3)  ün  ܯ üzerinden   integrali   alınır   ve  (2.4.4)    kullanılırsa 

 

׬   ሾ‖ݐ‖ெ
2ሺܴ݅ܿሺݐ, ሻݐ െ ሺ݊ െ 1ሻሺ݊ ൅ 2ሻሻ ൅ ሺ݊	ሺ݊ െ 1ሻ–ܲ2S)]݀ݒ ൌ 0     (2.4.5) 

	

elde  edilir.   Burada  ̂ݐ ൌ ௧

‖௧‖
  dir. 

 Teoremin  hipotezinden  tൌ 2ܵߩ     0 ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ  bulunur  Diğer  taraftan   (2.2.4)  

den  ߩ  sıfırdan  farklı  bir sabit ݂/ܯ sabit ve   ܣ ൌ ሺ݂/ܲሻ	I	  dır.  

   Sonuç  olarak   Gauss denkleminden   ܯ ൌ 	ܵ݊		ሺ1 ଶൗߩ		 ሻ    elde  edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

    3. BÖLÜM 

    İNEGRAL   FORMÜLLERİ 

 

 3.1.     BAZI OPERATÖRLER: 

 Tanım 3.1.1. 

 M bir manifold ve M üzerinde diferansiyellenebilir  bir fonksiyon f olsun. M nin 

Laplace  operatörü 

 

   ∆f = div (grad f ) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 Bu  tanım  lokal koordinatlar cinsinden aşağıdaki  şekilde ifade  edilir. 

 M nin bir p noktasındaki lokal  koordinatlar ve M üzerinde  ,{௡ݔ	,…, ଶݔ ,ଵݔ}

diferansiyellenebilir bir  fonksiyon  f  olsun. Bu takdirde laplace  operatörü   

 

   ∆f = 
ଵ

√௚
   ∑ డ

డ௫೔

௡
௜,௝ୀଵ  (ඥ݃    ݃௜,௝   

డ

డ௫ೕ
  ) 

 

şeklinde  tanımlanır. Burada   

	݃	 ൌ		൏
߲
௜ݔ߲

,
߲
௝ݔ߲

		൐ 

ve   

     ݃௜,௝   = ൏ ,௜ݔ݀ ௝ݔ݀ ൐ 

 

dir [2]. 

 Tanım 3.1.2   Grad tanımı En  de  diferansiyellenebilir fonksiyonların cümlesi  

C(En,R)  ve  vektör  alanların  cümlesi  Ӿ (En)  olmak üzere  

 

 Grad : C(En,R)   
																						
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ  χ (En)    

                    ݂
																						
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛGradf =  ∑

డ௙

డ௫೔

௡
௜ୀଵ 	 డ

డ௫೔
 

 

şeklinde  tanımlı fonksiyona  Grad  fonksiyonu  denir. 



 Tanım  3.1.3.  M  bir  Manifold olsun. M  diferansiyellenebilir  bir  f  

fonksiyonunun   Hessian tensörü, Hess f  şeklinde  gösterilir ve   

 

   Hess f : Tp M    Tp M 

                                 v   Hess f(v) = ׏v  grad f 

 

şeklinde tanımlanır [2]. 

 Teorem  3.1.1.    Hessian  tensörü  ∀ u, v ∈TM P  için    

 

௙ܪ   (u, v) = u(vf)െ (ߘ௨v)f 

 

eşitliğini  sağlar. 

 

 İspat:  

M bir Manifold  ve p ∈M noktasında   Tp M  nin  keyfi  iki u ve v elamanı için   

 

ݑ	                        ൏ ,݂	݀ܽݎ݃ ݒ ൐		ൌ	൏ ,݂	݀ܽݎ݃	௨ߘ ݒ ൐ 	൅	൏ ,݂	݀ܽݎ݃ ݒ	௨ߘ ൐ 

yazılabilir.  Buradan  

 

 u(v f) = ൏	ߘ௨	grad	f, v ൐ + (ߘ௨v )f 

 

olup   

 

௙ܪ    (u, v) =u(v f) െ(ߘ௨v )f 

 

elde edilir. 

 Yardımcı teorem 3.1.1. (Newton eşitsizliği)  M n-boyutlu bir manifold ve M 

üzerinde C  -sınıfından bir  ݂  fonksiyonu için  

 

   ሺ∆݂ሻଶ ൑ n ‖Hess	݂‖ଶ 

 

dir [2]. 



Teorem 3.1.2.  (Bochner  Formülü) M, bir  manifold  ve  M üzerinde  

diferensiyellenebilir bir fonksiyon 	݂ olsun. Bu takdirde  

 

   
ଵ

ଶ
 ∆ (‖grad	݂‖ଶ) = Ric (grad ݂ , grad ݂) െ ‖Hess	݂‖ଶ    

     െ൏grad ݂ , grad ∆݂ ൐ 

dir. [1] 

 

 3.2.  BAZI  İNTEGRAL FORMÜLLERİ 

 

 Teorem 3.2.1.   M=S2  ሺ1 ଶൗߩ			 ሻ    Sn  nin  kompakt,  bağlantılı  bir  hiperyüzeyi  

olsun. ߩ destek fonksiyonu  olmak  üzere  

 

׬    ሾሺ݂ െ ሻ݊ݐ ∝ െ	݊ߩሾሺ݊ െ 1ሻ െ ݊ ∝ሿ െ ݒሿ݀ܵߩ	 ൌ 0ெ      (3.2.1) 

 

dır.  Burada  S, M nin skalar  eğriliğidir. 

 

 İspat:  M nin skalar  eğriliği 

 

   ܵ ൌ ݊ሺ݊ െ 1ሻ ൅  (3.2.2)                                                           2ܣݎݐ2െߙ2݊	

 

şeklinde tanımlanır. Diğer  taraftan  ߩ nun Laplace  nı 

 

ݐെ݊	=ߩ	∆    ∝ ൅݂݊ ∝ െ	(3.2.3)                                                       2ܣݎݐ 

 

olarak  elde  edilir.  Böylece  (3.2.3) de (3.2.2) yerine  yazılır ve M üzerinden integral 

alınırsa  

 

׬    ሾሺ݂ െ ሻ݊ݐ ∝ െ	݊ߩሾሺ݊ െ 1ሻ െ ݊ ∝ሿ െ ݒሿ݀ܵߩ	 ൌ 0ெ  

                       

bulunur. 

 



 Teorem 3.2.2      ߩ  destek  fonksiyonu  olmak üzere  Sn+1  in  kompakt, bağlantılı  

bir hiperyüzeyi  M olsun. M nin  Laplace  nun  birinci karekteristik  değeri λ, olmak  üzere 

	

׬    ሾሺ݂ െ ሻ݊ݐ ∝ െ	݊ߩሾሺ݊ െ 1ሻ െ ݊ ∝ሿ െ ݒሿ݀ߣߩ	 ൌ 0ெ       (3.2.4)  

dır. 

 

 İspat:   M  nin  Laplace operatörü  ∆  olmak  üzere  ∆ nın birinci karakteristik 

değeri  λ  olsun.   Eğer  M      Sn		ሺ1 ଶൗߩ		 ሻ    küresine  izometrik  ise 

 

׬    ݒ݀	ߩ	∆ ൌ 0ெ                                                                  (3.2.5) 

 

ve  M  nin  S skaler  eğriliği 

 

   ܵ ൌ ሺ݊	ߣ	 െ 1ሻ                           (3.2.6) 

 

dir.  Böylece (3.2.5) ve (3.2.6)  dan 

 

׬    ሾሺ݂ െ ሻ݊ݐ ∝ െ	݊ߩሾሺ݊ െ 1ሻ െ ݊ ∝ሿ െ ݒሿ݀ߣߩ	 ൌ 0ெ                         

bulunur. 

 

 Teorem 3.2.3    M, Sn+1  de kompakt  bağlantılı bir yüzey olsun.  M nin keyfi  

difarensiyellenebilir  f  fonksiyonu  için  

 

׬    ሾቀ௡ିଵ
௡
	ቁ
ଶ
		ሺ∆݂ሻଶ െ ܴ݅ܿ	ሺ݃݀ܽݎ	݂, ݒሿ݀	ሻ݂݀ܽݎ݃ ൒ 0ெ                (3.2.7) 

 

dir. 

 

 İspat: M  hiperyüzeyinin üzerindeki keyfi bir  ݂	fonksiyonu için  Bochner  formülü 

 

 
ଵ

ଶ
 ∆ (‖grad	݂‖ଶ)=	ܴ݅ܿ	ሺ݃݀ܽݎ	݂, ݂∆݂‖ଶെ൏grad݂, grad	‖Hess	ሻ-݂݀ܽݎ݃ ൐       (3.2.8) 

 



yazılır.  Newton eşitsizliğinden 

    

   
ሺ∆୤ሻమ

௡
	൑ ‖Hess	݂‖ଶ                                                                          (3.2.9) 

 

yazılabilir.        (3.2.8),      (3.2.9)  de yerine  yazılır  ve  M  üzerinden  integral  alınırsa   

 

׬    ሾቀ௡ିଵ
௡
	ቁ
ଶ
		ሺ∆݂ሻଶ െ ܴ݅ܿ	ሺ݃݀ܽݎ	݂, ݒሿ݀	ሻ݂݀ܽݎ݃ ൒ 0ெ                 

bulunur. 

 

 

 Teorem 3.2.4   M,  Sn+1  de   kompakt  bağlantılı  bir hiperyüzey  olsun.  M  nin  

keyfi diferansiyellenebilir bir f  fonksiyonu ve  ߩ	destek fonksiyonu için 

 

׬  ሾ݊ሺ݊ െ 1ሻሺ݂ଶ െ ߩ	2݂ ∝ ൅	݂ଶ ∝ଶ	ሻ െ ܴ݅ܿ	ሺ݃݀ܽݎ	݂, ݒሻሿ݂݀݀ܽݎ݃ ൌ 0ெ        (3.2.10)    

   

dir. 

 İspat:   M nin keyfi bir f fonksiyonu için, yardımcı   teorem   ( 2.2.1)   den 

 

   ∆݂= ݊ሺെ݂ ൅ ߩ	 ∝ሻ                                            (3.2.11)  

 

yazılır.  (3.2.11)   ve   (3.2.7)    den      

 

׬  ሾ݊ሺ݊ െ 1ሻሺ݂ଶ െ ߩ	2݂ ∝ ൅	݂ଶ ∝ଶ	ሻ െ ܴ݅ܿ	ሺ݃݀ܽݎ	݂, ݒሻሿ݂݀݀ܽݎ݃ ൒ 0ெ         

        

elde  edilir. 

 

 Teorem: 3.2.5.   M =Sn ሺ1 ଶൗߩ	 ሻ     kompakt  bağlantılı  bir hiperyüzey  olsun.  Bu  

takdirde 

 

׬  ሾ݊ሺ݊ െ 1ሻ݂ଶ ൅ ሺ2݊ଶ ൅ 3݊ െ 1ሻ݂	ߩ ∝ ൅݊ሺ2݊ െ 1ሻ	ߩଶ ∝ଶ൅ ଶܣݎݐଶߩ െெ

										ሺ݊ െ 1ሻ‖ݐ‖ଶሿ݀ݒ ൒ 0                                                                                       (3.2.12)    



 

dır. 

 İspat:   M nin skalar  eğriliği S olmak üzere   (3.2.1) 

 

ߩ	∆ߩ    ൌ ሺܵߩ		 െ 	݊ሺ݊ െ 1ሻ െ ݊ሺ݊ െ 1ሻ݂	ߩ ∝ െ	ݒ݅݀ߩሺ݊ ∝  ሻ            (3.2.14)ݐ

 

yazılır.  Diğer  taraftan 

 

ሺ݊ݒ݅݀    ∝ ሻݐߩ	 	ൌ 	݊ ∝ ߩ	ݐ ൅ ሺ݊ݒ݅݀ߩ		 ∝       ሻݐ

                               

olup    (2.2.4)  den 

 

ߩ	∆ߩ  ൌ ଶߙሺ݊ଶߩ	 െ 2ሻܣݎݐ െ ߩ	݂	 ∝ 	 ሺ݊ െ 1ሻ݊ െ ݊ ∝൏ ,ݐܣ ݐ ൐ െ	݀݅ݒሺ݊ ∝    (3.2.15)          (ݐߩ	

     

yazılır.  Yardımcı  teorem  2.2.1  den,   ߩ   fonksiyonu  için             

                                    

 
ଵ

ଶ
 ଶ                                                                                (3.2.16)‖ߩ	݀ܽݎ݃‖+	ߩ	∆ߩ=ଶߩ	∆

 

elde  edilir. Böylece 	(3.2.15)    ve  (3.2.16)      denklemlerinden 

 

ଵ

ଶ
ߩ	݂	െ(2ܣݎݐ2െߙ݊2	ଶሺߩ	=ଶߩ	∆ ∝ 	݊ሺ݊ െ 1ሻ െ ሾܴ݅ܿሺݐ, –	ሻݐ ݊ሺ݊ െ –	[ଶ‖ݐ‖(1 ሺ݊ݒ݅݀ ∝       ሻݐߩ	

                                                                                                                                     (3.2.17) 

 

elde edilir.  (3.2.17)        ifadesi  (3.2.10)       da   yerine  yazılırsa    (3.2.12)      elde  edilir. 
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