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OZET

OKLIiD UZAYINDA KURENIN HiPERYUZEYLERI

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanimlar

verildi.

Ikinci boliimde, bir kiirede kompakt hiperyiizeyler icin gerekli kosullar

verildi.
Uciincii boliimde ise bazi integral formiilleri verildi.

Anahtar Kelimeler : Kompakt hiperyiizeyler, Destek Fonksiyonu ve Integral

Formulleri



SUMMARY
SPACE SPHERE IN EUCLID'S HYPERSURFACES
This thesis consists of three parts.

In the first section, some basic definitions that will be used in later chapters were

given.

In the second part, a sphere was given the necessary conditions for compact

hypersurfaces.
In the third section was given some integral formulas.

Keywords: Compact hypersurfaces, Support Functions and Integral Formulas



SIMGELER LISTESI

Z :Paralel birim vektor alni

M :Hiperyiizey

S™! :Birim kiire

Z'  :Teget izdiisiimii

\Y :Riemann konneksiyonu

grad :Gradent operatorii

p :Destek fonksiyonu

div  :Divergens operatorii

c” ‘Diferansiyellenebilir fonksiyon ciimlesi

X(M) :Vektor alanlarinin ciimlesi

A : Laplace operatorii
a : Ortalama egrilik
H, :Hessian fonsiyonu



BIRINCi BOLUM

1.1. TEMEL KAVRAMLAR
Tamm 1.1.1  OKklid metrigi (i¢ Carpim): V sonlu boyutlu bir reel vektor uzayi
olsun. Bir ¢¥:V X V—— R fonksiyonu asagida ki kosullar1 saglarsa 1 ye V iistiinde

bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir.

) Y bilineer formdur:
VaiLa2€R ve Vxi,x2y,y2 EV igin
Ylaxi+axe, y)= a1y (x1,y) + a2(x2,y)
Y(x, aiyrtay2 )= a1 P(x, y1) + a2 P(x, y2)

ii) Y simetrik formdur.

l/)(X, Y) = l/)(ya X) v X,y ev

iii) Y pozitif tanimhdir:
PY(x, x) =0 , Vx €V
P(x,x)=0 gerek ve yeter sart x=0.

Bu calisma boyunca
P(x,y) = <x, x>
ve <x, x>= ||x||? ile gdsterecegiz, buna gore

V<, x>=/|lx]I? =llx|

dir. Bu son ifadeye x in normu denir [5].

Tanim 1.1.2 (Toplojik Manifold ): M topolojik wuzay olsun. Eger bu topolojik
uzay icin asagidaki onermeler dogru ise M ye n- boyutlu topolojik manifold denir.

M1) M bir Haussdorff uzayidir,

M2) M nin her bir acik alt climlesi E" veya E" nin agik alt ciimlesine
homeomorftur,

M3) M sayilabilir coklukta acik ciimlelerle ortiilebilir [4].



Tamm 1.1.3 (Hiperyiizey ) : E® n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1)-boyutlu bir
ylizey veya (n-1)-yiizey diye E" deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, 6yle ki bu

M cumlesi

Dif bilir _
M: {xeUcFE"/ f:U———>IR, U bir agik alt ciimle }
x —>fix)=c Yp#0 VheM,

bigiminde tanimlanir. E? de [-yiizeye diizlemsel egri denir .

E" de (n-1)-ylizey, n>3 olmasi halinde genellikle hiperyiizey olarak adlandirilir
[4].

Tanim 1.1.4 (Tanjant Vektor) : V' vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay A4 olsun.
Ped ve VeV i¢cin (P, V) sirali ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant
vektorii  denir. Tanjant vektorlerinin climlesi 74(P)  ile gosterilir. Buna gore

Tu(P) ={(p, ¥) \p € V} dir [4].

Tanim 1.1.5 (Vektor Alam) : U, E" uzayinin agik bir alt climlesi olsun U nun her
bir p noktasina, p noktasin da bir tanjant vektor karsilik getiren bir X fonksiyona U
iistiinde bir vektor alani denir.

Baska bir deyisle
X:U—> Uger Ty (E™

fonksiyonu i¢in Vp €U, X, € T,(£") oluyorsa X fonksiyonuna U iistiinde bir vektor

alan1 denir [4].

Tanim 1.1.6 (C~ simifindan fonksiyon ) : E" de acik bir alt climle U olmak iizere,

U nun bir a noktasinda f: U—— R fonksiyonunun k inc1 basamaga kadar kismi tiirevleri
mevcut ve k inc1 basamaktan kismi tiirevleri siirekli ise bu fonksiyona a noktasinda k mnc1
basamaktan diferansiyellenebilir veya C* smifindandir denir.

f fonksiyonunun a noktasinda her basamaktan kismi tlirevleri mevcut ise bu

fonksiyona a noktasinda diferansiyellenebilir veya C* sinifindandir denir [4].



Tamm 1.1.7 (Teget vektor alam ): E* Oklid uzayinda bir M egrisi (I, «)

koordinat komsulugu ile verilsin. Egrinin hiz vektorii olan o'(t) tanjant vektori

1] _n dOCi d
x (t) _Zi=17 |t a_xl |oc(t)

seklinde tanimlanir. Simdi

«'= Uymen Ty (M) ——> M doniistimiinii géz Oniine alalim.
«'(t) — x () =m
olmak iizere mox'=l,; ——> M oldugu asikardir. O halde «', dstiinde bir vektor
alamdir. «' vektor alanina M egrisinin (I, «) koordinat komsuluguna gore teget

vektor alani denir [4].

Tamm 1.1.8 (Destek fonksiyonu) : E* icinde yonlii bir M yiizeyinin birim

normal vektor alan1 Z olmak {izere
h:M——>R h(p)=<P,Z(P) >
seklinde tanimli h fonksiyonuna M yiizeyinin destek fonksiyonu denir [7].

Tanmm 1.1.9 (Kompakt) : Kapali ve simirlh bir M manifolduna kompakt
manifold denir [6].

Tanim 1.1.10 (Yonlendirilebilir Manifold) : M, E" de k-boyutlu manifold olsun.
Eger M nin her bir noktasindaki tanjant uzaylarda yoOnlendirme aym ise M
manifolduna uygun yonlendirilmis manifold aksi halde ise M manifolduna uygun

yonlendirilmemis manifold denir [4].

Tamm 1.1.11 (Gauss denklemi ):
E" in bir hiperylizeyi M ve M nin sekil operatdrii S olsun. E" in Riemann

konneksiyonu D' ile gésterilmek tizere,



VXY Z eX(M) igin,

D'yY =DyY +< S(X),Y > N (1.1.1.)

seklinde tanimli D operatdriine M iizerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii

ve (1.1.1.) denklemine de M fizerinde Gauss denklemi denir [4].

Tamm 1.1.12 (Weingarten doniisiimii) : E" de bir hiperylizey M ve M nin birim
normal vektor alani N olsun. E" de Riemann konneksiyonu D olmak iizere V X € X(M)
icin S(X) =DxN seklinde tanimli S doniisiimiine M iizerinde sekil operatdrii veya M nin

Weingarten doniisiimii denir [4].
Tanim 1.1.13 (Kesit egrilik) : M bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun M nin
bir P noktasindaki Tm(P) tanjant uzaymin 2-boyutlu altuzayi P olsun. P yi geren birim

vektorleri Xp, Yp, olsun, yani P= S{Xp Yp,} olsun. O zaman M iizerindeki egrilik

tensoOrii R oluguna gore

R (XPa YPa YP’ XP7 )
degerine M nin P noktasinda P diizlemine gore Kesit egriligi denir [6].

Tamm 1.1.14 (Skaler egrilik) : M bir Riemann n-Manifold olsun. M nin bir P
noktasindaki Skaler egriligi; Tm(P) nin biitlin 2-boyutlu altuzaylarina gore olan kesit
egriliklerinin toplamina denir ve

T(P)= Xisj=1R(ei € €, €)

ile hesaplanir [6].

Tamm 1.1.15 (Ricci egriligi ) : M bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M

nin bir p noktasi ile bu noktadaki bir X, tanjant vektorii verilmis olsun.



Twm(P) nin Xp yi ihtiva eden biitiin 2-boyutlu alt uzaylarina gore kesit egriliklerinin

toplami M nin p noktasinda Xp dogrultusunda ki Ricci egriligi olarak adlandirilir [6].

Tamm 1.1.16 (Ortalama egrilik) : N nin n-boyutlu alt manifoldu M olsun.

~ 1

A=131, he e)
seklinde tamimlanan H vektdr alnma M nin ortalama egrilik vektor alani ad1 verilir. Eger
H=0 ise M alt manifolduna minimaldir denir. H ortalama egrilik vektoriiniin normu

||H || yada M nin ortalama egriligi ad1 verilir [6].

Tamm 1.1.17 (Laplace operatorii ) : M bir n-Riemann manifoldu ve

f: M——R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.

A: C*(M,R) ——> C* (M, R)

f——Af =div(grad f)
olarak tanimlanan A operatdriine M lizerinde Laplace operatorii denir [6].

Tanmim 1.1.18 (Hessian fonksiyonu ) : M bir n-boyutlu manifold olmak iizere
f: M—— R diferansiyellenebilir fonksiyonu verilmis olsun. PEM bir kritik nokta olmak
uzere
Hf : ToMXToM —— TpoM

(w,v) —> Hp(uv)=< I, gradf, v>

seklinde tanimlanan Hr fonksiyonuna f nin PEM kiritik noktasindaki Hessian
fonksiyonu denir.

Hy fonksiyonu Twm(P) {izerinde simetrik bilineer bir formdur [2].

Tanim 1.1.19 (Schwartz esitsizligi) : V bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x,y €V olsun.
Bu taktir de



[<x,y>| < [lx]l |yl
dir [5].

Tanim 1.1.20 (Totall Umbilik) : N, Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
M ve M nin metrigi golsun. V X,Y € X(M) olmak iizere

h(X,Y)=g(X,Y)H
esitligi saglaniyorsa M ye total umbilik alt manifold ad1 verilir [6].

Tanim 1.1.21 (Sabit egrilikli uzay ) : M bir manifold olsun. Eger M nin kesitsel
egriligi K biitiin alt diizlemleri i¢in sabit ise M ye sabit egrilikli uzay denir [6].

Tamm 1.1.22 (Geodezik egrilik ) : E*> de s-yay parametresi ile verilen bir

o egrisinin birim teget vektorii T = (Ty, T,, T;) olmak lizere

ke= 1D, TII=|[ &

ifadesine o egrisinin o(s) noktasma karsilik gelen E* deki jeodezik egriligi denir [6].

Tanim 1.1.23 ( Birim normal vektor alami ) : E" in bir hiperylizeyi M olsun.

)((M)J' in bir ortonormal bazi N ise N ye M nin birim normal vektor alan1 denir. [4]
1.2 MINIMAL ALTMANIFOLDLAR

Teorem 1.2.1:

M kapali, sinirsiz n-Riemann manifoldu olsun.

fiM—R

bir diferansiyellenebilir fonksiyon ve her yerde Af>0 ise f sabittir



(ve Af=0 dir) [6].

Ispat: M nin hacim elamam1 dV olsun. X=grad f alalim. O zaman A f=div X

olacagindan
fM AfdV = fM div X dV

degeri, M simirsiz oldugundan Green teoreminden O dir. O halde
fM AfdV = fM div X dV=0

dir. Diger taraftan her yerde A >0 oldugundan M ftizerinde her yerde A £=0 olmak

zorundadir. Burada f yerine f2 alirsak

fy AV =2 [, fAfaV+2f, g¥LLqy

axi ax]-

olur Green teoreminden

Sy AGHAV=0
V€  Af=0 oldugundan son ifadeden

f, 99LLav=0

3xi ox Jj
olur. Diger taraftan integrand non-negatif oldugundan

ij 9 91
6xi ax]'

olmak zorundadir. Buradan da



df =0

olmak zorundadir, yani 7= sabittir. Bu da ispat1 tamamlar. Buradan sinirsiz kapali bir

n-manifold lizerinde A =0 esitligine uyan yegane
fiMm —R
fonksiyonu sabit bir fonksiyondur, gercegielde edilir.
Teorem 1.2.2 Oklid uzayinda kapali ve minimal olan bir alt manifold yoktur [6].
Ispat : M, E*® Oklid uzayma daldirilmis bir n-Riemann manifoldu olsun.
Hesaplamamiz lokal olacigindan bir XEM noktasim1 E™P de karsilik geldigi noktanin

yer vektorii ile esleyebiliriz.

fim — E™7

X f (x)
olarak tanimlanan f immersiyonu
f(x)= <x,a>

olduguna gore Af yi hesapliyalim. Y€ X(M)  olmak iizere

Yf:Y{<x,a >}:<Y,a>

dir, bu esitligin sagindaki Y vektorii R™P deki bir vektor gibi diisiiniilmektedir. Bir
diger X€ y(M) igin

XY f= < Di¥,a>



dir. Burada D’ jle E™P deki Oklidyen konneksiyonu gosterilmektedir. M nin ikinci

temel form V ve M nin konneksiyonu D olmak iizere Gauss denklemine gore
DxY = DxY+ V(X,Y)
dir. D operatoriiniin

(DxY)f =< DXY, a>

ozelliginden
XY =< DyY+V(X,Y), a>
veE
=< DyY,a>+ <V(X,)Y), a>
veya
XYf—<DyYa>=< V(X,Y), a>
(D2f) (V;X)
D?f (Y;X) =< V(X,Y), a>
dir.

TuX =Sp {X1,Xz’ Xn}s <X X;>= &7

ey

olsun. O zaman fnin Laplaciani igin
Af=g" (D*f) (X, X))

ve {Xl’Xz’_ Xn} ortanormal oldugundan gv =& dir ve

ey



Af =¥y D*O) X X))

<V(XiXj).a>

veya
Af =X%, <V(X,X)) a>

dir. Ayrica

Tﬁx ~Se {681, . égp,}’ ve < & &s >=6;
olsun. O zaman
VX,Y) =h* (X, Y) &,
bulunur. O halde
H=1/n Xi=1 V(Xi'XJ)
olur. Bdylece
A f=n< H, a>=0
veya n#0 oldgundan
<H a>=0
dir. Buda a=e;, i-yinici ortanormal vektorii icin < H,e; > =0 yani H nin i-yinici
bileseni 0 dir. Bu ise f(H) =0 demektir. Yani 7 immersiyonu harmoniktir ve M

kapali oldugundan 7 sabittir. Bu da M nin bir tek noktadan ibaret olmas1 demektir.

Buda ispati tamamlar.



Teorem 1.2.3 : Bir Oklid uzayinda kompakt minimal altmanifold yoktur [6].
Ispat: a=e,, A=1,... n+p alarak
f(H)=<H, e >
icin yukaridaki diislince ile
fH)=0

olur. Buda f nin i-yinci bilesenin sifir olmasi demektir, dyleyse f bir harmonik
fonksiyondur ve dolayist ile M kompakt oldugundan f sabittir. Buda M nin bir tek
noktaya biiziilmiis olmas1 demektir.

1.3 STOKES TiPINDE KLASIK TEOREMLER

Teorem 1.3.1 (Green Teoremi )

E®de M bir kompakt 2-boyutlu ve sinirli bir manifold olsun. Kabul edelim ki
a,f:M———>R

diferansiyellenebilir olsunlar. O zaman
_ ap oa
JouCadx + Bdy) = [, (% — 5y dx ady
- 9B _ 0a
=fly G, — 3pdxdy

dir [4].

Teorem 1.3.2 (Divergense Teoremi )
E* de kompakt ve smih bir 2-Manifold M ve 0M iizerinde bir

diferansiyellenebilir vektor alan1 F ise



Jy divFdv=[ <Fn>dA

dir, burada dv ile E® deki hacim elementini ve dA ile de dM deki alan elementini

gosteriyoruz [4].
Teorem 1.3.3 (Stokes Teoremi )

E® de kompakt, yonlii ve smurli bir 2-manifold M ve M nin birim dis normal
vektér alani n olsun. M iizerinde indirgenmis yon segilmis olsun. M Uzerinde
vektor alani ds(T) =1 olacak sekilde T ve M yi kapsayan bir agik climle {izerinde

diferensiyellenebilir bir vektdr alanida F ise

Ju <VxF, n>dA=[ <F, T>ds

g 90 0

dir. Burada V =( ox’ 9y’ 92

) bir operatordiir [4].



IKiNCi BOLUM
2.1. GIRIS

R™*?2 de Z paralel birim vektdr alanina sahip S™*1 in kompakt bir hiperyiizeyi M
olsun. Z paralel birim vektdr alanmnin  S™*1  deki teget izdiisiimiinii Z' ve Z' nin M

tizerindeki teget izdiisimii t ile gosterilirse
ZT=t+ pN (2.1.1)
yazilir. Burada N, S™*1 in M deki birim vektdr alam1 ve p ise M iizerinde
p=<Z"',N> (2.1.2)

seklindedir. C*- smifindan bir fonksiyon olup R™*? de Z vektdr alam ile temsil edilen
M hiperylizeyinin destek fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu béliimiin amaci asagidaki

teoremi ispatlamaktir.

Teorem 2.1.1
M S™*1 de kompakt ydnlendirilebilir baglantili bir hiperylizey ve S™*1 in
R™?2 deki Z paralel birim vektdr alam ile temsil edilen destek fonksiyonu p olsun. Eger

M nin Ricci egriligi
p?(n—1)(n+2) < p? Ricc <n-—1 (2.1.3)

sartin1 sagliyorsa p bir sabitve M =S" (1/ pz) kiiresidir. [3]

2.2. KUREDE HiPERYUZEY

R™2, Oklid uzaymin birim kiiresi ve S™*! in merkezinde yonlendirilebilir bir

hiperyiizey M olsun. Boylece S®*1in M hiperyiizeyi bir tek N birim normal vektor

Sn+1

alanina sahiptir. ve M nin sirasiyla Rieman konneksiyonlari1  V ve V olsun. Bu

takdirde M lizerinde X ve Y vektor alanlari ¢ifti icin



Ux Y = VxY + g(4X,Y) (2.2.1)

Gauss denklemi yazilabilir. Burada g indirgenmis metrik ve A Weingarten

doniisiimiidiir ve bu doniistim

Vx N = —AX (2.2.2)

seklinde tanimlanir .
R™?2 de paralel birim vektdr alan1  Z yi sabitleyen ve S"*1 de Z nin teget ve

normal bilesenlerine sirastyla ZT ve ZN denilirse

Z=27"+2zN

seklinde yazilabilir.

R™2 de S™1 nin birim normal vektor alant N olsun.

Boylece f = <ZN,N > denilirse

WZ' = fx (2.2.3.1)

ve
Xf=9X 72"), XeX(M) (2.2.3.2)
seklinde ifade edilir.
Oysa p:M———R destek fonksiyonu ile tammlanan ZT =t + pN teget
bileseni goz oniine alimirsa R™*2  deki Z paralel birim vektdr alaniyla baglant1 elde

edilir. Bir baska ifade ile (2.2.1), (2,2.2), (2.2.3.1) ve (2.2.3.2) denklemleri kullanilarak
VxZT = —fX + pAX
Xp=g(AX,t) (2.2.4)

Ve

Xf=gX2" V XeX (M)



ayrica
gradp = —At,
ve
grad f =t (2.2.5)
elde edilir.

Gauss denkleminden M nin Ricci egrilik tensorii
Ric X, Y)=(n—-1)g X,Y) + nag (AX,Y) — g(AX, AY) (2.2.6)
seklinde yazilabilir. Burada a, M nin ortalama egriligi olup
a= % 19 (Ae;, e)
seklinde tanimlanir. Diger taraftan Codazzi denkleminden
(Vx, A)Y = (VWWA)X X,Y eX(M) (2.2.7)
yazilabilir. A simetrik oldugundan V X,Y,ZeX(M) igin
g(VxA)Y, Z2) = g((VxA)Z, Y) (2.2.8)
elde edilir.

Yardimer Teorem 2.2.1 M bir hiperyiizey ve M nin Laplace operatorii A olsun. Bu
takdirde f € C* (M) igin

a) Af =n(=f + pa)

Ve
b) SAfi=n(=faf p) + llel?
dir.



Ispat:
a) (2.2.4) den aciktir

b) (2.2.5) ve (a) dan
Af?=2fAf +2lgrad f |’
yazilabilir. Burada (a) kullanilirsa (b) nin ispati bulunur.
2.3. SABIT ORTALAMA EGRILIKLi HiPERYUZEYLER
Nomizu ve Smyth [ 8 ] makalelerinde S™!' deki sabit ortalama egrilikli
hiperyiizeyleri calistilar. Bu makalelerinde S™' kapali yar1 kiiresinde sabit ortalama
egrilikli hiperylizeylerin varlik sartini ispatladilar. S. Dcshmukh ve M.A AL Gwaiz [ 3 ]
ise Nomizu ve Smyth in bu caligmalarina ilaveten asagidaki teoremi ispatladilar.
Teorem 2.3.1. S™1 de kompakt yonlendirilebilir sabit ortalama egirilikli
hiperyiizey M olsun. Eger R™? deki paralel birim vektor alan1 Z ye baglh olarak ifade
edilen M nin destek fonksiyonu M iizerinde sifirdan farkliysa M, S™*1 de
hiperkiiredir.
Ispat : (2.2.4) denklemi kullanilarak p nin Hessian fonksiyonu
H,X,Y)=—-g((VxA)Y,t) + f g(AX,Y) — pg(AX,AY)
seklinde yazilabilir. Bu denklemle (2.2.8) birlikte g6z 6niine alinirsa
A= —nta + nfa — ptrA® (2.3.1)
elde edilir. (2.2.4) denkleminden

divt =n(—f + pa) (2.3.2)

Ve



div(at) = ta + na(—f + pa) (2.3.3)

yazilir.

(2.3.1) denklemi (3.3.1) de yerine yazilirsa
Ap = —n(n—1) f a + n*a® p? - ptrA’—div(nat) (2.3.4)
bulunur. Eger M nin ortalama egriligi sabit ise Yardimci teorem (2.2.1) den
Alp—(n—1) af) = pna’—trd? - div (nat)
elde edilir. Buson esitligin M iizerinden integrali alinirsa
Sy, p(aa®—trA*)dv =0
bulunur. Schworz esitsizliginden
ta’—trA*= 0
elde edilir. Bu esitsizligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin totally umbilik
olmasidir.
Eger M iizerinde p# 0 ve M baglantilh ise na’—trA’> olup M totally
umbiliktir.
M kompaktise M S™*1 de hiperkiiredir.
2.4. TEMEL TEOREMIN ISPATI
M nin skaler egriligi

S = n(n-1)+ n*a’®-trA?

esitligiyle verilir. (2.3.4.) denkleminden



pAp=p(S—nn—-1))— n(n—-1) f pa — pdiv(nat) (2.4.1)
yazilabilir. Diger taraftan

div (na pt) =natp + pdiv(nat)
oldugundan (2.2.4) iin ikinci denkleminden

— pdiv(nat) = nag(At,t) — div (na pt)
yazilir. Boylece (2.4.1) denklemi

pAp=p(S—nn—1)— nn—1) f pa— nag(At,t) — div(na pt)

sekline doniisiir. Boylece

() Ap*= pAp+ llgad plf?
ve (2.2.5) den

(3)a0= p(S—n(m=1D)~f pan(n-1) - [Ric(t, Olltl)’]

—div(na pt) (2.4.2)
bulunur (2.4.2) ve yardimer teorem (2.2.1) den

(P AP+ = Df ) + div(na pt)

= p’S —nn—D)(p*+ f2+|t]P+(n — D(n + 2) ||t||* —Ric(t,t) (2.4.3)

elde edilir.

Diger taraftan



Z=t+ pN+ fN
birim vektor alan1 oldugundan
It]|>+ p*+ f=1 (2.4.4)

bulunur. (2.4.3) iin M iizerinden integrali alinir ve (2.4.4) kullanilirsa
fM [IElI*(Ric(t,t) —(n—1D(n+2)+ (n(n—1)-PS)dv=0 (2.4.5)

elde edilir. Burada f = ﬁ dir.

Teoremin hipotezinden t=0 p?S = n(n — 1) bulunur Diger taraftan (2.2.4)
den p sifirdan farkli bir sabit f/M sabitve A = (f/P)1 dir.

Sonug olarak Gauss denkleminden M = Sn (1/ pz) elde edilir.



3. BOLUM
INEGRAL FORMULLERI

3.1. BAZI OPERATORLER:
Tanim 3.1.1.
M bir manifold ve M {izerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon f olsun. M nin

Laplace operatorii
Af=div (grad )

seklinde tanimlanir.
Bu tanim lokal koordinatlar cinsinden asagidaki sekilde ifade edilir.
{x1, X3 ,...,X,}, M nin bir p noktasindaki lokal koordinatlar ve M iizerinde

diferansiyellenebilir bir fonksiyon f olsun. Bu takdirde laplace operatorii

1

L yn 0 9
Af—\/ﬁ i'j=16xi (\/E gl,] 6xj)

seklinde tanimlanir. Burada

0o 0

= < —,
9 axi ax]
Ve

gi,j =< dxi,de' >

dir [2].
Tammm 3.1.2 Grad tanim1 E" de diferansiyellenebilir fonksiyonlarin ciimlesi

C(E",R) ve vektor alanlarin ciimlesi X (E") olmak iizere

Grad : C(E"R) —— y (E")

af @
f—Gradf = Z?=1a_xi 7%

seklinde tanimli fonksiyona Grad fonksiyonu denir.



Tanmmm 3.1.3. M bir Manifold olsun. M  diferansiyellenebilir  bir f

fonksiyonunun Hessian tensorii, Hess f seklinde gosterilir ve

Hess f: TyM —— TpyM

v—— Hess f(v) =Vy grad f

seklinde tanimlanir [2].

Teorem 3.1.1. Hessian tensorii V u, v ETMP igin

Hf (u, v) = u(vh)— (B, v)f

esitligini saglar.

Ispat:
M bir Manifold ve p €M noktasinda TpM nin keyfi iki u ve v elamani i¢in

u<grad f,v> =<V, gradf, v> +<grad f, V,v>

yazilabilir. Buradan
uvf)=< W, gradf, v>+(V,v)f
olup
Hf (u, v) =u(v ) =(,v)f
elde edilir.
Yardimar teorem 3.1.1. (Newton esitsizligi)) M n-boyutlu bir manifold ve M
tizerinde C* -siifindan bir f fonksiyonu i¢in

(Af)? <n |[Hess fII?

dir [2].



Teorem 3.1.2. (Bochner Formiilii) M, bir manifold ve M iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon f olsun. Bu takdirde

~ A (llgrad f112) = Ric (grad f , grad f) — [ Hess f||?
—<grad f , grad Af >
dir. [1]

3.2. BAZI INTEGRAL FORMULLERI

Teorem 3.2.1. M=S? (1/ pz) S"™ nin kompakt, baglantili bir hiperyiizeyi

olsun. p destek fonksiyonu olmak {iizere

Jy[(f —ne —pn[(n—1) —n«] - pSldv =0 (3.2.1)
dir. Burada S, M nin skalar egriligidir.
Ispat: M nin skalar egriligi
S=n(n-1)+ n*a’—trA? (3.2.2)
seklinde tanimlanir. Diger taraftan p nun Laplace n1
A p=—nt < +nf « — trA? (3.2.3)

olarak elde edilir. Boylece (3.2.3) de (3.2.2) yerine yazilir ve M {iizerinden integral

alinirsa

Julf —tn o —pn[(n —1) —n «] = pS]dv =0

bulunur.



Teorem 3.2.2  p destek fonksiyonu olmak iizere S™' in kompakt, baglantil

bir hiperylizeyi M olsun. M nin Laplace nun birinci karekteristik degeri A, olmak iizere

Jy[(f —On« —pn[(n—1) —n«] - pAldv =0 (3.2.4)
dir.

Ispat: M nin Laplace operatorii A olmak iizere A min birinci karakteristik

degeri A olsun. Eger M S" (1/ pZ) kiiresine izometrik ise

fM Apdv=0 (3.2.5)
ve M nin S skaler egriligi
S=2A(n-1) (3.2.6)

dir. Boylece (3.2.5) ve (3.2.6) dan

S, [(f —tnec —pn[(n—1) —n ] — pAldv =0

bulunur.

Teorem 3.2.3 M, S™! de kompakt baglantili bir yiizey olsun. M nin keyfi

difarensiyellenebilir f fonksiyonu igin
f [(”7‘1)2 (Af)? — Ric (grad f, gradf) ]dv = 0 (3.2.7)
dir.
Ispat: M hiperyiizeyinin iizerindeki keyfi bir f fonksiyonu icin Bochner formiilii

%A (llgrad f||?)= Ric (grad f, gradf)- ||Hess f||?—<gradf, gradAf >  (3.2.8)



yazilir. Newton esitsizliginden

2
E0 < |IHess £ (3.2.9)

yazilabilir. (3.2.8), (3.2.9) de yerine yazilir ve M fizerinden integral alinirsa

fM [(n—_l )2 (Af)? — Ric (grad f,gradf) ]dv = 0

n

bulunur.

Teorem 3.2.4 M, S™! de kompakt baglantili bir hiperyiizey olsun. M nin
keyfi diferansiyellenebilir bir f fonksiyonu ve p destek fonksiyonu igin

Ji, [n(n = 1D)(f? = 2f p < + f? «* ) — Ric (grad f,gradf)]ldv =0  (3.2.10)

dir.
Ispat: M nin keyfi bir f fonksiyonu igin, yardime1 teorem (2.2.1) den

Af=n(—f + p x) (3.2.11)
yazilir. (3.2.11) ve (3.2.7) den
Jy [n(n = D(f? = 2f p < + f? «? ) — Ric (grad f, gradf)]dv = 0
elde edilir.

Teorem: 3.2.5. M =§" (1 / pz) kompakt baglantili bir hiperylizey olsun. Bu

takdirde

Jy [n(n = 1D)f? + (2n* +3n — 1)f p x +n(2n — 1) p? <*+ p?trA® —
(n = DItlI*ldv = 0 (3.2.12)



dir.
Ispat: M nin skalar egriligi S olmak iizere (3.2.1)

pAp= p(S—nn—1)—n(n—1)f px —pdiv(n < t) (3.2.14)
yazilir. Diger taraftan
divinx pt) = nxtp+ pdiv(n «t)

olup (2.2.4) den
pAp = p(nfa? —trA2) — fpx (n—1)n—n«< At,t > —div(n < pt) (3.2.15)
yazilir. Yardimer teorem 2.2.1 den, p fonksiyonu igin

%A p2=pA p +||grad p||? (3.2.16)
elde edilir. Boylece (3.2.15) ve (3.2.16) denklemlerinden

%A p?=p?(n*a’—trA*)— f p x n(n — 1) — [Ric(t,t) -n(n — 1)||t]|?] - div(n « pt)
(3.2.17)

elde edilir. (3.2.17) ifadesi (3.2.10) da yerine yazilirsa (3.2.12) elde edilir.
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