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OZET
Lineer ve Lineer olmayan Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin

Coziim Yontemleri

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin tarihsel gelisimi ve
¢oziim yontemleri hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, bu calismada gerekli olan bazi temel tamim ve teoremler ele
alinmistir.

Ucgiincii boliimde, Genellestirilmis Kudryashov Metodu (GKM), Sumudu Déniisiim
Metodu (SDM), Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM) ve Homotopi Ayrisim Metodunun
genel yapilari verilmistir.

Dordiincii  boliimde ilk olarak, lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon
denklemi, zaman-kesirli KdV ve mKdV denklemleri, zaman-kesirli genellestirilmis ikinci
mertebeden Burgers denklemi, zaman-kesirli Cahn-Hilliard denklemi ve zaman-kesirli
genellestirilmis tigiincii mertebeden KdV denkleminin analitik ¢éziimlerini elde etmek igin
GKM kullamlmustir. Ikinci olarak, kesirli mertebeden homojen ve homojen olmayan adi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziimlerini elde etmek i¢cin SDM kullanilmustir. Ugiincii
olarak, kesirli mertebeden homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel denklemlerin
yaklagik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in VIM kullanilmistir. Son olarak da, kesirli mertebeden
Kadomtsev-Petviashvili denkleminin yaklasik ¢oziimiinii elde etmek i¢in Homotopi
Ayrisim Metodu kullanilmistir. Bu metodlar yardimiyla elde ettigimiz analitik ve yaklasik
¢oziimlerin iki ve ti¢ boyutlu grafikleri Mathematica programi yardimiyla ¢izilmistir.

Besinci boliimde ise bu ¢alismada elde edilen analitik ve yaklasik ¢oziimler dikkate

alinarak kullanilan metotlar hakkinda sonug ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Riemann-Liouville
kesirli tiirevi, Riemann-Liouville kesirli integrali, Genellestirilmis Kudryashov Metodu
(GKM), Sumudu Déniisiim Metodu (SDM), Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM) ve
Homotopi Ayrisim Metodu.



SUMMARY
The Solution Methods of Linear and Nonlinear Fractional Differential Equations

This study consist of the five chapters.

In Section 1, it has been given informations on the solution techniques and one the
historical structures of differential equations with fractional order was given and some

information on the solution techniques were also presented.

In Section 2, some fundamental definitions and theorems which are necessary in
this study was introduced.

In Section 3, the general structures of Generalized Kudryashov Method (GKM),
Sumudu Transform Method (STM), Variational Iteration Method (VIM) and Homotopi
Decomposition Method, were given.

In Section 4, Firstly GKM was used to obtain analytical solutions of nonlinear time-
fractional Klein-Gordon equation, time-fractional KdV and mKdV equations, time-
fractional second-order Burgers equation, time-fractional Cahn-Hilliard equation and time-
fractional generalized third-order KdV equation. Secondly, STM was utilized to find
analytical solutions of homogeneous and non-homogeneous fractional ordinary differential
equations. Thirdly, VIM was handled to reach approximate solutions of homogeneous and
non-homogeneous fractional ordinary differential equations. Finally, Homotopi
Decomposition Method (HDM) was tackled to gain approximate solutions of fractional
Kadomtsev-Petviashvili equation. Two and three dimensional graphics of analytical and
approximate solutions that we obtained by the help of these methods were plotted by

means of Mathematica programme.

In chapter five, it has been given a conclusion about techniques used by taking

into consideration analytical and approximate solutions obtained in this study.

Key Words: Gamma function, Beta function, Riemann-Liouville fractional
derivative, Riemann-Liouville fractional integral, Generalized Kudryashov Method
(GKM), Sumudu Transform Method (STM), Variational Iteration Method (VIM) ve
Homotopi Decomposition Method (HDM).
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1. GIRIiS
Kesirli mertebe kavrami 03.08.1695 tarihinde L’Hospital’in Leibniz’e yazmis

D7y

n

oldugu mektupta “n = % olmast durumunda f (X) = x fonksiyonunun tiirevinin nasil

hesaplanacagi ve sonucun ne olacagi” sorularak ilk olarak literatiire sunulmustur [1].

Leibniz ve Johann Bernoulli arasinda da kesirli mertebe kavramina deginilmistir.
Bernoulli Aralik 1695 yilinda Leibniz’e “Tiirevlerin kesirli veya irrasyonel olmasi” ile
ilgili sorular sordugu bir mektup yazmistir. Leibniz de L’Hospital’a yolladigina benzer bir
mektubu Bernoulli’ye yazmistir. Fakat bu mektupta genel mertebeli tiirev yapisi hakkinda
L’ Hospital’a yolladigina kiyasla daha detayli bilgiler vermistir [1].

Leibniz’in yasami boyunca kesirli analizle ilgili son referanst 1697 yilinda J.
Wallis’e yazdig1 bir mektubun bulunmasidir. 1716 yilinda Leibniz’in dlmesiyle tam say1
olmayan mertebeli tiirevle ilgili arastirmalar son bulmamuistir. 1783 yilinda Leonhard Euler
makalesinde [2] bu konuya yer vermistir. Euler bu makalesinde ilk defa faktoriyelin
genellestirilmesi olan Gama fonksiyonunu sunmustur ve sayilarin gelismesi iizerine
calismustir [1].

Leibniz’in 6liimiinden yaklasik 50 yil sonra J. L. Lagrange’in yaptigi caligma [3]
kesirli analiz alanina katkida bulunmustur. 1772 yilinda J. L. Lagrange tam sayr mertebeli
diferansiyel operatorler igin ustlerin bir kuralini gelistirmistir. Belirli sartlar altinda bu
tamsayr mertebeli diferansiyel operatorler i¢in bulunan sonucun keyfi secimlere
dontisebilecegini bulmustur [1].

1812 yilinda P. S. Laplace “Théorie analytique des probabilités” [4] kitabinda ilk
olarak kesirli tiirevin tanimini detayl bir sekilde kurmustur. Bu kitabin birkac sayfasinda
P. S. Laplace bir integral ile temsil edilen fonksiyonlar i¢in bir kesirli tiirev tanimini
anlatmustir [1].

Birkag¢ sene sonra 1819 yilinda S. F. Lacroix “Traité du calcul différentiel et du
calcul intégral” [5] 700 sayfalik kitabinin sadece 2 sayfasinda tam sayr mertebeli tiirevin
genellestirilmesiyle kesirli mertebeli tiirevin elde edilebilecegini séylemistir. S. F. Lacroix,
Leonhard Euler’in buldugu Gama fonksiyonunun genellestirilmis faktoriyelini kullanarak
tamsay1 olmayan mertebeden tiirevi formiile etmistir. Lacroix’in elde ettigi bu sonuglar
bugiin hala kullanilan Riemann-Liouville kesirli tiirev gosterimiyle aynidir [1].

1822 yilinda J. B. J. Fourier “Théorie analytique de la chaleur” [6] kitabinda kesirli

tirevin diger genel bir uygulanabilir tanimin1 vermistir. Bu kesirli tlirev tanimi yeteri



kadar iyi-tanimli fonksiyon i¢in uygundur. Bu tanim yapilirken ne Lacroix’in
makalesindeki gibi bir kuvvet fonksiyonuna ne de Laplace’in calismasindaki gibi bir
integral fonksiyonuna ihtiya¢ duyulmustur [1].

1823 yilinda Niels Henrik Abel Tautochrone probleminde agiga ¢ikan bir integral
denklemini ¢dzmek igin kesirli mertebeden tiirevi kullanmistir [7,8]. Daha sonra Abel’in
calismalarina Samko ve ekibi de kitabinda deginmistir [9].

Abel’in Tautochrone problemine kesirli operatorleri uygulamasindan sonra, kesirli
analizle ilgili ilk ¢alismalar J. Liouville tarafindan yapilmistir [10-17]. J. Liouville kesirli
tirevin iki farkli tanimimi gelistirmistir [12]. Ik olarak seri seklinde agilabilen bir
fonksiyona kesirli tlirev tanimini uygulamistir. Ancak bu tanimda yakinsak seriler icin

o ’nin se¢iminde sinirlama oldugu goriilmiistiir. Ikinci tanimda ise a 'nin se¢iminde boyle

bir sinirlama olmadigr gorilmistir. o keyfi parametre olmak {izere f(X)=1/ X*

seklindeki fonksiyonlarin kesirli tiirevi alinmustir [1].

1847 yilinda G. F. B. Riemann, Taylor serisinin genellestirilmesini arastirirken

f(x) fonksiyonunun o mertebeden kesirli integralini bulmustur. Ama Riemann bu

calismasini yayinlamamigtir. Ancak Riemann’in 6liimiinden 10 yil sonra “Gesammelte
mathematische Werke und wissenschaftlicher Nachlass- Bernhard Riemann”  [18]
calismasinda yaymlanmistir.

Bir ¢ok yazar Riemann-Lioville tanimmin gelismesine katki saglamistir. 1869
yilinda N. Y. Sonin keyfi mertebeli tireve erismek icin Cauchy integral formiiliinii
kullanarak bir ¢alisma yapmustir [19]. Kisa bir siire sonra 1872 yilinda A. V. Letnikov,
Sonin’in fikrini genisleterek kesirli tiirevi tanimlamistir. Tamsay1 mertebeden tiirevler icin
Cauchy integral formiiliinii kullanarak Euler’in tanimladigi Gama fonksiyonu ile
faktoriyeli yerlestirerek kesirli duruma genellestirir [20].

Griinwald’un 1867 yilindaki [21] ve Letnikov ‘un 1868 yilindaki [22] yaymlarindan
bugiin hala kullanilan bir diger kesirli tlirevin temelini saglayan kesirli tiirev tanim1 ortaya
¢ikar. Bu tanim Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi olarak isimlendirilir [1].

19. ylizyilin sonlarindaki kesirli analizdeki gelismelerle birlikte O. Heaviside
“Heaviside operational calculus” isimli bir ¢alisma yapmustir [23]. Daha sonra

Heaviside’1n tiirev operatorii Riemann kesirli tiirev operatorii olarak yorumlanir [1].



1917 yilinda H. Weyl calismasinda “Weyl kesirli integrali” olarak isimlendirilmis
¢ =—oo alt limitiyle kesirli integralin Riemann-Liouville tanimin1 verir [24].
1927 yilinda Marchaud Griinwald-Letnikov kesirli tiirev taniminin integral halini

gelistirmistir. Marchaud, f fonksiyonunun bugiin “Marchaud kesirli tiirevi” olarak bilinen

kesirli tiirevini bulmustur [25].

Daha sonra 1928 yilinda Hardy ve Littlewood kesirli integrasyonun &zelliklerinden
bahsetmistir. Hardy ve Littlewood a mertebeden kesirli integrasyon operatériiniin L, daki
L, 'nin bir fonksiyonunu isaret ettigini ispatlamistir [26].

1931 yilinda Watanabe f ve ¢ analitik fonksiyonlar: i¢in Riemann-Liouville
kesirli tiirevinin bir Leibniz formiiliini gelistirmistir [27].

Daha sonra 1938 yilinda Riesz bu konuda ¢ok sayida ¢aligma yapmistir. n boyutlu
Oklid uzayinda genellestirilmesi olan “Riesz potansiyeli” olarak bilinen integrali
gelistirmistir [28,29]. Bu integral Weyl kesirli integraline ve Riemann-Liouville kesirli
integraline baglantilidir [1].

1938 yilinda B. S. Nagy yaklagim teorisi alanina katkida bulunarak trigonometrik
toplamlar i¢in bir Favard tipinde esitsizligi gelistirmistir. Nagy, trigonometrik polinomlar
ile kesirli integrallerin yaklasim oraninda bir Bernstein tipinde teorem elde etmistir [30].

1967 yilinda M. Caputo, “Caputo kesirli tiirevi” olarak bilinen kesirli tiirev tanimin1
vermistir [31]. Bu tiirev Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimiyla baglantilidir. Caputo
kesirli tiirevini kullanmak Riemann-Liouville kesirli tiirevine kiyasla klasik formdaki
kesirli tiirevlerin baslangi¢ sartlarini belirler [1].

20. yiizyihn ikinci yarisiyla kesirli analiz alaninda 1974 yilinda New Haven’da
kesirli analizin teori ve uygulamalartyla ilgili ilk konferans diizenlenmistir [32]. Kesirli
analizle ilgili ilk kitap Oldham ve Spainer tarafindan yayinlanmistir [33]. Daha sonra ise
kesirli analizle ilgili bir¢cok sayida kitap yayinlanmustir [34-47].

Son yillarda ise kesirli mertebeden tiirev hesaplamalar1; miihendislik, fizik, kimya,
biyoloji, uygulamali bilimler, kontrol teorisi, finans, sinyal isleme, sistem tanimlama,
viskoelastisite,elektrik kontrol teorisi, olasilik ve istatistik, optik fiber, mekanik
miihendisligi, hidrodinamik, termodinamik, 1s1 transferi, kat1 hal fizigi, kesirli dinamik gibi

bir¢ok alanda ortaya ¢ikan problemlerin ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilmistir.



Kesirli mertebeye sahip problemlerin olusturulmasi, olusturulan problemlerin
yaklagik ve analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi bilim insanlar1 arasinda derin bir ilgi
uyandirmistir. Bu ¢oOziimlerin elde edilmesi i¢in farkli metotlarin gelistirilmesi ve
uygulanilmasi bilim insanlar1 arasinda biiyiik 6nem kazanmistir.

Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini bulmak i¢in bircok yazar Homotopi
Ayrisim metodu [48-52], Genisletilmis Deneme Denklem Metodu (GDDM) [53-56],
Modifiye Edilmis Deneme Denklem Metodu (MEDDM) [57-58], Coklu Genisletilmis
Deneme Denklem Metodu (CGDDM) [59] ve Modifiye Edilmis Kudryashov Metodu
(MEKM) [60-62] gibi ¢cok sayida metod ele almistir.

Bu calismada ise, Nikolay A. Kudryashov’un lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin analitik c¢oziimlerini elde etmek icin gelistirmis oldugu Kudryashov
metodunun [63] genellestirilmesiyle elde edilen Genellestirilmis Kudryashov Metodu
(GKM) [64-66] lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denklemi, zaman-kesirli KdV
ve mKdV denklemleri, zaman-kesirli genellestirilmis 2. mertebeden Burgers denklemi,
zaman-kesirli Cahn-Hilliard denklemi ve zaman-kesirli genellestirilmis 3. mertebeden
KdV denkleminin analitik ¢ozlimlerini elde etmek i¢in kullanilmistir [64-66]. Kudryashov
metodunun genellestirilmesiyle elde edilen Genellestirilmis Kudryashov Metodu (GKM)
literatiire yeni sunulmaktadir [64-66].

Sumudu Doéniisiim Metodu (SDM) ilk olarak 1993 yilinda miihendislik kontrol
problemlerini ¢ozmek i¢in G. Watugala tarafindan literatiire sunulmustur [67,68]. Daha
sonra Watugala Sumudu doniisiimiinii iki degiskene genisletmistir [69]. SDM’nin kismi
diferansiyel denklemlere ilk uygulamasi ve ters formiiliin kurulusu Weerakoon tarafindan
yapilmigstir [70,71]. Muniru Asiru SDM’yi kullanarak ayrik dinamik sistemler ve kivrim
tipindeki integral denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmistir [72-74]. Daha sonra Belgacem ve
digerleri SDM’nin bir¢ok uygulamasim1 yapmustir [75-80]. Belgacem’in 21. ylizyilin
basindaki SDM uygulamalarinin ¢ogu tamsayir mertebeden diferansiyel denklemlerle
ilgilidir. Ayrica Bulut ve digerleri de tamsayir mertebeden diferansiyel denklemlere
SDM’yi uygulamistir [81-86]. Daha sonra Belgacem kesirli diferansiyel denklemlerin
¢oziimii icin SDM’yi kullanmigtir [87-90]. Bunlara ek olarak Bulut ve digerleri de kesirli
diferansiyel denklemlere SDM’yi uygulamistir [91].

Bu ¢aligmada ise kesirli mertebeden homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel

denklemlerin analitik ¢6zlimlerini elde etmek i¢in SDM kullanilmistir [92].
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Varyasyonel iterasyon metodu (VIM)’nun temel yapisi ve diferansiyel denklemlere
uygulanmasi bir¢ok ¢alismada ele alinmustir [93-115]. Kesirli diferansiyel denklemlere
varyasyonel iterasyon metodunu ilk olarak J. H. He uygulamistir [97]. Odibat ve Momani
lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere VIM’i uygulamistir
[105, 106, 107,109]. Odibat lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler igin
VIM ile yaklasik ¢6ziim elde etmistir [111]. Wu lineer olmayan kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in VIM kullanmistir [112]. Ayrica
Bulut ve digerleri Kkesirli mertebeden gaz dinamik denklemi ve Kkesirli mertebeden
diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢6ziimleri bulmak i¢in VIM kullanmigtir [113].

Bu ¢alismada ise kesirli mertebeden homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek i¢in VIM kullanilmistir [116].

Homotopi Ayrisim Metodu daha 6nce birkag yazar tarafindan ¢alisilmistir [48-52].
Bu c¢alismada ise Kkesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashvili denkleminin yaklasik
¢Oziimiinii elde etmek i¢in Homotopi Ayrisim Metodu kullanilmistir. Kesirli mertebeden
Kadomtsev-Petviashvili denklemi igin elde edilen yaklasik ¢6ziim igin {i¢ boyutlu grafik
cizilmistir [117].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1.

Bilinmeyen fonksiyon ve onun tirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme
diferansiyel denklem denir. Bagka bir ifadeyle bir veya daha fazla bagimli degiskenlerin
bir fonksiyonu ile bu fonksiyonun bagimsiz degiskenlere gore tlirevleri arasinda verilmis

bagintiya diferansiyel denklem denir [118].

Tanim 2.2.

Bir denklemde belirli bir degiskene gore tiirev aliniyorsa, o degiskene bagimsiz
degisken, denklemde tiirevi alinan degiskene ise bagimli degisken denir.

Bir bagimli ve bir bagimsiz degiskenden olusan, bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore cesitli mertebeden adi tiirevlerini bulunduran denkleme adi diferansiyel

denklem denir. Genel olarak,

dy d’y d"y
f Xl A PR = 0 21
[ Y ax e @D
seklinde yazilir [118].
Tanim 2.3.

Iginde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimli degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaklardan kismi tiirevlerini iceren denkleme kismi

tiirevli diferansiyel denklem denir. n. mertebeden bir kismi diferansiyel denklem

2 2 2 2 n
F X!yltlufa_ufa_ufa_ufal:l au lal:lal:l...lau =Ol (2.2)
OX o0y ot Ox° oxoy oy® ot ox"
olarak yazilir [119].
Tanim 2.4.

Bir kismi tiirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi tiirevin

basamagina denklemin mertebesi denir [120].



Tanim 2.5.
Bir kismi tiirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi tiirevin kuvvetine

denklemin derecesi denir [120].

Tamm 2.6.

Bir diferansiyel denklem lineer ve lineer olmayan olmak iizere iki sekilde
siiflandirilir. Eger bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin katsayilar
bagimsiz degisken ihtiva ediyorsa bu diferansiyel denkleme degisken katsayili diferansiyel
denklem denir. Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken ve bunlarin denklemdeki
biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklem, bagimli degisken ile onun tiirevleri
parantezinde yazildiginda katsayilar sabit ya da yalnizca bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir [120]. Eger bir diferansiyel denklem de
bagimli degisken kendisi veya tiirevleri ile carpim yada boliim durumunda ise veya bagimli
degisken iistel, trigonometrik, yada logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimh
degiskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki ve ikiden biiyiik ise bu tiir diferansiyel

denklemlere lineer olmayan diferansiyel denklem denir [119].

Tamm 2.7.
Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi

tiirevlere gore lineer ise bu denkleme yari lineer denir [120].

Tanim 2.8.
Bir kismi tiirevli denklem yari1 lineer ve denklemde goriilen en yiiksek basamaktan
tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu ise bu denkleme hemen

hemen lineerdir denir [120].

Tanmm 2.9.

Eger bir f (x) fonksiyonu x =X, noktasi civarinda

if”(xo)(x—xo)n 23)




seklinde Taylor serisine agilabiliyorsa ve X, noktasini igeren bir agik aralikta x’in biitiin
degerleri igin Taylor agilimi  f (X) fonksiyonuna yaklasiyorsa f (X) fonksiyonu x = x,

noktasinda analitik fonksiyondur denir [118].

Tamm 2.10.
Bir x bagimsiz degiskeni ile, bunun iki veya daha fazla fonksiyonu ve bu

fonksiyonlarin x’e gore tiirevlerinden meydana gelen sisteme diferansiyel denklem sistemi

denir [121].

Tanim 2.11.
Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bagimsiz degiskenlere goére rasyonel
mertebeden en az bir tane tiirevini igeren bir diferansiyel denkleme kesirli mertebeden

diferansiyel denklem denir.

Tanim 2.12

X bostan farkli bir ciimle ve 7 da X ’in alt climlelerinin bir sinifi olsun. Eger

asagidaki sartlar saglaniyor ise 7 sinifina X {iizerinde bir topoloji ve (X,r) ikilisine de

bir topolojik uzay denir [122].

Tl) O, X er
T2) le,sz,...,Gkn er ise ﬂGki e 7, yani ¢ smifi sonlu kesisime gore kapalidir.
i=1

T3) Her iel i¢in G, er ise UGki er, yani 7 smifi sonlu birlesime gore

iel

kapalidir.

Tanim 2.13
X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki ozellikleri saglayan d :XxX —> R

doniisiimiine X {izerinde bir metrik denir. (X,d) ikilisine de bir metrik uzay denir [123].



M1) Vx,y € X i¢in d(x, y)ZO
M2) Vx,y e X i¢in d(x,y)=0<x=y
M3) vx,y e X igin d(x,y)=d(y,x)

M4) Vx,y,ze X i¢in d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

Tanim 2.14.

Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir [124].

Tanim 2.15.

X =(X,d) bir metrik uzay ve (x,), X ’de bir dizi olsun. Her &>0 sayisina
karsilik her n> N i¢in d (Xn,x) < g olacak sekilde bir N=N (g) sayis1 varsa (Xn) dizisi

X € X ’e yakinsar veya (Xn ) dizisi yakinsaktir denir. (Xn) — X ile gosterilir [123].

Tanim 2.16.

X =(X,d) bir metrik uzay ve (x,), X ’de bir dizi olsun. Her £>0 sayisina
karsilik her m,n>N i¢in d(X,,X,)<¢olacak sekilde bir N=N(g) sayist varsa (X,)

dizisine bir Cauchy dizisi denir [123].

Tanim 2.17.
X metrik uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayin bir elemanma yakinsiyorsa X

metrik uzay1 tamdir denir [123].

Tamm 2.18.

V bos olmayan, iizerinde vektorel bir toplama ve skalerle (gercel sayilarla) carpim
tanimlanmig bir kiime olsun. Simgesel olarak, vektorel toplama ve skalerle carpim
islemleri,

X,yeV, i¢cin X+yeV,

reR, i¢in rxeV,
bi¢ciminde tanimli olsun; yani, V kiimesi vektorel toplama ve skalerle carpma islemlerine
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gore kapali olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa V kiimesine R (gercel sayilar
kiimesi) tizerinde bir vektor uzayi denir [125].

V,: Her X,y eV i¢in X+ Yy =Yy +X olmalidir. (Toplamanin yer degistirme 6zelligi)

V,: Her Xx,y,z€V icin (X + y) +Z=X+ ( y+ Z) olmalidir. (Toplamanin degisme
ozelligi)

V,: Her xeVigin X+0=0+X=x olacak sekilde bir tek 0 €V bulunmalidur.

(Toplama islemine gore etkisiz eleman)

V,: Her xeVigin X+y=Yy+X=0 olacak sekilde bir tek y €V bulunmalidir.
(Toplama iglemine gore ters eleman)

Vs: Her x,yeV veher ceR igin c(X+Yy)=cx+cy olmaldir.

(Skaler ile ¢arpmanin toplama tizerine dagilimzi)

Vi Her xeV ve c,,c, €R igin (¢, +C,) X =CX+C,X olmaldur.
V,:Her xeV ve c¢,c, eR i¢in (Clcz)X=Cl(C2X) olmalidir.

Vi Her xeV i¢in 1.X = X olmalidur.

Tanim 2.19.

X bir vektdr uzayi olsun. |.|: X — R* doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu
déniisiime bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de bir normlu uzay denir. Vx,y € X igin

N1) |x|>0,

N2) [x|=0< x=0,

N3) [lex||=|a| x| (o skaler),

N4) [lx+y]<[x]|+[y]
dir [123].

Tanim 2.20.

Bir (X,||.||)normlu uzay! tam ise, yani bu uzayda alan her Cauchy dizisi bu

uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzayi denir [123].
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Tamm 2.21.
Uzerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanmis bir X vektdr uzayma i¢ ¢arpim uzayi denir.
Uzerindeki i¢ ¢arpimla tanimli metrige gore tam olan bir i¢ carpim uzaymna Hilbert uzay1

denir. Burada so6zii edilen i¢ ¢arpim X x X ’den X ’in K skaler cismi i¢ine yapilan bir
donlisimdiir. Yani X ’in her X ve y vektor cifti (X, y) ile gosterilen ve asagidaki

ozellikleri saglayan bir skalerle eslenmektedir [123].

Tanim 2.22.

Tanim ve deger kiimesi vektor uzayi olan doniisiimlere operator denir [126].

Tamm 2.23.

E, ve E, iki lineer uzay olsun. Tamm kiimesi E,’de ve deger kiimesi E ’de

bulunan y= Axoperatoriinii ele alalim. Asagidaki sartlar saglaniyorsa verilen A

operatoriine lineer operator denir [126].
) A(x+Y)=A(x)+A(y),
ii) A(Ax) = AA(X).
Teorem 2.1. (Leibniz Formiilii)

Siirekli f (x,t) fonksiyonu {(x,t):a<x<b, c<t<d} dikddrtgensel bdlgesinde

stirekli ve Z_t kismi tiirevine sahip olsun. Bu takdirdec <t <d igin,
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d f ¥
a}[ i (x,t)dx=ja f (x,t)dx (2.4)

a

esitligi saglanir [127].

f (x,t) fonksiyonu bu teoremdeki sartlari saglayan bir fonksiyon, u(t) ve v(t) de

¢ <t <d araliginda siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise,

v(t

)
j f(x,t)dx= j)%(x,t)dx+ f(v(t).t)v'(t)—f (u(t).t)u'(t) (2.5)

u(t

j

(t

d v(t
dt,
esitligi saglanir [127].

Tamm 2.24.

Lineer olmayan herhangi bir adi diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden

. (" ) . . Y.
lineer olan terim @ ve en yiksek mertebeden lineer olmayan terim u’ ile

d&’
verilsin. Bu durumdaM dengeleme terimi olmak iizere M +q=Mp+s(M+r) esitligi

yazilabilirdir [128].

Tanmim 2.25.

Bir a < X <baraliginda tanimli bir @ fonksiyonu a < x <b araliginda bulunan her

X icin tanimli ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu

F (% @(x),®'(x), @"(x),, @ (x)) =0, (2.6)

ise @ fonksiyonuna (2.6) denkleminin ¢ézliimiidiir denir. Bir adi diferansiyel denklem,
denklemin mertebesi kadar sabit igerir. Coziim fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir

degere karsilik bulunan ¢6ziime de 6zel ¢6ziim denir.
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Bir adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir
kismi diferansiyel denklemin ¢dziimii yiizey ailesine karsilik gelir. Ozel olarak, ikinci
mertebeden bir diferansiyel denklem g6z Oniine alindiginda bu tip denklemlerin ¢6ziimleri
iki sabit icerdiginden bu sabitleri bulmak i¢in iki ek sart verilmelidir. Eger sartlar; bagimh
degisken ve tiirevleri iizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri i¢in verilen sartlar ise
baslangi¢ sartlari, bagimsiz degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar ise sinir sartlari

ile tanimlanir [128].

Tanim 2.26.

Matematiksel bir terim olarak iyi tanimli problem kavrami ilk olarak Jacques
Hadamard tarafindan literatlire sunulan bir tanimla ortaya ¢ikmistir. Hadamard, fiziksel
olaylarin matematiksel modellemelerinin asagidaki 6zellikler saglanacak sekilde iyi tanimli
olmasi gerektigini savunmustur.

i) Coziim vardir,

i) Coziim tektir,

iil) Coziim kararlidir.

Matematiksel olarak bir problemin ¢ézlimiiniin var olmasi, ¢6ziim uzayini
genisleterek saglanir. Bir problemin ¢oziimiiniin tek olmasi, mutlak bir fonksiyon sinifina
gore ¢Oziim tektir anlamina gelir. Bir problemin birden fazla ¢oziimii varsa model
hakkinda daha fazla bilgiye ihtiya¢ vardir.

Eger baslangic yada sinir kosullart ve parametre degerlerinde yapilan kiigiik bir
degisiklik ¢6ziimde kiiciik degisikliklere neden oluyorsa bu ¢oziim kararlidir.

Matematiksel olarak 1yi tanimlilik asagidaki sekilde ifade edilebilir. X ve Y iki
normlu uzay ve K:X —Y lineer (veya lineer olmayan) bir doniisim olsun. Asagidaki

esitlikler saglaniyorsa, Kx =y denklemi iyi tanimli olarak adlandirilir.
1. Varlik: Her y €Y i¢in Kx =y olacak sekilde en az bir X € X vardir.
2. Teklik: Her y €Y i¢in Kx =y olacak sekilde en fazla bir X € X vardir.

3. Kararlilik: X ¢6ziimii daima Yy ’ya baglidir. Yani n — oo iken Kx, — Kxolacak

sekilde her (Xn ) c X dizisi i¢in X, — X olmasidir [129].
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Tamm 2.27. (Lipschitz Sarti)

a,b ve n sabitler ve f(x,y) de a<x<b,—co<y<+oo ile tanimlanmig D

bolgesinin biitiin noktalarinda tanimli ve siirekli bir fonksiyon olmak {izere y(a): n
baslangi¢ kosulu ile verilmis ™ = f (X, y) diferansiyel denklemini géz oniine alalim.
X

Ozel olarak, D bolgesindeki biitiin (X, y) noktalar1 i¢in y ’ye gore stirekli tiirevler

ile islem yapilir ve ortalama deger teoremi kullanilirsa; y <y < y* olmak {izere

of (X, ¥
f(x,y)—f(x,y*)=—( y)(y—y*), 2.7)
oy
yazilir. Agikca goriilecegi gibi,
of (x, y)‘
L=(x,y)eDl——=4, (2.8)
(1y)eD(" L

olarak segildiginde (2.7) esitligi asikar olarak saglanir [130].

Tamim 2.28. (Laplace Doniisiimii)

Laplace doniistimii bir integral doniisiimii olup, fizik, mekanik, miihendislik, tip ve
baz1 diger bilim dallarinda kullanilan 6énemli bir doniisiimdiir. Bu doniisiim, diferansiyel
denklemlerin ¢6zlimiinde de yararlanilabilen bir doniisiimdiir. Bu doniisiimle ¢6ziimii elde

edilen denklemlerin baslangic sartlarini da ihtiva ettigi gortliir.

F (t), t > 0’1n pozitif degerleri i¢in tanimli t reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun.
(t<Oigin F(t)=0 kabul edilebilir); s > Oreel veya kompleks bir parametre olmak iizere,

t reel degiskeninin bir fonksiyonu e * ise,
[eF(t)d,
0

integrali var olacak sekilde S parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiin oluyorsa bu

integrale F (t) fonksiyonunun Laplace déniisiimii denir.
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Bu dontigiim L { F (t)}veya f (S) ifadeleri ile gosterilir. Bu doniisiimii

f(s)= L{F(t)}:Te‘“F(t)dt, (2.9

seklinde yazabiliriz [118].

Tanim 2.29.
X bir i¢ carpim uzay1 ve X,y € X olsun. Baz1 ¢ € Ficin y—ax=0 olmak iizere
(%) *< (% X) (YY), (2.10)

esitligi saglanir. Bu esitsizlife Cauchy-Schwarz esitsizligi denir. Bu esitsizlik

||X|| =, /(X, X) ile taniml1 norm ifadesine gore

(V)< ]XI v 2.11)
olarak da yazilabilir [131].

Tanim 2.30.

Sonlu sayida hepsi sifir olmayan X, y,, i=12,...,n pozitif sayilarmi ele alalim.

l<p<ow ve 1 + 1 =1 sartlarin1 saglayan

Sl=(Sl| (S @12

n=1 n=1

esitsizligine Holder esitsizligi denir [131].

Tanim 2.31.

limf(z)=c ise 2z, noktasma f(z) fonksiyonunun kutbudur denir.

¢(z)fonksiyonu z =z, noktasi da dahil olmak iizere, bu bdlgenin her noktasinda analitik

ve n pozitif bir tamsay1 olmak {izere,

f(z):(f_(—;))n,gﬁ(zo);to (2.13)

ise f(z) fonksiyonu z =z, noktasinda n. mertebeden bir kutup noktasina sahiptir denir
[132].
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Tanim 2.32.

Gama fonksiyonu R(z) >0 olmak iizere,
I(z)=[e 't dt (2.14)
0

integrali ile tanimlanir [39]. Gama fonksiyonunun en temel 6zellikleri asagidaki gibidir
[1,39];
1) zeC/{0,-1,-2,-3,--} icin

I'(z+1)=2I'(z) (2.15)
saglanir.,
2) zeN icin

I(z)=(z-1)! (2.16)
dir.
3) 2eC/{0,-1,-2,-3--} icin

[(1-z)=-I(-2) (2.17)
yazlir.

4) Gama fonksiyonu i¢in limit tanima,

(2.18)

F(z)=fim z(z +1)(24;2)---(z+n)

seklinde tanimlanir.
5) Gama fonksiyonu sifirdan farklidir.
6) Gama fonksiyonu herz e C/{0,-1,-2,—-3,--} i¢in analitiktir.

7) T'(z)fonksiyonu z=-n, n=0,1,2,--- noktalarinda basit kutup noktasina sahiptir.

o 1 1 . ; e .
8) 1< p<o, eslenigi q ve —+—=1 olmak iizere Holder esitsizligi Gama fonksiyonuna
uygulanabilir. Yani, 0 < X, y < oo olmak tizere

r|= Xj_r P r(y) 2.19
2 Xer(orr() 219

yazilabilir.
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Tanmim 2.33.

Beta fonksiyonunun tanima,

B(z,w)= Jl.t” (1-t)""dt

olarak bilinir ve burada R(z)>0, R(w)>0dir [39].

ozellikleri asagidaki gibidir [1,39];
1) R(Z) >0, R(W) >0 i¢in
1

B(z+Lw+1) =Itz(1—t)wdt

dir.
2) R(z)>0, R(W)>0 igin
B(z,w)=p(w,z)

degisme 6zelligi vardir.

3) R(z)>0, R(W)>0 igin

B(z,w)=4(z+Lw)+ B(z,w+1)
yazilir.

4) R(z)>0, R(w)>0 i¢in

B(z,w+1) :%,B(z +1,W):lﬂ(z,w)

Z+W

saglanir.

Tanim 2.34.

(2.20)

Beta fonksiyonunun en temel

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Gama fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki baginti,

I(z)I(w)

B(z,w)= Frw) | R(z)>0, R(w)>0

esitligi ile verilir [39].

Tanim 2.35.

erf (x) = .[e“zdt, xeR
0

S
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seklinde tanimlanan fonksiyona hata fonksiyonu denir. Hata fonksiyonunun en temel
ozellikleri asagidaki gibidir;

1) erf (0)=0

2) erf (o) =

3) erf ile tanimlanan tamamlayici hata fonksiyonu erf c(x) =1—erf (x)

seklindedir [39].

Tanim 2.36.

Ustel e’ fonksiyonun bir parametreli genellesmis hali,

3 0 2.27
g r ak +1) @ ( )

Mittag-Leffler fonksiyonu olarak adlandirilir [39].

Tanim 2.37.
Iki parametreli Mittag-Leferr fonksiyonu,

er ak+ﬂ) . (x>0,8>0) (2.28)

seri a¢ilim1 yardimiyla elde edilebilir [39].

Tanim 2.38.

e™ {iistel fonksiyonunun kesirli integralini alirken kullamlan E, (v,a)ile gosterilen

Mellin-Ross fonksiyonu,

k

E, (v.a)=t"e"I"(v,at) tVZ;F k+v+1) =t'E,,., (at) (2.29)
esitligi ile tanimlanir. Burada verilen
t
I (v,t)= xdx, R 0 2.30
(v,t) F(v)tv;[e X' dx (v)> (2.30)

ifadesi Tamamlanmamis Gama fonksiyonu olarak adlandirilir [39].
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Teorem 2.2.

f (t) fonksiyonunun Griinwald-Letnikov anlaminda kesirli mertebeden tiirevi,

a ve t limit noktalar1 olmak tizere

=D f(t)]= lim h” pz ) f (t-rh), (2.31)

nh t -a
ile ifade edilir. Burada n-1<p<n,neZ, peR"olup p=m ise m. mertebeden tiirev,

p=-m ise m katl integrali temsil eder [39].

Tanim 2.39.
0<p<l peR olmak iizere f (t) fonksiyonu her (a,t) sonlu araliginda siirekli ve
integrallenebilir olsun. Bu duruma Riemann-Liouville kesirli p mertebeden integrali

D f (t):rip)i(t—r)“ f(r)dr, (2.32)

olarak tanimlanir. kK —a >0 olacak sekilde « sayisini ele alalim. Bu durumda Riemann-

Liouville kesirli k —«a >0 mertebeden tiirevi
k
D[ (R)]=— )gtkj(t )1t (r)dr, (0<a <1), (2.33)

olarak ifade edilir. Bu integralin tanimli olmasi i¢cin « >0 olmalidir. Burada p=k-«

alinirsa

DPE(t)= dki[(t—r)kplf()}dr ;’tk(D It (). (k-1<p<k), (234

elde edilir [39].

Tanmim 2.40.

q>0,n-1<g<n,neZ qeR've x>c olmak iizere bir f (x)fonksiyonunun

q -mertebeli Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali

[ (x)]= D F()]-A L

T T (g (x—t)" f(t)dt, (2.35)

O S <

ile temsil edilir [39].



Tanim 2.41.

g>0,n-1<g<n,neZ qeR've x>c olmak iizere bir f (x)fonksiyonunun

g -mertebeli Riemann-Liouville anlaminda kesirli tiirevi

q 1 dn r n—q-1
CDXf(X):r(n—q) OIan(x—t) f(t)dt (2.36)

c

ile ifade edilir. Burada n—-1<p<n,neZ, peR"dir[39].

Teorem 2.3.

Eger f(x)fonksiyonu bir D bélgesinde analitik ise (2.35)'deki CD;q[f(x)]
Riemann-Liouville integral operatorii de D bolgesinde q(q > 0) ve X'e gore analitik bir

fonksiyondur [133].

Teorem 2.4.

Eger f fonksiyonu analitik bir fonksiyon ise  DJ[ f(x)] kesirli tiirevi

D1 [ f (X)] kesirli integralinin analitik devamidir [133].

Tamm 2.42.

meZ,peR, m-1<p<m ve f(t) fonksiyonu da m defa siirekli

diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde f(t) fonksiyonunun  p—mertebeden Caputo

kesirli tiirevi;

t (m) T
acD‘p[f(t)]:r[ml—p]i(tf () 4 (2.37)

_ T) p—m+1 !

ile tanimlanir [138].
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Teorem 2.5.
v-1<p<v olmak iizere f(t)=(t—a) fonksiyonunun kesirli mertebeden

integrali,

C(1+v)

DPf(t)=——m——
DY) I(1+v+p)

(t-a)”’ (2.38)

esitligini saglar [39].

Ispat
a=0 igin f (t) =t" olmak {izere, Riemann-Liouville kesirli integral tanimi ve Beta

fonksiyonunun tanimin1 kullanarak,

Dtpf(t):ﬁ':[(t—r)p_lf(r)dr
1 1y
=W.([(t—z') r'dr
1 T i p-1,v
=W;[(1_Yj dr
1 Pl (ut) tdu, | S =u
:ml(l—u) t* (ut)" tdu, (t )
F(p) V*pju (1-u)™ “du
_r(lp) aaee)
1 tV+pF(1+V)F(p)
F( ) I(1+v+p)
__TA+v)
C(1+v+p)

elde edilir [134].
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Teorem 2.6.

v—1< p <V olmak iizere f (t) = (t - a)v fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirevi,

=———(t—-a P 2.39
esitligini saglar [39].

Ispat

a=0 i¢in f(t)=t" olmak iizere, Riemann-Liouville kesirli integral tanimi ve

(2.15) esitligini kullanarak,

D[ D®P¢

a 't

a Dtp f (t) = L (
-D i D—(l—P)tV:|

a —t

t)]

C(1+v)
[1+(+v-p)]

tl+V7 p

=D

I'(1+v)
(1+v— p)F(1+v— p)

— P

(
=(1+v-p)t°
)

r(1+v
(1+v p)
elde edilir [134].

Teorem 2.7.

b,d >-1(b,d eR) olmak iizere

I'(b+1)T(d +1)x>*
[(b+d+2)

i )’ tedt = (2.40)

dir [133].
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Tanmim 2.43. (Lacroix'in Tanimi)

p ve m dogal sayilar olmak {izere

p-1
dz bz
d?(z°
(Z )=p(p—l)zp2

=p(p-1)...(p—m+1)z" " = p(p—l)...(p—m+l)(p—m)!zp_m

dz" (p—m)!
d™(zP
(2°) __ Pt e (2.41)
dz"  (p-m)!
dir [133].
Teorem 2.8.
f (X) =Xx"?% x>0,a>0 ve alt stmir —oolmak iizere
o= @), (2.42)

I'(a)

ifadesine Riemann-Liouville'un ikinci kesirli tiirev tanimi1 denir[135].

Teorem 2.9.

a>0 olmak tlizere e ™ istel fonksiyonunun « -mertebeli Riemann-Liouville

kesirli integral tanimi;

. © (_1)n—l(ax)n—1 3
,Dce _;—r(mn) X (2.43)

ile verilir [136].

Teorem 2.10.
sinx fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali ;

—l

0

2n—1+a 244
s S (244

formundadir [136].
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Teorem 2.11.

Inx fonksiyonunun Riemann-Liouville kesirli integrali ;

_a B 3 = 1
DI = D T () &k (a1 ) (2.45)

seklinde tanimlanir [136].

Tanmim 2.44.
(2.36) Riemann-Liouville kesirli tiirevi lineerdir. Soyle ki « >0 ve k herhangi bir

sabit olmak iizere,

D[ f(x)+9(x)]= D f (x)+ Dyg(x) (2.46)
ve

Dyk f(x)=k,Dy f (x) (2.47)
olur [137].

Teorem 2.12.

Dy(t)=f(ty), (2.48)

[oD* 7y (1)] , =b k=012,-n, (2.49)

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Burada

o} — oy o, o .
aDt _aDt aDt aDt !

D=, Dt D - D
o, =Zk:aj , (k=0,1,2,---,n);
j=1
O<a;<1, (j=012,-,n)
seklinde ifade edilsin.

Farzedelim ki, f (t, y), (t, y) uzaymin bir G bolgesinde tanimli olsun ve

n

O<t<h, t"y(t)- > b~

<K, (2.50)

esitsizligini saglayan (t, y) € G noktalar kiimesindeki bir R (h, k) c G bolgesi tanimlansin;
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burada h ve K sabittir.

f (t,y) reel degerli siirekli bir fonksiyon olsun, y ’ye gore

f(ty) = F (LY )| <Al (2.51)
esitsizligindeki Lipschitz sartin1 saglayan G bolgesinde tanimlansin.

o0+l

Burada her (t, y) eG i¢in ‘f (t, y)‘ <M < woseklindedir. Ayrica K > m

olsun. Bu durumda R(h,k) bolgesinde (2.48)-(2.49) probleminin bir tek y(t) siirekli

¢Ozlimii vardir [39].

Tanim 2.45.

Ustel f (t)=e** ve trigonometrik g (t) =sin(bt) fonksiyonunun Riemann-Liouville

kesirli mertebeden integrali
ML F(O)]= 017 [e ]= 2",
e [a(0)]= 12 [snot)]=b s 5127

ile ifade edilir. Burada a>0,n—-1<a<n,neZ, a € R"dir [9,41].

(2.52)

Teorem 2.13.

0O<m<p<m+l0<n<q<n+l ve f(t), f¥(a)=0 olsun. Bu takdirde
k=0,1---, r—1 olmak tizere ,D’ ve D/ kesirli mertebeden tiireve sahip operatorlerin
birlesimi

D! (,DPf(t))=,DP(,D7f (1)) ,.DFf (1), (2.53)

esitligini saglar [39].

Tanim 2.46.
a noktast k=0,1,2,3,---,n—1 icin f(k)(a)zo olsun; Riemann-Liouville kesirli

tirevi ile Caputo Kesirli tiirev arasindaki iliski;
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RL P cHp S i k
DP[ f(t)]=SDP[f(t ]+kz(;r(%0)[+l]f<)(a), (2.54)

olarak bilinir ve burada n—1<«a <n dir [138,139].

Teorem 2.14.

Tamsay1 mertebeden kesirli tiirevlerin ve integrallerin birlesimi; k >n olsun f (t)

fonksiyonunun (k —n).mertebeden tiirevi
t
()= (i j dr, (2.55)

dir ve burada D* operatérii k <0 oldugunda k katli integrali ifade eder [39].

Tanim 2.47.

n tamsay1 degerleri i¢in Cauchy anlaminda n katli integrasyon

r)dr,

] =
N—
O e
—~
—t
|

dur. Yukarida verilen Cauchy formiiliinde p >0 reel sayisi ile n tamsayisi yer degistirirse;

D f (t):ﬁi(t—r)pl f(r)dr

p — katli kesirli integral tanim1 elde edilir. Burada n tamsayist n>1 sartin1 saglamalidir.
Bu durumda p >0 olmalidir. Eger t>a igin f (t) siirekli ise bu takdirde integrasyon
D7 (LD (1)) =,D "0 f (1), (2.56)
bigimindeki 6zelligi korur [39].
Tamm 2.48.

Baz1 6zel trigonometrik fonksiyonlarin Riemann-Liouville anlaminda kesirli tiirev

ve integralleri asagidaki sekilde elde edilir. Kesirli integral taniminda & =t—7 degisken

degistirmesi yapilarak m < p <m+1 olmak iizere
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ODt‘p[cos(at)]:Li[fp1cos( (t 5))]d§ C.(p,a), p>0,

r
1|O)t (2.57)
OD{”[sin(at)]:—j[gp15|n( (t 5))]d§ S.(p,a), p>0,
F(p)o
elde edilir. (2.57) denkleminde p:% alinirsa
oD, 2[cos at) |= C( j \/7[C x)cos(at)+S(x)sin(at)],
oD, 2[sm (at)]=5 ( j f[c x)sin(at)—S(x)sin(at)],
elde edilir. Burada x = ,/@ olmak iizere
T
C(x):jcos(tz)dt ,
0
S(x):jsin(tz)dt ,
0
dir.
Benzer olarak
,Df [cos(at)]=C,(-p,a),
,Df [sin(at)]=S,(-p.a),
olur [140].
Tanmim 2.49.
f (t) = C sabit fonksiyonunun Riemann-Liouville anlaminda kesirli integrali
—a —-a -a C a
D[ f(t)]=,D“[C]=C,D, [t"]:r[lm]t : (2.58)

ile ifade edilir. Burada n—-1<a<n,neZ, acR"dir [41].

Tanmm 2.50.

f (t)=C sabit fonksiyonunun Riemann-Liouville anlaminda kesirli mertebeden

tirevi
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D[ f(t)]=,DF[C]=C,Df [t"]:ﬁt“, (2.59)

ile ifade edilir. Burada n—1<a<n,neZ, a € R dir [39,41].

Tanmim 2.51.
m-l<a<m, meZ', acR ve J Riemann-Liouville integral operatorii olmak

tizere Caputo anlaminda kesirli tiireve sahip terime uygulanmasi asagidaki sekilde

tanimlanir [141];

Je[°Def(t)]=f (t)—:Zl f (o)lt(—kI (2.60)
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3. MATERYAL VE METOTLAR

3.1. Genellestirilmis Kudryashov Metodu (GKM)

Nikolay A. Kudryashov’un lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
c¢ozlimlerini elde etmek ic¢in literatire sunmus oldugu Kudryashov metodunun
[63,142,143] genellestirilmis hali olan genellestirilmis Kudryashov metodu asagidaki gibi
dort adimda ele alinabilir [64-66].

Admm 1. Ufonksiyonu X ve t gibi iki bagimsiz degiskene bagli bir bagimh

fonksiyon olmak tizere
P(u,Dfu,u,, Uy, Uy, =0, (3.1.1)

seklinde zaman kesirli kismi diferansiyel denklemini ele alalim. (3.1.1) i¢in dalga

doniistim denklemi [64-66];

u(xt)=u(n), n:kx—%, (3.1.2)

seklinde olup burada k, Asabit ve A=0 dir. (3.1.1) denklemine (3.1.2) doniisimi

uygulanirsa (3.1.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemi
N(x,t,u,u’,u",u",---)=0, (3.1.3)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklemine doniisiir. Burada tiirev 77'ya gore

alinir.

Adim 2. (3.1.3) adi diferansiyel denklemi igin genellestirilmis Kudryashov

fonksiyonu asagidaki gibi alinir;

230 AlQ()]

u(n)=- - (3.1.4)
5b,0'(n) BlQA)
burada Q 1 'dir. Q fonksiyonu ise
1te”
Q,=Q°-Q (3.1.5)

denkleminin bir ¢oziimiidiir [63].

(3.1.4) denklemi dikkate alinarak, u'nun 77 'ya gore tiirevleri,
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u () = A’Q’BE;AB'Q' _ Q,[ A’BE;AB’} (@ Q)[ A’BB?ZAB'} | (3.16)

u” ()= QZB_ZQ {(2(3—1)( A'B—AB’)+QZB_ Q[B(A”B—AB”)—28'A'B+2A(B')ZH, (3.1.7)

A"B— AB" —3A"B'—3B"A’)B+6B(AB” +B'A) B6A(B')’
S s o o) |

B(A"B— AB")—2B'A'B + 2A(B')2}
B3

+3(Q2—Q)2(2Q—1){

M} (3.1.8)

+(Q2 —Q)(EsQ2 ~6Q +1)[ =
seklindedir.

Adim 3. Genellestirilmis Kudryashov metoduna gore (3.1.3) lineer olmayan adi

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii asagidaki sekilde aranir;

U(y) =2t BQ T aQ + ¥ a7 (3.1.9)
b, +bQ +b,Q? +---+b, Q™ o

(3.1.6), (3.1.7) ve (3.1.8) denklemleri (3.1.3)’de yerine yazilarak ve balans prensibinin
kosullar1 dikkate alinarak en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim ile en yiiksek dereceli
lineer olmayan terimin polinom karsiligindaki en yiiksek dereceli terimin dengeleme

bagintisindan (3.1.9) denkleminin dereceleri olan M ve N degerleri hesaplanir.

Adim 4. (3.1.4) denklemi (3.1.3) lineer olmayan adi diferansiyel denkleminde
yazilirsa Q’ ya bagh R(Q) diferansiyel denklemi elde edilir. R(Q) ’nun katsayilari sifira

esitlenerek cebirsel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel denklem sisteminin
¢oziilmesiyle a,,a,,8,, -+,ay,0,,0,,b,,---,b,, Katsayilar belirlenir. Boylece (3.1.1) zaman

kesirli kismi diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimleri elde edilmis olur.
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3.2. Sumudu Doéniisiim Metodu (SDM)

Literatlirde; fizik, astronomi ve miihendislikte yaygin olarak kullanilan bir¢cok
integral doniisiimii vardir. Bunlardan bazilar1 Laplace doniisiim metodu, Fourier doniisiim
metodu, Mellin doniisiim metodu ve Hankel gibi integral dontisiimleri ile ilgili teori ve
uygulama alaninda bir¢ok ¢alisma mevcuttur. Bunlara ilaveten, Sumudu doéntisiimii [67-91]
olarak adlandirilan ve kontrol miihendisligi problemlerindeki adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde olduk¢a yaygin olarak kullanilan bu metodu Watugala [67] ilk
kez literatiire kazandirmistir. Watugala bir f (t) fonksiyonunun Sumudu donistimiinii
asagidaki gibi tanimlamistir [67-69].

A bir fonksiyonlar kiimesi
M .
A=1f():3M, 7,7, >0, [f(t)|<Me”, eger 1e(-1)! x[0,0) ¢,

olmak lizere

S[f(®]=F(u) =Te“ f(ut)dt, ue(-7,7,), (3:2.1)
S[f(t)]=F(u)= j:(%jet f(t)dt, (3:22)

seklinde tanmimlanmaktadir. (3.2.1) esitligi verilen herhangi bir diferansiyel denkleme
uygulanarak F(u) Sumudu doniisiimii elde edilmis olur. Bu déniisiimiin ters Sumudu

doniisimii [76];

F(t) = i_Te“F (1)5 (3.2.3)

27 % S)S
olarak tanimlanir. Bu integralin hesabi oldukca zor oldugundan uygulamada daha once
hazirlanmis olan doniisiim tablolarindan yararlanilabilir [76]. (3.2.1) denklemine (3.2.3)
ters Sumudu doniisimii uygulanirsa Sumudu doniisiim metoduyla verilen denklemin
¢Ozlimii elde edilmis olur.

Kismi diferansiyel denklemlere de Sumudu doniisiimii uygulanilarak F(x,u) ’yu
iceren diferansiyel denklemler elde edilir. Elde edilen bu denklemlerde F(X,u) bagimli

degiskeninin bulunmasi HPM, ADM, VIM gibi bilinen yar1 analitik metotlarla elde
edilebilir [144].
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3.2.1. Sumudu Déniisiimiiniin Diger Doniisiimlerle iliskisi

Sumudu doniistimii;

L{f()}=F(s) = j:e-st f (t)dt, (3.2.1.1)

olarak tanimlanan Laplace doniistimiinlin farkli bir versiyonudur. Ayni zamanda, bu

Laplace doniisiimii p-katli Laplace-Carson dontisiimii olarak da bilinir [145];

C{f ()} =G(p) =] pe™f (t)dt. (3.2.1.2)

Bu {i¢ doniisim ortak bir fonksiyon iizerinde karsilastirilabilir. Ornegin
t" fonksiyonu lizerinde karsilastirilirsa:

L{t"}(s) = n!s "D,
C{t"}p)=n!p™®,
S{t"}(u)=n'u".

Boylece (3.2.1.2) denkleminde p:1 alinarak (3.2.2) denklemi elde edilir.
u

Sumudu doniistimiiniin farkli doniistimlerle de arasinda baglant1 vardir. Baglangicta verilen

f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii F(S) asagidaki sekilde Sumudu Doniigimii

Fs(u) ’ya donistiiriilebilir;

E(u)ﬁF[lj,

u

ve onun tersi

seklindedir [144].

3.2.2. Sumudu Doéniisiim Metodunun Temel Tanim ve Teoremleri

Tanmim 3.2.2.1.

A bir fonksiyonlar kiimesi
1t

A{f(t):EIM,rl,rz>0, |f(t)|<|\/|e7j,8g'er te(—l)’x[O,oo)}, j=12,3

32



olmak tlizere f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimii;
S[f®)]=F(u) =je-t f (ut)dt, u e (-7,,7,), (3.2.2.1)
0

seklinde tanimlanir [67-91].

Teorem 3.2.2.1.

f(t), g(t) fonksiyonlarmin Sumudu doniisiimii
S[a.f(t)+b.g(t)]=aS[f(t)]+b.S[a(t)]. (3.2.2.2)

seklinde lineerlik 6zelligine sahiptir [67-91].

Ispat:

S[a.f(t)+b.g(t]= Te‘t [a.f (ut) +b.g(ut)]dt =T [ae™f(ut)+beg(ut) Jdt,

T [a-e_tf(Ut)]dHT be™g(ut) Jdt, (32.2.3)

= a.T [ (ut)] dt+b. j [e"g(ut)]at,

—aS[f(t)]+bS[a®)].

Teorem 3.2.2.2.
of (x,y,1)
ot

fonksiyonunun Sumudu dontisiimii

S{@f(x, .0
ot

ozelligine sahiptir [76,81-86].

}: %[F(x, y,u)— f(xy,0)], (3.2.2.4)

Ispat:
o -t
s| Ty t)|_Lpv ol () y
ot us ot
-t
_l,le Mdt}
Pl o U ot
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1
1
_El:

Teorem 3.2.2.3.
o*f(x,y,t)
atZ

S{azf(x;y,t)}: 1
ot

.11 = 1
= lim aeu f(x,y,t)‘§+u—2'[e“

p—o

~t p -t

f(x, y,t)dt}

0

= lim Ee%f(x yt)“’+1 1Jee_“tf(x y, t)dt
p>=| U 0 Y

0

—t

=lim %el‘f (X, y,t)‘g}rﬁF(x, y,u)

p—x

1
:__f aao _F 1 Y
Lt (x,y.0)+ LF (xy0)

F(x,y,u)-f(x y,O):|

fonksiyonunun Sumudu doniistimii

F[F(x, y,u) — f(x, y,O)—uM}

ot

ozelligine sahiptir [76,81-86].

Ispat:
S {W} - %[F(x, y,u)— f(x,y,0)] oldugunu biliyoruz.
*f(x,y.t) | log(xy.t)| of (x,y.t)
S{T}S{ ot } o oty
=1[G y.u)-9(xy.0) ]
AEY
== l’ xytdt—g(x,y,O)}
:1_ T dt—g(x y,0)
ujusg v
11 ~ o (xy,0)
—U_G(F(X'V,U) F(xy,0)-——=——= }
1 ~ L 0f(x,y,0)
_F{F(x,y,u) f(x y.,0) U—— }
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Teorem 3.2.2.4.

f(”)(x, y,t) fonksiyonunun Sumudu doniisimii

ot u

o' f (X, y,1)
at4

k=0

ozelliklerine sahiptir [76,91].

Teorem 3.2.2.5.

of (x,y,t)
OX

S{ﬁ(nym{}:Fc
OX

seklinde ifade edilir [75-80].

fonksiyonunun Sumudu doniistimii

Ispat:
[af(x yt)} ]‘31 af(x yt)
o U
otl —
=— —‘e“f X, y,t)dt
axlu (X, Y.1)
_F
OX
~F"
Teorem 3.2.2.6.

at

Ozel olarak f(t) fonksiyonunu f(t)=e

Sumudu dontisiimii

] 1
S[Gt]zl—au’
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(3.2.2.6)

} %{Hnmm_ux%m—mxmwm—fﬂﬂdﬁ*ﬂqqﬁmm]@22ﬂ

(3.2.2.8)

(3.2.2.9)

iistel olarak alirsak bu fonksiyonun

(3.2.2.10)



seklindedir [75-80].

Ispat:

S[eat] _ Tet . ea(ut)dt
0

[p
= lim| [e@dt
p— 5

r - p
) et(au 1)
= |||I|

p—»o_au—l 0

r p
_ lim 1
poe| (au—1) et |

3.2.3. Kesirli Diferansiyel Denklemler Icin Sumudu Déniisiim Metodu

Tanim 3.2.3.1.

Kesirli Sumudu doniisiimii

s, {1(t)}=G, (u) :IEa ()  (ut)(dt)”

(3.2.3.1)

seklindedir. Burada ueC ve E Z

olarak tanimlanan Mittag-Leffler
- F ak+

fonksiyonudur [87-91].

Tamim 3.2.3.2.

Kesirli ¢ift Sumudu doniisiimii

SZ{f (t.x)}=G2(u,v)= ﬁ E, [—(t+x) ] (ut,vx)(dt)" (dx)* (3.2.3.2)
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seklindedir. Burada u,veC ve E ZF olarak tanimlanan Mittag-Leffler
k=

fonksiyonudur [87-91].

Tanim 3.2.3.3.

i f (t)(dt)a ifadesinin esiti
af(x—t)"" f(t)dt (3.2.3.3)

y(x){f(t)(dt)“

seklindedir [87-90].

o‘—,x

Tanim 3.2.3.4.
Kesirli Laplace doniisiimii

{10}, ()= &, (-0°) 1) 0
. (3.2.3.4)
= fim [ €, (- (u) )f()(dt)
seklinde ifade edilir. Burada ueC ve E i olarak tanimlanan Mittag-
=T ak+

Leffler fonksiyonudur [87-91].

Tanim 3.2.3.5. (Kesirli mertebeden Laplace-Sumudu ikili doniisiimii)

Laplace déniisimii L, {f (t)}=F,(u) ve Sumudu déniisimii S, {f (t)}=G, (u)

a

olup, kesirli Sumudu doniistimii tanim1 geregince

Burada t'=ut donisiimii yapilirsa
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:uiahlﬂimoaMu(Mu _t)E, [—GU f ()t
-Lie H%U f(t)(at)” (3235)
ol

olarak bulunur. Yani

G, (u):iaFa (EJ (3.2.3.6)
u u
elde edilir [87-91].
Teorem 3.2.3.1.
Eger F(u) , f(t)fonksiyonunun Sumudu doniisiimii ise, Riemann-Liouville

kesirli tiirevinin Sumudu dontisiimii [87],
s[D“f(t)]= u-{F (u)—iua-k [D*(f(1))] O}, ~l<n-1<a<n, (3.23.7)
k=1 .

ile verilir.

Ispat:

df (t)

[k olarak f (t) =——= olmak iizere Laplace doniisiimii elde edilir.

n-1

ot ()=s"F ()25 [0 (1)
=s*F(s)- 25 [DH (1(1)] .

k=1

(3.2.3.8)

Burada s yerinel/u yerlestirirsek kesirli mertebeden f (t)'nin  Sumudu déniisiimii

asagidaki gibi olur [77]:

S[D“f (t)]=u™ {F (u)- zn:ua*k [ D (f (t))lo}. (3.2.3.9)

k=1

Sumudu doéniisiimiiniin  6zelliklerinden yararlanarak kesirli mertebeden adi

diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulalim.
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y(0) = f (0) baslangig sarti ile verilen
oy(t)_y(), H(t)
ot* ot? ot
lineer kesirli adi diferansiyel denklemini ele alalim.
(3.2.2.8) ve (3.2.3.7) denklemlerini dikkate alarak (3.2.3.10) denkleminin Sumudu

+y(t)+c, (3.2.3.10)

dontistimiinii asagidaki gibi elde ederiz;

(5202

u—a[F(u)—iu“-k[Da-k(f (t))]t_o}i{F W)- 1 (0)-u LV

AFW- 1))
F (u)- ua—kI:Da‘k(f (t))l_0 =u"‘2{F(U)‘ f (0)_UT _ }

+u“?*[F(u)—- f(0)]+u“F (u)+cu”,

o (t)

F (U) —Uu*?F (U) —u*?f (0) n knlua—k |:Da—k ( f (t)):ltzo —Ua_l%(t)

+U“F (u)—u**f (0)+u“F (u)+cu,

n

F(u)—u“?F (u)—u“"F (u)—u“F (u) ==u“?f (0)+ Y u™ [ D (f (1))]

t=0

=~
Il
N

—u“*f (0)+cu”,

1
_ua‘l —

a-2

F(u):1 % [g(u)—u“*f(0)—u*?f (0)+cu” |, (3.2.3.11)

—-u

ile tanimlanir.
t=0

k=1

Eger ters doniisiim tablosunu kullanarak [76,87] ,(3.2.3.11) denkleminin ters
Sumudu doéniisiimiinii alirsak (3.2.3.10) denkleminin Sumudu doniisiimii ile analitik

¢Ozimiinti
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1
_ua‘l —

a-2

—[o(v)-u (0)-ut (O)+cu“ﬂ. (32312)

y(t)= sl[l

—-u
seklinde elde ederiz [91].

Ayrica kesirli Sumudu doniistimiiniin bazi1 6zel doniisiimleri asagida verilmistir [75-
80].

i) S, {f(at)}=G,(au),

i) s, {f(t-b)}=E,(-b*)G, (u),

i) S, {E, (—et) f (1)) = (1+T:u)“ > (1+UCU)

iv) S, {j f (t)(dt)“} —u“T(1+a)G, (u),
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3.3. Varyasyonel iterasyon Metodu

Varyasyonel iterasyon metodunun temel yapist ve diferansiyel denklemlere
uygulanmasi birgok c¢alismada ele alinmistir [93-114]. Kesirli diferansiyel denklemlere
varyasyonel iterasyon metodunu ilk olarak J. H. He uygulamistir [97]. Varyasyonel

iterasyon metodu kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere uygulanmasi asagidaki
sekilde ifade edilir [111].

%j‘(’th Lu(x,t)+Nu(x,t)=g(x,t), t>0 (3.3.1)

burada L verilen diferensiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirev operatori,
N lineer olmayan operatdr ve g(X,t) verilmis siirekli bir fonksiyondur. ¢, lar sabit olmak

tizere baslangig sartlari ise ,
uk(x,O):ck, k=0,1---,m-1 (3.3.2)

seklindedir [111]. «aise m-l<a<m olmak iizere kesirli mertebeden tiirevin
mertebesidir. Varyasyonel iterasyon metodunun temel 6zelligi (3.3.1) denklemi igin bir

diizeltme fonksiyoneli kurmaktir. Bu diizeltme fonksiyoneli varyasyonel teorisi geregince,

o"u, (x,7)

U (X, 1) =, (x,t)+ﬂ/1(r)(#+ LG, (x,7)+ NG, (x,7)-g (x,r)ﬂdr (3.3.3)

seklinde yazilir. Burada A Lagrange carpanidir ve U, kisitlanmis varyasyondur. Diizeltme
fonksiyoneli u, ya gore sabit alinir ve 6 varyasyonel operator olmak iizere SNU, =0[146]

oldugu kabul edilirse,

S, (%)= 5u, (X,t)+§jl(7){[8muk—(x’f)+ La, (x,7)+Nd, (X,T)—Q(X,T)Hdr (3.3.4)

m
0 or

olur. (3.3.4) denkleminden
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5uk+1(x,t):5uk(x,t)+5ﬂ(m+}t(r)mk+/1(1)Nl]k—)L(r)g(x,r)j:ldrzo
=5u, (x,t)+ _

%+}t(r)5u]k +A(z)SNa, —ﬂ(r)é'gj:ldr=0
T

=5u, (x,t)

i
g

—_— —/1(7)5Ll]k+/”t(r)5gﬂdr=0
=5u, (x,t)+A(7) +ﬂ£aml j§uk(x r)}dno
=(1+ (7)) Su, (x.t +j[[an;( )+/1(z')]5uk(x,z')}dr=0

0

elde edilir. Boylece

" A(7)

m

1+ 4(7r)=0 ve

A(r)=0
-t A7)

olmak tizere Lagrange ¢arpani [112],

A=-1 m=1
A=7-t, m=2

(3.35)
. (z__t)(m—l)a
I[1+(m-1)ea]’

A=(-1)

m> 2

seklinde elde edilir.
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3.4. Homotopi Ayrisim Metodu

Bu metodun temel notasyonunu gostermek igin,

U (x,t) o™ u(x,0)

6ti :yi(X), W—O, i:0,1,2...,m—2, (341)
baslangig sart1 ile verilen
%(n?('t) = L(U (x,t))+ N (u(x,t))+ f(x,t), m=123..., (3.4.2)

seklindeki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemi ele alalim [51-52]. Burada m
tirevin mertebesi, f(x,t) verilmis siirekli bir fonksiyon, L verilen diferensiyel

denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirev operatorii ve N lineer olmayan tiirev

operatoridir.

Ilk olarak (3.4.2) denkleminin her iki tarafina o) tiirevinin ters operatoriinii

uygularsak

U (x,t) :Et—k_dk“(x’t) +ilt£ L(U(x,7))+N(U(x,7))+ f(x,7)dz---dt (3.4.3)

elde edilir.
(3.4.3) denklemindeki ¢oklu integral

“j L(U(x,7))+N(U(x7))+ f(x,7)dr--dt
P (3.4.4)
=#1)!.(|;(t_z_)m1L(U(X,T))+N(U(x,f))+f(x,z-)dz-

(m-

haline doniisiir. Buradan (3.4.2) denklemi
m-1 +k 1

U(x,t) :Z% y; (X) +

~Kl (m-1)!

olarak yeniden formule edilir.

I(t —7)" L(U(x,7))+N(U(x7))+ f(x,7)dr (3.4.5)

Homotopi yapisini kullanarak, (3.4.5) denkleminin ¢oziimii

U(x.t, p):gpnun(x,t),

U(xt)= limU (x,t,p),

(3.4.6)

seri formunda verilir.
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pe (0,1] bir yerlestirme parametresi olmak iizere lineer olmayan terim
=>"p" (V) (3.4.7)

olarak ayristirilir. 7, (U)

7y (Ug,...U, ) = 1 an{ (ZpJU xtﬂ, n=012..., (3.4.8)

n'6p 0

seklinde ifade edilen polinomlardir.

Abel integrali ile Ayrisim metodunun birlesmesiyle elde edilen Homotopi ayrisim

metodu,
0 N 1
nZ:O: p"U, (x,t) =T (x,t)+ p(m—l)!
t } ; (3.4.9)
xj(t—r)m_l[ f(xt)+ LEZ pU, (X,r)j+ Z p" 7, (U )}dr
ile verilir. Burada
mztk— | (3.4.10)

ile ifade edilir.

p 'nin ayn1 kuvvetlerinin terimlerini kiyaslarsak gesitli mertebeden ¢6ziimleri verir.
Yaklagimin baslangi¢c degeri m mertebeden ¢oziimiin Taylor serisi olan T(X,t) olarak

varsayilir. Bu baglangi¢ degeri Ayrisim serilerinin tekligini saglar [51-52].
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4. METOTLARIN UYGULANMASI

Bu boliimde ilk olarak, lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denklemi,
zaman-kesirli  KdV ve mKdV denklemleri, zaman-kesirli genellestirilmis Burgers
denklemi, zaman-kesirli Cahn-Hilliard denklemi ve zaman-kesirli genellestirilmis 3.
mertebeden KdV denkleminin analitik ¢6zlimlerini elde etmek i¢cin GKM kullanilmstir.
Daha sonra GKM kullanilarak bulunan analitik ¢dziimler i¢in iki ve ii¢ boyutlu grafikler
cizilmistir [64-66].

Ikinci adimda, kesirli mertebeden homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerini elde etmek i¢cin SDM [67-91] kullanilmistir. Daha sonra
SDM kullanilarak bulunan analitik ¢oziimler i¢in iki boyutlu grafikler ¢izilmistir [92].

Uciincii adimda, kesirli mertebeden homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin VIM kullanilmistir. Daha sonra VIM
kullanilarak bulunan yaklasik ¢oziimler igin iki boyutlu grafikler ¢izilmistir [116].

Son olarak, kesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashvili denkleminin yaklasik
¢Oziimiinii elde etmek icin Homotopi Ayrisitm Metodu kullanilmistir. Daha sonra
Homotopi Ayristm Metodu kullanilarak bulunan yaklasik ¢6ziim i¢in ii¢c boyutlu grafik
cizilmistir [117].

4.1. Lineer Olmayan Zaman-Kesirli Klein-Gordon Denklemine

GKM’nin Uygulanmasi

Klein-Gordon denklemi birinci relativistik dalga denkleminin ilk gelisimi ve
baslangici olarak bilinir. 1926 yilinda Klein, Fock, Schrédinger, ve de Broglie’nin de
aralarinda bulundugu bir c¢ok fizik¢i klasik Schrodinger denkleminin bir relativistik
genellestirmesi igin ilk olarak Klein-Gordon denklemini ele almislardir. Klein-Gordon
denkleminin ilk versiyonlarinin ¢ogu izafiyetin genel teorisiyle alakalidir. Klein ve bazi
diger fizikg¢iler elektrodinamigin yanisira genel goreliligi kapsayan bir bes boyutlu birlesik
teorisi igindeki kuantum mekanigini aciklamiglardir. 1926 yilindaki bu biiylik girisim
dikkat ¢cekmesine ragmen, onun kuantum mekanigindeki gelismelerin yayilmasi iizerindeki
etkisi oldukga azdir [65].

Simdi Klein-Gordon denkleminin fiziksel aciklamasindan sonra bu kisimda ele
alacagimiz lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denklemini inceleyelim.
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o kesirli tiirevi temsil eden bir parametre ve 6, ve 6, keyfi sabitler olmak {izere
lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denklemi [65]

o*u(xt) ou(xt)
atZa = aXZ

seklinde verilsin. (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denkleminin analitik

+6u(x,t)+6,u°(x,t), t>0,0<a <], (4.1.1)

¢oziimleri i¢in GKM’yi kullanalim. Simdi (4.1.1) denklemi i¢in asagidaki (3.1.2)
u(x,t)=u(n), n=kx—————

doniisiimiinii gdz Oniine alirsak

ou(xt) _ au(n)a_n:kau_(n)

) (4.1.2)
OX on oX on
azu(x,t)_k o (ou(n) an_kzazu(n)
Ry el PR (4.1.3)
OX on\ on )ox on
bulunur ve o, fractal indeksi olmak tizere [147]
o*u(x,t) o’u(n) o*n
el G Y APl U VAL
8t2a X 8772 8t2a
yazilir. Burada 6zel olarak o, =1secildiginde
2a o’u
U _ (?X (4.1.4)
ot on

elde edilir. (3.1.2), (4.1.3) ve (4.1.4) doniistimlerini (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli
Klein-Gordon denkleminde yerine yazip 7 ’ya gore integre edersek
(2 —K*)u"—u—-6,u° =0 (4.1.5)
bulunur. Burada k ve A keyfi sabittir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.1.5) lineer olmayan
adi diferansiyel denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa
N-M+2=3N-3M =N=M +1 (4.1.6)
oldugu goriiliir. (4.1.6) denkleminde bulunan M ve N ’nin farkli degerleri (3.1.4)

denkleminde yerine yazilarak farkli analitik ¢coztimler agsagidaki sekilde elde edilebilir.
Eger M =1ve N =2 segersek,

u(77):<310+a1Q+a2Q2

b, +b,0 4.1.7)
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(a,+2a,Q)(b, +bQ)—b, (8, +2,Q +a,Q%)

u'(7)=(Q*-Q) (b, +60) (4.1.8)
() =0 — +2a + —b (a, +a,Q+a,Q’

u (U)—W(ZQ 1)| (a+22,Q)(b, +bQ) —b, (3 +2,Q+a,Q”) |
(@-Q)

| 23, (b, +bQ)" ~2b; (8, +22,Q) (b, +bQ) + 207 (2, +aQ +2,Q?) |

(4.1.9)

bulunur. (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denkleminin analitik

+ 3
(b, +bQ)

¢Oziimleri agagidaki sekilde elde edilir.

Durum 1
ao=ii\/\/§‘;j)°,a1=¢i\/§l(2%bl),az=o,ﬂ=—/k2—291 (4.1.10)
2 2

(4.1.10) esitliklerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak

ii\/ﬁlboii\/gl(Zb(ﬁbl) 1

\/@ \/@ Lo krz(ﬁagl)t
U, (x,t)= 1te (4.1.12)
1
by +1y o261t
1+e I'(1+a)

elde edilir. Buradan (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon dekleminin GKM

ile elde edilen analitik ¢oziimleri

K tanh (kx—A4t*)+ L{l_ltanh(klx_ﬂita)}
U (%,t) = 11 £ (4.3.17)
b0+b1[2—2tanh(k1x—ﬂlt“)}
N )
K coth (kx - At )+L[—Coth(klx—,11t )}
e (%)= 2 (4.3.18)

bﬁb{é—écoth(klx—}gt“)}

seklindedir. Burada
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Jé, Jo, 't ar(i+ a) o2
dir.
Durum 2
|\/_ b /6, (~2b, +b,) 2i\/o,b, -
a, = a, =— A =4k?-26 (4.1.14)
(4.1.14) esitliklerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak
2
i\/o,b, +i\/§l(—2b0+bl) 1 _2iJob 1
\/@ \/@ k2261 \/@ kXJ/kZ—ZHlt“
li e l"(l+a) 1i e l"(1+a)
us (x,t) = (4.1.15)
1
by +b| ——————
0 bl o ’k2—291t‘7’
1+e I(l+a)

bulunur. Benzer sekilde (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon dekleminin

GKM ile elde edilen analitik ¢éziimleri

tanh (klx—ﬁ,zt“)(c + DB—;tanh(klx—izt“ )D
by +b1[—tanh(k X— A,Zt“)}

(4.1.16)

us(x't):

coth (k,x — At )(C +D B - ;coth (kx - ﬂzt")D

1 (4.1.17)
b, + bl[z—zcoth (kX —th“)}

U, (xt) =

seklindedir. Burada

C=i\/a_lb0 _iyfab, ve = Jk?-26,
\/@ \/j 2F(1+a)

dir.

Durum 3

'\/7b1 _ 2i\/§1b1 _2i/oh, b,
2f Jo, 8 = A by === A==k 26, (4.1.18)
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(4.1.18) esitliklerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak

iJob,  2i/ob, 1 L 2o, 1
7

2\/672 \/672 toct krz(lle)ta \/7 ot krz(ﬁzl)ta
1+e l+e
£ * (4.1.19)

Ug (X' t) =
1
by +by k226t

kx-+
1+e I(l+a)

elde edilir. Buradan (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon dekleminin GKM

ile elde edilen analitik ¢oziimleri

Ug (x,t) = —E tanh (k;x— 4t (4.1.20)
Ug (x,t) =—E (coth (kx - 4t ) (4.1.21)
burada E:i\/g dir.
6,
Durum 4
Loa Y2Bb _ N2fb b s
=0,a = 7. 8, =— 7. by =2, A=—k* 44 (4.1.22)

(4.1.22) esitliklerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak

V2,6, 1 _26h, 1
\/@ kx+mta \/@ Kx mta

I(l+a) I'(l+a)
Uy (x,t) = 1te e (4.1.23)
1
by by — e
1ie r(l+0£)
elde edilir.

Buradan (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

Uy (x,t) =—F (eseh| 2(kx—4t) ]) (4.1.24)
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k?+6
burada F = 2% ve A N TG Gy
0, 2r(1+a)

Durum 5

a0=i://—%bl,afO,az:—Zigbl’bo:—%"1: 26, (4.1.25)

(4.1.25) esitliklerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak

i\/ab, _2i/6b, 1
\/@ \/@ =241

I'(l+a)
Uy (x,1) = 1te (4.1.26)

1
b by e

1 i e r(l+0t)

elde edilir. Buradan (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon dekleminin GKM

ile elde edilen analitik ¢6zimii

dir.

ug(x,t):—E[2+coth(klx—gt“)—tanh(klx—ﬂzt“)} (4.1.27)

Durum 6

aoz'*/_lbl,a1=a2=o,bo——5,/1= K? 26, (4.1.28)
2./0, 2

(4.1.28) esitliklerini (4.1.7) denkleminde yerine yazarsak

17
ug(X,t)= 2\/@

1
bO + bl ” ,k2—2491t”

1 i e l“(1+a)

(4.1.29)
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elde edilir. Buradan (4.1.1) lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon dekleminin GKM

ile elde edilen analitik ¢ozlimleri

Uy (x,t) = —E (tanh (k x— 2t )) (4.1.30)

g (%,t) = —E (coth (kx— 4.t (4.1.31)

dir.
4.2.  Lineer Olmayan Zaman-Kesirli KdV Denklemine

GKM’nin Uygulanmasi

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi lineer olmayan dalgalarin evrimi ve etkilesimi
icin bir model olarak fiziksel olaylar1 genis bir alanda agiklamak icin kullanilmistir. Bu
denklem bir s1g su kanali i¢inde yayilan bir boyutlu, kiiciik genlikli, uzun yiizeyli yer
¢ekimi dalgalarin1 ileten bir evrim denklemi olarak bilinir. KdV denklemi c¢arpisan
hidromanyetik dalgalar, ¢ok katli aralik dalgalar1, iyon akustik dalgalar, plazma fizik, kafes
dinamigi gibi bir¢ok fiziksel bilim alanlarinda ortaya ¢ikar. Kuantum mekanigi alanindaki
bazi teorik fiziksel olaylar bir KdV modeli ile agiklanir. Bu model sok dalga olusumu,
solitonlar, tiirbulans, sinir tabaka hareketi ve kiitle yayilimi i¢in bir model olarak akigkanlar
dinamigi, aerodinamik ve siirekli ortamlar mekaniginde kullanilir [66].

Simdi KdV denkleminin fiziksel a¢iklamasindan sonra bu kisimda ele alacagimiz
lineer olmayan zaman-kesirli KdV denklemini inceleyelim.

o kesirli tlirevi temsil eden bir parametre olmak iizere lineer olmayan zaman-

kesirli KdV denklemi [66]

o"u(x,t)
ata
seklinde wverilsin. (4.2.1) lineer olmayan zaman-kesirli KdV denkleminin analitik

+6uu, +u,, =0, t>0,0<a<1 (4.2.1)

¢oztimlerini bulmak i¢in GKM’yi g6z oniine alalim. Simdi (4.2.1) denklemi i¢in asagidaki
(3.1.2)

doniistimiinii gdz Oniine alirsak
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ou(xt) _ou(n)on _, ou(n) (4.2.2)

OX on oX on

2 2

au(zﬁt):ki ou () 5_77:k25“_(277), (4.2.3)
x on\ on ) ox on

3 2 3

au(é’t):ki(a“ (f)Ja_U:ksa“_@, (4.2.4)
OX on\ On OX on

bulunur ve o, fractal indeksi olmak iizere [147]

o“u(x,t) . ou(n) o*n

ot “on ot

yazilir. Burada 6zel olarak o, =1secildiginde

ou_ou()| o[ A
ot on | ot*(I'[l+a])|
A ()t
Ml+a] on | at“ |

A au(n)| T[i+e] .,
_F[1+oc] 67777 _F[1+a_a]t }’ (4.2.5)
- _r[l/}ra] aua(nn) [F[a+e]],

6u(n)

:—l—’
on

elde edilir. (3.1.2), (4.2.2), (4.2.4) ve (4.2.5) dontigiimlerini (4.2.1) lineer olmayan zaman-

kesirli KdV denkleminde yerine yazip 7 ’ya gore integre edersek
—Au+3ku® +k*u” =0 (4.2.6)

bulunur. Burada k ve A keyfi sabittir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.2.6) lineer olmayan
adi diferansiyel denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa

N-M+2=2N-2M =N=M+2 (4.2.7)
oldugu goriiliir. (4.2.7) denkleminde bulunan M ve N ’nin farkli degerleri (3.1.4)
denkleminde yerine yazilarak farkli analitik ¢ozlimler asagidaki sekilde elde edilir.

Eger M =1 ve N =3 secersek,

u(n)=2 +a1%:fa% raQ (4.2.8)
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a, +2a,Q +3a,Q% ) (b, +bQ) —b, (a, +2,Q +a,Q” +a,Q%)
(b, +bQ)*

u'(7)=(Q*-Q) ( (4.2.9)

i Q-0
(n) (5, 50)
(@-0)
(b0+b1Q)3

(2Q-1)[ (=2, + 2,0 +32,Q" (b, +bQ) -y (& +aQ +aQ* +aQ’) |

+

[(b0 +bQ)’ (28, +62,Q) -2, (b, +bQ)(a, + 28,0 +32,Q° ) + 207 (8, +2,Q +2,Q" +a3Q3)]

(4.2.10)
bulunur. (4.2.1) lineer olmayan zaman-kesirli KdV denkleminin analitik ¢6ziimleri

asagidaki sekilde elde edilir.

k2b,
3

a, =~ o :%k2(6b0—b1),a2 —2K? (b, —b, )., = —2k?b, A= —k* (4.2.11)

(4.2.11) esitliklerini (4.2.8) denkleminde yerine yazarsak

k?b, 1 1 1
- 0 +§k2(6b0—b1) 7 +2k2(b1—b0) 7
2I(1+a) 2r(1+a)
U(X,t)z 1+e l1+e
1
Do +By | —— 5
2 (re)
3 1xe (4.2.12)
2k2b1 ;ﬁa

kx

1+e T2r(tra)

1
bO + bl K3t

K ra)
1+e “

elde edilir. Buradan (4.2.1) lineer olmayan zaman-kesirli KdV dekleminin GKM ile elde

edilen analitik ¢oziimleri
P 1
u, (x,t) = A[[tanh(klx—ﬂit )] —5} (4.2.13)
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1

U, (X,t) = A[[Coth(klx—ilt“)]z —5} (4.2.14)

seklindedir. Burada

K2,k K
“ AT r )

dir.

Lineer olmayan zaman-kesirli KdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.2.13)

analitik ¢6ziimii i¢in iki ve li¢ boyutlu grafikleri agsagidaki sekilde ¢izilmistir.

a =0.05 a =0.95
Sekil 4.2.1. Lineer olmayan zaman-kesirli KdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.2.13)

analitik ¢Oziimiiniin k=1, 0<t <1, —8<x<8, ¢ =0.05 ve a =0.95 i¢in elde edilen

ic boyutlu goriiniimii
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a =0.05 a=0.95
Sekil 4.2.2. Lineer olmayan zaman-kesirli KdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.2.13)
analitik ¢6ziimiiniin k =1, -8<x<8,t=1, & =0.05 ve a =0.95 i¢in elde edilen

iki boyutlu gortiinimii

4.3. Lineer Olmayan Zaman-Kesirli mKdV Denklemine

GKM’nin Uygulanmasi

g,v keyfi sabitler, & ve p zaman ve uzay kesirli mertebeden tiirevler olmak
lizere t>0,0< e, <1 ,m=0,12igin

8u(xt) m O u(xt)

+e[u(xt)] +VUyyy = (X, 1)
kesirli mertebeden genellestirilmis KdV denklemi verilsin. Eger m=0,m=1 ve m=2
ise bu denklem sirasiyla kesirli mertebeden lineer KdV, kesirli mertebeden lineer olmayan

KdV ve kesirli mertebeden modifiye edilmis KdV (mKdV) denklemine doniisiir. u(x,t)

fonksiyonu zaman ve uzaym keyfi bir fonksiyonu olarak kabul edilir. « =1 ve pg=1
durumunda ise bu denklem klasik mKdV denklemine doniisiir [66].

Simdi ise mKdV denkleminin nasil ortaya ¢iktiginin agiklamasindan sonra bu
kisimda ele alacagimiz lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denklemini inceleyelim.

a kesirli tlirevi temsil eden bir parametre olmak iizere lineer olmayan zaman-

kesirli mKdV denklemi [66]
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o“u(x,t)
ata
seklinde wverilsin. (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin analitik

+6u’u, +u, =0, t>0,0<ax<1 (4.3.1)

¢oziimleri i¢in GKM’yi kullanalim. Simdi (4.3.1) denklemi i¢in asagidaki (3.1.2)

At?
u(x,t)=u(n), n= kx——r[1+a] ,
doniisiimiinti géz ontline alirsak
au(xt) _au(n)on _, au(n) (4.3.2)
ox on ox  on
2 2
() _ i(éU(n) o _ya2uln), (4.3.3)
ox on\ on )ox on
3 2 3
au(é’t):ki(au (?)Ja_ﬂ:k3GU(?)’ (4.3.4)
OX on\ 0on OX on

bulunur ve o, fractal indeksi olmak iizere [147]

aau(x,t)_a au(ry)a“_n
ot * on o’

yazilir. Burada 6zel olarak o, =1seg¢ildiginde
o°u _ou(n)| o At
ot  onp | ot*(I'[l+a])|

2 au(p)fe
~ T[i+a] on [t |

B A 8u(77)_ F[1+a] v
Mira] on |T+a-a] } (4:39)

) _r[lia] at:a(nn) [rtvel]
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elde edilir. (3.1.2), (4.3.2), (4.3.4) ve (4.3.5) doniisiimlerini (4.3.1) lineer olmayan zaman-
kesirli mKdV denkleminde yerine yazip 77 ’ya gore integre edersek

—Au+2ku® +k*u” =0 (4.3.6)
bulunur. Burada k ve A keyfi sabittir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.3.6) lineer olmayan

adi diferansiyel denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa
N-M+2=3N-3M = N=M +1 (4.3.7)

oldugu goriiliir. (4.3.7) denkleminde bulunan M ve N ’nin farkli degerleri (3.1.4)

denkleminde yerine yazilarak farkli analitik ¢ozlimler asagidaki sekilde elde edilir.

Eger M =1 ve N =2 secersek,

u(r)= 2, +,Q+2a,Q°

b, +BQ (43.8)
N (2 (2, +22,Q)(b, +bQ) b, (a, +a,Q +a,Q%)
u'(7)=(Q*-Q) (b, +50) (4.3.9)
)= o s (20 D) (2 +22.Q) b +5Q) b (3 +2Q -2
ﬁL(QZ;Q)Z[zaz(b0 +b,Q)" - 2b, (a, +22,Q) (b, + Q) + 2b7 (2, +aQ +2,Q?) |
(b, +b,Q)

(4.3.10)
bulunur. (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin analitik ¢oziimleri

asagidaki sekilde elde edilir.

Durum 1
1. 1. : k?
8, = ikby, & = E|k(b1 —2h,),a, =—ikb, A = Y (4.311)

(4.3.11) esitliklerini (4.3.8) denkleminde yerine yazarsak
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1. 1. 1 . 1
“or(ia) o (Lra)
u, (x,t) = 1te lte (4.3.12)
1
bO +b1 K3t

K T ra)
l+e “

elde edilir. Buradan (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV dekleminin GKM ile elde

edilen analitik ¢oziimleri

u, (x,t) = H tan [i (kX — 2.t )] (4.3.13)

u, (x,t) = H cot | i (kx— 4,t) | (4.3.14)
seklindedir. Burada H = K ve 4, =—k—3 dir
2 Ar (1+a)

Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.3.13)

analitik ¢oziimii i¢in ti¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

a =0.05 a=0.85
Sekil 4.3.1. Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen
(4.3.13) analitik ¢oziimiiniin k =1, 1<t <1, -15<x <15, ¢ =0.05 ve

a =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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Durum 2
1. k®
ao_—lkb aiz—zlk(bl+2b) a, =0, /’t_—? (4.3.15)

(4.3.15) degerlerini (4.3.8) denkleminde yerine yazarsak

1. 1.
5|kb0—§|k(bl+2b0)

U, (x,t)= = (4.3.16)

bO + bl PE
S

elde edilir. O zaman (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV dekleminin GKM ile elde

edilen analitik ¢oziimleri

J tanh (k,x— 4,t*) + FB—;tanh(k X — @t“)}

Uy (X,t) = T 1 (4.3.17)
by +b1[2—2tanh(klx—ﬂ2t“)}
a 11 a
Jcoth (kx—A,t*)+F [z—zcoth(klx—ﬂ,zt )}
u, (x,t)= (4.3.18)
+bl[—coth(kx A" )}
L 1. 1.,
seklindedir. Burada J = Elkb0 ve F = —Elkbl dir.
Durum3
1. Kk
a, = iilkbo,a1 =a,=0,b =-2b,, 1= r (4.3.19)

(4.3.19) degerlerini (4.3.8) denkleminde yerine yazarsak
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U (X,t) = (4.3.20)

bulunur.
Buradan (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV dekleminin GKM ile elde edilen

analitik ¢oztimleri

Ug (%,1) = H cot] i (kyx — At ) (4.3.21)
g (x,t) = H tan i (kx— 4,t°) | (4.3.22)
seklindedir.

Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.3.21)

analitik ¢6ziimii i¢in ii¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

a=0.05 a=0.85

Sekil 4.3.2. Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen

(4.3.21) analitik ¢oziimiiniin k=1, 0<t<1, —-5<x<5,  =0.05 ve

a =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriniimii
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Durum 4

a, =0,a, =-2ikh,, a, = 2ikb,, b, =20, A =k (4.3.23)

(4.3.23) degerlerini (4.3.8) denkleminde yerine yazarsak

2

—2ikb, % +2ikb, %
“T(tra) “T(ra)
u, (xt) = 1te 1te (4.3.24)
1
b, — 20, -
1+ T(lra)

elde edilir. Buradan (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV dekleminin GKM ile elde

edilen analitik ¢oziimleri

-2
H Htanh(klx—/lst“)_ —1}
u, (x,t)= — (4.3.25)
tanh | kx — At" |
-2
H Hcoth(klx—zgt“)_ —1}
Ug (X,1) = — (4.3.26)
coth kyx— At
Klindedir. Burad S
i ir. B =
seklindedir. Burada A, 2F(1+a) dur.

Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.3.25)

analitik ¢oziimi i¢in ti¢ boyutlu grafigi asagidaki sekilde cizilmistir.
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a=0.05 a=0.85

Sekil 4.3.3. Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen

(4.3.25) analitik ¢oziimiiniin k=1, 0<t<1, —-5<x<5, «=0.05 ve

a =0.85 i¢in elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii

Durum5

a, = ikb,, a, = —2ikh,, a, = 2ikb,,b, =—2,, 4 = -2k (4.3.27)

(4.3.27) degerlerini (4.3.8) denkleminde yerine yazarsak

ikb, — 2ikt,| ——— | +2ikb,| —+
. 2kt - Z(l;t )
I'(l+a) I'(lt+ea
u, (x,t) = 1te lte (4.3.28)
9
1
bO_Zbo 2k3

elde edilir. Buradan (4.3.1) lineer olmayan zaman-kesirli mKdV dekleminin GKM ile elde

edilen analitik ¢oziimleri

H [1+ [tanh (kX — At )T}

tanh| kx— 4.t |

U (x,t) =

(4.3.29)
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H [1+ [coth (kX — 2.t )T}

coth| kx—2,t* |

ulo(x,t)=

(4.3.30)

. ) k®
eklindedir. Burada 4, = ————
$ 4 F(1+a) dir.
Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen (4.3.29)

analitik ¢oziimii i¢in ti¢ boyutlu grafigi asagidaki sekilde cizilmistir.

a =0.05 a=0.85
Sekil 4.3.4. Lineer olmayan zaman-kesirli mKdV denkleminin GKM ile elde edilen

(4.3.29) analitik ¢oztimiiniin k=1, 0<t<1, -5<x<5 a=0.05 ve

a = 0.85 i¢in elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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4.4. Lineer Olmayan Zaman-Kesirli Genellestirilmis Burgers Denklemine

GKM’nin Uygulanmasi

Burgers denklemi ilk olarak 1948 yilinda J. M. Burgers tarafindan akismaz sivilarin
turbulans olayr i¢in bir model olarak sunulmustur. Burgers denklemi lineer olmayan
dagitict sistemlerde dalga yayiliminin uzaklik alanini tanimlar. Bu denklemin Cole-Hopf
dontlistimiinii  kullanarak 1s1 denklemine lineerlestirilebildigi iyi bilinir. Bu denklem
evrendeki genis kiimelerin olusumu ve trafik akisi gibi ¢ok sayida uygulama alaninda
incelenmistir [64].

Simdi Burgers denkleminin fiziksel agiklamasindan sonra bu kisimda ele
alacagimiz lineer olmayan zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denklemini inceleyelim.

o kesirli  tlirevi temsil eden bir parametre olmak {izere zaman-Kkesirli
genellestirilmis Burgers denklemi [64]

%—uxx—ﬂupuxzo, t>0, p>0, 0<a<1 (4.4.1)
seklinde verilsin. (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin analitik
¢ozlimleri igin GKM’yi ele alalim. Simdi (4.4.1) denklemi i¢in asagidaki (3.1.2)

At”
Il+a]

u(x,t):u(n), n=kx—

doniistimiinti g6z ontline alirsak

ou(x,t) _ 6u(77)a_;7=kM

. , (4.4.2)
X on oX on
2 2
0 Uai?t) :kai(alia_@?)jz_’?:kza“_@, (4.4.3)
n\ on )ox on

bulunur ve o, fractal indeksi olmak {izere [147]

aau(x,t)_a ﬁu(ry)a“_n
ot * on o’

yazilir. Burada 6zel olarak o, =1secildiginde
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o°u _ou(n)| o At

a* on | o\ Il+a])|
A ou(n)[ ot

Ml+a] on | at* |

2 au(p)| T[+a] .,
S Tlra] on |Tfea—a] } (144

~ea oy rlial]

)

on
bulunur. (3.1.2), (4.4.2), (44.3) ve (4.4.4) donisimlerini (4.4.1)  zaman-kesirli
genellestirilmis Burgers denkleminde yerine yazip 7 ’ya gore integre edersek

u p+1

—Au—k%u' - gk

e 0. (4.4.5)

1
yazilir. Buradan tekrar u(7)=vP () doniisiimii dikkate almirsa

—Ap(p+v—k*(p+1Vv'— Bpkv’ =0. (4.4.6)
elde edilir. Burada k ve Akeyfi sabittir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.4.6) lineer
olmayan adi diferansiyel denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa

N-M+1=2N-2M =N =M +1. (4.4.7)
oldugu goriiliir. (4.4.7) denkleminde bulunan M ve N ’nin farkli degerleri (3.1.4)
denkleminde yerine yazilarak farkli analitik ¢coztimler asagidaki sekilde elde edilir.

Eger M =1ve N =2 segersek,

0)-Sge

(4.4.8)

a, +2a,Q) (b, +bQ) b, (a, +a,Q +2,Q”)
(b, +bQ)’

u'(7)=(Q*-Q) (

(4.4.9)
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u ()= (b?i—;lg)Z(zQ ~1)[ (2, +23,Q) (b, +bQ) b, (3 +2Q +2,Q%) |

2
Q*-Q
+ (—)3[26[2 (by +b,Q)" 20, (& +23,Q) (b, +bQ) + 207 (8, + 3,Q +a,Q7) |
(b, +b,Q)
(4.4.10)
bulunur. (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin analitik ¢6ziimleri

asagidaki sekilde elde edilir.

Durum 1

Ara k?
a,=0,a,=0,b =- —b,, A=—. 4411
aZ bl k(1+ p) 0 p ( )

(4.4.11) degerlerini (4.4.8) denkleminde yerine yazarsak

al 1
K%
X_pl"(1+a)
v, (x1) = 1te . (4.4.12)
Bpa 1
b, — +b, || —————
0 (k(1+ p) ° YL
1+e pr(1+a)

elde edilir. Buradan (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

1

u (X t): l—tanh(klx_ﬂlta) ;

o K [1+ tanh (k1X—/71ta )} + L[l— tanh (klx —At® )] (4.4.13)
0, (x.t)= 1—coth (k,x— 4t*) B

7 K[ 1 coth (k- A7) |+ L[1-coth (kx— 4t7) | | (4.4.14)
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2
seklindedir. Burada K =b—°, L=- pp Ky =E ve 4 S S dir
a k(1+p) 2 2pr (1+a)

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen (4.4.13)

analitik ¢6ziimii i¢in iki ve {i¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

a =0.05 a=0.85
Sekil 4.4.1. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen

(4.4.13) analitik ¢oziimiinin k=1, p=2,a =1 0b,=2, f#=30<x<10,

O0<t<l, a=0.05ve a =0.85 i¢in elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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=

s s T : * 5 : lo
a =0.05 a=0.85
Sekil 4.4.2. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen

(4.4.13) analitik ¢oziimiinin k=1, p=2,a =1 b, =2, f=3,0<x<10,

t=1 a=0.05ve a =0.85 i¢in elde edilen iki boyutlu goriiniimii

Durum 2
k(1+ p)b X 2
a, = (1+p) o,%zw,azzo,lz_k__ (4.4.15)
Bp Bp p

(4.4.15) degerlerini (4.4.8) denkleminde yerine yazarsak

kK(1+p)b, k(1+p)b, 1
ﬂp ﬁp kX+k27ta
(I+a)
v, (xt)= e ") (4.4.16)
1
bO +bl K2t
1+e pr(1+a)

elde edilir. Buradan (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

Y BJr;tanh (kX —ﬂ?t")}

b, +b, B—;tanh (kx— @t“)}

Uy (X,t) = , (4.4.17)
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1
Y B+;coth(k1x—ﬂzt“)} i
u, (x.t) = 1 1 : (4.4.18)
by +b{2—zcoth(klx—ﬁ,zt )}
2
seklindedir. Burada Y = k(L+ )by ve 4, = K

2 pr(1+a) dar.

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen (4.4.17)
analitik ¢6ziimii i¢in iKi ve li¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

08¢
0.61
u 04}

(»:“

a =0.05

a=0.85
Sekil 4.4.3. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.17) analitik ¢oziimiinin k=1, p=3,b,=3 b =1 f=2,-15<x <15,

O<t<l, a=0.05ve o =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu gortiniimii
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a =0.05 a=0.85
Sekil 4.4.4. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.17) analitik ¢oziimiinin k=1, p=3,b,=3 b =1 f=2,-15<x <15,

t=1 a=0.05ve a =0.85 i¢in elde edilen iki boyutlu goriiniimii

Durum3

kQ+plby p b2 (4.4.19)
pp 2 p

(4.4.19) degerlerini (4.4.8) denkleminde yerine yazarsak

8, =0, =0a,=

2

—k(1+ p)b, 1
2kt
vy (X, t)= o 1+ ekx_ P (4.4.20)
3 1 - . A
b, 1
_E-{_bl 2k%t

elde edilir. Buradan (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

o |+

2
;—;tanh(klx —ﬂgt“)}
tanh (k,x — A;t*) ’ (4.4.21)

U (X,t) = Z[

70



o |-

2
;— ;coth (kX — At )}
coth (k,x — At*)

Us (X,t) = Z{

, (4.4.22)

2k (1+ k?
( p) Ve /13 = ) dir.

seklindedir. Burada Z = =
£p pr(1+a

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen (4.4.21)

analitik ¢6ziimii igin iki ve {i¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

X T~ /

B
10

~Jo
a=0.05 a=0.85

Sekil 4.4.5. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen

(4.4.21) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=1, f=4,-15<x<15 0<t<1, a=0.05ve

a =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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a =0.05 a=0.85
Sekil 4.4.6. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.21) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=1, f=4, -15<x<15t=1 a=0.05ve «=0.85
icin elde edilen iki boyutlu gériiniimii

Durum 4

_ _k(1+p)bl _—k(1+p)b1 b _k_2
a,=0,8 = 25p a, = T ,bo—z,ﬂ—p (4.4.23)

(4.4.23) degerlerini (4.4.8) denkleminde yerine yazarsak

k(1+ p)b, 1 _k(1+p)b, 1
2/3p PR pp .
pr(l+a) pr(L+ar)
v, (xt)= 1te 1te . (4.4.24)
b, 1
Toh
1+e pr(1+a)

elde edilir. Buradan (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

Uy (x,t) =| X (1 tanh (kx = 2t)) |7, (4.4.25)
Uy (x,1) =| X (1=coth (kx = 4t)) |, (4.4.26)
seklindedir. Burada X =% dir.

72



Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen (4.4.25)
analitik ¢6ziimii i¢in iKi ve li¢ boyutlu grafikleri asagidaki sekilde ¢izilmistir.

a =0.05 a=0.85
Sekil 4.4.7. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.25) analitik ¢6ziimiiniin k=1, p=3, f=-2, -15<x<15 0<t<l a=0.05ve

a =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu gortiniimii

L8

04 f

a =0.05 a =0.85
Sekil 4.4.8. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.25) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=3, f=-2,-15<x<15t=1 a=0.05ve

o =0.85 igin elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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Durum5b5

2k (1 b -4k (1 b 2k (1 b —2k?
a, = (+p)o,a1: (+p)0,8.2= (+p)0,b1=—2b0,/1= 2k. (4.4.27)
Bp pp pp
(4.4.27) degerlerini (4.4.8) denkleminde yerine yazarsak
2
2k(1+p)b, 4k(1+p)hy 1 +2k(1+ p)b, 1
ﬂ p ﬁ p kx+ lékzt“ ﬂ p kx+ 2Kt
(1+a) [(1+a)
vy (x,t) = lte ' lte ’ (4.4.28)
1
b, —2by, S

elde edilir. Buradan (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

2T
z [ + = tanh (kX — 4.t )}
u X,t = )
o (X1) tanh (k,x — 2,t*) (4.4.29)
1
1.1 2
z [2 +coth (kX — 2.t )}
Uy (X, 1) = : (4.4.30)

coth (k,x — A,t“)

k2

klindedir. Burada 4, =———
seklindedir. Burada 4, T (1r )

dir.

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen (4.4.29)

analitik ¢6ziimii i¢in iki ve li¢ boyutlu grafikleri agsagidaki sekilde ¢izilmistir.
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1.0020¢ S
1.0015%

t

u 10010}
1.0005

a=0.05 a=0.85
Sekil 4.4.9. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.29) analitik ¢6ziimiiniin k=1, p=2, #=3,0<x<15 0<t<1l, a=0.05ve

a =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriinimii

L0008 1o
1os | Lo |
Loood L0004
Loooz | Lo |
: 4 8 g TR R ) 4 5 H " 2 M *
a =0.05 a =0.85

Sekil 4.4.10. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.29) analitik ¢oziiminiin k=1, p=2, =3, 0<x<15t=1 «a=0.05ve a=0.85

icin elde edilen iki boyutlu goriiniimii

Durum 6
k(1+p)b, -3k (1+ p)b, 2k (1+ p)b, —k?
= ) = ’a = y =—2b y ﬂ, = (4.4.31)
A TR Bp ? Bp =2 p

(4.4.31) degerlerini (4.4.8) denkleminde yerine yazarsak

75



k(1+ p)b, 3k (1+p)b, 1 + 23+ p)oy :
AP Bp pr (i) pp Lae PO (4.4.32)

Vs(x’t):

elde edilir. Buradan (4.4.1) zaman-kesirli genellestirilmis Burgers dekleminin GKM ile

elde edilen analitik ¢oziimleri

U, (x.t) :[G (1+tanh(klx—ﬂ2t“))}5, (4.4.33)
Uy, (X,t) = [G (1+ coth (klx — 2t ))}E , (4.4.34)
k(1+ p)

seklindedir. Burada G = dir.

2pp

Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen (4.4.33)

analitik ¢6ziimii i¢in iki ve li¢ boyutlu grafikleri agsagidaki sekilde ¢izilmistir.

— ’,"'
10

0.0

a =0.05 a =0.85
Sekil 4.4.11. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.33) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=3, f=2,-15<x<150<t<1 a=0.05ve

a =0.85 igin elde edilen ii¢ boyutlu goriiniimii
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a=0.05 a=0.85
Sekil 4.4.12. Zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denkleminin GKM ile elde edilen
(4.4.33) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=3, f=2,-15<x<15t=1, a=0.05ve «=0.85

icin elde edilen iki boyutlu goriiniimii

45. Lineer Olmayan Zaman-Kesirli Cahn-Hilliard Denklemine

GKM’nin Uygulanmasi

Cahn-Hilliard denklemi ilk olarak 1958 yilinda kritik sicaklik altinda ikili alagimin
faz ayrilmasi islemi igin bir model olarak sunulmustur. Bu denklem ¢ok farkli uzunluk
dlgekleri ile diger birgok kaynagin modellenmesinden agiga ¢ikar. Ornegin modeller Cahn-
Hilliard denkleminin bakteri filminin ¢dziicii bilesenleri ve biyokiitlesinin dinamiginin
modellenmesindeki ~ biyomatematikte ya da iki popiilasyonun  dinamiginin
modellenmesindeki ekolojide ya da galaksiler arasi maddenin iki bileseninin evrimini
sunmak i¢in kullanilmasi1 durumunda gelistirilir [64].

Simdi Cahn-Hilliard denkleminin fiziksel agiklamasindan sonra bu kisimda ele
alacagimiz lineer olmayan zaman-kesirli Cahn-Hilliard denklemini inceleyelim.

a kesirli tiirevi temsil eden bir parametre olmak tlizere zaman-kesirli Cahn-Hilliard

denklemi [64]

o“u(x,t)

el +6u(u,) +(3u*~1)u, —u

t>0,0<a<l1 (4.5.1)

XXXX 1

seklinde verilsin.
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(4.5.1) zaman-kesirli Cahn-Hilliard denkleminin analitik ¢oziimleri i¢in GKM’yi

kullanalim. Simdi (4.5.1) denklemi i¢in asagidaki (3.1.2)

At”

u(x,t)=u(n), n:kx—m,

doniisiimiinti géz ontline alirsak

ou(xt) _ au(n)a_n: y ou(n)

OX on oX on
azu(x,t)zki ou(n) a_nzkzazu(n)
ox? on\ on | ox on® '

ot” “on at”

yazilir. Burada 6zel olarak o, =1secildiginde

6_8_07){6_( n H

o on | a“(I[l+e])|

A 8u(77)_8“t“}

Mi+a] on | at“ |

2 au(p)| T[i+a] t‘”}
Ml+a] on |[T[l+a-a] ’
o] L]

ou(n)

on
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elde edilir. (3.1.2), (4.5.2), (4.5.3),(4.5.5) ve (4.5.6) doniistimlerini (4.5.1) zaman-kesirli
Cahn-Hilliard denkleminde yerine yazip 77 ’ya gore integre edersek

(A+k)u+3Kk*u’u' =k’ —k*u" =0 (4.5.7)
elde edilir. Burada k ve AKkeyfi sabittir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.5.7) lineer
olmayan adi diferansiyel denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa

N-M+3=3N-3M +1=N=M +1. (4.5.8)

oldugu goriiliir. (4.5.8) denkleminde bulunan M ve N ’nin farkli degerleri (3.1.4)
denkleminde yerine yazilarak farkli analitik ¢oziimler asagidaki sekilde elde edilir.

Eger M =1 ve N =2 secersek,

u(n)=a0+a1Q+a2Q

Y (4.5.9)

(a,+22,Q)(b, +bQ)—b, (3, +2,Q+a,Q%)
(b, +b1Q)2

u'(7)=(Q*-Q) (4.5.10)

u"(n)= QZ—_Q(ZQ —1)[(31 +2a,Q)(by +b1Q)_b1(a0 +aQ+ azQz)]

(b, +bQ)’
+(Q;Q)23[2a2(b0+b1Q)2—2b1(a1+2a2Q)(bo+b1Q)+2bf(a0+a1Q+a2Q2)]
(b, +b,Q)
(4.5.11)

mi N _ (A2 2 (a1+zazo)(bo+b1Q)_b1(ao"‘a1Q"'azQ2)
u (U)—(Q Q)(GQ 6Q+1)[ (b6, +0)°

R 2a, (b, +bQ) 20, (a, +2a,Q) (b, +bQ) + 207 (a, +aQ +2,Q?)
4-9) (ZQ”{ (b, +50)
@ _Q)S{—Gazbl(bo +b1Q)+6blz(a1+2a2Q) _6b’(3,+aQ +sz2)}

bulunur. (4.5.1) zaman-kesirli Cahn-Hilliard denkleminin analitik ¢6ziimleri asagidaki
sekilde elde edilir.
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a, [—(1+ kz)b0 +\/(1+ kz)(—3a§ +(1+ kz)bj)}

a, = ) yay = 0,
(1+K*)b, 45.13)
. J(+K2)(-382 + (14 )b e
(1+ kz)
olmak tizere (4.5.13) esitlikleri (4.5.9) denkleminde yerine yazilirsa
ao[—(1+k2)bo+\/(1+k2)(—3a§+(1+k2)b§)} =
- 1+e I(1+a)
’ (1+Kk)b,
u(x,t)= , (4.5.14)
2 2 2 2
b+ _b0+\/(1+k )(—3a0:(1+k )bo) 1 _
(1+K?) L o™ T

elde edilir. Buradan (4.5.1) zaman-kesirli Cahn-Hilliard dekleminin GKM ile elde edilen

analitik ¢coziimleri

Ul(X,t) = P[l+1tanh(klxﬂ“5ta):l+ R, (4515)
1—tanh (kx - At“)

s (x1) = P{lﬂcoth(klx—gsta)} . 4519
1—coth (kx— At*)

1+k? k
(+ ) ,RziVeﬂs:_— dir.

(-3aZ+(1+k%)B7)" by 2 (L+a)

seklindedir. Burada P = a, \/

Lineer olmayan zaman-kesirli Cahn-Hilliard denkleminin GKM ile elde edilen
(4.5.15) analitik ¢6ziimii i¢in iKi ve {i¢ boyutlu grafigi asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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a=0.05 a=0.85
Sekil 4.5.1. Zaman-kesirli Cahn-Hilliard denkleminin GKM ile elde edilen (4.5.15)
analitik ¢coziimiinin k=1 a,=1,b,=2, -5<Xx<5 0<t<1l, a=0.05ve o =0.85 igin

elde edilen {i¢ boyutlu goriiniimii

a =0.05 a =0.85
Sekil 4.5.2. Zaman-kesirli Cahn-Hilliard denkleminin GKM ile elde edilen (4.5.15)
analitik ¢ozlimiinin k=1, 8,=1, b, =2, -5<x<5t=1 a=0.05ve a=0.85 i¢in elde

edilen iki boyutlu goriiniimii

4.6. Lineer Olmayan Zaman-Kesirli 3. Mertebeden Genellestirilmis KdV

Denklemine GKM’nin Uygulanmasi

a kesirli tiirevi temsil eden bir parametre olmak tizere zaman-kesirli 3. mertebeden
genellestirilmis KdV denklemi [64]

o“u(x,t

#—um—yupuxzo, t>0, p>0, O<ea<l (4.6.1)
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seklinde verilsin. (4.6.1) zaman-kesirli 3. mertebeden genellestirilmis KdV denkleminin
analitik ¢oziimleri igin GKM’yi ele alalim. Simdi (4.6.1) denklemi i¢in agagidaki (3.1.2)

At”

u(x,t)=u(n), n:kx—m,

doniisiimiinti géz ontline alirsak

au(x.t) _au(n)an _, ou(n) (4.6.2)
ox on  ox on -
fu(xt) _, o (au(n))on _,.,0%(n) (4.6.3)
ox? on\ on |ox on* -
aSu(x,t):ki(auz(n)]an (2 2u(n) (4.6.4)

elde edilir ve o, fractal indeksi olmak iizere [147]

o“u(x,t) . ou(n) on

ot “on ot

yazilir. Burada 6zel olarak o, =1secildiginde

@:au(n) Lot At
ot“  onp | at*(I'[l+a])|
_ A au(n)fot

Ml+a] on | at* |

A ou(n)| Tl+e] ..,
~ I[l+a] a7y F[1+a—a]t }’ (4.6.5)

~rea oy rlial]

bulunur. (3.1.2), (4.6.2), (4.6.4), ve (4.6.5) doniisiimlerini (4.6.1) zaman-kesirli 3.
mertebeden genellestirilmis KdV denkleminde yerine yazip 7 ’ya gore integre edersek
82



p+1

A(p+Du+k(p+Du”+7k+—=0. (4.6.6)
p+1

1

bulunur. u(7)=vP(7) doniisimii dikkate alinirsa
Ap? (p+1)v:+k° (1— p? )(v')2 +k*p(p+1)wW" +ykv® =0. (4.6.7)
elde edilir. Burada k ve Akeyfi sabittir. (3.1.4) ve (3.1.7) esitlikleri (4.6.7) lineer
olmayan adi diferansiyel denkleminde yerine yazilarak dengeleme prensibi uygulanirsa

2N-2M +2=3N-3M +1=N=M+2. (4.6.8)
oldugu goriiliir. (4.6.8) denkleminde bulunan M ve N ’nin farkli degerleri (3.1.4)
denkleminde yerine yazilarak farkli analitik ¢oziimler asagidaki sekilde elde edilir.

Eger M =1 ve N =3 secersek,

() =+ 3Q Q" +2Q

b b0 , (4.6.9)

a, +2a,Q+3a,Q°) (b, +bQ) b, (3, +aQ +a,Q° +a,Q°)

- . (4.6.10)
(b, +bQ)

u'(n)=(Q*-Q) (

u"(f7)=(bQ bE) (20-1)[ (& + 22,0+ 380°) b, +5Q) b (3 +2Q+2,Q" +aQ’)|
A9 ) * (2a,+6a,Q)- 20, (b 2 )+ 207 ?+aQ’
" (6,400 ] (b, +bQ) (28, +6.Q) - 20 (b, +bQ) (3 + 22,0 +33Q" )+ 2 (3, +2Q +2,Q" +aQ’) |

(4.6.11)

bulunur. (4.6.1) zaman-kesirli 3. mertebeden genellestirilmis KdV denkleminin analitik

¢cOzlimleri agsagidaki sekilde elde edilir.

aO:O,a1:2k2(1+ p)(2+ p)bo’a2:_2k2(1+ p)(2+ p)(bo—bl)’
. 7 (4.6.12)
aS:_2k (1+p)(2+ p)b11 l:—k—z,
Y p



olmak tizere (4.6.12) degerlerini (4.6.9) denkleminde yerine yazarsak

Kt y &

ket ——— foct————
pr(l+a)

T (+a)
v(xt)= te "
1
bo+b1[WJ

ket ———
1+e pT(l+a)

2k (1+ p)(2+p)b0[ 1 J2k2(1+ p)(2+p)(b0bl){ 1 J _2k2(1+ p)(2+p)b{ 1 1
1+e lte 1+e

(4.6.13)
elde edilir. Buradan (4.6.1) zaman-kesirli 3. mertebeden genellestirilmis KdV dekleminin

GKM ile elde edilen analitik ¢oziimleri

u (x,t)= [S (l—[tanh(klx—ﬂet“)]z)}p, (4.6.14)
0, (xt)= [s (1—[coth (kX — A" )Tﬂp | (4.6.15)
seklindedir. Burada § = (* 2(2+ P) ve s, =—#31+a) dur.

Lineer olmayan zaman-kesirli 3. mertebeden genellestirilmis KdV denkleminin
GKM ile elde edilen (4.6.14) analitik ¢6ziimii i¢in iki ve li¢ boyutlu grafigi asagidaki
sekilde cizilmistir.
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a =0.05 a =0.85
Sekil 4.6.1. Zaman-kesirli genellestirilmis 3. mertebeden KdV denkleminin GKM ile elde
edilen (4.6.14) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=2, y =3, -15<x<150<t<1l, a=0.05ve
a =0.85 i¢in elde edilen ii¢ boyutlu goriinimii

u u

a=0.05 a=0.85
Sekil 4.6.2. Zaman-kesirli genellestirilmis 3. mertebeden KdV denkleminin GKM ile elde
edilen (4.6.14) analitik ¢oziimiiniin k=1, p=2, y=3, -15<x<15t=1 a=0.05ve
a =0.85 igin elde edilen iki boyutlu gériiniimii
4.7.  Kesirli Mertebeden Homojen Diferansiyel Denkleme

SDM’nin Uygulanmasi

y(O*):O baslangic sarti ile verilen kesirli mertebeden homojen diferansiyel

denklemi [92,148]

dY(t)+dU2y(t) 2y(t)

12 +
dt  dt”? -0, ° A

dtl/Z

=¢c, t>0, (4.7.1)

85



seklinde verilsin.

Kesirli mertebeden homojen (4.7.1) diferansiyel denkleminin analitik ¢oziimiini

bulmak i¢in, bu denklemin her iki tarafinin Sumudu doniisiimiinii alirsak,
dy(t) d™y(t)
S +S -25(y(t))=0,

IFu)-f(0)]+ F(u D™[f (t)]% ~2F (u) =0,

u u u
t=0
F(u) F(u) c
9, F0) ¢ a0
(140”2~ 2u) F (u) =¢ = F (1) = —— 2¢ C

T1euZ 20 3(1+2JG) +3(1—JU)’
c-Z( 2] o 1)

31 1-4u 3l 1-u
Fu)-2[ L _2u) e[ 1 (4.7.2)
3(1-4u 1-4u) 3\1-u 1-u/ o

elde edilir.

Referans [76] daki ters doniisiim tablosunu kullanarak (4.7.2) denkleminin ters
Sumudu donisiimi alinirsa Kesirli mertebeden homojen (4.7.1) diferansiyel denkleminin

SDM ile elde edilen analitik ¢oziimii

y(t)= 2—;[e‘” —e*erf (2\/5)} + %[et +e'erf (\/f)} (4.7.3)

seklindedir.

Kesirli mertebeden homojen (4.7.1) diferansiyel denkleminin SDM ile elde edilen

(4.7.3) analitik ¢6ziimii i¢in iki boyutlu grafigi asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.7.1. Kesirli mertebeden homojen (4.7.1) diferansiyel denkleminin SDM ile elde
edilen (4.7.3) analitik ¢6ziimiinin 0<t <5 ve ¢ =3i¢in

elde edilen iki boyutlu goriiniimii

4.8. Kesirli Mertebeden Homojen Olmayan Diferansiyel Denklemlere

SDM’nin Uygulanmasi
Ornek 4.8.1.
Kesirli mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemi [92,148]
D ()-y(0) =1 [0(0], =0 >0, @81

seklinde verilsin.

Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.1) diferansiyel denkleminin analitik

¢Oziimiinii bulmak i¢in, bu denklemin her iki tarafinin Sumudu déniisiimiini alirsak,

s[D*y(t)]-S[y(t)]=-S[1],
S[D¥y(t)]-F(u)=-s[1],
F(u) D™[f(v)]

-~ R ) =spy,
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1

12
u

12
u

F(u)—F(u)=—1:>(

_1j|:(u) =-1= (1-u"*)F (u) =-u"’,

Ju _ﬁ(ﬁ+1):u+\/ﬁzu—1+1+ﬁ:1_ 1 Ju

F(u)= - _ , 4.8.2
(u) Ju-1 u-1 u—1 u—1 1-u 1-u (482)

elde edilir.
Referans [76] daki ters doniisiim tablosunu kullanarak (4.8.2) denkleminin ters

Sumudu doniisiimii alinirsa kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.1) diferansiyel

denkleminin SDM ile elde edilen analitik ¢oziimii

y(t)=1-¢'—e'erft (4.8.3)

seklinde elde edilir.

Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.1) diferansiyel denkleminin SDM ile

elde edilen (4.8.3) analitik ¢6ziimii icin iki boyutlu grafigi asagidaki sekilde cizilmistir.

___________
———
L.

Sekil 4.8.1. Kesirli mertebeden homojen (4.8.1) diferansiyel denkleminin SDM ile elde
edilen (4.8.3) analitik ¢6ziimiiniin 0<t<5 i¢in

elde edilen iki boyutlu goriiniimii
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Ornek 4.8.2.
y(O): y'(O):l baslangi¢ sart1 ile verilen kesirli mertebeden homojen olmayan
diferansiyel denklemi [92,149]
2 3/2 _ -1/2 —
D?y(t)+D¥?y(t)+y(t)=t+L [ ,D;*y(t)] =0, t>0, (4.8.4)

seklinde verilsin.
Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.4) diferansiyel denkleminin analitik

¢Oziimiinii bulmak i¢in, (4.8.4) denkleminin her iki tarafinin Sumudu doniisiimiinii alirsak

S[D?y(t)|+S[ D™y (t)]+S[y(t)]=S[t]+S[1],
}r F(u) D"[f (t)]| SF(u)—usl

u u

L F@ -1 -V

e ) otmu]s £ 1[F<u>D“2[f<t>]

u u u1/2

t=0

]+F(u)—u+1,

t=0

%[F(u)—l—u]+m

+F(u)=u+1,

t=0

1 1 1
(1+FJF(U):1+u+G+F:(1+u2)F(u):l+u+u2+u3,

F0= S ) 14w @85)
elde edilir.

Referans [76] daki ters doniisim tablosunu kullanarak (4.8.5) denkleminin ters
Sumudu donisiimii alinirsa kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.4) diferansiyel
denkleminin SDM ile elde edilen analitik ¢6zimii

y(t)=1+t. (4.8.6)

seklinde elde edilir.

Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.4) diferansiyel denkleminin SDM ile
elde edilen (4.8.6) analitik ¢6ziimii i¢in iki boyutlu grafigi asagidaki sekilde ¢izilmistir.
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Sekil 4.8.2. Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.8.4) diferansiyel denkleminin SDM
ile elde edilen (4.8.6) analitik ¢6ziimiiniin 0<t <5 i¢in
elde edilen iki boyutlu goriiniimii

4.9. Kesirli Mertebeden Homojen Adi Diferansiyel Denkleme

VIM’in Uygulanmasi

y(O) =1 baslangic sartt ile verilen kesirli mertebeden homojen diferansiyel
denklemi [116]

Dfy(t)=-y(t), t>0, O<a<1, (4.9.1)

seklinde verilsin.

Varyasyonel iterasyon metoduna gore, (4.9.1) denkleminin iterasyon yapisi

Ve (D)=, (t)+j;2,(r)[aaay+£r)+yk (v) }dr, K=0123.... 49.2)

seklinde yazilir.

Y, 'ya gore varyasyon hesaplamak i¢in durum sartlari

1+ /1(2')|T:X =0,
(4.9.3)
A'(r)=0.
seklindedir.
Lagrange carpani
A(r)=-1. (4.9.4)

olarak tanimlanir.
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(4.9.4) denklemi (4.9.2) denkleminde yerine yazilirsa,

Ve (1) = Vi (t)—j[aayk (), y, (7)} dr, k=01,2,3--. (4.9.5)

o o0t”
iterasyon formiilii elde edilir.
y(0)=1 baslangi¢ sartin1 (4.9.5) denkleminde yazarsak, Mathematica programi

yardimiyla kesirli mertebeden homojen (4.9.1) adi diferansiyel denkleminin yaklasik

¢Ozlimii asagidaki sekilde elde edilir.

k =0 icin,
t aay T t aal
ylzyo_ﬂ a;g )+y0(r)}dr:1—ﬂara+l}dr
(o071 te
=1- dr-t=1-t—-| ——-1 49.6
& ﬂ@r“} ! (F(Z—a) J (4.98)
tl—a
Y L
& r(2-a)
k =1 igin,
el 0%y, (7
yzzyl(t)—ﬂ#ghyl(r)}dr
the t 8“y1(r) t e
=2-t- - dr—||2-7- d 49.7
Y2 F(Z—a) -ﬂ or” g '([_ g F(Z—a) g ( )
2 1-a 2-a t[ Aa
y=2-3t4 ot T —jayl(f) dr
2 T(2-a) T(3-a) 2| 07°
Iy
bulunur.

Kesirli kalkulus ve Leibnitz kuralin1 kullanarak |, terimini hesaplarsak

t aay t aa 2_1705
Il:j{ﬁ}m:j{ar“(Z_T_F(Z—a)ﬂdr
0 0
t a t a t a_l-a
:Iazdf—jafdf— 1 J@T dr
oL o7” or” F(Z—a)o or”

Ao Hotia Hesr




l-a 2—-a
:2t—_2_ t—_t _ ;tZ—Za_tl—a
I(2-a) I(3-a) I'(3-2a)
2tl—a tZ—a t2—2a

=-2+t+t" —~ —~ :
T 'T(2—a) T(3-a) T(3-2a)

seklinde elde edilir. |,terimini (4.9.7) denkleminde yerine yazarsak

2 1-a 2-a 2-2a
yz(t)=4—4t+t——t“’— 3t 2t t

2 r(2-a) T(3-a) T(3-2a) (4.9.8)

seklinde bulunur.
(4.9.5) iterasyon formiiliiniin diger terimleri Mathematica programi yardimiyla
benzer sekilde elde edilebilir. Kesirli mertebeden homojen (4.9.1) adi diferansiyel

denkleminin analitik ¢6zimii

y(t)=E,(-t*)= i(_t—) (4.9.9)

ST (ak+1)

ile verilir. k=2 igin kesirli mertebeden homojen (4.9.1) adi diferansiyel denkleminin

analitik ¢oziimi

(4.9.10)

seklindedir.
Kesirli mertebeden homojen (4.9.1) adi diferansiyel denkleminin (4.9.10) analitik

¢ozimi ve VIM ile elde edilen (4.9.8) yaklasik ¢6ziimii i¢in iki boyutlu grafikleri
asagidaki sekilde cizilmistir.
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Sekil 4.9.1. Kesirli mertebeden homojen (4.9.1) adi diferansiyel denkleminin (4.9.10)

analitik ¢6ziimii ile VIM yardimiyla elde edilen (4.9.8) yaklasik ¢6ziimiinin 0<t<0.1 ve
a = 0.35 igin elde edilen iki boyutlu goriiniimii
4.10. Kesirli Mertebeden Homojen Olmayan Adi Diferansiyel Denkleme
VIM’in Uygulanmasi

y(0)=0 baslangic sarti ile verilen kesirli mertebeden homojen olmayan adi

diferansiyel denklem [116]

2t2—a tl—a )
“y(t)= - —y(t)+t°—t, t>0, O <1, 4.10.1
Y= Tsa] Taoa YWt 120 O<a (4.10)

seklinde verilsin.

Varyasyonel iterasyon metoduna gore, (4.10.1) denkleminin iterasyon yapisi

t aa yk (T) 22_2—01 z_l—a )
YK+1:yk+_([i(T)[ Py —F[S_a]+r[2_a]+yk(r)—r +7|dr (4.10.2)

seklindedir.

Y, 'ya gore varyasyon hesaplamak i¢in durum sartlari

1+ /?L(z')lrzX =0,
(4.10.3)
A'(r)=0.
seklindedir.
Lagrange carpani
A(r)=-1. (4.10.4)

olarak tanimlanir.
(4.10.4) denklemi (4.10.2) denkleminde yerine yazilirsa,
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aa yk (7,') 21_2—(1 Z_lfa )
Vi = Vi I e _F[B—a]+F[2—a]+yk(T)_T +7|dr, (4.10.5)

0

iterasyon formiilii elde edilir.
y(0)=0 baslangi¢ sartini (4.10.5) denkleminde yerlestirirsek, Mathematica

programi yardimiyla kesirli mertebeden homojen olmayan (4.10.1) adi diferansiyel

denkleminin yaklagik ¢oziimii asagidaki sekilde elde edilir.

k =0 i¢in,
t aayo 2 -a z_1—oz R
+ +VY,(7)—7"+7 |dr

0| g

t 2-a 1-a

=| G S S (4.10.6)
| T(3—a) TI'(2-a)
2t3—a t2—a t3 t2

F(4-a) T(3-a) 3 2
t aa yl (T) 22_2—(1 z_1*0( )
=V (t)- - - d
Y2 yl() 'ﬂ or” F(3—a)+F(2—a)+yl(T) RS
2t37a tZ—a t3 t2 t aa yl (Z')
- — || ——|dr
F(4—a) F(B—a) 3 2 | or”
t 2-a l-a
9 27 T
- - - d
I{yl(r) 4T F(B—a)+1“(2—a)} T

2t37a tZ—zx t3 tZ t aa 21_3—05 Z_Zfaf T3 Z_2
L - FANCE | 'R
|0\ T(4-a) T(3-a) 3 2

“T(4-a) T(3-a) 3 2

j 3T2 2_3 z_lfot 32_270: 22_370:
—|lr——+—+ - + dr
: 2 3 I'(2-a) T'(3-a) I'(4-a)

52ttt 2t* 5t>« 2t 0 a“ Sa
- + _ - j dr
6 12 F(3—0:) F(4—a) F(S—a) F(4 oc g

b

|2 |3 |4

%/—J

Iy

(4.10.7)
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bulunur.
Kesirli kalkulus ve Leibnitz kuralini kullanarak |1,,1,,1; ve [, terimlerini

hesaplarsak,

t a _3-a ayd-a _ —
|1=J‘{a 4 }dr: : 1 o e 1 I'(5-«) th2a _g3a _ r(4-a) th-2a _y3a

oz o) ot - )1 (5-2a) - T(5-2a)

0

t a_2-a ag3-a _ —
B :J' o0t dr = (3}0[) 0 ta _tZe (3}0{) F(4 a) {320 _q2-a _ F(B a) {320 _q2-a
! ot I'(4-2a) I'(4-2a)

seklinde elde edilir. 1, 1,,1, ve I, terimlerini (4.10.7) denkleminde yerine yazarsak,

, 5t t! 2t 5t5~ 2t4 2 ¢l ot

y, =t +——-—- + - - dr
6 12 F(B—a) F(4—a) F(S—a) I'(4-a) or’

Iy

}dr
I2 Iy I

5ttt 2t* 5t 24 2 F(4-a) 190 .34
= + - - 2% _t
6 12 I'(3-«a) I'(4-a) T'(5-a) T'(4-a)|I'(5-2a)

I E R =

+5_t3 ottt . 5t 2ttt 2 420 2
6 12 I'(3-a) I'(4-a) I'(5-a) I'(5-2a) I'(4-a)

1 3-2a 1 2—-a 2 d—a 1 3 1 3-a 1 2
— - 7 + =t £ — =t
r(4—22) T(3-a) T(5-a) '3 T(4-a) 2

0

t a_2-a t a3 t a 2
N 1 J‘az' dz__lj'ﬁf dz_+l“‘61'
[(3-a)y| 0" 39| or” 24| 0t°

0

=—t*+

— _t2 t3*0!

+

4 2-a 3-a 4—a
_8p Tt Bt 8 Al e 2

2 6 12 I'(B-a) T(4-a) I(5-a) I'(4-2a) I'(5-2a)
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seklinde bulunur ve buradan

3, 7., t 3t 8t 4t
Y,(t)=—-t*+—-t°—— - + -
2 6 12 T(3- r(4- r(5-
(8-a) T(4-a) T(-a) @108
+ 1 t3—20{_ 2 t4—2a
I'(4-2a) I'(5-2a)

olarak elde edilir.
(4.10.5) iterasyon formiiliiniin diger terimleri Mathematica programi yardimiyla
benzer sekilde elde edilir. Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.10.1) adi diferansiyel

denkleminin analitik ¢6zimii

y(t)=t*—t, (4.10.9)
seklindedir.

Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.10.1) adi diferansiyel denkleminin (4.10.9)

analitik ¢oziimii ve VIM ile elde edilen (4.10.8) yaklasik ¢oziimii i¢in iki boyutlu grafikleri

Mathematica programi kullanilarak asagidaki sekilde ¢izilmistir.

oa e Kl
R : - : -
" T
‘-'I

o s 0 .

030
L

oz
i ) T -

Y
N ! o
“-“‘1----1.

s 1 1 1 t 1 L 1 ey t
5 040 041 05a 5 040 042 050
== Analitik Gozom =ueee Yaklagik COzim

Sekil 4.10.1. Kesirli mertebeden homojen olmayan (4.10.1) adi diferansiyel denkleminin

(4.10.9) analitik ¢6ziimii ile VIM yardimiyla elde edilen (4.10.8) yaklasik ¢6zliimiiniin

0.3<t<0.5 ve a=0.1 i¢in elde edilen iki boyutlu goriinimii
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4.11. Kesirli Mertebeden Kadomtsev-Petviashili Diferansiyel Denklemine

Homotopi Ayrisim Metodu’nun Uygulanmasi

Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi c¢apraz koordinatlar tizerindeki genligin
dalgalar1 genisleten lineer olmayan gelismesini Ornekleyen bir sicaklik koordinati ve iki
uzaysaldaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemdir. Bu denklem ¢ogunlukla ¢esitli
terimlerin Oniindeki farkli katsayilarla tam olarak belirli degildir. Fakat bu katsayilar
bagimli ve bagimsiz degiskenler wuygun sekilde yeniden Olg¢eklendirilirerek
degistirilebildiginden 6zel degerlere gerek yoktur. KP denklemi iki uzaysal boyutta yaygin
bir integrallenebilir yapiya sahiptir. Ayrica bu denklem bir paraksiyal dalga yaklasimindaki
ayirict dalgalara meydan veren kuadratik nonlineerlik ile sistemin bir indirgemesi olarak
ac1ga ¢ikan lineer olmayan dalga teorisindeki yaygin modellerden biridir. KP denklemi en
yiiksek mertebeden terimlerin birbirine gecirildigi ve zayif dagilim, kuadratik nonlineerlik
ve kirilma ile kusatilan bir asimptotik kararliligin farz edildigi boyle sistemlerin asimptotik
ifadesindeki 1yi bilinen bir sinir olarak ortaya cikar [117].

Simdi Kadomtsev-Petviashvili denkleminin fiziksel ag¢iklamasindan sonra bu
kisimda ele alacagimiz kesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashvili denklemini inceleyelim.

Kesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashili diferansiyel denklemini [117]

0 u+(0,u)" +ud U+ %0t U+ 202 u=0,0<a <1, (4.11.1)

XXXX

ele alalim.
Kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashili diferansiyel denkleminin

Homotopi Ayrisim Metodu ile yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in, kesirli mertebeden (4.11.1)

Kadomtsev-Petviashili diferansiyel denkleminin her iki tarafina 072" tiirevinin ters

operatoriinii uygularsak

u(x, y,t):u(x, y,0)+u(0,y,t)—u(0,y,0)
sl

elde edilir. (4.11.2) denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak i¢in denklemin ¢6ziimii

t—I ( ) +ud, u+e%0* U +/182Wu)dvdl (4.11.2)

O'—r'

NgE

u(x,y,t)=>u,(x,vy,t) (4.11.3)

I
o

n
seri formunda olsun.
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Homotopinin yapist geregince (4.11.3) denklemini (4.11.2) denkleminde yerine

yazip p ’nin ayni kuvvetten terimlerini yerine koyarsak

Uy (X, y,t) =u(x,y,0)+u(0,y,t)-u(0,y,0) (4.11.4)
1 X t 2 md 2
u (x,y,t)= @) M (t-1)" ( ) +U0,, Uy + £°0,,, Uy + A0}, U )dvdl (4.11.5)
1 X t
X yt J‘J‘ —I a-1 H1 +H2 +8283\Nv n 1+/’La§y N 1)dVd|, n21(4116)
00

denklemleri elde edilir.
(4.11.6) denklemindeki iterasyon formiilii (4.11.3) denklemindeki biitiin terimleri

elde etmek i¢in kullanilan genel formiildiir. Burada
n-1
H : 1= zavukavun—k—l ’
k=0

n-1
= zavukun—k—l '
k=0

(4.11.7)

seklindedir.
Simdi elde etti§imiz ¢dziimlerin her bir bilesenini daha agik olarak gostermek i¢in
bu ¢oziimlerin Mathematica programinda yapilan algoritmasinin her bir adimim

aciklayalim.

Algoritma 4.11.1.
() 1(x,y,t)=u(x,y,0)+u(0,y,t)—(0,y,0) seklinde alinur.
(ii) Seri hesaplamalarinda k —terim sayisidir.
(iii) Ozel ¢oziim u_,, (X, y,t) seklinde alinur.
Adim 1
Uo (X, y,t) = 1(X,y,t) ve U (X y,t)=u, (X, Y,t) yerine koyulur.

Adim 2
Admm 3, 4,5 k=0"dan n—1"¢ kadar yapulir.
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Adim 3
n-1

Hr::—l = zavukavun—k—l '
k=0

n-1

2

H lzzavukun—k—l )
k=0

+A0%u

vwvn—l yynl

jj t=1)" (Hy +HZ, +£%0,u Javdl,n=>1,
00

terimleri hesaplanir.

Adim 4
Ups (X, 1) =V, +U,,
terimi hesaplanir.

Adim 5
part(x y t) pan(x’ y’t)+un+l(x’ yvt)

terimi hesaplanir.

4.11.1. Kesirli Mertebeden Kadomtsev-Petviashvili Diferansiyel Denklemi I¢in
Homotopi Ayrisim Metodunun Yakinsakhg:

Kesirli lineer olmayan dalga hareketine uygulanan ve burada uygulanan Homotopi

Ayrisim Metodu’nun yakinsakligini inceleyelim.

Bu fonksiyonlarin kiimesi olarak tanimlanan H =° ((a,b)X(O,T)) Hilbert

uzayinin Kesirli H , alt Hilbert uzaymi
vi(a,b)x[0,T] >R,
1 1
—— | [(t=1)""v?dlds < 0, (4.11.1.1)
2 ”( )" vidlds < o0

olarak kabul edelim.

L* normunda simirlanan tiirev operatérlerini ele alalim. Bu varsayimlarin 1s18inda
kesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashvili denklemini inceleyelim ve denklemin operator

formunu

B(U)=-05 (u) =(8,u) +Ud U +&%0%,u+ 402U (4.11.1.2)
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olarak yazalim.

Teorem4.11.1.1
Eger asagidaki iki durum saglanirsa, burada kullanilan Homotopi ayrisim metodu

yakinsaktir [117].
(H1) Her (u,v) e H, igin (B(u)—B(v),u-v)<qJu-v|,q>0"dr.
(H2) Her pozitif M >0 sabiti i¢in bir P >0 sabiti vardir dyleki u,veH i¢in

||u|| <M ,||V|| <M olmak iizere

(B(u)=B(v).w)<Plu—v] ], vweH,

(4.11.1.3)
saglanir.
Ispat
B operatoriiniin tanimin1 kullanarak
B(u)-B(v)=(8,u)" —(0,v)" +Udu—Vd,V + %%, (u-V)+ 1% (u-V)
=0, (UBu—Vd,V)+ %05, (U—V)+ 105, (U—-V) (4.11.1.4)
2 2
=0, [Mj + %05 (U—V) + 205, (U—V)
bulunur.
(H1) hipotezini elde edebilmek igin (B(u)-B(v),u-v)
(B(u)-B(v),u —v):(ax (MJ,u—v}r(ﬁa;‘xxx(u—v),u -v)
2 (4.11.1.5)

+(28%, (u-v),u-v)

degerini hesaplayalim. Simdi

2 A2
[ax (w],u —v] (4.11.1.6)

bilesenlerini ele alalim.
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Burada dalganin sonlu uzayda yayildigi vurgulanmalidir. Bu ylizden u ve v

siirhidir. Sonug olarak pozitif N sabiti vardir dyleki (u,u),(v,v)< N?saglanir. Daha

sonra (2.11) ile verilen |(x, y)|<||x| | y] Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak

2 A2 2 A2
5. o,u”—o,v u-v|<|o. ou”—o,v
2 2
elde edilir.
Turev ve norm Ozelliklerini kullanarak

2 2
ax(axu —d\V j
2

denklemini saglayan bir pozitif reel O, sayist bulunur.

Ju—v| (4.11.1.7)

2 2
ou” =0V

<0,|=—

(4.11.1.8)

Ayni tiirev ve norm 6zelliklerini kullanarak

‘. (axu2 —0V? j
2

denklemini saglayan ikinci bir pozitif reel O, sayis1 bulunur. Buradan da

2 2
‘. (axu —0V J
2

denklemi elde edilir.

< OloZ
2

Ju? =v?| (4.11.1.9)

.00
2

Hu=vlfu+v| (4.11.1.10)

||u — v||||u + V|| <4N* ifadesini elde etmek icin lineer olmayan dalga yay1lir 6yleki

(8X (MJ,U—VJS4N4%HU—V” (4.11.1.11)
yazilabilir.

(£%03 (U—V),u—V) (4.11.1.12)
durumu ile ispata devam edilir.

Stiphesiz ki

(gza;‘xxx (u-v),u —v) < £20,0,0,0 [Ju — V]| [lu V| (4.11.1.13)

denklemini saglayan pozitif reel O,,0,,0, ve O, sayilar1 bulunur.
(u, u),(v,v) < N? ifadesini elde etmek i¢in
(%3

XXXX

(u-v),u-v)<2N?*£*0,0,0,0; Ju-V| (4.11.1.14)
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(485, (u=v),u—v)<2N’10,0,|u-v| (4.11.1.15)

kullanilir.
(4.11.1.11), (4.11.1.14) ve (4.11.1.15) denklemlerini (4.11.1.5) denkleminde yerine
yazarsak

(B(u)-B(v),u-v)< (ZN ?£%0,0,0,0; + 2N?10,0, +4N* %j”u —v| (4.11.1.16)
bulunur. Buradan agiktir ki
2.2 2 4 0102
q=2N’s"0,0,0,0,+2N°20,0, +4N* == (4.11.1.17)

almirsa (H1) hipotezi saglanir.

(H2) hipotezi de kolayca ispatlanir ki

(B(u)=B(v),w)<Plu—v]|w,
(4.11.1.18)
P —2M?2 % +£%0,0,,0,,0,, + 10,.0,,

gerceklenir.Yani (H2) hipotezi de saglanir. Buradan teoremin ispati tamamlanir.

Tanim 4.11.1.1

Q=[a,b](-w<a<b<w) ve R=(—w,0) reel ekseninin sonlu veya sonsuz bir

aralig1 olsun. || f ||p <o olmak tizere Q tizerinde Lebesque komplex degerli 6lgiilebilir f

fonksiyonlar kiimesi L, (a, b) (1S p< 00) ile gosterilir. Burada

b Up
i, ~{JIrr ] aspse) @it

seklindedir [117].

Teorem 4.11.1.2

h(t) € Ll(]R) ve hl(t) eL, (]R) bunlarin birlesimi (h*hl)(x) eL, (]R) (lé p< oo)
(h*h)(x)eL,(R) (1< p<w) ise

Hf (h*hl)(X)Hp <||h||1||hl||p’ (4.11.1.20)

saglanir.
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h(t)e L, (R) ve h(t)eL,(R) bunlarm birlesimi (h*h )(x)eL,(R) ise

[ £ (h*b) (), <l I, (4.11.1.20)
dir [117].

Lemma4.11.1.1
iR(a) >0 ile kesirli integrasyon operatorleri L, (a,b) (1S p< oo) ’de smurhidir.

Buradan

(b_a)m(a)
R0 (@) (4.11.1.21)

1% f

\psr<||f||p, K =

yazilir [117].

Teorem 4.11.1.3

B(u)=(0,u)" +Ud U+ &%0%,U+A3%u

(4.11.1.22)
denklemini inceleyerek kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denklemi igin
baglangic ve sinir sarti alinirsa Homotopi ayrisim metodu Kesirli mertebeden (4.11.1)
Kadomtsev-Petviashvili denkleminin bir 6zel ¢6ziimiini saglar [117].

Bu teoremin ispat1 (H1), (H2) hipotezleri ve Lemma 4.11.1.1 kullanilarak kolayca

ispatlanir.

Teorem4.11.1.4
Kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denklemi i¢in baslangi¢ sartt

dikkate alindiginda bu denklemin yakinsak olan 6zel ¢6ziimii tektir [117].

4.11.2. Kesirli Mertebeden Kadomtsev-Petviashvili Diferansiyel Denkleminin
Ozel Coziimiiniin Homotopi Ayrisim Metodu ile Bulunmasi
Kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denkleminin 6zel ¢oziimii

Algoritma 4 kullanilarak bulunur.
u(x,y,0)=xy (4.11.2.1)

baslangi¢ sart1 ile kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denklemini ele

alalim. Daha sonra algoritmay1 kullanarak Mathematica yardimiyla
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1
4ol ]

u (X, y,t)= t* x(—Sin [2y]+Sin[2(x+y)]+2(x+Sin[x]Sin[x + 2y]))(4.11.2.2)

1 2
=— " t“x(-3cos|x—=v|+12cos|y|+4cos|3y|—9cos|x +
A ir ol x( [x-y] [y] [3y] [x+y]

—7cos| 3(x+Yy) |+3cos[x+3y]+3sin[x — y]-36sin[y] - 4sin[3y]
+39sin[x+ y]+12x(-2cos[2y]+2sin[2y]+sin[x + y])+sin[ 3(x+Y) ]
+725in[x](—cos[x+2y]+sin[x+2y])+35in[x+3y])

u, (% y,t)

(4.11.2.3)
1 . , .

:mt x6(15+38x + 6x” —12cos[x]—3cos[2x] +4sin[x])
+48cos[y]((—4+ x)(—1+cos[x])—(9+x)sin[x])+4cos[2y](—189
—135x+48x* +16 cos[ x| +(173—9x)cos[2x]+8sin [ x]+(-190 +9x)
sin[2x]) —24cos[3y](-8+6x+(3+2x)cos[x]+5cos[3x]+(5+2x)
sin[x]+35sin[3x]) +cos[4y](21+8cos[x]—29cos[4x]+8sin[x]
+18sin[2x]—14sin[4x]) + 48(8 +3x+(—8+ x)cos[x]+(11+ x)sin|x]
xsin[y]+4(186—153x —48x* + 4cos[ x] +(-190+9x)cos[2x] - 20
xsin[x]+(-173+9x)sin[2x]) xsin[2y]—24(—40—6x+(5+2x)
x €0s[ x]+35x cos[3x]—(3+2x)sin[3y]xsin[x]—5sin [3x]) + (8cos[X]
+18c0s[2x]—2(6+7 cos[4x]+4sin[x]) + 29sin[4x])sin [4y]

U (X, y,t)

(4.11.2.4)

104



= %t““ (—120cos[2y](1173+ 2x(-351+ x(-12 +32x))
28807 [1+a]

—96c0s|[ x|+ 3(—359 + 24x) cos[ 2x ]+ 24(2 + x + 6x cos [ x])sin [ x]
—489sin[2x]) +360(—39 —36x + (26 + 6x) cos [ x|+ (13+6x) cos[ 2x]
—2(1+x)sin[x]-5sin[2x]) —30cos[ y](892 — 24(-5+ X)x +12(-83
+66X +8x*) cos|[ x] +84cos[2x]+ 20 cos[3x] - 3(—405 + 4x(62 +13x))
xsin[x]+36sin[2x]+15sin [3x]) +5cos[3y](8(~15883+18x(-71
+27x)) +36(45 + x(53+16x)) cos [ x] + 216 cos[ 2x] + 4(31307 —105x)
x €0S[3x]+9(-37 +4x(85+16x)) sin[ x] + 432sin[2x]| + 5(-3665
+12x)sin[3x]) —~180cos[4y](111+56x+12(7 + X) cos[ x| + 6 cos[ 2X]
—201cos[4x]+4(7+3x)sin[x]+2(13+6x)sin[2x]+417sin [4X])
+3cos[5y](288+90cos|x]-150cos[3x]—228cos[5x]+105sin ]
+120sin[2x]+200sin [3x]—369sin [5x]) —30((609 +12x(—41+3x))
x €0s[ x| +36.cos[2x]+15¢0s[3x]+12(-55+50x +6x* + (105 + X

x (51+8x))sin[x]-5sin[2x]) —20sin[3x])sin[ y]+120(—453

—630x+330x” +64x° +12(~3+ X) cos [ x] + (489 — 72x) cos [ 2x]
+12(19+3x)sin [ x]+3(-359 + 24x)sin [ 2x])sin[2y]+5(9(-51
+4x(85+16x)) cos[ x|+ 432 cos[2x] +5(—3665 +12x) cos[3x]
+4(4588—36X(361+27x) — 9(48 + X(53+16x)) sin[ x] —54sin [2x]
+(-31307 +105x)sin[3x])) sin [3y] —180(4(7 +3x)

x €0s[ x|+ 2(13+ 6x) cos[2x] —3(157 +12x —139cos[4x]+4(7 + X)
xsin[x]+2sin[2x]-67sin[4x]))sin[4y]+3(-56 +105cos | X]
+120cos[2x]+200cos[3x]—369cos [5x]—90sin [ x]+150sin [3x]

+228sin[5x])sin[5y])

u, (% y,t)

(4.11.2.5)

elde edilir. Homotopi Ayristm Metodu kullanilarak geri kalan terimler de bulunabilir

[116].
O halde (4.11.2.1)-(4.11.2.5) denklemleri (3.4.6) denkleminde yerine yazilarak

(4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denkleminin Homotopi Ayrisim Metodu ile elde edilen

yaklasik ¢oziimi
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U(xtp)=>D p'U,(xt),
U (x.t)=limu (x.t, p),
=Uy+U +U, +Uy+U, +-

seklinde elde edilir.

Kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denklemini Homotopi Ayrisim
Metodu ile elde edilen yaklasik ¢6ziimii i¢in {i¢ boyutlu grafigi Mathematica programi

kullanilarak asagidaki sekilde ¢izilmistir.

Sekil 4.11.1. Kesirli mertebeden (4.11.1) Kadomtsev-Petviashvili denkleminin Homotopi

Ayrisim Metodu ile elde edilen yaklasik ¢6zlimiiniin & =0.05 ve y = 7 i¢in elde edilen {i¢

boyutlu gbriiniimii
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5. SONUC

Lineer olmayan zaman-kesirli Klein-Gordon denklemi, zaman-kesirli KdV ve
mKdV denklemleri, zaman-kesirli genellestirilmis Burgers denklemi, zaman-kesirli Cahn-
Hilliard denklemi ve zaman-kesirli genellestirilmis 3. mertebeden KdV denkleminin
analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in Genellestirilmis Kudryashov Metodu kullanilmistir.
Genellestirilmis Kudryashov Metodu kullanilarak bulunan analitik ¢ozlimler igin
Mathematica 9 programi yardimiyla iki ve tii¢ boyutlu grafikler ¢izilmistir. Kesirli
mertebeden homojen ve homojen olmayan adi diferansiyel denklemlerin analitik
¢Oziimlerini elde etmek icin Sumudu Doniisim Metodu kullanilmistir ve Sumudu
Dontisiim Metodu kullanilarak bulunan analitik ¢oziimler igin Mathematica 9 programi
yardimiyla iki boyutlu grafikler ¢izilmistir. Kesirli mertebeden homojen ve homojen
olmayan adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢ozlimlerini elde etmek icin Varyasyonel
fterasyon Metodu kullanilmistir. Varyasyonel Iterasyon Metodu kullanilarak bulunan
yaklagik ¢oziimler icin Mathematica 9 programi yardimiyla iki boyutlu grafikler
cizilmistir. Son olarak, kesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashvili denkleminin yaklasik
¢Oziimiinii elde etmek i¢cin Homotopi Ayristm Metodu kullanilmistir. Homotopi Ayrisim
Metodu kullanilarak bulunan yaklasik ¢oziim i¢in Mathematica 9 programi yardimiyla ii¢
boyutlu grafik ¢izilmistir.

Ayrica, elde edilen verilerin 1s18inda Genellestirilmis Kudryashov Metodu kesirli
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi
bakimindan biiylik bir 6neme sahiptir. Vurgulamaliy1z ki bu metod soliton ve hiperbolik
¢oziimler gibi yeni ¢ozlimlerin bulunmasi bakimindan olduk¢a uygun ve ¢ok etkilidir.
Ayrica Genellestirilmis Kudryashov Metodu kesirli mertebeden lineer olmayan diger
diferansiyel denklemlere de uygulanabilir.

Buna ilaveten, kesirli mertebeden Kadomtsev-Petviashvili denkleminin Homotopi
Ayrisim Metodu kullanilarak elde edilen seri ¢oziimiiniin yakinsakligi ayrintili bir sekilde
ispatlanmigtir. Verilen baslangic sartt ile birlikte kesirli mertebeden Kadomtsev-
Petviashvili denklemi 6zel ¢oziimii sagladig1 goriilmistiir. Kesirli mertebeden Kadomtsev-
Petviashvili denklemi i¢in baslangic sartt gbz oniline alindiginda bu denklemin yakinsak

olan 6zel ¢6ziimi tektir.
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