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OZET

Calismada olasilik ve stokastik siirecler teorisi i¢erisinde dnemli bir konuma sahip olan kesikli
parametreli Markov zincirleri incelenmistir. Markov zincirlerinin yapisi ve uygulama alanlar iizerinde

durularak bir takim belirgin 6zellikleri iki durumlu Markov zincirlerinde gosterilmistir.

Bunlarin yami1 sira Markov ozelligi iki swali Markov oOzelligi olarak degistirilerek birtakim
bulgulara ulasilmistir. Bu bulgular kisaca, iki sirali bir Markov zincirinde gecis matrisinin
olusturulmasi, zincirin dagilimimnin belirlenmesi, durumlar arasi gegislerin incelenmesi, iki sirali
Markov zincirine esdeger olan zincirin kurulmasi, yutucu durumlu iki sirali zincirin analizi olarak
siralanabilir. Calismanin sonunda ilave olarak uzunlamasma iiretilen bir veride iki sirali bir Markov
zinciri yapisinin nasil kullanilabilecegi vurgulanmistir. Elde edilen tiim bulgular1 ¢alismanin son

kisminda ele alinarak vurgulanmustir.

Anahtar Kelimeler: ki sirali Markov zinciri, Stokastik siiregler, Markov zincirleri



SUMMARY

SECOND ORDER MARKOV CHAIN

In this study, it was investigated Markov chain with discrete parameter which is of great
importance in the theory of probability and stochastic processes. After considering on
the structure of Markov chains and their applications, some of the its prominent

features was proposed on the second order Markov chains.

Additionally, Markov property was changed as second order Markov chains property and it was
reached some evidence about it. These were briefly following by: Creation of a transititon matrix in
the second-order Markov chains, determination of the distribution chain, investigation of transitions
between states, the establishment of a chain of Markov chain which is equivalent to second order, the
analysis of absorbing state of the second order chain. However; lastly, it was highlighted that how you

could use a second order Markov chain in the data produced as longitudinal.

Key Words: Second order Markov chain, Stochastic processes, Markov chains
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1. GIRIS

Olasilik teorisi ve stokastik siirecler istatistiksel ve matematiksel analizin 6nemli inceleme
alanlarindan olup modern bilimin genis bir alanma hitap etmektedir. Ozellikle Kolmogorov’un
aksiyomatik olasilik tanimin1 yapmasinin ardindan bu inceleme alani birgok yeni probleme ¢6ziim ve
farkli bakis acis1 getirmistir. Stokastik siiregler teorisi ise gerek matematiksel istatistik problemlerinin
gerekse tesadiifi degiskenlerin analiz edilmesi asamasinda yeni bir¢ok tanimlamaya ve ¢éziime imkan

vermistir.

Markov zincirleri teorisi stokastik siirecler igerisinde Onemli ve genis bir alana sahiptir.
AndreiMarkov’un bu konudaki dahiligi hi¢ sliphe yoktur ki olasilik ve stokastik siiregler teorilerinde

oldukca zengin bir inceleme alanini aragtirmacilara sunmustur.

Bagimsiz degiskenlerin toplami seklinde tanimlanan stokastik siiregler genellikle Markov
Ozelligini saglamaktadir. Bu tip siireglerin basinda binom siireci, tesadiifi yiiriiyiis, dallanan siiregler

gelmektedir. Bu siiregler reel alanlarda basariyla uygulanabilmektedir.

Uzunlamasia gozlemlenmis verilerin modellenmesinde de sik¢a kullanilan Markov zinciri yapist
gerek kayip gozlemlerin tahmin edilmesinde gerekse ileriye yonelik tahmin yapilmasinda oldukca
yararli sonuglar verebilmektedir. Ancak bazi verilerde Markov ozelligi goéstermemektedir. Bu
durumda Markov &zelliginin korunabilmesi i¢in gézlemlenen durumun sadece bir gdzlem degil bazen
iki gozlem olmasi gerekebilir. Bundan dolay1 iki sirali Markov zinciri yapist bu tipli uzunlamasma

verilerde oldukga kullanigh ve uygulanabilir olmaktadir.

Bu c¢alismada iki sirali Markov zincirleri lizerinde durularak zincirin bir takim gostergeleri
hesaplanmaya c¢aligilacaktir. Iki sirali Markov zinciri Markov zinciri yapisindan farkli oldugundan
birtakim hesaplamalar1 Markov zincirlerinde oldugu kadar kolay olmamaktadir. Bundan dolay1
literatiirde bu konuyla ilgili olarak pek fazla kaynak ve calisma bulunmamaktadir. Konunun bu
hassasiyeti dikkate alindiginda teorik olarak yapilandirilmasit 6nemli bir kazang olacaktir. Markov
zincirinde bilinen bir¢ok parametrenin iki sirali Markov zincirinde de incelenebilmesi yeni bir¢ok
tanimlamanin yapilmasi ihtiyacini ortaya c¢ikartmaktadir. Calismada bu durumlar goéz Oniinde

bulundurularak bazi ézellikler iki sirali Markov zincirinde yeniden tammlanmig ve yapilandirilmigtir.



2. MATERYAL VE METOT
2.1. Olasilik Teorisinin Baz1 Onemli Kavramlari

Olasilik teorisi modern bilimin &nemli bir parcasi olup gerek teorik gerekse uygulamali
calismalarda siirekli olarak basvurulan bir alandir. Bu bdliimde olasilik teorisinin  Onemli
kavramlarindan olan tam olasilik formiilii, beklenen deger ve iireten fonksiyon kavramlari iizerinde

durulacaktir.

2.1.1. Tam Olasihik Formiilii

(2,F,P)bir olasilik uzay1 olsun. Hy,-:-, Hyolaylari, H; + -+ H, = £ ozelligini saglayacak
sekilde pozitif olasilikli ayrik olaylar olsun. Bu durumda keyfi A € H; + +-- + H,, olaymin olasiligi
AH., -+, AH, ayrik parcalarin cinsinden asagidaki formda ifade edilebilir,

Pr(4) = Zn_ pr{A|H;} Pr{H;}

Tam olasilik formiilii Bayes olasilik formiilii dahilbir¢ok olasilik hesaplamalarinda kolaylik
sagladigi igin kullanilmaktadir. Ornek uzay1 Hy, -+, H,, gibi n —tane ayrik olaya boliindiigiinden tam
olasilik formiiliiniin bu ifadesi tam olasilik formiiliiniin kesikli versiyonu olarak adlandirilir. Aym

zamanda tam olasilik formiiliiniin siirekli versiyonu ise su sekilde ifade edilebilir,

(oo}

Pr(4) = f PrAIX = x} dFy(x)

— 00

Burada Fy(x) fonksiyonu X tesadiifi degiskeninin dagilim fonksiyonudur. Bu formiilde &rnek

uzayinin ayrik bir boliintiisii H, = {X = x} seklinde alinmustir.

Tam olasilik formiilii oldukca kullanish bir yontem olup pek ¢ok yerde sik¢a kullanilmaktadir.
Kullanildig1 yerlerin basinda X ve Y gibi iki tesadiifi degiskenin konvoliisyon formiiliiniin elde
edilmesi gelmektedir. XveY tesadiifi degiskenlerinin toplaminin dagilim fonksiyonu su sekilde elde

edilebilir,

(oo}

PriX+Y<t}= fPr{X+ Y <tlY =y}dFy(y)

— 00

(oo}

= fPr{X <t—y}Fy(y)

— 00



oo}

= f Fy(t — y)dFy(y)

—0o0

Tam olasilik formiiliiniin kullanmldig1 ikinci 6nemli bir yer ise X;, X5, -+ tesadiifi degiskenler
dizisinden alinan keyfi bir X,, tesadiifi degiskeninin olasiliklarimin hesaplanmasinda kullanilmasidir.
Ornek olarak (2, F, P) olasilik uzayinda taniml X, X5, -+ tesadiifi degiskenler dizisinin durum uzay1
kesikli £ kiimesi olsun. Bu durumda k € £ olmak iizere X,, tesadiifi degiskeninin k degerini alma

olasiligi su sekilde yazilir,

Pr{Xn = k} = Pr{Xn = len—l :]}
JEL

= _ELPr{Xn = kl|Xy-1 = j3Pr{Xy_y =}
]

Bu formiil X,, tesadiifi degiskeninin olasiliklarmin X,,_; tesadiifi degiskeninin olasiliklarina bagli

olarak elde edilebilmesi agisindan olduk¢a dnemlidir.

2.1.2. Beklenen Deger

(£2,F,P)bir olasilik uzayr olsun. Bu uzayda tanmiml bir X tesadiifi degiskeninin dagilim

fonksiyonu Fy (x) olmak lizere beklenen degeri

(oo}

fIxIdFX(x) < oo

— 0o

olmak {izere su sekilde tanimlanir,

(oo}

EX = fxdFX(x)

XDir tesadiifi degisken olmak iizere
g:R—-R

fonksiyonu yardimiyla tanimli g(X) fonksiyonu da bir tesadiifi degisken oluyorsa g(X) tesadiifi

degiskeninin beklenen degeri yine

f|g(x)|de(x) <o



sart1 altinda asagidaki sekilde tanimlanir,

oo}

B9 = [ 900 k(o)

—00

Beklenen degerin tanmimindan goriildiigii gibi bir Stieltjes integralidir. Bu integralin

parcalanma ozelligini kullanarak beklenen degeri asagidaki sekilde iki pargaya ayirabiliriz,

0 0
EX = fxdFX(x)+fxdFX(x)
—00 0

Kismi integral alma yontemiyle asagidaki esitligi yazabiliriz,

oo}

fxﬁu@=fﬂ—&@mm—ﬂr%umw
0

0

Ayni zamanda x > 0 pozitif degerleri i¢in asagidaki esitsizlik saglanir,

oo}

0<x{1-Fix)}=t f dFy(x) < f x dFyx(x)
t t
EX < coolma sart1 altinda x — oo limiti i¢in x {1 — Fx(x)} ifadesi sifira yaklasir. Buna gore

asagidaki sonug yazilabilir,

oo}

fxdFX(x) = f{l — Fx(x)}dx
0

0

oo}

= f Pr{X > x}dx
0

Benzer yolla asagidaki esitlikte yazilabilir,

foxdFX(x) =— fOFX(x)dx =— f Pr{X < x}dx

Bu iki sonug¢ beklenen degerde yerine yazilacak olursa asagidaki beklenen deger ozelligi elde

edilmis olur,

0 0
EX = f Pr{X > x}dx — f Pr{X < x}dx

0 —0o0



Pozitif tamimli tesadiifi degiskenler i¢in beklenen deger kisaca asagidaki esitlik yardimiyla elde
edilebilir,

oo}

EX = f Pr{X > x}dx
0

Pozitif olasilikl, Pr(B) >0, bir B olayinin ger¢eklesmesi sarti altinda X tesadiifi

degiskeninin sarth beklenen degeri ise,

esitligi ile hesaplanir. Burada I ile B olaymin karakteristik veya indikatér fonksiyonu

gosterilmektedir,

1, xE€B
’B—{o, d.h.

XveY ayni olasilik uzayinda tanimlr iki tesadiifi degisken olmak iizere X tesadiifi degiskeninin

beklenen degeri kosullu beklenen deger ifadesi yardimiyla agagidaki sekilde elde edilebilir,
EX = EE{X|Y}

(12, F, P)olasilik uzayinin bir parcalamisi H;, Hy,::- olsun. Buna gore bu uzayda tanimli bir X

tesadiifi degiskeninin beklenen degeri su sekilde yazilabilir,
EX = Z E{x|H;}Pr{H;}
j=1

Bu formiil tam beklenen deger formiilii olarak da adlandirilir.

2.1.3. Ureten Fonksiyon

Ureten fonksiyonlar matematiksel ve istatistiksel teorinin bir¢ok alaninda énemli bir ydntem
olarak sik¢a kullanilmaktadir. Ureten fonksiyon yéntemi dzellikle olasilik teorisinin Markov zincirleri,
tesadiifi yiirliylis, dallanan siiregler ve stokastik servis sistemleri gibi ¢esitli alanlarinda basariyla

uygulanmaktadir.

ay, a4, -+-reel say1 dizisi olmak tizere

o0
a(s) = Z a,s™
n=0



Kuvvet serisi (—L, L) arahginda yakinsak ise a(s) fonksiyonuna (a,) dizisinin {ireten fonksiyonu

denir. Sayet (a,,) dizisi sinirh ise iireten fonksiyon en az bir |x| < 1 i¢in yakinsaktir.

a(s)veb(s) sirasiyla (ap) ve (b,) dizilerinin ireten fonksiyonlar1 olsun. a, *

b, konvoliisyonunun iireten fonksiyonu asagidaki sekilde elde edilir,

n
ap * by = Z An_i by
k=0
o0 [ee] n
Y @b =) O anh)s”
n=0 n=0 k=0
o0 o0
k=0 n=k

= a(s)b(s)

(02, F, P)olasilik uzay1 olsun. Bu uzayda alinan bir X tesadiifi degiskeninin iireten fonksiyonu,

oo}

gx(s) = Es* = f s*dFy (x)

beklenen degeri ile tanimlanir.
Simdi iireten fonksiyonlar i¢in 6nemli olan Abel ve Tauber teoremlerini ifade edelim,

Abel Teoremi:lim,,_,., a,, = a limiti mevcut ise asagidaki limit gecerlidir,

lim (1 —s) Z a,s" = lim a,
s—1~ n=0

n—-oo

Tauber Teoremi:Eger,

lim (1 —s) Z a,s" =
s—1~ n=0

limiti meveut ve (a,) dizisi, a, — a,—; = 0(1/n), n > o kosulunu sagliyorsa bu durumda

asagidaki limit mevcuttur,

lima, =b

n—-oo
Abel teoreminin bir uygulamasini asagidaki stokastik matris lizerinde goésterelim,

[ u l—u]

P =
1—v 1%



Bu stokastik matrisin kuvvetlerinden olugsan P™,n = 0 dizinin {ireten fonksiyonunu bulalim,

P(s) = Z prgn
n=0

= (I —sP)%, 0<s<1
Bu durumda (I — sP) matrisinin tersini hesaplamaliyiz. Matrisin determinanti,
det(l—sP)=(1-us)(1—vs)— (1 —w)s(1—7v)s
=(1-550+s)—AQ—-s)vs— (1 —5s)us
=1-s51+1A—-u-v)s)
oldugundan(I — sP) matrisinin tersi asagidaki sekilde olur,

1 1-vs ({A-ws

P(S)=(1_5)(1+(1—u—17)$) 1-v)s 1-us

Buradan ve Abel teoreminden asagidaki sonug elde edilecektir,

lim P" = lirr%(l — s)P(s)
S—

Nn—o0

_ 1 [1—17 1—u
2—u—vil—v 1—-u

2.2. Stokastik Siirecler ve Onemli Karakteristikleri

Stokastik siirecler teorisi yirminci yiizyilin baslarindan itibaren William Feller, Andrey N.
Kolmogorov, David G. Kendall, Boris Vladimirovich Gnedenko, Anatoly V. Skorokhot gibi
arastirmacilar tarafindan incelenerek gelistirilmistir. Stokastik siire¢ ayni olasilik uzaymda tanimli
tesadiifi degiskenlerin bir dizisi olup {X,,: n = 0} seklinde ifade edilir. Burada bulunan n ile gosterilen
dizinin indisine stokastik silirecin parametresi denir. Stokastik siiregler temel olarak parametresinin
sirekli veya kesikli olasma gore iki temel gruba ayrilmaktadir. Stokastik siireclerin Gnemli
karakteristiklerinin basinda siirecin ortalamasi ve kovaryansi gelmektedir. Bazi stokastik siirecler
parametreden bagimsiz ortak bir ortalamaya sahip olurken bazilari bu ozelligi saglayamamaktadir.
Yine aym sekilde bazi stokastik siireglerin kovaryans fonksiyonu parametrelerden bagimsiz olup

sadece parametreler arasi farka gore deger almaktadir. Bu iki 6zellik, siirecin ortak bir beklenen degere



sahip olmas1 ve kovaryans fonksiyonunun parametrelerin farkina bagli olarak deger almasi, stokastik

siirecler igerisinde 6nemli bir sinifin olusmasina neden olmustur. Bir stokastik siirecin ortalamasi,
nEX, ,m >0
kovaryans fonksiyonu n,m = 0 olmak iizere
r(n,m) = cov(X,, X;)
ve garpim momenti
R(n,m) = EXp X,
esitlikleri ile tanimlanir. Buradan asagidaki esitlik yazilir,
r(n,m) = R(n,m) — upum

r(n,m) = r(n —m)veR(n,m) = R(n —m) olmas1 bir stokastik siire¢ i¢in ayirt edici bir

ozelliktir.

2.3. Markov Zincirleri

AndreyAndreyevich Markov 1856-1922 yillar1 arasinda yasamis olan dnemli bir arastirmaci
ve bilim adamudir. Markov {X,,:n = 0} stokastik siirecinde herhangi bir adimda siirecin durumunun
belirlenmesi sartiyla siirecin belli olan bu durumdan sonraki ve onceki durumlarinin birbirinden
bagimsiz oldugunu kabul ederek stokastik siiregler icerisinde Markov zincirleri olarak adlandirilan
yeni bir sinif olugturmustur. Markov 6zelligi olarak da adlandirilan bu 6zellik asagidaki sekilde ifade

edilmektedir,
Pr{Xn+1|XO' ""Xn—l'Xn} = Pr{Xn+1|Xn}

Bu 6zellikten dolayi siireg Pr{X,,1|X,} sarth gecis olasiliklari ile tanimlanabilmektedir. Markov

zincirinin bir adim sartli gegis olasiliklari ile olusturulan matrise bir adim gegis matrisi denilerek su

sekilde ifade edilir,
P = [Pr{X,s = jlXn = i}] = [pyj]

Burada i, j zincirin durumlarini géstermektedir.



Markov zincirleri durumlarina gore de smiflandirilmaktadir. Markov zincirlerinin durumlari
temel olarak doniisiimlii (recurrent) ve gegisli (transient) olarak iki ana gruba ayrilmaktadir. Markov
zincirinin doniisiimlii durumlarinda zincir stirekli bir hareket icerisindedir. Doniisiimli bir durumda
tekrar tekrar deger alabilir. Ancak zincirin gegisli bir durumu i¢in bu séz konusu degildir. Zincir

gecisli bir durumdan ¢iktiktan sonra bir daha bu duruma geri donemez.

Benzer sekilde bazi durumlarda kalma olasiligi bir olabilir. Bu gibi durumlarda zincir bu
durumdan baska bir duruma ¢ikamamaktadir. Bu gibi durumlara ise yutucu durumlar denir. Zincirin

yutucu durumdan ¢ikis olasiligi sifir olacagindan Markov zinciri bu durumda hapsolur.
2.3.1. iki Durumlu Markov Zinciri

{X,:n = O}kesikli parametreli Markov zincirinin durum uzayr D = {0, 1} olsun. Bu durumda
Markov zincirine iki durumlu markov zinciri denir. iki durumlu Markov zincirinin gegis olasiliklar1 su

sekilde yazilabilir,
Pr{Xn+1 = 01X, =0} =poo=1-p
PriXni1 = 11Xy = 0} = po1 = p
PriXni1 = 01X, =1} =p1o = ¢
PriXpt1 =1UXp =1} =pnn=1—¢q

Buna gore Markov zincirinin bir adim gec¢is matrisi asagidaki sekilde olur,

1-p p ]
p:[
q 1-¢q

Zincirin baslangig dagilimi X, tesadiifi degiskeninin olasilik dagilimi olup asagidaki sekilde

alinsin,
Pr{X, = 0} = 1, (0)
Pr{Xy =1} = mo (1)
Buna gore baslangic dagilim vektorii su sekilde olur,
[To = (m0(0), (1))

Baslangi¢ dagilimini ve Markov zincirinin bir adim ge¢is matrisini kullanarak X; tesadiifi
degiskeninin dagilimini hesaplayabiliriz. Bunun i¢in tam olasilik formiiliinii asagidaki sekilde

kullanmaliy1z,



Pr{X; =0} =Pr{X; =0,(X, = 0veya X, = 1)}
= Pr{X; = 0 X, = 0}Pr{X, = 0} + Pr{X, = 01X, = 1}Pr{X, = 1}
= (1 —p)mo(0) + qmo(1)
= (1 —pIme(0) + q(1 — mp(0))
=1 -p—q)me(0) +¢
Benzer islemleri X, tesadiifi degiskeni i¢in uygularsak asagidaki olasilig elde ederiz,
Pr{X, = 0} = Pr{X, = 0|X; = 0}Pr{X; = 0} + Pr{X, = 0|X, = 1}Pr{X, = 1}
=1 -p)Pr{X; =0}+q(1 - Pr{X, =0})
=0 -p-@Pr{X; =0} +¢
=1 -p-lA-p—-m(0) +ql +q
=(1-p-@)?m0) +q+q((1-p-q)

Genel olarak X,, tesadiifi degiskeninin olasiliklarimi benzer sekilde asagidaki gibi bulabiliriz,
n—1 .
PriXy=0)=(1-p-lm© +q ) (1-p-q)
]=

1-A1-p—-9)"

=(1-p—q)n(0) +¢q

p+q
__4a o __1
—p+q+(1 p — q)"[mo(0) p+q]
_n__P o n __P
Pr{Xn—l}—p+q+(1 p — )" [mo(1) p+q]

Elde edilen bu son iki esitlik yardimiyla iki durumlu Markov zincirinin limit dagilimin su sekilde

yazabiliriz, |1 — p — q| < 1 sart1 altinda,

. q

lim Pr{X,, = 0} = ——
nl—rgo T{n } p+q
lim Pr{X,, = 1}=L
n-oo p+q

Iki durumlu Markov zinciri bulunan X,, tesadiifi degiskeninin dagihmindan da gériilecegi gibi
ortak bir beklenen degere sahip degildir. Ancak n — oo limit konumunda siirecin beklenen degeri

parametreden bagimsiz olacaktir,
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lim P
et T g

Pr{X, = 0}vePr{X,, = 1} olasiliklarmma dikkat edilecek olursa parametreye bagh olan (1 —p —

q)™ teriminin ortadan kaldirilabilmesi i¢in baslangi¢ dagiliminin

q
0 = —
”0() P
p
1 = —
”0() S

seklinde alinmasimin yeterli olacagi goriliir. Secilen bu baslangi¢ dagilimi ayn1 zamanda siirecin

duragan dagilimidir.

Iki durumlu Markov zincirinde Xy, X, X, tesadiifi degiskenlerinin ortak dagilim tablosunu

asagidaki sekilde elde edebiliriz,

Tablo 2.1: iki durumlu Markov zincirinin ii¢ boyutlu dagilimi

Xo X, X, Pr{Xo, X1, X}

0 0 0 mo(0)(1 — p)?

0 0 1 mo(0)(1 —p)p

0 1 0 1o (0)pg

0 1 1 mo(0)p(1 —q)

1 0 0 (1 -m0(0))q(1 —p)
1 1 0 (1-m(0))A-q)q
! 1 ! (1-m(0))(1 - g)?

11



3. BULGULAR
3.1. iki Sirah Markov Zincirleri

Markov zincirleri hi¢ siiphe yoktur ki stokastik siiregler teorisinin igerisinde 6nemli bir simifi
olusturmaktadir. Gerek teorik yapisi gerekse uygulama alanlar1 olsun bu konunun modern bilimsel
teoriye getirdigi yenilikler oldukga fazladir. Markov zincirlerinin uygulama alani olduk¢a genis bir
saha olusturmaktadir. Markov 6zelligi gercek hayatta karsilasilan bircok uygulama sahasinda basariyla
kullamlmaktadir. Ancak gercek hayattaki bazi problemlerde Markov 6zelliginin yetersiz kalabildigini
gorebilmekteyiz. Soyle ki, bir stokastik siire¢ gozlenirken belli bir andaki durumu sabit olarak
belirlendiginde siirecin bu adimdan sonraki durumunun bu adimdan dnceki durumlarindan bagimsiz
olmasi genellikle toplam seklinde artarak her adimda ¢ogalan siiregler icin yeterli ve kullanish
olmaktadir. Ancak bazi stokastik siire¢ler incelenirken herhangi bir andaki tek bir gozlemin belli
olmasi siirecin bundan sonraki durumunun bundan Onceki durumlarindan bagimsiz olmasini
gerektirmemektedir. Buna karsilik iliski olduk¢a zayif olabildiginden bagimli olmasini da
gerektirmemektedir. Bu durumda ya bagimlilik yapis1 goz ardi edilecek ve siirecin Markov zinciri
ozelligini sagladigi kabul edilecek ya da bagimlhilik goéz ardi edilmeyip siirecin Markov zinciri

olmadig1 kabul edilecektir.

Bu agamadaincelenen siirecin gozlem anindan sonraki alabilecegi durumlari ile gézlem anindan
onceki durumlarinin bagimsiz olmast igin gozlem degerlerinin artirilmast yontemi uygun

olabilmektedir. Buna gore iki sirali Markov zinciri tanmimini agagidaki sekilde yapabiliriz,

{X:n = 0} stokastik siireci (2, F,P) olasilik uzayinda tamml kesikli parametreli bir stokastik

siire¢ olsun. Bu siirece
PriXps1 = leO =g, Xno1 = lp1, X = in} = Pri{Xpq = len—l = ip-1,Xn = in}

Ozelligini sagladig1 taktirde iki siralh Markov zinciri denir. Burada j, iy , ... , in_1, in siirecin

durumlarinmi géstermektedir.

Benzer olarak bu tanim {i¢ ve daha yiiksek sirali adimlar igin yapilabilir. Ancak sira sayisinin
artmasi siirecin onemli Ozelliklerinin yitirilmesini saglayacagindan siire¢ i¢in olumlu bir durum

olmamaktadir.
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3.2. iki Durumlu iki Sirali Markov Zinciri

(22, F, P)olasilik uzayi olsun. Bu uzayda tamimli kesikli parametreli {X,,: n > 0} iki sirali Markov
zincirinin durum uzayr D = {0,1} ise bu zincire iki durumlu iki sirali Markov zinciri denir. Bu
durumda iki sirali Markov zincirinin mevcut durumlari ve gecebilecegi meveut durumlarini asagidaki

Tablo ile belirtelim,

Tablo 3.1:X,,_1, X, X541 ardisik degiskenlerinin iki durum i¢in miimkiin halleri

Sira Xy, =1 Xp=]j Xny1 =k Pijk PriXns = klXn_1 =X, =}
No:
1 0 0 0 Pooo Pr{Xn41 = 0|Xp_1 = 0,X, = 0}
2 0 0 1 Poo1 Pr{Xn41 = 1Xp-1 = 0,X, = 0}
3 0 1 0 Po1o Pr{Xn41 = 0lXp1 = 0,X, =1}
4 0 1 1 Po11 Pr{Xns1 = 1Xp1 = 0,X, =1}
S 1 0 0 P1o0 Pr{Xn41 = 0lXp 1 = 1,X, = 0}
6 1 0 1 P1o1 Pr{Xns1 = 1Xp 1 = 1,X, = 0}
7 1 1 0 P110 Pr{Xns1 = 0lXp 1 = 1,X, =1}
8 1 1 1 P111 PriXpy = 1UXp 1 =1,X, =1}

Tabloda belirtilen miimkiin durumlar ve gegisler goz Oniine alindiginda iki swrali Markov

zincirinin bir adim gegis olasiliklarindan olusan bir adim geg¢is matrisi asagidaki sekilde

olusturulacaktir,
Pooo Poo1
_ |Po1o  Po11
P1oo Pi1o1
P110 P111

3.2.1. Zincirin Dagiliminin Belirlenmesi

Iki durumlu ve iki sirali Markov zincirinin baslangi¢ dagilimi belirlendikten sonra, bir adim gegis
matrisi ve baslangic dagilimi yardimiyla dagilimmin belirlenmesi zincirin analiz edilebilmesi i¢in
olduk¢a 6nemlidir. Bu islem Markov zincirlerinde oldugu gibi sadece X, degiskeninin dagiliminin
belirlenmesiyle miimkiin olmamaktadir. iki sirali Markov zincirlerinde dagilimin belirlenebilmesi icin
baslangic dagilimi olarak X, ve X; degiskenlerinin ortak dagilimin bilinmesi gerekmektedir. Buna

gore X, ve X; degiskenlerinin ortak dagilimini agagidaki sekilde alalim,
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[To1 = (701(0,0), 1 (0,1), 71 (1,0), 71 (1,1))
Burada
mo1(L,j) = Pr{Xo = i, X1 = j}
iki boyutlu olasiliklar seklinde tanimlidir.

Yukarida bulunan dagilim vektorii Xy ve X; degiskenlerinin ortak dagilimi olup bunun yardimiyla
X, degiskeninin dagilimin belirleyelim, bunun i¢in ilk 6nce X, = 0 olasiligini asagidaki sekilde tam

olasilik formiiliinii kullanarak bulalim,

Pr{X, = 0} = Z Pr{X, = 0,X, = i, X, = j}
i,JED
=) PriXy =0l =i, X = }PriXe =1,% =)}
i,JED

=), paoPrit=ix =)}
= PoooPr{Xo = 0,X; = 0} + p1oPr{Xo =0,X; =1} +
+p100Pr{Xy =1,X; =0} + p11oPr{Xo =1,X; =1}
= 101 (0,0)Poo0 + 701 (0,1)Po10 + 01 (1,0)p100 + 701 (1,1)P110

Ayni yontemle X, = 1 olasiligimi asagidaki sekilde tam olasilik formiiliinii kullanarak bulalim,

Pr{X, =1} = Z Pr{X,=1,X, = i ,X, = j}
i,JED
=) Pk =1 =X = }PriXe =1,X =)
i,JED

=) pipPriXo=i,X =)
i,jeD
= poo1Pr{Xo = 0,X; = 0} + po11 Pr{Xo = 0,X; = 1} +
+p101Pr{Xo = 1,X; = 0} + py11 Pri{Xo = 1,X; = 1}

= 101(0,0)poo1 + mo1(0,1)po11 + o1 (1,0)p101 + o1 (L1111

Bulunan her iki esitlik birlikte X, degiskeninin dagilim vektoriinii olugturmak i¢in kullanilacak

olursa X, degiskeninin dagilim vektorii,
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[z = (Pr{X; = 0}, Pr{X, = 1}
= (m2(0),m,(1))

olmak {izere,

Pooo Poo1
[Tz = (010,00, 701 (0,1), w01 (1,0, o (1,1) | 020 Fot
P110 Pi111

[I2 = [lo:P
seklinde elde edilir.

Simdi X3 degiskeninin dagilimini belirlemeye ¢alisalim. Bunun i¢in yine iki sirali Markov
zincirinin bir adim gegis matrisini ve X; ile X, degiskenlerinin ortak dagilimimi kullanmaliyiz. X3 = 0

ve X3 = 1 olaylarmin olasiliklarini tam olasilik formiiliinii kullanarak asagidaki sekilde yazabiliriz,

Pr{X3=0}=Z PriX; =0,X, =1i,X; =J}

i,JED

- 2 PriXs =0|X; =i,X; = j}Pr{X, =1i,X; =j}
i,JED

=) pyoPriXy=i,X, =)
i,jED

= PoooPr{X1 =0,X; = 0} + po1oPr{X; = 0,X, = 1} +
+p100PT{X1 = 1,X; = 0} + pyyoPri{X; = 1,X, = 1}

= 112(0,0)Poo0 + m12(0,1)po10 + m12(1,0)p100 + 712(1,D)P110

PriX; =1} = Z PriXs=1X, =1,X; =]}
i,JED
=) P =10 =1, = }PriXy =1,X, = j)
i,JED

=) pipPriXy=i,X, =)
i,jeD

= Poo1Pr{X1 = 0,X; = 0} + po11 Pr{X; =0, X, =1} +
+p101Pr{X; = 1,X; = 0} + py 1 Pri{X; = 1,X, = 1}

15



= 112(0,0)poo1 + m12(0,1)po11 + m12(1,0)p101 + m12(1L,DP111

X3degiskeninin dagilim vektorii,
[1z = (Pr{Xs = 0}, Pr{X; = 1}
= (m5(0),m3(1))

olmak {izere,

Pooo Poo1
[Tz = (112(0,0), m2 (0,1), 1, (1,0), 1, (L)) |10 Port
P110 Pi111

[Is = 2P
seklinde elde edilir.

X,veX; degiskenlerinin dagilim vektorleri arasinda bir baginti kurulmak istenirse X, ve X;
degiskenlerinin ortak dagilim vektorii olan []o; vektorii ile X; ve X, degiskenlerinin ortak dagilim
vektorii olan [[;, vektorli arasinda bir bagmti kurulmalidir. Bunun igin asagidaki ortak olasiliklar:

dikkate alalim,
Pr{X; =0,X, =0} =Pr{X; =0,X, =0,(Xo = 0veya X, = 1)}
=Pr{X; =0,X,=0,X, =0} + Pr{X; = 0,X, = 0,X, = 1}
= Pr{X, = 0|X, = 0,X; = 0}Pr{X, = 0,X, = 0} +
+Pr{X, = 0|X, = 1,X; = 0}Pr{X, = 1,X, = 0}

= 191(0,0)Pooo + o1 (1,0)P100

Pr{iX; =0,X,=1}=Pr{X; =0,X, =1,(X, = 0veya X, = 1)}
=PriX, =0,X,=1,X, =0} + Pr{X; = 0,X, = 1, X, = 1}
= Pr{X, = 1|X, = 0,X, = 0}Pr{X, = 0,X, = 0} +
+Pr{X, = 11X, = 1, X, = 0}Pr{X, = 1,X; = 0}
= 101(0,0)Poo1 + 701 (1,0)p101
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PriX;=1,X,=0}=Pr{X; =1,X, =0,(X, = 0veya X, = 1)}
=Pr{X, =1,X,=0,X,=0}+ Pr{X; = 1,X, = 0,X, = 1}
=Pr{X, =0|X,=0X, = 1}Pr{X, = 0,X, = 1} +
+Pr{X, = 0|X, = 1, X, = 1}Pr{X, = 1,X, = 1}

= 101 (0,1)po10 + o1 (L, DPp110

PriX;=1,X,=1}=Pr{X; =1,X, =1,(X, = 0veya X, = 1)}
=Pr{X; =1,X,=1,X,=0}+ Pr{X; = 1,X, = 1,X, = 1}
=Pr{X, =1|X, = 0,X; = 1}Pr{X, = 0,X; = 1} +
+Pr{X, = 11Xy = 1,X, = 1}Pr{X, = 1, X, = 1}
=101 (0,D)po11 + o1 (1, Dp11s
Burada ilk olarak [];, dagilim vektoriiniin bilesenlerini yukaridaki islemler sonucunda
Pr{X,; = 0,X; = 0} = m1,(0,0) = m1(0,0)poo0 + o1 (1,0)p100
Pr{X; = 0,X; = 1} = m1(0,1) = m91(0,0)Poo1 + 701 (1,0)p101
Pr{X; = 1,X; = 0} = m15(1,0) = m1(0,1)Po10 + o1 (1, 1)p110
PriX; =1,X;, = 1} = m15,(1,1) = 11 (0,1)po11 + mo1 (L, Dp111

seklinde elde etmistik. Her bir bilesende sag tarafta olan toplamlarin elde edilebilmesi i¢in asagidaki

matrisleri tamimlayalim,

ty

=

Il
cocoRr
cococo
oroo
c oo

o
N
Il
cocoo
cococo
mooo

S OoORro

=
(e
(e
o
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=y o o 1l

Tanimlanan bu matrisler yardimiyla Pr{X; = 0,X, = 0} ve Pr{X; = 0,X, = 1} olasiliklarmin

bir vektoriinii asagidaki carpim seklinde bulabiliriz,

(m12(0,0),73,(0,1)) = (101(0,0), 7791 (0,1), o1 (1,0), 791 (1,1) ) E; P

Ayni sekilde Pr{X; =1,X, =0} ve Pr{X, =1,X, =1} olasiliklarinin bir vektoriinii ise
asagidaki carpim seklinde bulabiliriz,

(712(1,0), 112 (1,1)) = (701 (0,0), 7701 (0,1), 791 (1,0), 1 (1,1) ) E, P
Elde edilen bu iki vektorii ise agagidaki islem yardimiyla birlestirebiliriz,
(m,2(0,0), 71, (0,1), 71,(1,0), w1, (1,1)) = [To1 E1Pes + [To1 E2Pes

[l12 = [To1(E1Pe; + E;Pe;)

Bulunan bu son esitlik [[12 ve [Jo1 dagilim vektorleri arasndaki iliskiyi gostermektedir. Bu

esitlik 3 dagilim vektoriinde yerine yazilacak olursa asagidaki 6nemli sonucu elde etmis oluruz,

[Is = [112P

[Iz = [lo1(E1Pey + EzPe;)P

Ayni1 hesaplamalar bir kez daha tekrarlandiginda,

[ = I123P

[I23 = [12(E1Pe; + E;Pey)

= [lo1(E1Pe; + E;Pe;)?
[1s = [To1 (E1Pe; + E;Pey)*P

esitligi elde edilir. Sonug olarak, iki sirali Markov zincirinde X, tesadiifi degiskeninin dagilim vektorii

asagidaki formda elde edilir,
[Tn = [To1(E1Pey + E;Pe;)" 2P

Burada []p; iki durumlu ve iki sirali Markov zincirinin baslangi¢ dagilimidir. Bu sonu¢ X,
tesadiifi degiskeninin dagilim vektoriiniin basglangi¢ dagilimi ve bir adim gecis matrisi tiiriinden

ifadesini gostermektedir.
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3.2.2. Zincirin Uc¢ Boyutlu Dagihm

{X,:n = 0}kesikli parametreli iki durumlu ve iki sirali Markov zincirinin ardisik X,,_1, X5, Xp41

li¢ tane tesadiifi degiskeninin ortak olasilik dagilimi asagidaki sekilde elde edilir,
PriXpy1 =k Xn =j, Xp1 =1} = Pripe = klXnoy = 1, X, = 3Pr{Xpn_1 = i, X, = j}
= pijk”n—l,n(i'j)

Tablo 3.2:X,,_1, X,,, X,,+1 Degiskenlerinin ii¢ boyutlu dagilimi

Xn1 =1 Xn=] Xn+1 =k Pri{Xy_1=10,Xn =j,Xnt1 =k}
0 0 0 Tn-1,1(0,0)Pooo
0 0 1 Tn-1n(1,0)P100
0 1 0 Tn-1,(0,1)Po10
0 1 1 Tn-1n(L1)P110
1 0 0 Tn-1,(0,0)Poo1
1 0 1 Tn-1n(1,0)P101
1 1 0 Tn-1,(0,1)Po11
1 1 1 Tn-1,2(1,1)P111

3.2.3.Zincirin Dort Boyutlu Dagilimm

{X,:n = 0}kesikli parametreli iki durumlu ve iki sirali Markov zincirinin ardisik X;,_1, Xpn, Xnt1,

X4, dort tane tesadiifi degiskeninin ortak olasilik dagilimi asagidaki sekilde elde edilir,
Pr{iXni2 =L Xps1 =k Xn =j,Xn1 =i} =
= PriXniz = UXy =, Xnw1 = K}PT{Xp41 = klXn = j, Xy = 3PT{Xy 1 = 1, X, = j}
= PjkiPijkTn-1,n (L))

Iki durumlu zincirin bir adim gegis matrisini asagidaki formatta secelim. Bu durumda yukarida

hesaplanan dortlii olasiliklarm olusturdugu tabloyu asagidaki sekilde diizenleyebiliriz,

U, 1—u1

Uy 1—u2
P =

Uz 1—1u,

u4. 1—u4
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Tablo 3.3:X,,_1, X5, X5+ 1,Xn+2 Degiskenlerinin dort boyutlu dagilim

Xp-1=0  Xn=] Xppi=k Xnpo=1 PriXp=0Xy=jXns=kXnp =1}
0 0 0 0 Tn-11(0,0)u?
0 0 0 1 Tp-11(0,0)u; (1 —uy)
0 0 1 0 Tp-112(0,0)(1 — uy)u,
0 1 0 0 Tn—1,(0,Duyus
1 0 0 0 Tp—12(1,0)uzuy
1 1 0 0 Tp—1n(L1Dusus
0 1 1 0 Tn—1n(0,1)(1 —uy)uy
0 0 1 1 Tn—12(0,0)(1 —uy)(1 —uyp)
1 0 1 0 Tp—1n(1,0)(1 —uz)u,
1 0 0 1 Tp-17(1,0)uz (1 —uy)
0 1 0 1 Tp-11(0,D)uy (1 — u3)
0 1 1 1 Tp-11(0,1)(1 —up)(1 — uy)
1 0 1 1 Tp-11(1,0)(1 —u3)(1 —uy)
1 1 0 1 -1 (L, 1D)us (1 — u3)
1 1 1 0 Tn—1n (L1 (1 —uy)uy
1 1 1 1 Tn-12(1,1) (1 — uy)?

3.2.4.Zincirin Durumlar1 Arasindaki Gegis

Durum uzay1 D = {0,1} olan iki swrali Markov zincirinin durumlari arasindaki gegisleri ve
olasiliklar1 gosterebilmek i¢in zincirin meveut durumlarmi ilk dnce belirlemeliyiz. Markov zinciri iki
siral1 oldugundan zincirin mevcut durumu ardisik iki tesadiifi degiskene bagli olacaktir. Bundan dolay1
durum uzayr D = {0,1} olan bir zincirin mevcut durumu dort fakli sekilde olur. Bunlar asagidaki

durumlardir,
Ago = {Xp-1 =0,X,, = 0}
Apr ={Xn-1=0X, =1}
Ay ={Xp-1=1X,=0}
A =Xy = 1X, =13

Varsayalim ki gozlenen zincir Ayy durumunda olsun. Bu durumda bulunan zincir bir sonraki

adimda “0” veya “1” durumuna gegebilir. Aggdurumundan bir sonraki adimda “0” durumuna gecen
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zincir, zincirin iki sirali olma 6zelliginden, tekrar Agg durumuna dénmiis olacaktir. Agydurumundan
bir sonraki adimda “1” durumuna gegen zincir yine zincirin iki sirali oldugu dikkate alindiginda Ay,
durumuna gectigi gozlemlenecektir. Bu durumda Ayy mevcut durumunda bulunan zincir bir sonraki

adimda ya Ay durumunda bulunacak ya da A,y; durumuna gegis yapacaktir.

Ayni1 sekilde zincirin meveut durumunu A,; olarak kabul edelim. Zincir bu durumdan yine “0”
veya “1” durumlarindan birisine gegis yapabilir. Eger “0” durumuna gegis yaparsa zincirin bir sonraki
adimda bulunacagi konumu A;, olacaktir. “0” durumuna degil de “1” durumuna gecis yaptiginda
zincirin bir sonraki adimda konumu A,; olacaktir. Bu durumda da Ay; konumunda bulunan zincir bir

sonraki adimda A,y veya A;; konumlarindan birisinde olur.

Zincirin A, mevcut durumunda oldugunu kabul edelim. Zincir bu durumundan bir sonraki
adimda “0” durumun gecerse Agy durumuna, “1” durumuna gegis yaparsa Ay, durumuna gegmis olur.
Boylelikle A;g durumunda olan bir zincir bir sonraki adimda Ayy veya Ag; durumlarindan birisine

gegis yapabilir.

Son olarak zincirin A;; durumunda oldugunu varsayalim. Zinciri olusturan bir sonraki tesadiifi
degisken “0” degerini aldiginda zincirin konumu A;y olur. Aym tesadiifi degisken “1” degerini
aldiginda ise zincirin konumu A;; olacaktir. Bu durumda da zincir A;; durumundan ya A;, durumuna

gecer ya da A;; durumunda kalir.

Bu durumlar g6z Oniine alindiginda iki durumlu olan iki sirali Markov zincirinin durumlari
arasindaki gegisler dort durum s6z konusu oldugundan dért durumlu bir tek sirali Markov zincirinin
gecis olasiliklar: ile temsil edilebilir. Buna gore miimkiin olan gegisler ve olasiliklar1 asagidaki

tablodaki gibi olacaktir,

Tablo 3.4: Zincirin durumlar aras1 miimkiin gegisleri ve olasiliklari

Durumlar Ago Apq Aqp Aqq
Ago Pooo Poo1 0 0
Aoy 0 0 Po1o Po11
Aqp P1o0 P1o1 0 0
Ay 0 0 P110 P111

Buna gore bir adim gegis matrisi asagidaki sekilde olusturulur,

Pooo Poo1 0 0
0 0 Poio Poi1

~ [P0 P11 O 0
0 0 P110 Pi111
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Olusturulan bu matris

Pooo Poo1 0 0
0 0 Poio Po11

Pioo P11 O 0
0 0 P110 Pi111

E1P€1 + Ezpez =

esitliginden de elde edilecektir.

3.2.5.Zincirin Duragan Dagihm

Iki siral1 ve iki durumlu Markov zincirinin duragan dagilimini bulmak igin

[1P =TI

denklemini ¢6zmeliyiz. Burada [] dort boyutlu dagilim vektoriidiir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in kolaylik

acisindan bir adim gegis matrisini asagidaki sekilde alalim,

u 1—wu 0 0
0 0 Uz 1-u,
uz 1—-uz; 0 0
0 0 Uy 1—u4

P =

Bu durumda ¢oziilmesi gereken denklem sistemi su sekilde elde edilecektir,
7(0,0)uy + 7(1,0)us = 7(0,0)
7(0,0)(1 — uy) + w(1,0)(1 — u3) = 7(0,1)
m(0,Du, + w(1,1)u, = n(1,0)
m(0,1)(1 —uy) + w(1,1)(1 — uy) = n(1,1)
7(0,0) + 7(0,1) + m(1,0) + =(1,1) = 1

Bu denklem sisteminin ¢dziimiinden asagidaki duragan dagilim elde edilir,

Uz Uy
usuy + (1 —u))(1 —uy + 2uy)

w(0,0) =

(1 —uuy

0,1) =
m(0.1) usuy + (1 —u))(1 —uy + 2uy)

(1 —uuy

1,0) =
m(1,0) usuy + (1 —u))(1 —uy + 2uy)

22



(1 —u)(d —up)

1,1) =
(11 usuy + (1 —u))(1 —uy + 2uy)

3.2.6.Yutucu Durumlu Zincir

Stokastik siiregler teorisinde onemli bir inceleme alanina sahip olan yutucu durumlarin analiz
edilmesi reel sistemlerde de sik¢a uygulanmaktadir. Yutucu durumlarin incelenmesi daha ¢ok Markov
zincirleri igerisinde daha farkli bir konuma sahiptir. Durumlar arasi gegis olasiliklarinin 6nemli oldugu
Markov zincirlerinde yutucu olan bir duruma gegis olasiliginin hesaplanmasi zincirin devami igin

oldukga 6nemli bir gostergedir.

Iki sirali Markov zincirlerinde yutucu bir durumun tanimlanabilmesi tek sirali zincirlerden biraz
farklidir. Tek sirali zincirlerde herhangi bir durumdan ¢ikma olasiligr sifir oldugunda bu durumlara
yutucu durumlar denilir. Ancak iki sirali Markov zincirlerinde herhangi bir durumdan ¢ikma olasilig
ardisik iki adima bagli oldugundan bu tanimi kullanmak biraz giiglesecektir. Bundan dolay1 iki sirali
bir Markov zincirinde yutucu bir durumun belirlenebilmesi i¢in ardigik iki adimda ayni durumda

bulunan zincirin bir sonraki adimda farkli bir duruma gegis olasiliginin sifir olmasi gerekmektedir.

Buna gore iki sirali bir Markov zincirinin herhangi bir "j" durumunun yutucu durum olabilmesi
yu

icin bir adim gegis matrisinde p;;; = 1 olasiligina sahip olmas1 gerekmektedir.
g jii

Tanima gore durum uzayr D = {0,1} olan iki durumlu zincirlerde sifir durumunun yutucu durum

olabilmesi i¢in bir adim gec¢is matrisi asagidaki sekilde olmalidir,

1 0
p = |Poio  Po11
P1oo Pi1o1
Pi10 Pi111

Yine ayni sekilde bir durumunun yutucu durum olabilmesi i¢in zincirin bir adim gecis matrisinin

asagidaki sekilde olmasi gerekmektedir,

Pooo Poo1
p = [Poto  Po11
P1oo Pi1o1

0 1

Sifir durumunun yutucu durum oldugu iki durumlu zinciri géz Oniine alalim. Zincirin duragan

dagiliminin asagidaki sekilde olacagini biliyoruz,

1
= usy, + (1 —u)(1 —uy + 2uy

) (ugtg, (1 —upuy , (1 —upuy, (1 —uy))(A —uyp))
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Sifir durumu yutucu durum olarak kabul edildiginden pgoo = u; = 1 olup bu deger duragan

dagilimin asagidaki sekilde olmasini saglar,

1
= 505050 = 1;0,0,0
[1 u3u4(u3u4 ) =( )

Bir durumunun yutucu durum oldugunu goéz oniine alalim. Bu durumda p;1; = 1 olacaktir. Bu

durumda 1 —u, = 1 ve uy = 0 olur. Zincirin duragan dagilimi ise asagidaki sekilde olur,

_ 1
T A-—upA—u,

I )(0,0,0,(1—u1)(1_u2))=(0,0,0,1)

Sonug olarak iki durumlu ve iki sirali bir Markov zincirinde sifir durumu yutucun durum

oldugunda zincirin duragan dagilim,
[1T=(,0,0,0)
ve bir durumu yutucu durum oldugunda zincirin duragan dagilim,

[1=(0,0,0,1)
seklinde olur.

Iki sirali ve iki durumlu bir Markov zincirinin sifir durumu yutucu ise buna esdeger olan
zincirin Agy durumu yutucu olmalidir. Buna gore zincirin Apg durumunda yutulmasi olasilig

hesaplanabilir. Agpdurumu yutucu olan bir zincirin bir adim gecis matrisi su sekilde olur,

1 0 0 0
0 0 Uy 1—u2
Us 1 — U3 0 0
0 0 Ug 1—uy

Bu durumda iki sirali zincirin sifir durumunda yutulma olasilig1 esdeger zincirin Ayy durumunda
yutulma olasilig1 ile aym olacaktir. Bir durumundan harekete baslayan iki sirali bir zincirin sifir
durumunda yutulmasi olasiligi iki sirali bir zincir i¢in 6nemli bir gostergedir. Bunun yani sira
yutuluncaya kadar gegen adim sayisi ve ortalama siire de zincir i¢in olduk¢a 6nemli bir gostergedir.
Zincirin yutuluncaya kadar gecen adimlarmin sayisimi f ile gosterelim. Bu saymin sonlu olmasi
zincirin yutulma durumunu, sonsuz olmasi ise zincirin yutulmama durumunu ifade edecektir. Ayni
sekilde T sayisinin sonlu olma ihtimali, yutucu durumlu zincirin yutulma olasiligin1 ve sayisinin
sonsuz olma olasilig1 ise zincirin yutulmama olasiligin1 gosterir. Buna gore zincirin yutulma olasilig

asagidaki sekilde ifade edilir,

T = Pr{t < o}
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Burada iki sirali zincirin iki durumlu oldugu g6z onilinde bulundurulursa sifir durumu yutucu
oldugunda geriye yutucu olmayan bir durumu kalmaktadir. Bundan dolay1 zincirin baglangig
durumunun daima bir durumu olmasi gerekir. Aksi halde zincir baglangigta yutucu durumda olmak

zorunda kalir. Bu ise zincirin tim durumlarmin sifir durumu olmasi demektir.

Simdi esdeger zincirin Ayg durumunda yutulma olasiligini hesaplayalim. Esdeger zincirde yutucu
olmayanAgyq, A1g, A11 durumlar1 bulunmaktadir. Yutulma olasiligi baslangic durumuna bagli olarak

asagidaki sekilde gosterilebilir,
tj = Pr{t < «lX, = j}

Ayni sekilde Agq, A1g, A11 durumlari dikkate alinirsa yutulma olasiliklar1 asagidaki sekilde ifade
edilebilir,

Too =1
Tor = Pr{t < oo|A¢1}
T10 = Pr{T < |4y}
T11 = Pr{T < |44}

Yutucu olmayan herhangi bir durumdan harekete baglayan zincir yine yutucu olmayan durumlar
arasinda hareket ederek herhangi bir adimda yutucu duruma diisebilmektedir. Bundan dolay1 miimkiin

olan gecisler goz oniinde bulunduruldugunda asagidaki olasiliklar elde edilir,
too =1
to1 = uzti0 + (1 —ux)tia
t10 = uz + (1 = uz)fos

t11 = Uatio + (1 — ug)tis
Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden asagidaki sonug elde edilir,

1, u3 #0
TOIZTIO:TIIZ{O’ u2=0
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Benzer olarak iki sirali ve iki durumlu bir Markov zincirinin bir durumu yutucu ise buna esdeger
olan zincirin Ay durumu yutucu olmalidir. Buna gore zincirin A;; durumunda yutulmasi olasilig

hesaplanabilir. A;;durumu yutucu olan bir zincirin bir adim gegis matrisi su sekilde olur,

u, 1—u; 0 0
p=|0 0 U 1-u,

Us 1—u3 0 0

0 0 0 1

Buradan agagidaki denklem sistemi elde edilir,

T11=1
To1 = Uztio + 1 —uy
T10 = uUsToo + (1 — u3)to1

too = ustoo + (1 —u1)tor
Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden ise asagidaki sonug elde edilir,

1, u #1
TOIZTIO:TIIZ{O’ u§=1

3.3.Uygulama

Markov zincirlerinin uygulama alanlar1 oldukca genistir. Ozellikle birbirine bagl olan ardisik
gozlemlerin incelenmesinde basarili bir sekilde kullanilabilmektedir. Ancak 6zel olarak bazi uygulama
alanlarinda bir adim gegis olasiligimin 6nemi ardisgtk iki durumun bilinmesi halinde daha
artabilmektedir. Bu gibi durumlarda iki sirali Markov zincirleri rahathikla kullanilabilir. Ornek olarak
para borsalarindaki fiyat dalgalanmalarini gdsterebiliriz. Bu dalgalanmalarin bir sonraki adimda iyi bir
tahmininin yapilabilmesi ancak mevcut durumun ve mevcut durumdan bir 6nceki durumun bilinmesi
halinde daha saglikli olacaktir. Burada uygulama olarak hipotetik tiretilmis iki durumlu bir veri
iizerinde iki sirali bir Markov zincirinin gecis olasiliklarini hesaplayacagiz. Uretilen veri tablo ile

asagida verilmektedir,
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Tablo 3.5: iki sirali zincir i¢in gézlenen veri

Sira No: X, Sira No: Sira No:
1 0 33 1 65 1
2 0 34 1 66 1
3 0 35 0 67 0
4 0 36 0 68 0
5 1 37 0 69 0
6 1 38 0 70 0
7 1 39 0 71 1
8 1 40 1 72 1
9 0 41 0 73 0
10 1 42 0 74 1
11 0 43 1 75 0
12 1 44 0 76 0
13 1 45 1 77 1
14 1 46 0 78 1
15 1 47 1 79 1
16 0 48 0 80 0
17 1 49 1 81 0
18 0 50 1 82 0
19 0 51 1 83 0
20 0 52 1 84 1
21 0 53 1 85 1
22 1 54 1 86 1
23 1 55 1 87 0
24 1 56 1 88 1
25 1 57 1 89 0
26 1 58 1 90 1
27 1 59 1 91 0
28 0 60 0 92 1
29 0 61 0 93 0
30 0 62 1 94 0
31 0 63 1 95 0
32 0 64 1 96 1
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Tablo 3.6: iki sirali zincir i¢in gdzlenen verinin devami

Sira No: X, Sira No: Sira No:
97 1 129 0 161 1
98 1 130 1 162 1
99 1 131 0 163 0
100 1 132 0 164 0
101 1 133 0 165 0
102 1 134 0 166 0
103 1 135 0 167 0
104 0 136 0 168 0
105 1 137 0 169 0
106 1 138 0 170 0
107 1 139 0 171 0
108 0 140 1 172 1
109 0 141 1 173 1
110 0 142 1 174 1
111 0 143 1 175 0
112 1 144 1 176 1
113 1 145 1 177 1
114 0 146 1 178 0
115 1 147 0 179 0
116 0 148 1 180 0
117 1 149 1 181 1
118 0 150 0 182 1
119 0 151 0 183 0
120 1 152 0 184 0
121 1 153 1 185 1
122 1 154 0 186 1
123 1 155 1 187 0
124 0 156 0 188 0
125 0 157 1 189 1
126 1 158 0 190 1
127 1 159 1 191 1
128 0 160 1 192 1
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Uretilen 192 adet veri incelendiginde ardisik iiclii gecisler gz 6niine alimirsa iki sirali Markov

zincirinin mevcut durumlarindan sifir ve bir durumlarina gegis olasiliklari asagidaki sekilde

hesaplanir,
0.623 0.377
p= 0.421 0.579
~10.500 0.500
0.339 0.661

Tabloda ardisik olarak “00” durumundan “0” durumuna gegen 33 adet gdzlem ve “1” durumuna
gecen 20 adet gozlem bulunmaktadir. Ayni sekilde “01” durumundan “0” durumuna gegen 16 adet
gozlem, “1” durumuna gegen 22 adet gozlem, “10” durumundan “0” ve “1” durumuna gegen 19 adet
gbzlem. “11” durumundan “0” durumuna gecen 21 adet gézlem, “1” durumuna gecen 41 adet gdzlem

bulunmaktadir.

Hesaplanan bir adim gecis olasiligma goére zincirin “00” konumundan “0” konumuna gegis
olasiligi 0.623 ve “1” konumuna gegis olasiligi ise 0.377 olmaktadir. “01” konumundan “0” konumuna
gecis olasiligi 0.421 ve “1” konumuna gegis olasiligi ise 0.579 olarak hesaplanmigtir. “10”
konumundan “0” konumuna ve “1” konumuna gegis olasiliklar1 esit olarak gézlemlenmistir. “11”
konumundan “0” konumuna ge¢is olasilig1 0.339 ve “1” konumuna gecis olasilig1 ise 0.661 olarak
bulunmustur. Bu durumda zincir “00” konumundan yiiksek olasilikla yine “0” konumuna gegecektir.
“11” konumundan ise yine yiiksek olasilikla “1” konumuna gegecektir. “01” veya “10” konumundan

“0” veya “1” konumlarina gegme olasiliklari ise yaklagik olarak esit bulunmustur.

Bu sonug ardisik olarak iki adimda “00” konumunda bulunan zincirin bir sonraki adimda yine “0”
konumunda olmasini ve ardisik olarak iki adimda “1”” konumunda bulunan zincirin bir sonraki adimda
yine “1” konumunda bulunmasi olasiligini giiglendirmektedir. Tablodaki gdzlemler tek sirali bir
Markov zinciri modeliyle incelenmis olsaydi sifir durumundan sifir veya bir durumuna gegis olasilig
yaklasik olarak esit hesaplanacakti. Yine ayn sekilde bir durumundan sifir veya bir durumuna gegis
olasiliklar1 yaklasik olarak ayni hesaplanacaktl. Bu durumda bilinen durumla bir sonraki adimin bir
bagimliligi goézlenemeyecekti. Sonug olarak gézlemlenen verilerin bagimliligim iki sirali Markov

zinciri yapist bu 6rnekte daha gercekei sekilde ortaya koyabilmektedir.

Gozlemlenen veriler yardimiyla olusturulan iki sirali Markov zincirine esdeger olan zincirin bir

adim gecis matrisi ise asagidaki sekilde olusturulur,

0.623 0.377 0 0
p 0 o0 0.421 0.579
0.5 05 0 0

0 0 0.339 0.661
Esdeger zincirin kuvvetleri sirasiyla asagidaki sekilde hesaplanmustir,
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Tablo 3.7: iki adim gecis matrisinin degerleri

n=2 Ago Aoy Aqp Agq
Ago 0.388129 0.234871 0.158717 0.218283
Ap1 0.2105 0.2105 0.196281 0.382719
A 0.3115 0.1885 0.2105 0.2895
Aqq 0.1695 0.1695 0.224079 0.436921
Tablo 3.8: U¢ adim gecis matrisinin degerleri
n=23 Ago Aoy Ago Ay
Ago 0.321162867 0.225683133 0.172878628 0.280275372
Ap1 0.229282 0.177499 0.218362241 0.374856759
A 0.2993145 0.2226855 0.177499 0.300501
Aqq 0.217638 0.175941 0.219475719 0.386945281
Tablo 3.9: Dort adim gegis matrisinin degerleri
n=4 Ago Aoy Ago Ay
Ago 0.286523780 0.207517714 0.190025950 0.315932554
App 0.252023806 0.195620434 0.201803520 0.350552238
A 0.275222433 0.201591066 0.195620434 0.327566065
Aqq 0.245326333 0.191787385 0.205245611 0.357640669
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Tablo 3.10: Bes adim gegis matrisinin degerleri

n=>5 Aoo Aos Aqp Agq
Ago 0.273517290 0.203032440 0.194466094 0.328984175
Ap1 0.257912591 0.195914735 0.201193411 0.344979261
A 0.269273793 0.201569074 0.195914735 0.333242396
A 0.255461111 0.195110833 0.201982676 0.347445378

Tablo 3.11: Alt1 adim gegis matrisinin degerleri

n==6 Aoo Ao1 Aqp Ay
Ago 0.267634318 0.200349065 0.197002292 0.335014323
Ap1 0.261276250 0.197829753 0.199428073 0.341465923
A 0.265714940 0.199473587 0.197829753 0.336981718
Aqq 0.260143610 0.197300177 0.199925644 0.342630568

Tablo 3.12: Yedi adim gecis matrisinin degerleri

n=7 Ago Aoy Ago Ay

Ago 0.267634318 0.200349065 0.197002292 0.335014323
Apq 0.261276250 0.197829753 0.199428073 0.341465923
Aqp 0.265714940 0.199473587 0.197829753 0.336981718
A 0.260143610 0.197300177 0.199925644 0.342630568

Tablo 3.13: Sekiz adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.265237327
0.262489140
0.264455284
0.262032291

0.199399284
0.198215183
0.199089409
0.198036963

0.197916812
0.199043274
0.198215183
0.199215137

0.337446576
0.340252402
0.338240123
0.340715608
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Tablo 3.14: Dokuz adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.264201260
0.263052371
0.263863233
0.262853686

0.198952878
0.198480043
0.198807233
0.198393742

0.198341488
0.198794156
0.198480043
0.198876152

0.338504372
0.339673428
0.338849489
0.339876418

Tablo 3.15: On adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.263768129
0.263278705
0.263626816
0.263195922

0.198774619
0.198567822
0.198716460
0.198533916

0.198512144
0.198709390
0.198567822
0.198741871

0.338945106
0.339444081
0.339088900
0.339528289

Tablo 3.16: Onbir adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.263583616
0.263377328
0.263523417
0.263341995

0.198696656
0.198610767
0.198671220
0.198595798

0.198586506
0.198668596
0.198610767
0.198682868

0.339133220
0.339343306
0.339194594
0.339379336

Tablo 3.17: Oniki adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.263505846
0.263418374
0.263480472
0.263403497

0.198664276
0.198627551
0.198653712
0.198621366

0.198617454
0.198652514
0.198627551
0.198658426

0.339212423
0.339301560
0.339238263
0.339316709
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Tablo 3.18: Onii¢ adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.263472869
0.263435904
0.263462110
0.263429592

0.198650431
0.198634984
0.198645914
0.198632331

0.198630671
0.198645428
0.198634984
0.198647959

0.339246027
0.339283683
0.339256991
0.339290116

Tablo 3.19: Ondort adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.263458933
0.263443282
0.263454386
0.263440615

0.198644607
0.198638049
0.198642707
0.198636936

0.198636234
0.198642497
0.198638049
0.198643561

0.339260223
0.339276170
0.339264855
0.339278886

Tablo 3.20: Onbes adim gegis matrisinin degerleri

AOO

Aoy

Aqo

All

0.263453033
0.263446413
0.263451107
0.263445284

0.198642135
0.198639366
0.198641328
0.198688892

0.198638595
0.198641240
0.198639366
0.198641692

0.339266235
0.339272979
0.339268197
0.339274130

Tablo 3.21: Onalt1 adim gecis matrisinin degerleri

n=16 Ago Aoy Azo A,
Ago 0.2634 0.1986 0.1986 0.3392
Aoy 0.2634 0.1986 0.1986 0.3392
Ago 0.2634 0.1986 0.1986 0.3392
Ay 0.2634 0.1986 0.1986 0.3392
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Tablolardan goriildiigii gibi matrisin degerleri on besinci kuvvetten sonra duraganlagsmaktadir.
Tablo 3.5 ve Tablo 3.6’da gbzlemlenen verilere gore zincirin baslangic dagilimi asagidaki bi¢cimde
elde edilir,

[Tor = (0.2774,0.1989,0.1937,0.33)
Zincirin baglangi¢ dagilimi kullanilarak limit dagilimini asagidaki esitlikten elde edebiliriz,
[Te = [1o1P°P = (0.462,0.538)

Buradan sonug olarak iki sirali zincirin on besinci adimdan sonra sifir durumunu alma olasiliginin
0.462 ve bir degerini alma olasiliginin 0.538 oldugunu sdyleyebiliriz. Olasiliklar birbirine yakin

oldugundan zincirin ileriki adimlarinda belli bir degerde sabitlesmesi s6z konusu degildir.
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4. SONUC VE TARTISMA

Markov zincirleri bagimli verilerin zamana bagl olarak incelenmesinde kullanilan temel
yontemlerin basinda gelmektedir. Ozellikle uzunlamasina goézlemlenen verilerin modellenmesinde de
basarili bir sekilde kullanilabilir. Markov zincirinin kesikli parametreli olmasi zincirin incelenmesini
adim sayisima indirgediginden bir¢ok uygulama alaninda kolaylik saglamaktadir. Bunun yani sira
zincir siirekli parametreli olarak da analiz edilebilir. Bu sekilde reel sistemlere uygulanma imkani

bulunan Markov zincirleri matematiksel analizin de dnemli bir inceleme alanidir.

Ozellikle stokastik siirecler icerisinde dnemli bir simfi olusturan zincir teorik bakimdan &nemli

bir¢ok sonucu barindirmaktadir.
Calismada Markov zincirlerinin, Markov 6zelligi olarak da bilinen,
Pr{Xns1lXo, ) Xno1, Xn} = Pri{Xng|Xn}
ozelligi
Pr{Xns1 = jlXo =i, Xno1 = ine1, Xn = In} = PriXnys = jlXno1 = lnoy, X = i}

sekline cevrilerek zincirin temel parametrelerinin hesaplanmasit gergeklestirilmistir. Markov
ozelliginin bu sekilde iki sirali alinmasi sonucunda zincirin birtakim parametrelerinin yeniden
tanimlanmas1 ve hesaplanmasi teorik olarak Markov zincirleri teorisine bir takim yeni bulgular
kazandirmistir. Bu bulgular iki durumlu zincir iizerinde ayrintili olarakincelenmistir. Calismada yer

alan bulgularin bazilar1 su sekilde 6zetlenebilir,

Iki siral1 zincirin bir adim gegis matrisinin olusturulmasi,

ISR

Iki sirali zincirin dagiliminin belirlenmesi,

Zincirin ii¢ ve dort boyutlu ortak dagiliminin belirlenmesi,

a o

Zincirin durumlari arasindaki gegislerin incelenmesi,
Esdeger zincirin kurulmasi,
Zincirin duragan dagiliminin belirlenmesi,

Yutucu durumlu zincirin incelenmesi,

5 @ 0

Iki durumlu ve iki sirali bir zincirin gdzlemlenmesine ait hipotetik bir uygulama.

Iki durumlu bir Markov zincirinin analizinde durumlar genellikle sifir ve bir gibi
adlandirilmaktadir. Zincirin mevcut olan ve bilinen konumu sifir veya bir durumu olmaktadir. Ancak
calismada da incelenen iki durumlu ve iki sirali Markov zincirinde zincirin mevcut bilinen konumu
sifir ve bir konumlarindan farkli olarak 00 , 01 , 10 , 11 gibi dort adet olmaktadir. Bu mevcut
konumlardan yeni gegilecek konumlar ise sifir ve bir gibi iki adet olmaktadir. Bundan dolay1 zincirin

gecis matrisi kare bir matris olmak yerine dort satir ve iki siitundan olusan dikdértgen bir matris
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olmaktadir. Bu durum ise Markov zincirinde kolaylikla gergeklestirilen bir¢ok matris isleminin iki
sirali Markov zincirinde uygulanamamasi sorununu ortaya c¢ikartmaktadir. Bu sorun c¢aligmada
incelenen birkag alternatif yontemle ortadan kaldirilmaya ¢alisilmistir. Bunlardan en 6nemlisi iki sirali

Bir Markov zincirine esdeger olan bir bagka Markov zincirinin olusturulmasidir.

Markov zincirinin iki siral olarak farkli bir yapiya getirilmesi bazi reel uygulamalarda da oldukga
Oonem gostermektedir. Bir sonraki adimla zincirin 6nceki adimlarinin iligkisinin koparilmasi bazi
uygulamalarda gerg¢ek yapiya uymamaktadir. Bu durumda iki sirali Markov zincirinin kullanilmasi

uygulama agisindan incelenen reel modeli daha gergekei yansitabilecektir.

Ornek uygulama alani olarak borsada yatirimcisina kazandiran bir sirketin bir sonraki adimda
kazandirmasi veya kaybettirmesi mevcut bilinen bir duruma bagh olarak modellenemez. Boyle bir

modellemenin yapilabilmesi ardisik bilinen iki durumun bilinmesi halinde daha giivenilir olacaktir.

Bunun yani sira bilinen bazi1 Markov zinciri modelleri de yapisindan 6tiirii iki sirali olacak sekilde
diizenlenememektedir. Ornegin binom siirecinde siirecin herhangi bir adimdaki degeri biliniyorsa bu
adimdan sonraki degerlere ge¢me olasiliklar1 bilinen duruma gore hesaplanmaktadir. Bu zincirde
ardisik iki durumun bilinmesi gecis olasiliklarinda herhangi bir degisiklik yapmamaktadir. Bundan

dolay1 binom siireci iki sirali bir Markov zinciri olarak alinamaz.

Ayni sekilde tesadiifi yiirliyliste de yiiriiylisiin konumu herhangi bir adimda biliniyorsa bundan
onceki hi¢bir konumunun gegis olasiligina etkisi olmamaktadir. Bu gibi 6rnekler dallanan siirecler gibi

tesadiifi degiskenlerin toplami seklinde olusturulan baz siireglerle genisletilebilir.

Iki sirali Markov zinciri daha ¢ok uygulama alanlarinda yer bulacak Markov zinciri yapisinin
onemli bir versiyonudur. Ozelliklerinin arastirilmasi ve gelistirilmesi bircok yeni bulgunun teoriye

kazandirilmasina neden olacaktir.

Uzunlamasina veri analizinde basit bir istatistiksel modelleme yontemi olarak kullanilan Markov
zinciri yontemi uzunlamasina verilerin kayip gozlemlerinin tahmin edilmesinde de
kullamlabilmektedir. Ayni1 sekilde uzunlamasina bir veride kayip gozlemin tahmin edilmesinde iki
sirali bir Markov zinciri modelinin kullanilmasi sonuglari istatistiksel olarak daha anlamli hale

getirmektedir.
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