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OZET

Kesirli Sturm-Liouville Problemlerinin

Spektral Teorisi

Bu tez beg bolimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, kesirli hesaplamalar ve spektral teori ile ilgili genel bilgiler, tarihce
ve uygulamalar1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde, kesirli analiz ve Sturm-Liouville teorisi hakkinda temel tanim ve
teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, Sturm-Liouville teorisi tanitilms ve Sturm-Liouville probleminin
spektral ozellikleri incelenmigtir.

Son iki boliim tezin orijinal kismini olugturmaktadir.

Dordiincii boliimde, difiizyon operatorii igin kesirli Sturm-Louville operatorii tanim-
lanarak spektral 6zellikleri incelenmistir. Coulomb potansiyeli i¢in kesirli Sturm-Liouvil-
le operatorii tanimlanarak spektral ozellikleri incelenmis ve ilgili teoremlerin ispatlar
detayli bir gekilde yapilmigtir. Ayrica hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-
Liouville operatorii i¢in benzer sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliim ise iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisminda impulsive sartlar
altinda difiizyon operatorii i¢in kesirli Sturm-Liouville probleminin ¢dziimiiniin varlig:
Schaefer sabit nokta teoremi kullanilarak ispatlanmistir. Ikinci kisimda ise impulsive
sartlar1 altinda difiizyon operatorii igin p-Laplasiyan kesirli Sturm-Liouville problemi-
nin ¢oziimiiniin varligi Schaefer sabit nokta teoremi kullanilarak ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville, Ozdeger, Kesirli hesaplama, Caputo, Rie-

mann Liouville, Potansiyel.
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SUMMARY

The Spectral Theory of Fractional

Sturm-Liouville Problems

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to fractional calculus, general information for spectral
theory, historical background and applications of the subject.

In the second chapter, fundamental definitions and theorems on fractional calculus
and Sturm-Liouvile theory are given.

In the third chapter, Sturm -Liouville theory is introduced and spectral properties
of Sturm-Liouville problem are examined.

The last two chapters include original part of the thesis.

In the fourth chapter, fractional Sturm-Liouville operator is defined and its spectral
properties are examined. Fractional Sturm-Liouville operator with Coulomb potential
is introduced, spectral properties are examined and theorems related to this subject are
proved in detail. In addition, similar results are obtained for fractional Sturm-Liouville
operator having hydrogen atom potential.

The fifth chapter consists of two parts. In the first part, the existence of solution of
fractional Sturm-Liouville operator for diffusion operator under impulsive condition is
proved by the help of Schaefer fixed point theorem. In the second part, the existence
of the solution of p-Laplacian fractional Sturm-Liouville problem for diffusion operator
under impulsive conditions is demonstrated by using Schaefer fixed point theorem.

Key Words: Sturm-Liouville, Eigenvalue, Fractional Calculus, Caputo, Riemann-

Liouville, Potential.



SEMBOLLER LiSTESI

Bu ¢alismada kullanilan baz simgeler, agiklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi
r Gamma

A Ozdeger

0 Teta

o Alfa

I} Beta

m Pi

Z : Toplam sembolii

/ Integral

D Tiirev operatorii

oDy : a. kattan integral

oD «. mertebeden tiirev
6Dy ¢ a. mertebeden Caputo tiirevi
q(z) : Potansiyel fonksiyon

VI



1. GIRIS

Kesirli analiz, ge¢misten giintimiize kadar bircok matematik¢inin ilgi odag: haline
gelmis, tiirev ve integral operatorlerinin mertebelerinin keyfi sayilar olabilecegini ifade
eden matematiksel bir alandir. Bu konu ile ilgili pek ¢cok matematik¢i kendi notasyon
ve yaklagimlariyla gesitli tanimlamalar yapmig ancak bu tamimlar ve aragtirmalarin
hepsi giintimiize kadar ulagamamigtir.

Giintimiizde pek cok alanda kendini gosteren kesirli analizin uygulamalarindaki
onemli gelismeler gectigimiz yiizyilda ortaya ciksa da, temel matematiksel tarihi 300
yila dayanmaktadir. Tiirevin ilk tanimi, y = f (z) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi

n € Z* igin
&y _
dzm

n

esitligi ile Leibniz tarafindan 1695 yilinda yapildiktan sonra L’Hospital Leibniz’e yazdig:
ve tiirevin mertebesinin kesirli olup olamayacagini sordugu mektup kesirli analizin gikig
tarihi olarak gosterilebilir. Leibniz bu tanimi yaptiktan sonra tiirev ve integralin kul-
lanmim alanlar: gelistikce tiirevin ve integralin daha da geligtirilmesine ihtiya¢ duyulmus-
tur. Baz1 problemlerin ¢dziimiinde bilinen tiirev ve integral tanimlar1 yeterli olmayinca
yeni tamimlamalara gerek duyulmustur. Bu dénemde ortaya atilan kesirli mertebeden
tiirev ve inregral fikri 19. yiizyilda fazla gelisememesine ragmen 20. yy’da bu konuda
pek cok matematikci 6nemli caligmalar yapmigtir. Gelistirilen bu tiirev ve integral
tanimlar1 ve buna baglh olarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemler bir¢ok prob-
lemlerin ¢oziimiinde 6nemli rol oynamigtir. Ayrica klasik analizde yapilan ¢aligmalarin
kesirli analizde de uygulanmasi bir¢ok problemin ¢oziimiinde de daha hassas sonuclar
elde edilmesini saglamigtir. Ayrica kesirli analiz, karmagik yapidaki problemleri anla-
maya yonelik yeni bir bakig acisi sunmusg, modelleri daha iyi ifade edebilmis, cesitli
problemlerle ilgili daha tutarh sonuclar vermistir.

Ik kesirli mertebeden denklem ¢oziimii, Tautochrone probleminin formiilii ile 1823
yilinda Abel tarafindan bir integral denklemi ile verilmistir. 1844 Boole, sabit kat-
say1li lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in sembolik yontemler geligtirerek prob-
lemin ¢oziimiinde kesirli hesaplamay1 kullanmigtir. 1892’de Heaviside, elektromanyetik

teorisinin bazi problemlerini ¢ozmek icin kesirli hesaplamay1 kullanmig ve bu uygula-



mayla kesirli hesaplamada onemli bir adim atmigtir. 1920’de ise iletkenlik teorisinde,
kesirli hesaplamalardan yararlanmistir. Bu caligmalar dogrultusunda 1936’da Gemant
esneklik problemlerinde kesirli diferansiyelden faydalanmigtir. Littlewood (1925), Kober
(1940), Erdelyi (1964), Higgins (1967) gibi birgok matematikgi kesirli hesaplama teknigi-

ni uygulamali alana tagimigtir [1-6].

Kesirli Analizin Tarihgesi

Kesirli analizin gelisim tarihi incelendiginde, ilgili literatiirden asagida aydinlatici
bilgiler verilmistir [1].

1695-G. W. Leibniz, ilk olarak d/2z ifadesinin zv/dzx : = ’e esit olabilecegini ve
buradan elde edecegi sonuglarla da faydal ¢oziimlemelere ulagabilecegini diistinmiigtiir.

1697°de kesirli diferansiyelden s¢z etmis ve % mertebeden bir tiirevi gostermek
icin d'/?y notasyonunu kullanmistir. Bundan sonra sonsuz serilerin kesirli hesaplamay1
ifade edebilecegini diigiinmiigtiir. Ama sonsuz seriler, pozitif ve negatif tamsay1 olan
iisleri icermektedir.

1730-L. Euler, n pogzitif bir tamsay1 ve z’in bir fonksiyonu da p olmak iizere,
d"p’nin dx™e orani, cebirsel olarak her zaman ifade edilebilir. Fakat, eger n, ke-
sirli bir ifade olursa nasil bir oran olusturmak gerekir? n pozitif bir tamsay1 iken,
siirekli diferansiyel yardimiyla d” bulunabilir. Ancak bu yontem, n kesirli bir ifade
iken gecerli degildir. Dolayisiyla bu sorun, serilerin interpolasyonundan yararlanilarak
kolaylastirilabilir seklinde diistinmiistiir.

1772-J. L. Lagrange, geligtirmis oldugu,

am d¢ dm+n
dx™ dam”

seklindeki mertebesi tamsay1 olan diferansiyel operatorler icin iisler kurali ile bu konuya
dolayli olarak katki saglamgtir. Kesirli hesaplama teorisini bu yonde basglatmis, m ve
n kesirli oldugunda, kuralin gecerli olup olmadigin1 sorgulamaya basglamigtir.

1812-P. S. Laplace, bir integral vasitasiyla bazi kesirli tiirev ifadeleri tanim-
lamigtir ve ilk olarak 1819’da keyfi mertebeli bir tiirevden s6z etmistir.

1819-S. F. Lacroix, tiimevarimdan faydalanarak y = 2™ ve m pozitif bir tamsay1
olmak tizere, z’'nin n. mertebeden tiirevini,

dy — m!
dzm  (m—n)!




seklinde geligtirmigtir. Daha sonra Gamma fonksiyonunu kullanarak polinom fonksi-

yonlar i¢in,
d'y  T'(m+1)
den T(m—n+1)

m—n
Y

formiiliinii vermigtir. Buradan da n = 1/2 alarak,

d1/2y B 2\/5
dx'/?2 /1’

tamimina ulagmugtir (I (1/2) = /). Fakat keyfi mertebeden bir tiirevin uygulamasi

konusunda bu metot yeterli olmamigtir.

1822-J. B. J. Fourier, keyfi mertebeli tiirevlerden s6z etmistir ve tanimini,

1 o0 oo
f@) =5 [ Flayda [ cosp(e—a)dp.
s
formiiliinden yararlanarak elde etmistir.
n bir tamsay1 olmak {izere,
— cosp (¢ — @) =" cos [ p(z — ) + 3
g COSP (T —a)=ptcos|p(r — ) £ onm

seklinde alip bunu da genellestirip n yerine keyfi u degerini alarak,

du
dzxv

f(x)—g—;ffwoz]opucos [p<x—a>+§wr] d.

tanimini vermistir. Fourier, buradaki u sayisinin pozitif veya negatif herhangi bir deger
olabilecegini belirtmistir.

1823-N. H. Abel, kesirli islemleri ilk olarak kullanan bilim adamidir. Abel, bir in-
tegral denkleminin ¢oziimiinde kesirli hesaplamay1 kullanmigtir. Abel’in integral denk-

leminin,
x

- / (e — )72 f (1) dt.

0

seklinde oldugunu biliyoruz. Abel, bu denklemin sag tarafina /7 [d=/2/dz=1/?] f (z)
yazarak diizenleme yapmis,

d1/2
W/f = ﬁf (),

formiiliinii vermistir. Abel, bu denklemde f (z)’i belirleyerek kesirli hesaplamada tnemli

bir basar1 saglamigtir.



1832-J. Liouville, kesirli hesaplamadaki ilk biiyiik caligmayr gerceklegtirmistir.
(d*/?/dx'/?) €2* ifadesini diistinmiig ve kesirli operatérleri kullanarak mekanik ve geo-
metrinin bazi problemlerini ¢ozmiistiir. Kesirli operator tanimina eklemek icin tamam-
layic1 bir fonksiyonun varligindan da s6z etmistir. Bu tamamlayici fonksiyonun varhigini
ispatlamaya calismistir. Ancak bagarili bir sonuca ulasamamugtir. Ayrica Liouville, iki
fonksiyonun ¢arpiminin kesirli tiirevi i¢in de bir metot gelistirmigtir. Daha sonra 1834

yilinda izokron problemlerinden bahsetmigtir. Ayrica keyfi mertebelerden tiirevler igin,
D'ercx — &'UeOéx

Y

tanimimi geligtirmigtir. Liouville, kesirli bir tiirev icin,

f(z) = cheanx, Rea,, >0
n=0
D’f(z) = Z Cnoyy e
n=0

formundaki seride, bir f (z) fonksiyonunun keyfi tiirevinin agik olarak yazlabilecegi
fikrini ortaya atmustir. Liouville, ikinci bir tanim elde etmek i¢in gama fonksiyonu ile
iligkili,
I = /uo‘_le_“du, a>0,z>0
0
belirli integralini kullanmigtir. Burada xu =t alarak,

o0

I = x_o‘/to‘_le_tdt =z T (a),

veya,

formiillerini vermistir. Liouville, bu son denkleme D" operatériinii uygulayarak,

-1 v 7
Dvx—a — ( ) /uoz—&-v—le—azudu’
a)
0

I (
-1)'T
e 0 e ) B
I (e)
tanimini bulmustur. Ayrica,
ay _
dzm



integral denkleminin y. = ¢y + c;z + 22 + ... + ¢,_12"! seklinde tamamlayici bir

¢oziime sahip oldugunu belirtmis ve keyfi u degeri igin,

d’I’L
Ty

dzm ’

denkleminin de tamamlayict bir ¢oziime sahip olup olmadigini incelemistir.

1839-S. S. Greatheed, Liouville’'nin tanimini kullanarak, kesirli diferansiyel igin
baz formiiller gelistirmistir. Bu ¢aligmasinda kesirli tiirevleri kullanarak Taylor teo-
remini de eklemistir.

1841-D. F. Gregory, operatorler hesab1 taniminin kurucusudur. Sembolik formu,

1/2

u(z,t) = Ae™r'” 4 Bevor™'?

seklinde olan,
Pu  ,0u

o2~ " ot
ile tanimlanan 1s1 denklemini vermistir. Bu form daha sonra, Heaviside tarafindan da
kullanilmigtar.

1842-A. De Morgan, kesirli operator sistemlerinden bahsetmis ve D"z* seklinde
bir form geligtirmigtir.

1846-P. Kelland, daha 6nce Peacock tarafindan da kullanilan, cebir i¢in uygu-
lanan egdeger formlarin siireklilik ilkesinin, biitiin sembolik operatorler igin gecerli
oldugunu varsaymigtir. Kelland, bu ilkenin sonucu olan cebirsel formiillerin, sembo-
lik operatorlerin cebirsel sembollerle yer degistirmesi ile dogru formlara doniisecegini
diistinmiistiir. Daha sonra ise bu diisiincesinde bazi hatalar saptanmistir.

1847-B. Riemann, kesirli integral teorisi iizerine olan ¢aligmalarina ogrencilik

yillarinda baglamigtir. Taylor serilerini genellestirerek kesirli integral tanimini,

i = D@ =i [0 rw

[

seklinde vermigtir. Bu tanima tamamlayici bir fonksiyon eklemeyi uygun gormiistiir.
Burada, integralin alt limiti olan ¢’'nin ve tamamlayici fonksiyonun degeri 0 ali-
narak, bugiin bu formiil, yaygin bir sekilde kesirli integrasyon tanimina uygun olarak

kullanilmaktadir.



1848-C. J. Hargreave, n. mertebeden genellestirilmis Leibniz tiirevi izerine galis-
nugtir (n, pozitif bir tamsay1 degildir). Boylece,

v - v n v—n
D@ =Y (1) D 00 ),
n=0
formiiliinii vermistir. Burada D™, n. mertebeden diferansiyel operator, D”~" kesirli bir
operator ve (V) de I' (v +n) /nIT (v — n + 1) seklindedir.

1848-W. Center, kesirli operatorlerin tartigilan iki sistemini acik¢a tanimlamigtar.
Birincisi, Peacock tarafindan gelistirilen,

d ’ v o__ F(U+1) v—0
(@)“’r@—9+mx >0,

seklinde, v = 0 iken sonlu sonuclar veren sistemdir. Ikincisi ise, v = 0 iken,
d\’ —1)’T(v+0
— :1:_”:( JANCE: )x_e_”,9>0,v+9>0,
dx I (v)

seklindeki, Liouville tarafindan gelistirilen sistemdir.

1859-H. R. Greer, baglangig olarak, Liouville'nin gelistirdigi,

vV oar __ UV _ox
D?e™ = a"e™,

esitligini kullanarak sin x ve cos x’in adi tiirevleri igin gesitli formiiller iiretmistir. Ayrica
;. mertebeden sonlu farklardan da bahsetmistir.

1861-Z. Wastchenxo, Greer’in formiillerine gesitli ekler yaparak calismigtir.

1865-H. Holmgren, adi diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in kesirli hesaplama
teknigi ile ilgilenmis ve gesitli yazilar yazmisgtir.

Holmgren, bu yazilarinda, kendinden oncekilerin bulduklari sonuclarin kisith

oldugunu dile getirmis ve amacinin tam bir ¢oziim bulmak oldugunu belirtmistir. Bu
caligmalar1 dogrultusunda,

DY " __ DUDZy — DU+2y,

kuralini tanimlamigtir. Her ne kadar v tamsayl oldugunda bu kural gecerli olsa da,

modern matematikgiler v keyfi oldugunda da bu kuralin gegerliligini ispatlamaya calig-
miglardir.

1867-A. K. Grunwald, kesirli operatorler iizerine yaptigi caligmalar neticesinde,

T

9—/(:v—t)”f(t)dt,

0



formiiliinii elde etmistir ki burada 6, 2’in bilinen fonksiyonudur.

1868-A. V. Letnikov, keyfi mertebeler igin,

(DD" f ()], = [D"f ()],

formiiliinii ispatlamigtir. Liouville, Peacock ve Kelland’in ¢aligmalarini da incelemistir.
Ayrica genellegtirilmis Cauchy integral formiiliiniin ana temasi iizerine galigmigtir.
Boylece, baz1 diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in kesirli hesaplama teknigini kul-
lanmugtar.

1880-A. Cayley, Riemann’in 1847’deki tezine atif yaparak Riemann’in teorisin-
deki en biiyiik sikintinin, keyfi sabitlerin sonsuzlugunu iceren tamamlayici bir fonksi-
yonun tanimindan kaynaklandigini ifade etmigtir.

1884-H. Laurent, Cauchy integral formiiliinii genellestirmigtir. Genellegtirilmis
Leibniz carpim kurali tizerine ¢aligmig ancak integral formda bir sonug elde edememistir.

1887-K. Nishimoto, Cauchy integral formiiliinden yararlanarak,

|
D () = g [

271
c

tanimini vermisgtir ve n yerine v yazarak,

Df(z) = iChs 1)/(wf (ZJ))UH dw,

271

formiiliinii elde etmistir.

1888-P. A. Nekrassov, Liouville'nin v. mertebeden diferansiyel icin gelistirdigi,

v oar __ U QX
D?e™ = a"e™,

formiiliinii kullanarak (z — «)”’nun keyfi mertebeli tiirevini bulmustur.
1892-0. Heaviside’nin kablolardaki elektrik akiminin iletkenlik teorisindeki metot-
lar1 mithendislere ¢ok fayda saglamistir.

a? bir sabit ve u ise sicaklik olmak iizere bir boyutlu 1s1 denklemini,

0*u 50U

oz~ “ ot

olarak belirlemistir ki eger % = p almirsa,
D*u = o?p,

7



olur. Heaviside, p'/? = d'/?/dx'/? = D'? eitlikleriyle dogru sonuclar elde etmistir.
Heaviside’nin islemleri, Riemann’in (DY isglemi ile bagdastirilabilir. Ancak sonuclar
dogru olsa da Heaviside, yontemini ispatlayamamaistir.

1902-R. E. Moritz, yaptigi calismalarda anlagilmasi gii¢ olan yeni sembol ve
terimler kullanmigtr.

1918-E. Schuyler,
(d'?/dx'?) (d"y/da'/?) = dy/d,

esitligini ispatlamaya ve bu ifadeyi yorumlamaya ¢aligmigtir. Bu problem 1919’da, Post
tarafindan da ele alinmig ve ¢oziimii yapilmigtir.

1918-L. O’Shaughnesy,
@2y da'? = y/a,

denklemini ¢ozmeye c¢alismigtir ve bu problem de 1919°da Post tarafindan incelenip
cozlilmiigtiir.

1919-E. Post, kesirli hesaplama operatorleri ile alakali iki probleme iki farkli ¢oziim
iiretmeye calismustir. 11k ¢oziimiinde,

T

1 -1
D" = —t)" t)dt,
@) =g [ @0 0
seklindeki Liouville'nin kesirli mertebeli integrasyon tanimini, ¢ = —oo alarak kullan-

migtir. Ikinci ¢oziimiinde ise Riemann tanimindan yararlanmistir.

1919-M. T. Naraniengar,

denklemi iizerine ¢alismus ve I'(n+ 1) /T (n+ 1) degerine karsihk gelen R (n) kat-
sayisint geligtirmigtir.

1919-T. J. I. Bromwich, baz fiziksel problemlerin ¢ziimiinde kesirli operator-
lerini kullanmay1 amaclamigtir.

1922-G. H. Hardy, ozellikle toplam ve siireklilik teoremlerinin kesirli mertebeden
integral ozelliklerini, tamsay1 mertebeden olanlarla benzerliklerini gz oniinde bulun-

durarak incelemistir.



1922-W. C. Brenke, fizikte kullanmak icin,

=

@(h)—a/(h—t) F ),

seklindeki denklem ve bu denklemin uygulamalar: {izerine calismistir.

1923-P. Levy, ¢ ifadesinin kesirli tiirevini diigiinmiis ve bunun {izerine cesitli
calismalar yapmigtir.

1924-H. T. Davis, baz integral denklemlerin ¢oziimiine uygulamak icin geligtirilen
teori ¢aligmalarimin eksiklerini gidermeye yonelik ¢alismalar yapmigtir.

1925-E. Stephens, genel ve kesirli diferansiyellerle alakali bir kaynakca ¢aligmasi
yapmuigtir. Ancak bu kaynakcada pek ¢ok hata ve eksiklige rastlanmigtir.

1927-W. O. Pennell, kesirli hesaplama operatorleri iizerine bazi teoremler iiret-
mistir, oyle ki

P’y +azy=1,p=d/dr,

seklindeki lineer bir denklemin ¢6ziimii i¢in, p’nin bir seriye nasil genisletilebilecegini
ayrintil bir sekilde agiklamigtir.

1927-H. T. Davis, kesirli hesaplama operatorlerini tamimlamada kullanilan cesitli
notasyonlar ele almigtir. ﬁv) / (z —t)""" f (t) d’yi tanmmlamak icin .D;*f () notas-

[

yonunu kullanmuisgtir. CDEU + Mu = f(x) gibi kesirli iisse sahip baz1 diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinti bulmak i¢in de bu notasyonu uygulamistir.

1928-G. H. Hardy ve J. E. Littlewood, standart siniftan baz fonksiyonlarin
keyfi mertebeli tiirev ve integrali i¢in tanimlanan Riemann-Liouville tanimini geligtirme-
yi amaclamistir.

1933-K. S. Cole, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketini incelemede, kesirli
hesaplamadan yararlanmistir.

1935-A. Zygmund, Weyl tarafindan ortaya atilan ve trigonometrik seriler igin
cok uygun olan bir kesirli integrasyon tizerinde caligmigtir.

1936-W. Fabian, kesirli integralin ozellikleri {izerine ¢alismistir ve integral ve seri-
lerin toplamindan bazi sonuclar elde etmistir. Riemann tanimini genisleterek kompleks
diizlemde herhangi bir egri boyunca kesirli integrasyon kavrami {izerine ¢alismigtir.

1940-H. Kober, Hardy ve Littlewood un buldugu bazi sonuglar: genisletmis, Mellin



doniistimlerinden,
x

g(z) = / (— 0" F (1) dt,

a

denklemine ¢ozlim icin bir teoremden bahsetmistir.

1941-D. V. Widder, kesirli integraller ile Laplace doniigiimii arasindaki iligkiyi
ele almigtir.

1949-M. Riesz, Hagstrom ile ig birligi yaparak kesirli hesabin temel yonlerini ver-
migtir. Riemann uzayindaki dalga denklemini, izafiyet teorisi, Lorenz uzay1 ve olasilik

teorisinde,
xX

I°f () = ﬁ / (x— 0" f (1) dt,

a

seklindeki kesirli integralin cesitli yonlerinden bahsetmistir.

1950-N. Stuloff,

o0

A%, 3 (=1)" (%) T,

v=0

esitligi ile kesirli mertebenin farklarini ele almigtir.

1953-B. Kuttner, kesirli tiirev tanimlarindan hareketle,

T

e e KD AICE

0

ve
1

Ve - 0

T

seklindeki iki integral arasindaki iligkiyi diistinmiuistiir.

1954-A. Erdelyi, kesirli integrallerle alakali bir kaynakca caligmasi yapmis ve
Heaviside'nin (d/ dt)% seklindeki operatoriinii ele almigtir. Kesirli integrasyon ve ikili
integral denklemler tizerine de bazi ¢aligmalar yapmigtir.

1959-J. L. Lions, Navier-Stokes denklemlerinin agik bir ¢oziimii olarak bir w (t)
fonksiyonu belirlemis ve bu ¢oziimiin, ¢ ile ilgili kesirli bir tiireve sahip olup olmayacagi
sorusunu ortaya atmigtir.

1961-M. A. Bassam, Holmgren ve Riesz tarafindan verilen, keyfi mertebeden iki
belirli integral arasimdaki esitligi gostermistir. Boylece, birlestirilmis tek bir tanim elde

etmis ve "Holmgren-Riesz Donfistimleri’ adli bir tez yazmistir.
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1964-1. M. Gel’fand ve G. E. Shilov, hipergeometrik ve Bessel fonksiyon-
lar1 gibi bircok fonksiyonu, elemanter fonksiyonlarin keyfi mertebeli tiirevleri olarak
yazmiglardir.

1964-R. G. Buschman, sinir-deger problemlerinin analizinde, J alisilmis Bessel

fonksiyonu olmak iizere,
Sy du (zy) f (y)dy = g (x),
0

ve

;fwv (29) f () dy = h (1),

gibi iki integral denklemini tek bir denkleme indirgemek icin kesirli hesaplama ope-

ratorlerini kullanmig ve
Jy'Ix(@y) f(y)dy = F (),
0

denklemini elde etmigtir.

1967-M. Caputo, kesirli hesaplama teknigi ile alakal,

t

Cpagpy 1 f™ (r)dr -
ath(t)F(&_n)/(t_T)oH—l—n’(n 1§Oé<n)7

a

seklindeki formiilii tanimlamigtir. Bu tanim ¢ok sayida ¢aligmada kullanilmigtir.

1967-T. P. Higgins, homojen olmayan diferansiyel denklemlerin bazi uygula-
malarini ele almig ve kesirli hesaplama operatorleriyle elde edilen sonuglarin, formiiller
tizerinde basit sadelestirmeler yapilarak diger aligilmis yontemlerle de elde edilebile-
cegini iddia etmistir.

1968-G. V. Welland, [1/T"(3)] fx (. — )" f (t) dt kesirli integrasyonu icin Li-
ouville'nin tanimindan yararlanmis ve O%ygrnund’un bazi ¢alismalarim genigletmistir.

1970-K. B. Oldham ve J. Spainer, adi diferansiyel olarak adlandirdiklari, %
mertebeli d= f (t) /dt: seklindeki operator yardimiyla elektrokimyasal kinetikleri agik-
layabilecekleri yeni bir yontem bulduklarini iddia etmiglerdir.

1970-T. J. Osler, carpim durumundaki iki fonksiyonun tiirevi icin, Leibniz ku-
ralinin bazi genellemelerini incelemis ve bunlari, baz sonsuz serilerin aciliminda kullan-
migtir. Genellestirilmis bir zincir kurali elde etmis ve bu kuralin bazi 6zel durumlarim

aragtirmistir. Genellegtirilmis Cauchy integral formiiliinden yararlanarak, kesirli bir

tirev tanimlamigtir.
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1971-E. R. Love, kesirli diferansiyeli, mertebenin sadece imajiner oldugu durum-
lar i¢in tanimlamig ve alisilmig tanimlar: da imajiner mertebe durumuna genisletmistir.

1971-M. Shinbrot, Lions’un ¢aligmalarin ilerletmis ve mertebesi % olan kesirli
diferansiyelleri ispatlamaya caligmigtir.

1972-T. R. Prabhakar, kesirli integrasyonu kullanarak iki degiskenli hiperge-
ometrik fonksiyonlar1 iceren bazi integral denklemler tizerine ¢alismistir.

1993-K. S. Miller ve B. Ross, kesirli hesaplamalar iizerine yapmis olduklar:

caligmalar neticesinde,
Df(t) = D' D*?..D*" f (t),& = (a1, qz, ..., )

esitligini vermislerdir.

Bu ¢aligmalarin igerisinde giintimiizde yaygin olarak Riemann-Liouville, Grunwald-
Letnikov, Caputo ve Miller-Ross tanimlari kullanilmaktadir. Uygulamalarda, materyalin
fiziksel ozelliklerini ifade etmede kesirli tiirevin daha iyi sonug¢ verdigi bi-
linmekte olup matematiksel modelleme ile elde edilen kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler baglangic kosullari ile birlikte formiile edilir. Yani uygulamadaki prob-
lemler, fiziksel yorumlamaya imkan veren baglangic kogullarimi kullanmay1 gerektiren
kesirli mertebeden tiirev tanimina ihtiya¢ duyar. Bu yiizden son yillarda, kesirli dife-
ransiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimlerinde Riemann-Liouville tiirev ope-
ratorii yerine Caputo tiirev operatorii daha ¢ok kullanilmaktadir. Riemann-Liouville
tiirevinde t = a u¢ noktasindaki limit degerinin ilavesi gereklidir. Caputo tiirevi ise
tamsay1 mertebeden diferansiyel denklemler ile ayni formda baglangic kosullarina sahip-
tir. Grunwald-Letnikov tanimi da daha ¢ok niimerik algoritmalarda kullanilmaktadir.

Kesirli hesaplama tekniginin anlagilmasinda bir de bu dénemde Oldham ve Spanier
(1974), Oustaloup (1991, 1994, 1995), Miller ve Ross (1993), Samko, Kilbas ve Marichev
(1993), Kiryakova (1994), Carpinteri ve Mainardi (1997), Podlubny (1999) ve Hilfer
(2000) gibi 6nemli matematikgiler tarafindan yazilan kitaplar énemli bir rol oyna-
maktadir. Bu kitaplar kesirli hesaplama teknigini, kesirli diferansiyel denklemlerin
uygulamalarini ve ¢oziim metotlarini vermistir. Ayrica kesirli hesaplama teknigin-
deki bu gelismeler dogrultusunda 20. yy bitmeden c¢esitli iiniversitelerde konferanslar
da diizenlenmistir. 1974 yilinda kesirli hesaplama konusundaki ilk uluslararasi konfe-

rans Ulusal Bilim Kurulusunun sponsorlugunda Connecticut’taki New Haven Univer-
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sitesinde yapilmis, konferansa dair sonuglar Springer-Verlag tarafindan yayimlanmigtir.
1984’te ise ikinci uluslararasi konferans Strathclyde Universitesinin sponsorlugunda
Iskocyamin Glasgow sehrinde diizenlenmistir. Bu konferansa da Heywood, Kalla,
Lamb, Lowndes, Nishimoto, Rooney ve Srivastava gibi o dénemin iinlii matematikgileri
katilmigtir. Yine 1980’lerde dikkate deger matematiksel aktiviteler Japonya’da Owa,
Saigo ve Nishimoto tarafindan gerceklegtirilmistir. 4 ciltlik dergide kesirli tiirevin adi
ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanigi incelenmistir. 3. uluslararasi konferans
Tokyo’da Nihon Universitesinde gerceklestirilmistir. Bu konferansta da Al-Bassam,
Bagley, Brychkov, Campos, Gorenflo, Joshi, Kalla, Love, Mikolas, Nishimoto, Owa,
Prudnikov, Ross, Samko ve Srivastava gibi matematikgiler ¢aligmalarini birbirleriyle
paylagmiglardir [1-6].

Kesirli hesaplama teknigi, 20. ylizyiln ortalarindan sonra bilimin her alaninda
kullanilmaya basglandi. Fizik, kimya ve miihendislik alanlarinda gesitli uygulamalara

olanak sagladi. Bunlarin bazilarini agagidaki gibi verebiliriz:

e Insan kemiginde ultrasonik dalga yayilimu,

N.Sebaa, Z.E.A .Fellah, W.Lauriks, C.Depollier [7].

e Kesirli hesaplama kullanilarak kalp dokusunda elektrot arayiiziiniin modellen-

mesi,

R.L.Magin [9].

e Sert gozenekli malzemede ses dalgasi yayiliminda kesirli hesaplama uygulamasi,

Z.E.A Fellah, C.Depollier [8].

e Otomotik araclarin yatay ve dikey kontrollerinde kesirli hesaplama kullanima,

J.I.Suarez, B.M.Vinagre, A.J.Calderon, C.A.Monje and Y.Q.Chen [12].

e Viskoelastik teoride kesirli hesaplamalarin uygulamalari,

E.Soczkiewicz [11].

e Ayrit sezimi igin kesirli diferansiyel,

B.Mathieu, P.Melchior, A.Oustaloup, Ch. Ceyra [10].
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Ayrica bir¢ok dinamik sistem, kesirli hesaplamaya dayanan kesirli mertebeden di-
namik modeller kullanmilarak daha iyi karakterize edilmistir. Kesirli tiirev, sik bagimh
sikigtirilmig materyallerin hareketleri, bir Newton akigkanindaki ince genis tabaka halin-
deki viskoelastik materyallerin siiriinme ve gevseme fonksiyonlar1 ve dinamik sistem
ve benzerlerinin kontrolciisii icin PI*D* kontrolciisii gibi bircok fiziksel problemde,
elektromanyetik, akustik, elektrokimya ve madde bilimlerindeki fenomenlerde, sivilarin
kimyasal analizi, akigkanlar, elektrokimya, fraktal siirecler, biyoloji, Schridinger
denklemi, tip gibi daha bircok alanda kullanilmaktadir.

Simdi tezimizin diger bir omurgasim tegkil eden Sturm-Liouville teorisinden kisaca
bahsedelim.

Dogada gercgeklesen fiziksel olaylarin incelenmesi ve analizi icin matematiksel olarak
modellenmesine ihtiyag vardir. Bu gekilde matematiksel fizigin, miihendisligin ve birgok
bilimin pek ¢ok probleminin modellenmesi diferansiyel denklemlerden olugan siir deger
problemleri icermektedir. Bu problemlerin ¢oziimii, 1830 ’lu yillara kadar analitik
olarak ifade edilebilmesi ile sinirli kalmigtir fakat 1836 yilinda iki yakin arkadas olan
Isvecli matematikgi Charles Francois Sturm (1803-1855) ve Fransiz matematikei Joseph
Liouville ¢oziimlerin analitik olarak ifade edilemedigi durumlarda bu ¢oziimlerin 6zellik-
lerinin bulunmast ile ilgili ¢aligmalar yapmig ve Sturm-Liouville teorisini kurmusglardir.

Klasik bir Sturm-Liouville diferansiyel denklemi genel olarak sonlu veya sonsuz
a < x < b arahiginda tanimh y fonksiyonlari igin,

= @]+ @ @y o

seklinde tanimli ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde
p(x),q(z) ve w(x), verilen fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin reel degerli ve ayrica
(a,b) arahiginda parcal siirekli oldugu varsayilmaktadir. Bununla birlikte p(z) ve
w (x) fonksiyonlarmin (a,b) araliginda daima pozitif oldugu varsayilmaktadir. Bu
denklemdeki A\ sayilar: da parametrelerdir.

Sturm ve Liouville diklik, 6zdegerlerin gergelligi ve Fourier katsayilarinin belirlen-
mesi gibi baz1 teoremleri ortak kullaniyorlarsa da Sturm 6zdegerlerin ozellikleri, 6zdeger
ve Ozfonksiyonlarin nitel davraniglarina yonelirken, Liouville keyfi fonksiyonlarin, 6z-
fonksiyonlarin bir sonsuz seri acilimma agirlik vermistir. Sturm, homojen olmayan

ince bir teldeki 1s1 iletimi problemini g6z oniine almis ve bu problemin ¢oziimii icin
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kismi diferansiyel denklemi degigkenlerine ayirma metodu kullanarak adi diferansiyel
denkleme doniigtiirmiistiir. Sturm-Liouville kuraminin gelismesinde D’Alembert, Fouri-
er ve Poisson’un caligmalar: onciiliik etmis ve katkr saglamistir. Fourier, homojen or-
tamlarda 1s1 iletim problemlerini silindirik ve kiiresel koordinatlar: kullanarak incelemis
ve 181 teorisi ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmigtir. Bu sonuglar Poisson tarafindan de-
vam ettirilmis ve gelistirilmigtir. Homojen ve homojen olmayan bir teldeki titresim
problemini ilk kez D’Alembert ve ayn1 donemde Euler incelemigtir.

Sturm’un ikinci énemli galigmasi spektral kurami iizerine olmustur. Liouville’nin
caligmasi ise keyfi fonksiyonlarin, ¢zfonksiyonlari cinsinden Fourier serisine acilimi,
ortogonallik o6zellikleri ile farkli tipteki ve yiiksek mertebeden denklemlere kuramin
genellegtirilmesi iizerine olmugtur. Ardigik yaklagimlar yontemini kullanarak bir dife-
rensiyel denklemin ¢oziimlerinin varhgin ilk kez Liouville kanitlamigtir.

1880’lerde, Lord Rayleigh ve G.Kirchhoff titresim problemini incelerken Sturm’un
teoremlerinin benzerini yiiksek basamaktan sinir deger problemlerine uygulamiglardir.
F.Klein diferansiyel denklemlerin polinom tipi ¢oziimlerini sinir deger problemleri ku-
rami ile birlegtirmistir. 1908’de Birkoff ¢zdeger parametresine bagh adi diferansiyel
denklemlerin temel ¢oziimleri i¢in asimptotik esitlikler elde etmis, regiiler smir sart-
larmi1 tamimlamig ve regiiler sinir-deger problemleri icin ozfonksiyonlar ve 6zfonksi-
yonlara bagli fonksiyonlar sisteminin tamligi ile ilgili teoremler ispatlamigtir. 1946
yilinda Titchmarsh dogru ekseninde tamml azalan (artan) potansiyelli L = —j—;
¢ () Sturm-Liouville operatorleri igin 6zdegerlere gore ayrigim formiiliinii vermistir.
Ayrica Naimark, Atkinson, Rietsz, Neumann, Friedrichs, Wintner, Leighton, Levitan
Tamarkin gibi bircok matematikci bu teorinin gelismesini saglamigtir.

Giiniimiizde de Sturm-Liouville teorisi ve problemi énemini korumaktadir. Bu alan
hakkinda ¢ok fazla sayida kitap ve makale yayinlanmasia ragmen Sturm-Liouville
problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamali matematigin en
onemli ve en giincel konusu olmaya devam etmektedir. Bunun sebebi matematiksel
fizigin 6zellikle de kuantum mekaniginin ortaya koydugu yeni ve giincel problemlerdir.
Sturm-Liouvile teorisi ilk olarak 1s1 iletimi problemlerinde yogun bir sekilde uygulansa
da, giiniimiizde 1s1 akigi problemlerinin yam sira farkli matematik, fizik problemlerinin
¢Oziimii i¢in de etkin bir yontem olusturmaktadir. Akustik bilimi, aerodinamik, elastik,

eloktrodinamik, akigkan dinamigi, jeofizik (sismik dalga yayilimi), 1s1 transferi, mete-
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oroloji, okyanus bilimi, optik, petrol miihendisligi, plazma fizigi, kuantum mekanigi
gibi bir¢ok alanda Sturm-Liouville teorisi kullanilmaktadir. Sonug olarak gerek kesirli
mertebeden gerekse tamsayili mertebeden siir deger problemleri ile ilgili ¢cok sayida

caligma yapilmigtir [21-27, 30, 31, 34, 36-47].
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2. GENEL KAVRAMLAR
2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1. (Gamma Fonksiyonu)

Re z > 0 olmak iizere
[(z) = / e 7 dt, (2.1.1)
0

seklinde tanmimh fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [2].

Tamim 2.1.2. (Mittag-Leffler Fonksiyonu)

Mittag-Leffler fonksiyonlar: kesirli diferansiyel yonteminde ¢ok yaygin kullanim alan-
lar1 bulan oldukca énemli bir fonksiyondur. Ustel fonksiyon e?, tamsay1 dereceden dife-
rensiyel denklem teorisinde ¢énemli bir role sahip olup bu fonksiyonun bir parametreli

genellestirilmis hali

ZF ak+1)

k=0
seklinde tanimlanir.

Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyona genellestirme ise ilk olarak Agarwal
ve Humbert tarafindan Laplace doniisiim teknigi kullanilarak yapilmig olup, kesirli
dereceden diferansiyel hesaplamada ¢nemli bir yere sahiptir. Iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu,

ZF (ak + B)’

k=0
seri agilimi geklindedir [2].

Tamim 2.1.3. (Beta Fonksiyonu)

m,n kompleks say1 olmak iizere
1
B (m.n) — /xm—l (1—2)"dz, (Re(m)>0,Re(n)>0),
0

seklinde taniml fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir

Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonu arasinda

['(m)T(n)

B (m.n) = ['(m+n)

., Re(m)>0,Re(n) >0,



seklinde bir bagint1 vardir ve
B(m,1—=m)=T(m)T'(1—-m) Re(m)>0,Re(n) >0,
esitligi saglamr [3].

Tamim 2.1.4. (Riemann-Liouville Tiirevi)
Riemann Liouville kesirli tiirevi, ¢ > 0, g € R ve n—1 < ¢ < n, n € N olmak

iizere,

G Ry S O
( )

dzt  T(n—q)dam x —t)l-nta
seklindedir [2].
Ayrica Re () > 0 olmak iizere sag ve sol tarafli Riemann Liouville kesirli tiirevi
Di. f(z) =D (L,3°f) (x), z>a, (2.1.3)
Dy_f(x)=-=D(,=°f) (z), =<b, (2.1.4)

esitliklerini saglar. Riemann-Liouville yaklagiminin baz ¢zellikleri soyledir:

I. p > 0,9 > 0 olmak {izere

aDt_q (aDt_pf (t)) ~a Dt_p (aDt_qf (t)) ~a Dt_p_qf (t) )

seklinde gosterilebilir.

II. p > 0 olmak tizere
DY (oD;"f (1) = £ (1),

bulunur. Fakat (k —1 <p < k) igin

(t — a)p_j

k
Dy (D F (1) 2 DI O) a5

seklindedir. Eger 0 < p < 1 ise yukaridaki ifade

cﬂf@Dﬂﬁﬁ—fw—LQTV@mag%%;m

olarak elde edilir.

III. p > 0,q > 0 olmak iizere

D (oD f (8)) =« DYf (1)
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k .
t — p=J
DI DL ) = DI = S LDI () F oy 0Sk-1<q<k
= p—j

olur.

IV. n tamsay1 olmak iizere eger f*) (a) = 0,(k=0,1,2,...,n — 1) ise asagidaki
esitlik elde edilir.

d?’b

P _ V4 dnf (t) _ p+n
a0t ) = () = o @),

Ayricam —1<p<mven—1<q<n olmak iizere

n

Dﬂ#ﬁfﬁﬁ—aDF%«>—§j[D“Hfﬂtap@_aywj

> E———t (2.1.5)
Df (DY f () =a D™ f (1) Z DI f (8 taI’Et—;i);—;—l)’ (2.1.6)

esitlikleri vardir. Ayrica (2.1.5) ve (2.1.6) denklemlerinin esit olmas i¢in

LDV f ()], =0, (j=12..m),

DI f ()], =0, (j=12..

sartlarinin saglanmasi gerekir [2, 5].

Tamim 2.1.5. (Riemann-Liouville Integrali)

Re (o) > 0 olmak iizere Riemann Liouville sag ve sol kesirli integrali

(I8 f) (x) = m/ (z—5)""" f(s)ds, x> a, (2.1.7)

b
1
(1e_f =) / s—x)" f(s)ds, x<b, (2.1.8)

seklindedir [3].

Tanim 2.1.6. (Grunwald-Letnikov Tiirevi)

m,m < p < m+ 1 sartin1 saglayan bir tamsay1, f (t) fonksiyonu siirekli ve f*) (¢)
(k=1,2,...,m+ 1) tiirevleri de [a, ] kapali arahiginda siirekli olsun. Bu takdirde f (¢

)
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fonksiyonunun p—inci mertebeden Grunwald-Letnikov kesirli tiirevi,

n

D@ = dm b3 pe—n),
nh=t—a r=0 r
) ()
— kz; ey (2.1.9)

t

g [ = yar,

+
L(=p+m+1

seklindedir [2]. Burada

olarak alnmustir. Ayrica polinomlar icin f (£) = (t —a)” olmak iizere f (t) fonksi-
yonunun kesirli tiirevini,

L'(1+v)

aDpt— /3:
((t—a) L'(l+v—p)

(t - a)ﬁ—p )

seklinde tanimlamigtir.
f (t) fonksiyonu [a, t] kapal araliginda siirekli olmak iizere f (t) fonksiyonunun p.

mertebeden Grunwald-Letnikov kesirli integrali

P _pp+t)(p+2)..(p+r+1)
r!

Y
r

olmak {izere

n

RS EOREE D S I FA(E)
nh=t—a r=0 r
_ ﬁ / (t =)L f (r)dr, (2.1.10)

olarak tanmimlanir.
Eger f' (t) tiirevi [a, t] kapali araliginda siirekli ise o zaman (2.1.10) denklemine bir

defa kismi integrasyon uygularsak

D0 = H sy s [ oy,

a
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elde edilir. f (t) fonksiyonu [a, t] kapali araliginda m+1 defa siirekli diferansiyellenebilir
ise 0 zaman (2.1.10) denkleminden

t

gy S (@) (¢ = 0 1 pon o
rr =3 I el K ke MR T2

a

elde edilir. Grunwald-Letnikov yaklagiminin baz 6zellikleri soyledir;
I. Grunwald-Letnikov kesir mertebeden tiirev operatorii lineerdir.

II. n tamsay1 ve p > 0 olmak iizere f*) (a) =0, (k =0,1,2,....,n — 1) ise

o W0t ) = 0 () = Dy ),

bulunur.
III.O<m<p<m+1ve 0 <n<qg<n+ 1 olsun.
Eger f®) (a) =0, (k=0,1,2,...,7 — 1;7 = max (n,m)) ise

oDf (DY f (8)) =a DY (DI f (1)) = DT (1),

esitligi mevcuttur.

IV.0<m<p<m-+1veq<0olsun. Eger f® (a) =0,(k=0,1,2,...,m — 1)
DY (DVf (1) =a DITf (2),
olur. p < 0 ve ¢ herhangi bir reel say1 olmak tizere
DY (DVf (1) =a DITf (2),

elde edilir.

Grunwald-Letnikov ile Riemann-Liouville yaklagimi arasindaki bagint1 goézoniine
alimsin. f (¢) fonksiyonu [a,t] kapali araliginda m + 1 defa siirekli diferansiyellenebilir
olmak iizere bu takdirde her p, (0 <m <p <m+1) i¢in ,Df f (t) Riemann-Liouville
kesirli tiirevi mevcuttur ve Grunwald-Letnikov kesirli tiirevine esittir. Gergekten de

Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminda m + 1 kez kismi integrasyon uygulanirsa

JDLf () = F(_pjerl) (%) /(t—T)m_pf(T) dr, (2.1.11)

a

21



) —p+k

I A
B Z p+k+1)

t

] / (t—7) 7 fH (1) dr, (2.1.12)

a

1
+
L(=p+m+1

= llfo (t) )

elde edilir. Sonug olarak eger ¢ > a i¢in f (t) fonksiyonu m + 1 mertebeden siirekli
tiirevlere sahipse o zaman (2.1.9)’da verilen Grunwald-Letnikov kesirli tiirev tanim ile
(2.1.11)’de verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi birbirine denktir. Bunun
yaninda (2.1.11)’de verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev tamm f (¢) fonksiyonu
iizerinde baz sartlar gerektirir. Gergektende f () fonksiyonunun integrallenebilir ol-
masi (2.1.11)’de verilen integralin varhg: i¢in yeterlidir ve bu integral m + 1 kez dife-
rensiyellenebilirdir.

Simdi (2.1.12) denkleminin &zel halini diigtinelim. f (¢) fonksiyonu siirekli ve f’ (),
la, t] kapali arahiginda siirekli olsun. O zaman her p, (0 < p < 1) i¢in Riemann-Liouville

kesirli tiirevi ve Grunwald-Letnikov kesirli tiirevi mevcut ve

t

[ =) @ar,

a

f@it-a™ 1
Ti—p) Ta-p

oDif (t) =a DY S (t) =

olarak yazilir.
f (t) fonksiyonu m + 1 mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve m < p < m+ 1 olmak
lzere

[ D7 f ()];—a =0, (2.1.13)

sart1

fPa)=0,(j=0,1,2,...m = 1), (2.1.14)

sartina denktir. Gergekten de (2.1.14) sart1 saglanir ve sonra (2.1.12)da ¢t — a
alinirsa (2.1.13) elde edilir. Diger taraftan (2.1.13) sart: saglanirsa (2.1.12)’nin her iki
taraft (t —a)’™, (j =m—1,m—2,...,2,1,0), ile carpilir ve t — a i¢in limit almrsa

fm=Y(a) =0, fm2(a) =0,..., f"(a) =0, f (a) =0, f (a) = 0 elde edilir. Boylece
WDV f )]z = 0= [V (a) =0,(j =0,1,2,...m — 1),

elde edilir [2,5].
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Tamim 2.1.7. (Caputo Tiirevi)
Riemann Liouville yaklagimi ¢ = a’da kesirli tiirevin limit degerleriyle verilen

baslangic sartlarini icermektedir. Ornegin;

lim DY L f(t) = by,

t—a

Lm D 2f(t) = by,

t—a

Hm DY " f(t) = b,

t—a

Burada b, £k = 1,2,3,...,n’dir. Boylece baslangic kosullarindan olusan baglangic
deger problemi Riemann-Liouville yaklagimi ile basariyla coziilebilir. Bu c¢oziimler
pratikte kullamigsizdir. Ciinkii boyle baslangi¢ sartlarmin fiziksel karsiligi mevcut
degildir. Bu durum M. Caputo tarafindan gelistirilen, ¢’ (a), v” (a), ..., gibi tamsay:
mertebeden tiirevlerin ¢ = a noktasindaki limit degerlerini igeren kesirli tiirevlere sahip
diferansiyel denklemler igin verilen baglangic-deger problemlerinin basglangic sartlarini
formiilize eden Caputo yaklagimi ile ¢oziilmiigtiir. Caputo kesirli tiirev tammi, f()
fonksiyonu n defa siirekli diferansiyellenebilir olmak iizere n — 1 < ¢ < n i¢in

O

I'(n—a t — 7)eti-n’

olarak Caputo tarafindan tanimlanmigtir.

Ayrica
(°De L f) (@)= (I.;*Df) (x), x>a, (2.1.15)

(“Dy_f) (x) = (1,=*(=D) f) (x), = <b, (2.1.16)

esitlikleri saglanir [2,5].

Tamim 2.1.8. (Jumarie Tiirevi)
m, m—1 < p < mvem > 1 olacak gekilde pozitif bir tamsay1, p herhangi bir pozitif
sayl, t € [0, 1] olsun. Bu taktirde f fonksiyonunun p. mertebeden Jumarie kesirli tiirevi,

t

/a—ﬂWﬂﬂﬂ—fmmm

a

1 am

fO() = T(m — p) dt™

seklinde tammlanir [61].
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Tamim 2.1.9. (Mellin-Ross Fonksiyonu)
Ei(v,a) ile gosterilen Mellin-Ross fonksiyonu e iistel fonksiyonunun kesirli in-
tegralini alirken kullanmilir. Bu fonksiyonun 6zelligi hem Gamma fonksiyonu hem de

Mittag-Leffler fonksiyonu cinsinden yazilmasidir. Bu fonksiyon
Ei(v,a) = t O‘tF*(V at),

Ei(v,a) = tUZFk+y+1

= v El,v+1 (Oét)

seklinde olup, burada

1 t
(v, t) = ~rprld 0
(v,t) F(V)t”/o e "x x, v >

ifadesine de tamamlanmig Gamma fonksiyonu denir [5].

Tamim 2.1.10. (Hata Fonksiyonu)

exf (a) = —— / dt,

seklinde tanmimlanan fonksiyona hata fonksiyonu denir. Bu fonksiyona iligkin asagidaki
degerler ve esitlikler mevcuttur [2],

I erf (—z) = —erf (2),

IT. erf (0) = 0,

II1. erf (c0) = 1.

Tamim 2.1.11. (Wright Fonksiyonu)
!

wiz ) = EZMF@k+@

bagntisiyla tanimlanan fonksiyona Wright fonksiyonu denir [5].

Tanim 2.1.12.
z€C,a,b € C, ;8 € R(I=1,...,p;j = 1,...q) olmak {iizere genel anlamda

Wright fonksiyonu asagidaki seklinde tanimlanir [5],

o IIT k
B (al, 041)171) . ll;[l (al T ) Zk
0, (2) =, ¥, )| =23 Gl
(blaﬁl)l,q k=0 le (bj + ﬁjk) !
j=
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Teorem 2.1.13.
a;,bj € C,ve oy, 5; €eR(I=1,...,p;j =1,..q) ve

q p
A=Y Bi- a
j=1 =1

F —_— Bj
0 = ITlea™ IT[8,]"
=1 j=1

seklinde tanimlansin.

I. Eger A > —1 ise bu taktirde (2.1.17) serisi tiim z € C igin yakinsaktir.

II. Eger A = —1 ise bu taktirde (2.1.17) serisi |z| < § ve |z| = § ve R (u) > 1/2
i¢in yakinsaktir [5].

Ozellik 2.1.14.
(2.1.3) — (2.1.8),(2.1.15), (2.1.16) da tammlanan kesirli diferansiyel operatorler

b

[r@Dr g@dr= (9 Dy f @)dn = f@) B9 @)

a
a

veya
b
f(x) Dg_g(x) DSk () dw,

a

/ g(2)° D2, f ()" DS,k (2)dw — f (2) I} =g (x)° DI K (z)

a

b

Y
a

b b
[r@ g = [9@) Dy f@)dr+ f @) 1 @)
esitliklerini saglar [38].

Ozellik 2.1.15.

Kesirli tiirev ve integral arasinda asagidaki 6zdeglikler vardir [5].

Do 15, ] (x) = f(2) °Dg I3 f(2) = [ (2)
Dy Iy f(x) = f (x) “Dp Iy f(x) = f (x)
Dy Iy, f (@) = 123 f (x) | Ie 1), = I

Dy I f(z)=1""f(x) | Ip I} =177




Tamim 2.1.16. (Daralma Déniisiimii)

X bir metrik uzay olsun. Eger T' operatorii agagida verilen kosullar1 saglarsa bu
operatore "Daralma Doniigtimii" denir.

I7T: X —-X

II. Vz,y € X icin 0 < o < 1 olmak tizere
d(T'[2], Tly]) < ed(z,y),
olur [32].

Tanim 2.1.17. (Kesirli Laplace Doniisiimii)

f (t) fonksiyonun Laplace doniigtimii

o0

F(s)=L{f(t);s} = / e f (1) dt

0
ile verilir. Burada F' (s) kompleks s degiskeninin bir fonksiyonudur. Diger bir 6zelligi
olarak f (t) fonksiyonunun ters Laplace doniigiimii

f@t)=L{F(s);t} = / e F (s)ds, c¢=Re(s)> c,

c—100

seklindedir. Kesirli hesaplama tekniginde Laplace doniisiimleri, o > 0 olmak {izere
L {OD “f(t s} =s “F(s),

denklemi Riemann-Liouville ve Grunwald-Letnikov tarafindan kesirli integrallerin Lapla-
ce doniigtimii olarak verilir.

Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin Laplace doniisiimii, o > 0 olmak iizere

LLDEf (1)) = s°F () = 3 8 oDy " (0] Ly (n—1<a<n),

3
—_

il

ile verilir.
Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniigiim denklemi

n—1
L{GD;f (); s} = s"F ( s (0), (n—1<a<n),
k=0

ile verilmektedir. Caputo kesirli tiirevinin Laplace déniigtimiiniin bu ifadesi f (¢) ve

f (t)’nin tiirevlerini igermektedir. Bu haliyle bazi fiziksel siireglere uygulanmasi ¢ok
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daha kolaydir. Ornegin, f (0) baglangi¢ durumu, f’ (0) baslangic hiz1, f” (0) baslangig
ivimesi olabilir. Bununla birlikte lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de
kullanigh bir ifadedir [2].

Grunwald-Letnikov kesirli tiirevinin Laplace doniigiimii, 0 < o < 1 olmak {izere
L{oD}f (t);s} = s"F (s),
ile verilir [2,5].

Tamim 2.1.18. (Sobolev Uzay)

Sobolev uzaylar1 1930’larda Rus matematikci Sergei Lvovich Sobolev tarafindan
eliptik diferansiyel denklemleri incelemek icin ortaya atilmistir. Sobolev uzaylar1 Hilbert
uzaylarinin énemli bir tiirtdiir.

Kabul edelim ki €2, R" uzayinda sinirh bir bolge ve L, (€2) uzay1 bir Lebesque uzayi
olsun. W2 (Q) Sobolev uzay1, u € Ly (Q) ve 5= € Ly (Q) Ozelligine sahip olan tiim
u fonksiyonlarinin uzayidir. Buradaki 1, mertebesi bir olan kismi tiirevlerin Lo (€2)
uzayma ait olmasi gerektigini gostermektedir. 2 ise, Ly (€2) uzayma ait olma kogu-
lundaki integrantin kuvvetini gostermektedir. W12 (Q) ve L, () uzaylar arasinda
Wh2(Q) C Ly (Q) seklinde bir iligki vardir. f,g € W2 (Q) olmak iizere W12 ()
Sobolev uzayindaki i¢ ¢arpim

(f,9) = /fgd:er/gradfgradgd:v,
Q

Q
veya

(f,g) = Q/ f.gdu + Q/ Df Dy,

seklinde tanmimlanir. Bu uzayda norm

1/2

I = | [ o+ [leradsfas)
Q Q
olarak ifade edilir. Sobolev uzaylarma W-uzaylar: da denir [13].

Tamim 2.1.19. (Conformable Tiirevi)
f :]0,00) — R bir fonksiyon ve t > 0, € (0, 1] olmak {iizere f’nin o mertebeden

conformable tiirevi agagidaki sekilde tammlanir [14],

(Tuf) (t) = tim L EFELD =S

e—0 £
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Tanim 2.1.20. (Agirlik Fonksiyonu)
f (z) fonksiyonu, (a,b) araliginda tamimh negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger

f (x) integrallenebilir ve integrali pozitif ise bu fonksiyona agirlik fonksiyonu denir [32].

Lemma 2.1.21.
Re(a) > 0, n = Re(a) + 1 ve foo(z) = (I;=°f) () kesirli Riemann Liouville
integrali olmak {izere

a) Eger 1 <p <oove f(z)e Iy (L,) ise, bu takdirde

(- Dp_f) () = f (2),
seklindedir. Burada
I (Ly) ={f:f=TLp, ¢ € Ly(a,D)},

dir.

b) Eger f (z) € Ly (a,b) ve fo,. o (x) € AC™[a,b] ise bu takdirde

-----

(n J) )
(IOé DOé f) ZF &_j+)1 (x_a)oz—J’

saglanir [3].

Lemma 2.1.22.

a>0,¢eR,i=0,1,2,...,n,n = [a] + 1 olmak iizere bu takdirde
“D*h (t) =0,
diferansiyel denklemi
h(t) =co+cit +cot? + ...+ cpt™!
¢oziimiine sahiptir [50].

Lemma 2.1.23.

a>0,¢€R,i=0,1,2,...,n,n = [a] + 1 olmak iizere
I°°Dh (t) = h(t) + co + 1t + cot® + ... 4+ cpt™ 1,
esitligi vardir [50].
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Tamim 2.1.24. (Essiireklilik)

Bir Q C C(X,Y) alt uzayi, her f € Q fonksiyonu i¢in verilen V ¢ > 0 sayisina
kargilik gelen, d (z,y) < ¢ alimdiginda p (f (z), f (y)) < € olacak sekilde f’den bagimsiz
bir 0 (¢,2) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa bu takdirde f fonksiyonu x € X noktasinda

egsiireklidir denir [32].

Teorem 2.1.25. (Arzela-Ascoli Teoremi)

X kompakt uzay olsun ve C'(X)’i supremum metrigine gore tam metrik uzay olarak
alalim. A C C (X) i¢in agagidakilere denktir [28].

(i) A kompakt.

(ii) A kapali, sinirh ve essiireklidir.

Teorem 2.1.26. (Schaefer Sabit Nokta Teoremi)

X bir Banach uzay1 ve T': X — X siirekli ve kompakt bir doniigiim olsun. Eger
{reX :z=X\T(z), A€|0,1]},

kiimesi sinirh ise bu takdirde 7" bir sabit noktaya sahiptir [28].
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3. GENEL STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

Bu boliimde Sturm-Liouville problemi ve spektral veriler tanitilmig ayrica 6zfonksi-

yonlarin sifirlar1 ve bununla iligkili teoremler ve ispatlar1 verilmistir [17-20].
3.1. Sturm-Liouville Problemi ve Spektral Ozellikleri
Sturm-Liouville operatorii,
L=-—2+q(),

seklinde tanimh L operatoriine denir. Burada ¢ (z) fonksiyonu [a, b] araliginda stirekli

ve reel degerli bir fonksiyondur.

=y +q(r)y =My, (3.1.1)

denklemine de Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklem ii¢ farklh tiirden sinir
sartlariyla ifade edilir.

I. Ayrik siir gartlari:
y(a,\)cosa+y' (a,\)sina = 0, (3.1.2)
y (b,\)cos B+ 1y (b,\)sin 3 =0, (3.1.3)
I1. Periyodik ve antiperiyodik sinir sartlar::
y(a, ) =y (b,A), ¥ (a,A) =y (b},
y(a,\) ==y (b,A), ¢ (a,A) ==y (b, A),
II1. Uclan sabitlenmis simir sartlari:

) (a7 )‘) =Y (ba )\) =0,
Y (a,A) = y'(b,A) =0,
bigiminde ifade edilir. (3.1.1)—(3.1.3) seklinde taniml probleme Sturm-Liouville prob-

lemi denir. (3.1.2) simir kosulunda her iki tarafi sina’ ya ve (3.1.3) kosulunda her iki

tarafi sin 3’ ya bolersek




YN S+ (bA) =0,
olur. Buradan
cota = (s:?riz = —h, cotf= (s:?r?g = H,
olmak {izere,
y' (a,\) — hy (a,\) =0, (3.1.4)
y' (b,\)+ Hy (b,\) =0, (3.1.5)

sinir sartlar: elde edilir. Eger h = oo ise (sina =0),
y(a,A) =0,

H = o0 ise (sinff =0),
y(b,A) =0,

olur.

(3.1.1) — (3.1.3) Sturm-Liouville probleminde ¢ (x) € C'la,b] ve h, H sonlu reel
sayilar ise bu takdirde Sturm-Liouville problemine regiiler, bu sartlardan biri saglanmaz
ise singiiler problem denir.

y € Ly [a,b] olmak iizere

Ly = My,

denklemini saglayan y # 0 fonksiyonu mevcutsa \’ya L operatoriiniin 6zdegeri, y (x, \)

fonksiyonuna da \’ya karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.

Lemma 3.1.1. \; # )y olmak iizere \; ve Ay 6zdegerlerine sirasiyla karsilik gelen

y (x, A1) ve y (x, \y) dzfonksiyonlar ortogonaldir. Yani,

™

[ yade =0, xe o,
0

esitligi vardir.

Ispat. f ve g siirekli ve ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar olsunlar.

Lf = f"(z) —q(x) f (z) esitligi ele ahmirsa Tki fonksiyonun Wronskian determinanti

Wx{fag}: )
f



bigiminde tamimlanir. L fg(z) ifadesini [0, 7| arahginda integre ederek ve gerekli iglem-

ler yapilarak

m m

/ Lfg(x)dr = / (" (2) - () f (@)} g(x)dz,

0 0

= [(=) (@) [5 —/g’(iv)f’ (z) dv — /q (@) f (x) g(x)dz, (3.1.6)

[e=]

= W, {f.g)+ Wolf g} + / Lof(x)dr,

0

sonucuna ulagilir.

y(0)cosa+1y (0)sina = 0,

y(m)cosf+y (m)sinff = 0,

smir gartlart geregi W, {f, g} = 0 ve Wy {f,g} = 0 olup, (3.1.6) esitligi gdzoniine

alindiginda

/ Lfg(x)dx = / Lof(x)dx, (3.1.7)

0 0

bulunur. f (z) yerine y (x, A1) ve g (x) yerine y (x, \y) alirsak ve

Ly (.’L‘, )\1) = Ay (.’L', )‘1)7 Ly (.’L', )‘2) = A2y (33,)\2),
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ifadeleri (3.1.7)’de yerine yazilirsa

™

/ My (2. 00) y (2, X) di = / Ay (2 X0) y (2, \y) de,
0 0

oldugundan
(=) [y (o) do =0,
0

bulunur. A\; # A, icin

™

/y (.’L', )‘1) Yy (.’L', )‘2) dr = 07
0

olur. Dolaysiyla y (z, A1) ve y (z, A2) 0zfonksiyonlar1 ortogonaldir.

Lemma 3.1.2.
Ly=—y" +q(x)y=X\y, zel0,7],

y(0)cosa+y (0)sina = 0,

y(m)cosf+9y (m)sinf = 0,
sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. Kabul edelim ki A\; = u + iv kompleks bir 6zdeger olsun. ¢(z) fonksiyonu
[0, 7] arahiginda reel degerli siirekli fonksiyon, a, § reel say1 oldugundan dolay1 Ay =
A1 = u — v sayis1 da dzdeger olur. Bu dzdegere karsilik gelen ézfonksiyon y (x,)\_l) =
m ‘dir. Bu takdirde Lemma 3.1.1 geregince,

™

/y (x, M)y (2, A\)dx =0,

0

olur. Yani;
s

[k as=o.
0
ise y (z, A1) = 0 olur. Halbuki y (z, A\;) # 0 oldugundan bu bir geliski dogurur. O halde

ozdeger kompleks olamaz. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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Teorem 3.1.3. ¢ (x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, reel degerli bir fonksiyon ve

dzgo

Lop=-2%
14 dx?

+q(x)p =Ap, x €la,b], (3.1.8)
¢ (a,\) =sina, ¢, (a,\) = —cosa, (3.1.9)

probleminin ¢oziimii ¢(x, \) olsun. Bu takdirde her reel « icin x € |a, b] olacak bigimde
bir tek ¢(z, A) ¢oziimii vardir. Ayrica her sabit « € [a, ] icin ¢(z, \) ¢dziimii \'ya gore

bir tam fonksiyondur.

Ispat. Baslangic fonksiyonunu ¢, (2, \) = sina — (x — a) cos a,0larak secelim.
Bu fonksiyon (3.1.8) denkleminin (3.1.9) kosullarini saglayan ¢oztimiidiir. n > 0

i¢in,
wﬂ%ﬂ—¢M%M+/fﬂw—ﬂwwﬂtﬂm—wﬁ, (3.1.10)

seklinde olsun. ¢ (x) € [a, b] arahginda siirekli oldugu i¢in smirhdir.
Yani |q(z)| < M'dir. |A\| < N olsun. Bu takdirde Vz € [a,b] i¢in |¢, (z, )| < K
olur. Boylece n =1 i¢in (3.1.10) denklemi

wmm»—waaw+/kmw—ﬁwaumm—wm,

bi¢imindedir. Buradan hareketle

o () — g (2, N)] = /kww—ﬁwau»m—ww,

< /ﬂq@%ﬂMH%@Aﬂu—ﬂﬁ

IN

(M+N)K/(a:—t)dt,

= (M+N)K (-@)

a

Y

(M +N)K (z —a)’,

DO |

sonucuna ulagilir. n = 2 igin
wxa»—waam+/kmw—ﬁwmnwm—wﬁ, (3.1.11)
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@1 (7, A) = g (7,A) + / {a (@) = Ao (t,A) (v —t) dt, (3.1.12)

(3.1.11)’den (3.1.12) ¢ikarilip esitligin her iki tarafimn mutlak degeri alinirsa
oo (,0) = 1 (2, )] = /{q ~ Xy (8, 3) — g (6 )] 2 = )],

< /|q — Al (8.3) = (1 V) o =t

IN

%(M+N)(M+N)K/(t—a)2($—t)dt,

(M+N?K(b—a)(z—a)
2.3 ’
K (M4 N)?(b—a)(z—a)’
3! ’

bulunur. Boylece bu siireci devam ettirirsek,

}Spn (377 )‘) — Pn-1 (377 )‘)}

sonucu elde edilir. Buradan

P (@A) = 0o (@A) + > {en (1,0) = (@, 0)} (3.1.13)

n=1
x € [a,b] igin |\| < N olacak bigimde X’ ya gore diizgiin yakinsak olur. Simdi n > 2
icin ¢ (z,\)’ nin X’ ya gore tamhigim ispatlayalim.
AN = ) = a0 =N eu (63 = o0 (0}

F@ ) = {a@) =N, @),
90;;—1 (377 )‘) = {q (37) - )‘} Prn—2 (377 )‘) )
90;; (377 )‘) - 90;;—1 (377 )‘) = {q (37) - )‘} [Son—l (377 )‘) — Pn—2 (377 )‘)} ’

elde edilir. Simdi (3.1.13) esitligini z’e gore iki kez diferansiyellersek,
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& (1)) = Z{so" 5N =gy (1,0}
= o] (x,\) — g (x,\) +Z{90” (z,A) — o4 (377)‘)}7

= g (@) = A | (2, ) + Z {@n1 (2,0) = s (1, M) }

= {q(@) =Ape(a,A),

olacak sekilde 3¢ (2, A) ¢oziimii mevcuttur. Yani ¢ (x,\), (3.1.8) denkleminin (3.1.9)
baglangi¢ kogullarini saglayan bir ¢oziimiidiir. Ayrica (3.1.13) serisi diizgiin yakinsak

oldugu i¢in ¢ (z, \) fonksiyonu \’ya gore tam fonksiyondur.
Teorem 3.1.4. (3.1.8) denkleminin

0(0,\) =1, ¢ (0,)\) =h, (3.1.14)
baglangi¢ kogullarmi saglayan ¢oziimii ¢ (z, ),

P (0,\) =0, ¥'(0,)\) =1, (3.1.15)

baglangi¢ kogullarini saglayan ¢oziimii ¢ (x, \) olsun. Bu takdirde (3.1.8) — (3.1.14) ve
(3.1.8) — (3.1.15) problemlerinin sirastyla ¢oztimleri olan ¢ (z, A) ve ¢ (z, A) fonksiyon-

lar1 igin

ho ey
o (x,\) = cos )\x—l-ﬁsm\/Xx—i-ﬁo/sm [\/X(x—f)} q (&) p (&, N)dE, (3.1.16)

Y (x,\) = % sin V Az + —/sm )} q (&) (& N)dE, (3.1.17)

bagintilar1 vardir.

Ispat. Once (3.1.16) esitligini gosterelim, ¢ (z,)), (3.1.8) denkleminin c¢oziimii
oldugu igin,
=" (EN) + () (&N = A (€ N),
denklemini,

q(§) (&N =¢" (£ M) + A (6, A),
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seklinde yazabiliriz. (3.1.16) bagmtisinin sagida bulunan integrali hesaplayalim,

T

[sn[A@-9]a©eend = [{smvie-9} " €N+ reeN)de,

0 0

_ A/x{sinﬁ(x—ﬁ)}@(ga)\)dﬁ

0

+ / {snVA(@ -9} ¢" (€N de,  (3.118)

olur. Buradan gerekli islemler yapilarak

/sin{ﬁ(x—g)}go” (€,\) de = /sin{ﬁ(x—g)}dgo’ (€N, (3.1.19)

0 0

= {sinﬁ(m—f)}gp’ (€, )\)’: — /xQOI (&, )\)dsin{\/X(x—f)},
= ¢ (x,\) {sin\/X(:c—x)} —¢' (0, ) sin{\/X(x—O)}
VA [eos (VA =} €N de

— —hsin (ﬁx) o \/X/xCOS{\/X(:U—ﬁ)}dSO (&, \) d¢,
— _hsin (\/X:c) v \/X{so(é A) cos (\/X(x —5))’:
\/X/gp(g,A)dcos{\/X(xﬁ)}dg}a

0

= —hsin (\/Xx) + VA {go (x, \) cos (\/X (x — 3:))
—p (0, \) cos (\/X(x—O)) —\/X/sin{ﬁ(x—ﬁ)}go(é‘, A) d§} )
= —hsin (ﬁx) +VA (go (x,\) — cos (ﬁx))

T

A [sin{Viz -9} e de

0
sonucuna ulagilir. Simdi (3.1.19)’u (3.1.18) formiiliinde yerine yazalm,

/xsin{\/X(x—é“)}q(ﬁ)go(ﬁ,)\)dﬁ = —hsin(\/Xx)—i—\/Xgo(x,)\)—\/Xcos(\/X:U)

—A/xsin{mx—@}so(m) ¢
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T

+)\/ {sin\/X (z — 5)} 0 (€, ) de,

bulunur. Buradan

T

/sin {\/X(x - f)} q (&)@ (&, \)dé = —hsin (\/Xx) + Vg (2, ) — VA cos (\/Xa:) ,

0

buradan vAg (x, \) yalmz birakilirsa
Vg (2, 3) = VA cos (\/Xx) + hsin (\/Xx) + jsin {\/X (x — 5)} q(€) ¢ (€, ) de,

olur. Bu esitligin her iki tarafim v/X > ya bolersek (3.1.16) esitligi elde edilir. Simdi
de (3.1.17) bagmtisinin saglandigim gosterelim. ¢ (z, A), (3.1.8) denkleminin (3.1.15)

baglangic kosullarimi saglayan ¢oziimii oldugundan

=" (@2, ) +q (@) (z,A) = M(z,4),

q(z)¢(2,A) = " (2,A) + M (2,)),
hesaplanir. Buradan
[an[Aa-0la@vends = [an{Viw-0}e@n

T

x fsin {VAe -9} u e de

0
son bagtimin saginda bulunan birinci integrale iki kez kismi integrasyon uygulanir ve

(3.1.15) goz dniine alinirsa

T

/sin{ﬁ(x—g)}w"(g,mdg = —sinVz + VW (2, )

0
T

A [sin{VAz =)} v €2 de.

0

bulunur. Boylece,

T

[sin {VA@ -} 0@ v (€N d = = sin Vo + VAw (2.,

0
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sonucuna ulagilir. Bu esitligin her iki tarafi v/X ’ya boliiniip, v (&, \) cekilirse (3.1.17)
esitligi bulunur.

Sturm-Liouvile probleminin 6zdegerlerinin olusturdugu ciimleye spektrum denir.
Ozdegerler, 6z fonksiyonlar ve normlagtirici sayilara spektral veriler denir. ¢ (x) potan-
siyel fonksiyonunun bilinerek spektral verilerin hesaplanmasina diiz spektral problem
denir. Spektral verilerden hareketle ¢ () potansiyel fonksiyonunun bulunmasina ise

ters problem denir.
3.2. Ozfonksiyonlarin Sifirlar:

(3.1.1) — (3.1.3) Sturm-Liouville problemini géz 6niine alalim. ¢(x) = 0 olacak

sekilde agagidaki sinir-deger problemi

y' + Xy =0,

dir. Bu problemin dzdegerleri Ay = 0, \; = 12, \y = 22, ..., \, = n?... olmak {izere bu

ozdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar

p(r,h) = @) =0,
p(r, M) = ¢ (z) =cosz,

p(z,02) = ()= cos2z,

seklindedir. Boylece sifirdan baglanacak bicimde 6zdegerlerin artig sirasina gore 6z-
fonksiyonlar dizisi elde edilir.
¢ (x, \,) ozfonksiyonlarimin sifirlar1 agagidaki ozelliklere sahiptir:
I. n. 6zfonksiyon olan ¢ (z, A,) 'nin [0, 7| araliginda tam olarak n -tane sifir1 vardir.
IL. n. ve (n + 1). 6z fonksiyonlarin sifirlar1 sirahdir (veya caprazlagirlar).

Yani n. 6zfonksiyonun ardigik iki sifir1 arasinda (n+1). 6zfonksiyonun bir sifir1 bulunur.
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Teorem 3.2.2. (I.Mukayese Teoremi)
W'+ g(z)u=0, (3.2.1)

V" +h(zx)v =0, (3.2.2)

seklinde verilen iki denklemi ele alalim. Eger [a,b] araliginin tamami {iizerinde
g (z) < h(z) ise bu takdirde birinci denklemin agikar olmayan herhangi bir ¢oziimiiniin

her iki sifir1 arasinda ikinci denklemin her ¢oziimiiniin en az bir sifir1 vardir.
Ispat. (3.1.1) denklemi v ile (3.1.2) denklemini u ile ¢arpip birbirinden cikarilirsa

u'v—v"u+ (g (x) —h(z))uw =0,

u'v —v"u = d%: (v —v'u) = (h(x) — g (z))uv, (3.2.3)

bulunur. v’nun ardigik iki sifirini z; ve x5 ile gosterelim.
Kabul edelim ki v’nin (z1,x2) araliginda sifiri bulunmasm. Bu taktirde (3.2.3)

esitligini z1’den x,’ye kadar integrallersek

2

d
/% (W'v —v'u)de = (u'v—v'u)l?,

= U (v2) v (22) — V' (22) u (22) — ' (21) v (21) + 0" (w1) w (21)

= [0@ - g ul)e @

1
elde edilir.

Simdi(z, x2) araligimda v’nin sifira esit olmadigimi kabul edelim. Genelligi boz-
madan (x,zy) arahginda u (z) > 0, v (z) > 0 olsun. Dolayisiyla bir énceki esitligin
sag tarafi pozitiftir. w(xz) > 0 oldugu i¢in x; noktasinda u(z) fonksiyonu artandir.
Dolayisiyla v’ (z1) > 0 ’dir. Benzer sekilde 25 noktasinda da u (x) fonksiyonu azalandir
ve u' (r3) < 0 oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla o' (x9) v (z2) — v/ (1) v (21) < 0
dir. Bu ise bir geligkidir. Boylece (z1, z5) araliginda v’nin sifirlarinin varlig: ispatlanmig
olur.

Sonug 3.2.3. g(z) < —m? < 0 ve (—oo < a < x < b < 00) olmak iizere

y' +9(x)y =0,
denkleminin her ¢oziimiiniin en fazla bir sifir1 vardir.
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Ispat. g (z) < h(z) = —m? < 0 ise

denkleminin ¢dziimiiniin sifirinin olmadigin ispatlayalim. Bu denklemin ¢6ziim fonksi-
yonu €™ ise m?e™® —m?2e™® = () oldugundan €™ # 0 olur ve sifirlar1 var olmadig icin

her sonlu aralikta y” + g () y = 0 denkleminin en fazla bir sifir1 vardir.

Teorem 3.2.4. (II. Mukayese Teoremi)
(3.2.1) ve (3.2.2) denkleminin

u(a) =sina, u' (a) = —cosa, (3.2.4)
v(a) =sina, v'(a) = —cosa, (3.2.5)

baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimleri u (x) ve v (z) ve [a,b] araligimin tamaminda
g (z) < h(z) olsunlar.

Eger u (z) fonksiyonu, a < = < b araliginda m—tane sifira sahip ise, bu takdirde
v (z) fonksiyonunun aym aralikta en az m—tane sifirt mevcut olup, v (z)’in k. sifiri

u (z)’in k. sifirmdan kiigiiktiir.

Ispat. u(z)’in @ noktasina en yakin ve a’dan farkli sifirim z; ile gosterelim. Bir
onceki teoreme dayanarak v (z)’in (a,z;) araliginda en az bir sifira sahip oldugunu
gostermek yeterlidir. Hipotez olarak bu aralikta v (z) ’in sifira sahip olmadigim kabul
edelim.

Genelligi bozmadan (a,z;) arahiginda u(x) > 0 ve v(x) > 0 olsun. wu(z;) = 0
oldugundan u(z) fonksiyonu z; noktasimin bir komsulugunda azalandir. Bu nedenle

u'(x1) < 0’dir. (3.2.3) bagintiy1 a’dan x;’e integrallersek

1

W ()o@ = [ (@)~ g (e ule)o @) e

elde edilir. (a,z;) arahgmmda u(x) > 0, v(x) > 0 ve g (z) < h(x) oldugundan yukari-
daki esitligin sag tarafi pozitiftir. Fakat sol tarafi pozitif degildir. Bu ise bir celigkidir.

Boylece teorem ispatlanmig olur.

Lemma 3.2.5. Eger x(a < zo <b), ¢ (x,\) 6zfonksiyonunun sifir1 ise bu durumda
yeterince kiigiik € > 0 sayist i¢in 36 > 0 bulmak miimkiin ki |A — | < J olacak sekilde

¢ (x,A) fonksiyonunun |z — z¢| < € i¢in sadece bir tek sifir1 vardir.
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Teorem 3.2.6. (Sturm Osilasyon Teoremi)
(3.1.1) — (3.1.3) Sturm-Liouville probleminin sinirsiz olarak artan Ay, g, ... dzdeger-
leri vardir. Bu takdirde \,, 6zdegerlerine karsihik gelen ¢ (z, \,,) ©6zfonksiyonunun

a < x < b araliginda m—tane sifir1 vardir.
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4. KESIiRLi STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI

4.1. «. mertebeden Kesirli Sturm-Liouville Probleminin Spektral Deger-

lendirilmesi

O. P. Agrawal ve M. Klimek 2012-2013 yillarinda kesirli Sturm-Liouville problemleri
ile ilgili 6nemli caligmalar yapmuglardir [38, 48]. Bessel potansiyelli kesirli Sturm Liou-
ville problemi i¢in spektral teori ise 2013 yilinda tanimlanmigtir [29]. Genel olarak bu
caligmalarin 1g1g1nda, bu boliimde difiizyon operatorii, Coulomb potansiyeli ve hidrojen
atom denklemi i¢in kesirli Sturm-Liouville problemlerinin temel spektral teorisi verildi.

a€ (0,1) olmak iizere

Lo=Dj_p(z) “Dgy +q(2), (4.1.1)
operatorii ve
Lofr (@) + M (@) fr (@) = 0, (4.1.2)
cafa(a) + L= (x) Dy fa(2)], _ =0, (4.1.3)
di fr (b) + doI,~"p () “D5 ., fr(x)] _, =0, (4.1.4)

regiiler kesirli Sturm-Liouville problemini ele alalim. Burada p (z) # 0, w(«a) > 0,
Vz € [a,b], 2 + 2 # 0, d? + d2 # 0 olmak iizere p, ¢, w,, [a,b] araliginda reel degerli
siirekli fonksiyonlardir. A, sifir olmayan yani agikar olmayan coziimlere karsilik gelen

ozdegerlerdir.
Teorem 4.1.1. Regiiler kesirli Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. Ozellik (2.1.14) kullanilirsa

/ f (2) Log (z) dz = / F (@) [Py p(x) CD% g () +q(x) g (x)].

a

b

~ [e@ @ e+ () Dy f @) D2 g (@) da

b

a Y

—f (@) ,="p(x) “Dg g (a)] (4.1.5)



esitligini elde edilir. (4.1.2 — 4.1.4) sir deger probleminin 6z fonksiyonu y ve buna
kargilik gelen 6zdegeri A olsun. Simdi y ve y’nin kompleks eslenigi 4 i¢in asagidaki

esitlikler yazilsin

Loy (2) + Mg (2)y (z) = 0, (4.1.6)
ay(a) + el " (v) “Dg Ly ()| _ =0, (4.1.7)
diy (b) + do Ly ~"p () “Dy y (2)],_, =0, (4.1.8)

L7 () + Mg (2) 7 (2) = 0, (4.1.9)
ay(a) + ez, p () “Dg g ()|, =0, (4.1.10)
dig (0) + do1,~"p (z) “Dg 5 (x)],_, =0, (4.1.11)

A+ 3 # 0 ve d? + d3 # 0 olmak iizere (4.1.6) denklemi 7 ile (4.1.9) denklemi y ile

carpilip taraf tarafa cikarilirsa

(A . X) wa (@) y (2) 5 () = 9 (&) Loy (2) — §(2) Loy (&)

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin terim terim [a, b] araliginda integralleri alinirsa ve

(4.1.5) e§1thg1 kullanilirsa
b

(r-2) /wa (0)y(x /y v@)dr— [56) Loy ),

a a

/y [Dip(2) D3 @) + @)y @) do

- / (@) (D5 p () D3 y(@) +a()y (@) da,

a

p(z) CDa+y( ) CD&+3_/( ) dx

+/q<x>y<x>y<x>dx

a

S—

b

—y (@) L,_"p(2) D7,y ()

a

fp(@) ©D2 g @) D2y (e) da+ y () I-p (2)° D, fq (v)da,

=y @) () CD G )+ 5 () B <D,y ;
elde edilir. Burada (4.1.7), (4.1.8), (4.1.10), (4.1.11) sinr sartlar kullanilirsa

(-3) freomtotac=o
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elde edilir. y (7) asikar olmayan bir ¢oziimiimiiz ve w (z) > 0 oldugundan A\ = X olur.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.2. Regiiler kesirli Sturm-Liouville probleminin farkh 6zdegerlerine karsilik

gelen 6z fonksiyonlari, [a,b] iizerinde w, (z) agirhk fonksiyonuna gore ortagonaldir.

Yani

b

/ W (2) fou (2) fro (D) dz =0 Ay # Mo,

a

dir. Burada fy;, A; 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ispat. Kesirli Sturm-Liouville probleminin sirasiyla (A1, A2) Ozdegerlerine kargilik

gelen 6z fonksiyonlar: (fy,, f),) olsun. O halde

seklinde ele alinsin.

tarafa gikarilirsa

£Oéf/\1 (.’L‘) + Alwﬂé (.’L‘) f)\l (.’L‘) = 07

af (@) + el 2%p (2) “Dg fy (@)] _, =0,

difr (b) + deI,p (2) “Dg i fo ()] _, =0,
ﬁo&f)e (.’L‘) + Aawa (.’L‘) f)\2 (.’L‘) =0,
le)\2 (G,) + C2[{;17:ap (.’L') CD(?,J,-f)\z (x)}a::a = 07

difr, (b) + o1, ~"p () “Dg f, ()] _, =0,

(4.1.12)

(4.1.13)
(4.1.14)
(4.1.15)
(4.1.16)

(4.1.17)

(4.1.12) denklemi f, ile (4.1.15) denklemi f), ile carpilir ve taraf

()\1 - )‘2) We (.’L‘) f>\1f)\2 = f)\1£ozf)\2 - f)\zﬁozf)qa

elde edilir. Simdi bu esitligin her iki tarafi terim terim [a, b] araliginda integrallenip ve

(4.1.5) baglntlsl kullanilirsa

(- Az>/wa<>fh<>f& dx—/fh ) Lo (2 d:v—/fm

a

ocf>\1 (37) dl‘,

B /f)\l (33) [Dgi—p (.’L‘) CD(?,—&-f)Q (.’L‘) +q (.’L‘) f)‘2 (.’L‘)} dx

- / fro () [D_p(2) CD2 ., fu, (2) +
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b

—/p( ) “Dg fa (2) “Dg L f, (x) da

a

— fa @) (@) D8, ()] + / 0(2) fn (@) fr, (2) da

a

- / p(2) OD%, fr (x) D2 fu, (2)de + o, (2) -p(2) OD%, fr, ()"

- / 1(2) frn (@) fr, (z) do,

a

o o b o o b
=~ fa (@) B, (@) “DZ o, (@), + S (2) L2 (@) “DZ 4, ()],
elde edilir. (4.1.13), (4.1.14), (4.1.16), (4.1.17) siur sartlar1 burada kullanilirsa

b

(A — ) / wa () far (2) frg (2) dz = 0,

a

sonucuna ulagilir. \; # Ay aliirsa

/ Wa (2) frr (@) foo (@) dz =0,

olur ve ispat tamamlanir.
Simdi bundan sonraki ispatlarda kullanacagimiz bazi yardimci fonksiyonlar ve-

rilirse

(b— x)a_l = (b— a)a—l (& — a)* 10, (1,1) T —a

r :
T I(a) (@,~1) (a+1,1)| b—a

burada ; Vs Fox-Wright fonksiyonudur bu fonksiyon:

o, (a1, 1) Z (aq —i—ozlk) z_k’
(b1,8,)  (b25) by 51 L' (b + k) M
ve agagidaki parametreler ile tanimlanir.
A = B+ —ar=-1,
6 = oo™ |51|51 |52|52 =1, (4.1.13)
= bl+bg—a1+%—2&—%a
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Bu fonksiyon Teorem 2.1.13’den p > 1/2 ve a > 1/2 iken [a, b] araliginda stireklidir.
Dy _p(x) CDfi +, Sturm-Liouville operatoriiniin diferansiyel kismim sifir yapan fonksi-

yonlar ¢, ile tanimlansin;
Dy _p(z) CD3,+¢0 (z) =0,

bagka bir ifade ile

(b—l')a_l
Oo() =8 +&I0 = +5Y (o a,2), 4.1.19
0( ) 51 52 ’+F(Oé)p(lll') 51 52 ( ) ( )
dir. Ikinci bir yardima fonksiyon
(b—x)"

p(z) = [3+[5—1:[§+m

1,1 P
< T, (1,1) _z—a

(a+1,-1) (a+1,1) b—al’

= (b—a)” (z—a)"

(4.1.20)

seklinde tanimlanirsa (4.1.18)’e gore parametreler hesaplanirsa

1
A=-1, 6=1, p=2a+-,

2

elde edilir. Sonug olarak o > 0 ise p > % ve Fox-Wright fonksiyonu bazi pozitif « igin

la, b] araliginda siireklidir.

Lemma 4.1.3. « > 1/2 olsun

EX(f) = q(x) fa (z) + Mwa fo (2)

~

A= Cldz — Czdl + Cldﬂ/J (Oé, a, b) s

ifade edilsin. A # 0. Bu taktirde (4.1.2) — (4.1.4) regiiler Sturm-Liouville problemi

C'[a, b] uzaymnda asagidaki integral denklemine denktir.

)
r=b

(4.1.21)

C B TN P
B@) = =I5, ST B () + AG) / R o+ B (1215 ()

burada A (z) ve B (x)

Al(z) = % [y + dy (¥ (, a,b) — ¥ (@, a, 2))],
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B(z) = % 1y (e, a, ) — ¢,
A

seklindedir. 1 fonksiyonuda (4.1.19) da tanimlanmigtir.
Ispat. (4.1.2) denklemi tekrar ele alinsin,

1
Dy _p(@) “Diy | fr (@) + == F(f)| =0,
p(z)
bu esitlik C [a,b] uzaymda saglamr ve parantez igindeki fonksiyon, Dy _p(z) “Dg_
kesirli diferansiyel operatoériinii sifir yapan bir fonksiyondur. Bu nedenle (4.1.19)’a

gore

fi () + 13,+F13€)I:_FA () = & + &t (,0,2). (1.1.22)

elde edilir. Ispat1 sonuglandirmak igin (4.1.3), (4.1.4) sir sartlariyla tanimlanan ¢;, d;,

J=12veg;, j =12 sabitleri arasinda bir bagmt1 kuralim. (2.1.15) ozelliginden ve
denklem (4.1.22)’den agagidaki formiil elde edilir.

L=%p(z) “D2, fr(z) = I _F\(f) + &,

siirekli fonksiyon f) icin

b
Bp@ D5 ha),, = - [RB)+e,
L=p(x) °Dg (@), = 52? (4.1.23)
olur.
Strastyla fy icin, (4.1.22) kullanilsa
fala) = 60 (0) = &, (4.1.25)
RB) = 000 = I s 2 R () -
= &+ &Y (aga,b) — [erle)[gf_F)\ (f) x:b, (4.1.26)

bulunur. §; sabitleri igin (4.1.23) — (4.1.26) dan asagidaki lineer denklem sistemine
ulagilir;

CQX = lel + 0252, (4127)
d1€1 + 52 (d2 + dit (047 a, b)) =diY, (4128)
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burada kullanilan notasyonlar

b

X—/BUM%

a

1
Y=I —I"F
a,—&-p(x) b, A(f)

seklindedir. A # 0 oldugunda &; sabitleri i¢in ¢oztim tektir ve

’
r=b

~

&1 = (Xea(do + ditp (o, a,0)) = Yeady) /A,
52 = (YCldl — XCle) /A,
bulunur. Yukaridaki ¢oziimii (4.1.22)’de yerine yazarsak (4.1.21) integral denklemi elde
edilir.

Simdi agagidaki notasyonlar: tanimlayalim

A=A@)I, my= min [p(z)],

z€(a,b]

B=|B @I, M,=ll¢@)]-

Teorem 4.1.4. (4.1.2)-(4.1.4) probleminde, o > 1/2 ve A # 0 olmak {tizere

mp
M,+ B (b)+A(b—a)m,’

lq + Awa|| < (4.1.29)

esitsizligini saglayan her bir 6zdeger basittir.

Ispat. Ca,b] fonksiyon uzayinda (4.1.21) denklemi sabit nokta sarti dikkate

alinirsa;

Ix=T/f,
esitligini yazabiliriz. Esitligin sag tarafindaki déniistimlerin g € C'[a, b] siirekli fonksi-
yonu i¢in

)
r=b

C g B P
Tg——%#p@yyﬁkw%+A()/Fde + 8 (1215 o)

seklinde tamimlanir. Buradan

1Ex(9) = Fx(R)|| = [[(qg + Awag) — (gh + dwh) ||,

= () (g = h) + Awa (g = W) = [I(g — ) (q + Awa)],

< lg =Rl llg + dwa|| ,
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olur. g,h € Cla,b] siirekli fonksiyonlar ¢ifti igin 7T'g ve Th arasindaki uzaklik he-

saplanirsa,
b
=10l = |22 B (0) + A R @) do+ B o) (12t )|,
b a
12 SIg B (h) + Ala) /FA (h) dz + B (z) (Ig+ LI (h)) L
= |-l I (Fa(e) = B (b))
b
A @) [ (o) = B do+ B ) (I, 5T (Bule) - B )|,
< llg = Al Nlg + M| (22 + A (b — a) + 222}
<|lg - Al L,
bulunur. Burada L = ||q + Aw,|| (%—;’ +A(b—a)+ B;Zi“) sabittir. (4.1.29) varsayim

kullanilirsa 7' bir biiziilme doniigtimiidiir.
ITg = Thl <llg = hll L, Le(0,1),

boylece (4.1.29) saglanir. (4.1.3), (4.1.4) sinir sartlarim saglayan (4.1.2), denkleminin
¢oziimiiniin varhg (4.1.21)’deki f\ € C'|a, b] olarak ifade edilen sabit noktanin tekligi

ile gosterilmis olur. Boylece 6zdegerler basittir.

4.2. Difiizyon Operatorii igin Kesirli Sturm-Liouville Problemi

€ (0,1) olmak iizere

Liapqg = D3 _h(z) “Di, + (2\p (z) + q (x)), (4.2.1)
operatorinii ve
Liapagyr (¥) + Mg (z) ya (z) = 0, (4.2.2)
cayx (0) = eI h () “Dgyn (2)],_, =0, (4.2.3)
dyyx () + do Iy (x) “D§ ya ()| __ =0, (4.2.4)

seklinde tanimh kesirli Sturm-Liouville problemi ele alinsm. Burada ¢ (z) € L*[0, 7],
p(z) € W fonksiyonlaridir ve h (z),p(z) # 0,w, () > 0, Vo € [0,7], d? + d% # 0,

2 + 2 # 0 olmak {izere h fonksiyonu [0, 7| arahgmda reel degerli siirekli fonksiyondur.

Teorem 4.2.1. Difiizyon operatorii igin kesirli Sturm-Liouville operatorii L2 [0, 7]

tizerinde self-adjointtir.
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Ispat. Asagidaki i¢ carpimlar hesaplanirsa

™

<£[a7p7Q]907 ¢> = /ﬁ[a,p,q]@a ¢d$,

= [6@) (D2 1) °Df 0 (@) + @0 (o) + 4 (@) o ()] da,

= [0 D5 @) Do) dnt [(@wla)+ @) e ()6 (@) da,

0

elde edilir. Ik integrale (2.1.14) ozelligi uygulanir ve sinir sartlar: kullamlirsa

™

™

(Linga#8) = [h(@) °D§6 (@) DGy (x)do — (@) I1-h(s) DG o (o)

0
7r

" / @ (2) + ¢ () 0 (2) 6 (z) de,

0

= [0 D5 0() “Dip @) da (42
+[ @) +a@) 0 @) 6 x)do+ Fo@ o) + 2006 (0),

olur.
Simdi de <g0, ﬁ[a,p,q]¢> i¢ carpimi hesaplanirsa

™

<S0’£[047P7Q]¢> = /@ﬁ[a,p,q]qsdxa

0
7r

- / o (x) [D2_h () CDg 6 (x) + (27p (2) + ¢ (1)) 6 (z)] do,

0
m m

_ / o (@) D2 _h () OD 6 (x)dr + / (@23 () + ¢ (2)) 0 () 6 (z) da

0 0
bulunur.

Yine aymi gekilde ilk integrale (2.1.14) 6zelligi uygulanir ve sinir sartlar: kullanihirsa
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(¢ Liaad) = [0@) Do (@) ODf 6 () do = (a) I (0) D0 0]
0

" / @22 (1) + ¢ (2)) () 6 (z) da,

0
m

= [h@) Dgptn) D0 @+ Ghe (Mo (m) + Lo (0)6 0)
+ [ @) + @) ()6 (a)da, (4.2:6)

elde edilir. (4.2.5) ve (4.2.6) esitliginin sag taraflar1 esit oldugundan sol taraflarida
esittir. O halde

<£[a,p,q]907 ¢> = <907 ﬁ[a,p,q]¢> 5

dir. Bu da Ly, operatoriiniin self-adjoint oldugunu verir.

Teorem 4.2.2. Difiizyon operatorii igin kesirli Sturm-Liouville probleminin farkh
ozdegerlerine kargilik gelen 6z fonksiyonlari, [0, 7] {izerinde w,, (z) agirhk fonksiyonuna
gore ortogonaldir. fy;, A; lere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak iizere

™

/ wa () fo, (1) Frg () dz =0, Ay # Ao,

0

dir.

Ispat. Ozellik (2.1.14) yardimiyla

[70) Lanpara (2) de = [ ()" Dy @) D9 @) do = f (@) 1570 (@) D9 )]
] @w(@) +q(@)g (@) f (@) da. (4.2.7)

0
esitligi elde edilir. Difiizyon operatorii icin kesirli Sturm-Liouville probleminin sirasiyla

(A1, Ay) Ozdegerlerine kargilik gelen 6z fonksiyonlar: (fy,, fy,) olsun. Buradan

Liapa [ (2) + Mwe (2) fr, (2) =0, (4.2.8)
c1fa (0) — 2} (x) “Dg . f, (x)] _, =0, (4.2.9)
dy fr, (1) + do I} R (z) “D§, fo, (x)] __ =0, (4.2.10)
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Liapqfro () + dows (2) fr, () =0, (4.2.11)

c1fr, (0) = eI h(x) “Dg, fr, (x)|,_, =0, (4.2.12)

dy fr, (7) + do I} R () “Dg, fr, (2)|,__ =0, (4.2.13)

yazilir. (4.2.8) denklemini f), ile (4.2.11) denklemini fy, ile carpilir ve taraf tarafa

gikariirsa
(A1 = A2) wa () fa fro = i Liapa fro — FroLiapafan

bulunur. Simdi bu esitligin her iki tarafim terim terim [0, 7] araliginda integrallenirse

ve (4.2.7) bagintist yardimiyla

O/wa z) [ (%) s (2) de,

— /f/\1£[a,p,q]f>\2 (l‘) dr — /f/\2 (l‘) ﬁ[a7p7Q]f>\1 (l‘) dl‘,
0 0

- / fa (@) [D2_h(x) DG fry (2) + (2ap (2) +  (2) o, (2)] dx
- / fo (@) [D2_h(x) DG, (2) + (20 (1) + ¢ (2) i, (2)] d,

- / h() CDG, fr, (x) OD fay (@) dz — fo T2 (x) CDg, o, ()]

0
m m

i / Dp (x) far (2) foy () i + / 0(2) i, (&) fr, (2) de
_/h' (.’L‘) CD&-‘,—f)@ (.’L‘) CD&—&-f)xl (.’L‘) dx + f)\2 (.’L‘) [71r,_—ah' (.’L‘) CD&—&-f)xl (37)}:-;
- / Dp (2) fi, (2) g () di — / 1(2) frn (@) fr, (z) do,

- / Dop (2) fi, (z) g (&) di — / Pp (@) fi () g (2) di

0 0
_f)\l (.’L‘) [71r,_—ah' (.’L‘) CD&—&-JC)Q (.’L‘)}g + f)\2 (.’L‘) [71r,_—ah'( ) CDO +f)\1 ( )} >
olur. (4.2.9), (4.2.10), (4.2.12), (4.2.13) smur sartlar: burada kullanilirsa

™

(A — ) / (wn () + 2 (2)) fi (&) fos () = 0,

0
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elde edilir. A\; # A5 alinirsa

™

/ (wa (2) + 20 (1)) fi, (2) foy (2) = 0

0

olur ve ispat tamamlanir.

Simdi bundan sonraki ispatlarda kullanacagimiz yardimei fonksiyonlar1 verelim.

(1,1)

mT—x a— o x
[&Jr(Fi_(W_O) Yz —0)" 1, - =
(@) (a,—1) (a+1,1)] T
burada ; Vs Fox-Wright fonksiyonudur bu fonksiyon:
ai, o k
1\112 ( 1 1) Z a1 + Oélk) Z_"
(b1.8,)  (b2.B,) ' (by + 51 L (b2 + Bak) k!
seklinde bagintiy1 saglar. Asagidaki parametreler ile tanimlanir.
A = B+ —ar=-1,
6 = Jau| ™™ |8y |87 = 1,
1-2 1
Mmoo = bl + bz —ay + ? =20 — 2 (4214)

Bu fonksiyon Teorem 2.1.14’den p > 1/2 ve o > 1/2 iken [0, 7| araliginda siireklidir.
D?ré,—h () CD&+¢0 (z) =0,

olacak gekilde difiizyon operatorii i¢in kesirli Sturm-Liouville operatoriiniin diferansiyel

kismim sifir yapan fonksiyonlar

a—1
b =66l T S g0, 42)
seklinde ifade edilsin.
Ikinci bir yardimer fonksiyonu
(r — )" oz oz
p(z) = Ig 17 1_[3+ﬁ = (r—0)"(z—-0)
(1,1) z—0

x 1 Wy -

(a+1,-1) (a+1,1) T=0|" (42.16)

seklinde tammimlansin. Teorem 2.1.13 kullanilirsa ve (4.2.14)’e gore parametreler he-
saplanirsa

1
A=-1 §=1, p=2a+g,
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elde edilir. Sonug olarak @ > 0 — pu > % ve Fox-Wright fonksiyonu bazi pozitif o

i¢in [0, 7] araliginda siireklidir.
Lemma 4.2.3. a > 1/2 olsun ve A # 0 olmak {izere

Ya(y) = (2Ap (2) + q () ya () + Awaya (7)

~

A = c1dy + cody + crdip (o, 0, ) |

ifade edilsin. Bu taktirde (4.2.2) — (4.2.4) kesirli difiizyon operatorii i¢in Sturm-Liouville
problemi C' [0, 7] uzayinda

o) =tz B0+ A [0+ B ) (v 0)

Y
T=T

(4.2.17)
seklinde tamiml integral denklemine denktir. Burada A (z) ve B (x)

A@) = 2 [dy + diep (a, 0, ) — 2 (a, 0,7)]
A
B(x):d 19 (e, 0, ) + o],

gl
A
d

seklindedir. ¢ fonksiyonuda (4.2.15)’de tanimlanmgtr.

Ispat. (4.2.2) denklemini yeniden yazilsin

Dy _h(w) “Dg |ya(2) + I5 o 1I7 Ya(y)| =0,

1
Thz) "
bu esitlik C' [0, 7] uzayinda saglanir ve parantez igindeki fonksiyon, Dfr"_h(:c)c Dg .,

kesirli diferansiyel operatoriinii sifir yapan bir fonksiyondur. (4.2.15)’e gore

. a—1
o =&+ &2 0+%_§1+§2¢(0‘707@7
olarak yazilabilir ve (4.2.2)’den
1
0+ 05 18 () = €+ 0 (00,3), (4219

elde edilir. Son olarak (4.2.3), (4.2.4) sinr sartlariyla tammlanan ¢;,d; j = 1,2 deger-
leriyle {; j = 1,2 sabitleri arasimda bir bagint1 kurahm. (2.1.15) ozelliginden ve denklem
(4.2.18) den agagidaki formiilii elde edilir.

L*h (x) “Dgyys(z) = —I; Vs (y) +&,
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siirekli fonksiyon ¥, icin

™

10 @) D8 @), = - [V + (12.19)
0
L=h (x) “D§ yn (@), = &, (4.2.20)
elde edilir. Sirasiyla y, icin, (4.2.18) kullanilarak
yn (0) = & (0) = &, (4.2.21)

(63 1 o
ya(m) = ¢0(7T)_[0,+w[7r,—y)\(y)

Y

T=T

1
= & + & (a,0,7) — I&erfﬁ_y,\ (v) 4 (4.2.22)

T=T

bulunur.

X—/K@Ma

0

(6% 1 (6%
F = IO,—&-WIW,—Y)\ (y)

olmak tizere §; sabitleri (4.2.19) — (4.2.22)’den agagidaki lineer denklem sistemini olus-

Y
T=T

turur.

CQX = 0252 — lel, (4223)
d1€1 + 52 (d2 + dﬂ/) (Oé, 0, 7T)) = le, (4224)

A # 0 oldugunda ¢; sabitleri i¢in ¢oziim tektir ve

~

51 — (F02d1 — CQX (d2 + dlw (047 0771'))) /A7

~

52 = (Clle + Czle) /A,

seklindedir. Yukaridaki ¢oziimii (4.2.18)’de yerine yazarsak (4.2.17) integral denklemi
elde edilir.

Simdi ilerde kullanacagimiz asagidaki notasyonlar1 tanimlayalim,

A=A, mn= min |h(z)],

z€[0,7]

B=|B @I, M,=ll¢@)]-
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Teorem 4.2.4. (4.2.2) — (4.2.4) probleminde, o > 1/2 ve A # 0 olmak {izere,

mp

122p () + ¢ () + Awal| < M, + By (m) + A(m)my,

(4.2.25)
esitsizligini saglayan her bir 6zdeger basittir.

Ispat. C[0,7] fonksiyon uzaymda (4.2.17) denklemi sabit nokta sart: dikkate

alimirsa
Y\ = Ty)\a
esitligi yazilabilir.

Son egitligin sag tarafindaki doéniigiimlerin g € C'[0, 7| siirekli fonksiyonlar igin

Y

L1 [ L1
Ty = Ij 1 0+ AG) [Tde+ B (1,02 1)

T=T

seklinde tamimlanir. Buradan

Yx(g) =Y ()l = [[((2Ap (2) + ¢ (2)) g + Awag) — ((2Ap () + @) 7 + Awar)[],
= @ (z) + ¢ () (9 = 7) + Awa (g = 1),
= [ltg =) (2 (2) +q) + Awa)ll,

< g =rlli@Ap (2) + q (2) + Awall,

elde edilir. g, € C'[0, 7] siirekli fonksiyonlar ¢ifti igin T'g ve T'r arasindaki uzaklig

hesaplanirsa
s

Ty =77l = | |~ it 2 Y5 00+ A ) 1 )+ B0) (1512 )

T=T

T=T

L YA (r) + Ax) /YA (r)dz + B () (Igm(l)[a Y, (7"))
0

— It (419 = K 0D + A) [ (03 (0) = Vi () da

+B (z) (Ig‘+h(1x) I (Ya(g) - Vs (7«))) B
< Jlg =il 12Ap (2) +  (2)) + M| (M2 + A + B22))
<llg— L
elde edilir. Burada L = [[(2\p () + ¢ (2)) + Awa || (—Q + Ar + 22 ) sabittir. (4.2.25)

Y

kullanilirsa 7" bir biiziilme doniigiimii oldugu goriiliir.
ITg =Trl| <llg=rll L, Le(01),
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Boylece (4.2.25) gozoniine alinirsa, (4.2.3), (4.2.4) smir sartlarin saglayan (4.2.2), (4.2.17)
denklemlerinin ¢oziimlerinin varligi ve y, € C'[0, 7| olarak ifade edilen sabit noktanin

tekligini saglar. Boylece 6zdegerler basittir.
4.3. Coulomb Potansiyeli i¢in Kesirli Sturm-Liouville Problemi

Coulomb potansiyeli altinda elektron taginim hareketleri hakkindaki bilgiler kuan-
tum teoride biiyiik 6neme sahiptir. Bu tip problemlerin ¢oziimii bize sadece hidrojen
atomunun degil ayrica basit degerlik elektron atomlarininda enerji seviyelerini bulmak
icin de olanak saglar. Hidrojen atomu icin, Coulomb potansiyeli

—e2

U= —
r

ile verilir. Burada r ¢ekirdegin yaricapi, e elektron yiikiidiir. Buna gore zamana bagh
Schrodinger denklemi W dalga fonksiyonu, A Planck sabiti ve m elektron kiitlesi olmak
uzere

ov n* 9%

Ty AN v o2 —1
ih—, 2m8x2+U(x’y’Z) , /RS| |” dedydz = 1,

seklinde ifade edilir. Bu denkleme

~ 1 T .
V= —= / e "t
Vo
Fourier doniigiimii uygulanirsa bu duruma bagh

R, o~ ~
— VU 4+ UV = BV,

2m
seklindeki enerji denklemine doniisiir. Bu taktirde Coulomb potansiyelli enerji

denklemi,
h? = —e?\ -
—— VU + (E+ —) =0,
m r
seklinde olur. Eger bu hidrojen atomu diger potansiyel alanda yerine yazilirsa, bu
taktirde enerji denklemi
hz 2 ~ _62 ~
——VU E+— U =0
5V +( +— +q(x,y,z>) :
bulunur.

a € (0,1) olmak iizere
o C na C
Liacy =Dy p(x) “Df. + { — +a(@) ), (4.3.1)
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operatorinii ve

Lia.c1yx (x) + Aw, (z) ya (x) =0, (4.3.2)
ya (0) =0, (4.3.3)
diyx () — doI}“p (z) CD§, yx (31:)}%:7r =0, (4.3.4)

Coulomb potansiyeli i¢in kesirli Sturm-Liouville problemini ele alalim. Burada p (z) #
0, ws () > 0 Vo € (0,7], d? + d3 # 0 olmak iizere p, q, fonksiyonlar1 (0, 7] arahiginda

reel degerli stirekli fonksiyonlardir.

Teorem 4.3.1. Coulomb potansiyeli i¢in kesirli Sturm-Liouville £, ¢ operatorii self-

adjointtir.

Ispat. Asagidaki i¢ carpimlar hesaplanirsa

™

(Liacrp:d) = / Lia,c1p (z) ¢ () d,

0

= Wqﬁ(:c) D3 _p(z) “Df o (z) + %Jrq(x) ¢ (z)| dz,
foa] (

— Wqﬁ(a:)Dfr"_p(x) °D§ o (x)dx + / €+q(rc) ¢ (z) ¢ (z)dr,
I ()

elde edilir. Ilk integrale (2.1.14) 6zelligi ve siir sartlart uygulanirsa

™

(Lo d) = / p(x) CDg.b(x) CD . (a) da
0
— 6 (@) =p(x) °Dg e (@)

T / (9 g <x>) o (1) () da, (4.3.5)

— [p@) D86 OD5 ¢ (@) do - Fo(m) o (m

+/ (% + q(x)) o (2) ¢ () dz,

0

bulunur.
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Simdi <g0, ﬁ[a,C]¢> i¢ carpimi1 hesaplanirsa,

™

(0, Liacid) = / o (@) Loy () do,

— ] o (z) [D;-;’_p (z) °Dg, ¢ (x) + (% +4q (3:)) aﬁ(x)] dz,

™

= [ (x)Ds _p(x) “Dg ¢ (x)de + / € @) o) 6 (@) dr,
j (€ )

elde edilir. Yine aym gekilde ilk integrale (2.1.14) 6zelligi ve sinir sartlar uygulanirsa

™

(0, Lacrd) = /me>czﬁ+wcw °De b (x) da
0

+](§+qm0¢mmwwMa (4.3.6)

h

— 3,7 (m) ¢ ()

Sonucuna ulagilir. (4.3.5) ve (4.3.6) esitliginin sag taraflar1 egit oldugundan sol taraflar:

da esittir. Bu durum
<£[a,0]907 ¢> = <907 ﬁ[a,0]¢> )

sonucunu verir. Dolayisiyla L, ) operatoriiniin self-adjoint oldugunu verir.

Teorem 4.3.2. Coulomb potansiyeli igin (4.3.2 — 4.3.4) kesirli Sturm-Liouville prob-

leminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. Ozellik (2.1.14) yardimiyla

m m

[ @ Loy @ e = [p@) D51 @) DG g(w)do—f () I (@) DG g (@)

+f(§+qm0gmnwwm. (4.3.7)

bulunur. (4.3.2) — (4.3.4) smir deger probleminin 6z fonksiyonu y ve buna kargilik gelen
ozdegeri A olsun. Simdi y ve y’nin kompleks eglenigi 7 i¢in asagidaki esitlikler yazilirsa

d? + d% # 0 olmak {izere
Lia,c1y () + Aw, (2) y (x) =0, (4.3.8)
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yx (0) =0, (4.3.9)

dyyx () — doIyp(2) “Dg y (z)| __ =0, (4.3.10)
Lia,c1F (x) + Mw (2) F (x) = 0, (4.3.11)

yx(0) =0, (4.3.12)

s (7) = oI} "p (0)° Dy (@) =0, (4.3.13)

(4.3.8) denklemi ¢ ile (4.3.11) denklemi y ile garpilip taraf tarafa gikarilirsa

(A=) wa (@) y () § () =y (2) Lia.c () = § (2) Lincyy (2).
elde edilir. Esitligin her iki tarafim terim terim 0’dan 7’ye integrallenip ve (4.3.7)

esitligi kullanilirsa

(=) [ @)y @) () do = [y(@) Lo @ e~ [96) Laay (@) d

™

- / p(2) D%y () OD5 5 () dx — y () I'=p (z) “DE, 7 (z)["

0
7r

™

~ [P D55 ) CD5y (@) dr+ 5 (0) 1270 () D5y )]
= @ (@) DG @), + v () I @) OD8 5 @),

+ 3 (@) L p () “DiLy ()|, — 7 (@) L (2) “Dg iy ()],

bulunur. Burada (4.3.9), (4.3.10), (4.3.12), (4.3.13) smur sartlar kullanilirsa

(A=) Ofwa (2) |y ()] dz = 0,

elde edilir. y asikar olmayan bir ¢oziim ve w, () > 0 oldugundan A = X olur, bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.3. y,,, A; lere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak tizere Coulomb potan-
siyeli i¢in kesirli Sturm-Liouville probleminin farkh 6zdegerlerine karsilik gelen ¢z fonk-
siyonlar1, (0, 7] tizerinde w, (x) agirhk fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani

Ofwa (@) yn, () Yy () dz =0 A\ # Ny,

dir.
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Ispat. Coulomb potansiyeli icin kesirli Sturm-Liouville probleminin sirastyla (A, A;)

ozdegerlerine kargilik gelen 6z fonksiyonlar1 (y,,,v,) olsun. Bu takdirde

Lia,c1yn, (@) + Mwa () ya, (7) =0, (4.3.14)

. (0) =0, (4.3.15)

d1yy, (7) — dQI;f_O‘p (x) CDS‘HFy,\1 (31:)}%:7r =0, (4.3.16)
Lia,c1¥ns () + Awq () Y, (7) = 0, (4.3.17)

s (0) = 0, (4.3.18)

d1yx, () — dg[if_o‘p (x) CDS‘HFy,\2 (31:)}%:7r =0, (4.3.19)

bulunur. (4.3.14) denklemi y,, ile (4.3.17) denklemi y,, ile garpilip taraf tarafa gikarihirsa

(A1 = A2) Wa () Yr¥re = Yni Liasc1¥re — YraLia,C1Un»

elde edilir. Simdi bu egitligin her iki tarafi terim terim (0, 7] araliginda integrallenir ve
(4.3.7) bagntist kullanilirsa

™

(A1 = A2) Ofwa () yn, () yn, () do = Ofym (2) Lia,cryn, () dr — 0}3/& () Lia,c1yn, (v) do,

_ / Y (@) [D;ﬂ_p (x) “D§ 1, () + (g e (”“")) e (@} dx

™

~ [ @) D5 p@) D )+ (S + 0 @) ), @]

0

™

= [ D5 n, () €D s () = i, (@) 1270 () DG, (0

0
_/p (.’L‘) CD&—&-?/)Q (.’L‘) CD&-‘,—?/M (.’L‘) dr + Yxs (.’L‘) I71r,_—ap (.’L‘) CD&-‘,—?/M ('r)}g7
0

= —un (@) L2 (2) “DGyn, (2)|g + wne (2) I (2) CDG Ly, (2)]g
= —yn () Lp(2) “DG i, (@] + yn () L2 () “DF s (7)),

+ e () L (2) “DG yn, ()] = e (2) L0 () DGy, (2)],
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bulunur. (4.3.15), (4.3.16), (4.3.18), (4.3.19) smur sartlan yardimiyla

™

(A — M) / Wa (2) 4y (2) 4rg () do = 0,

0

olur. A\; # Ay alinirsa

olur ve ispat tamamlanir.

Simdi ilerde ispatlarda kullanacagimiz baz yardimei fonksiyonlar: verelim.
Iyy—=75— = (7— 0)* " (z —0)°

1,1 _0
< T, (1,1) L

(a,—1) (a+1,1) m—0

Y

burada ; ¥, Fox-Wright fonksiyonudur bu fonksiyon,

(a1, 1) (ax +a1k) Lk
m —_—
o (01,81)  (b2,83,) Z [ (by + 51 I (by + Byk) k!’

bagintisini saglar ve asagidaki parametreler ile tanimlanir.

A = B+ —ar=-1,
6 = Jau| ™™ |8y |87 = 1,
2 1

1 —
Mmoo = bl+bg—a1+T:2&—§. (4320)

Bu fonksiyon Teorem 2.1.13’den p > 1/2 ve o > 1/2 iken [0, 7| araliginda siireklidir.
D} _p(x) “Dj ¢y (x) =0,

olacak sekilde Coulomb potansiyeli icin kesirli Sturm-Liouville operatoriiniin diferan-

siyel kismini sifir yapan fonksiyonlar:

(7T .’L')a_l B
¢ ( ) €1+€2 0+F( )p(x) *€1+€2w(&707x)7 (4321)
seklinde gosterelim. Ikinci bir yardimer fonksiyon
p(x) = g7 1= I§+M =(r—=0)"(z—-0)" (4.3.22)
[(a+1)
(17 1) z—0

X1\I/2 - ’
(a+1,-1) (a+1,1) m—0
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seklinde tamimlanirsa, Teorem 2.1.13 yardimiyla ve (4.3.20)" e gore parametreler he-

saplanirsa

1
A=-1 §=1, p=2a+g,

elde edilir.
Sonug olarak o > 0 ise 1 > 3 ve Fox-Wright fonksiyonu baz1 pozitif « igin (0, ]

araliginda stireklidir.

Lemma 4.3.4. a > 1/2 olsun ve A # 0 olmak {izere

B = (5 (0 () M (),

A = —dy+ di) (a,0,7),
ifade edilsin. Bu takdirde (4.3.2) — (4.3.4) Coulomb potansiyeli i¢in kesirli Sturm-
Liouville problemi C siirekli fonksiyonlar uzayinda asagidaki integral denklemine denk-
tir.

: (4.3.23)

T=T

" . AP o
(o) = I 2 ) + A ) (Il ()

burada A (z)
Aw) = F0(0,0.0).

seklinde ve 1 fonksiyonuda (4.3.21)’de tammlannusgtir.

Ispat. (4.3.2) denklemi yeniden gz 6niine alinirsa

1
D “Dj I§ ——1I3 Y, =0
7r,—p (.’L') 0,+ Yx (.’L') + 0,+p (.’L') m—1A (y) ’

olur. Bu esitlik C' uzaymnda saglanir ve parantez icindeki fonksiyon, Dy p (x)c Dy .
Coulomb potansiyeli icin kesirli Sturm-Liouville operatoriinii sifir yapan bir fonksi-

yonudur. Buradan (4.3.21)’e gore agagidaki esitlik saglanir

v (z) + f&ﬁﬂiﬁ_i& (1) = &+ 10 (0,0,2) (4.3.24)

Sonug olarak (4.3.3), (4.3.4) smir sartlariyla tanimlanan d; j = 1,2 degerleriyle
j = 1,2 sabitleri arasinda bir bagint1 kuralim. (2.1.16) 6zelliginden ve denklem (4.3.24)
den agsagidaki egitlik saglanir,
Lp () “Df s (2) = — I _Ya(y) + &
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Stirekli fonksiyon y, igin

L p () “Dg oy (@)] _, = — / Yy (y) + &, (4.3.25)
0

Ip(x) “Dy oy (z)| _ =&, (4.3.26)

T=T

bulunur. Sirasiyla y, i¢in, (4.3.24) kullanilirsa

yr (0) = ¢ (0) = &, (4.3.27)

(1) = o (m) — 18 ——TI% Y3 (y)

Tp(x) p—
1
= &+ &Y (o, 0,m) = If, —— 1 _Ya(y)| (4.3.28)
p(x) i
elde edilir.
1
F=1% > J*Y,
St

olmak tizere §; sabitleri (4.3.25) — (4.3.28)’den asagidaki lineer denklem sistemini olus-
turur.

§& =0, (4.3.29)
dlfl + 52 (—dz + dﬂ/) (Oé, 0,71')) = le,

A # 0 oldugunda ¢; sabitleri i¢in ¢oziim tektir ve

52 = le/Aa

seklindedir.  Yukaridaki ¢oziimii (4.3.24) iginde yerine yazarsak (4.3.23) integral
denklemi elde edilir [39].

4.4. Hidrojen Atom Denklemi icin Kesirli Sturm-Liouville Problemi

CR  adR _ (C+1])
dr? 7 dr r2

singiiler Sturm-Liouville problemini gozoniine alinsin. Bu Sturm-Liouville denklemi

R+(E+%)R:0, 0<r< oo,

kuantum mekaniginde hidrojen atomunun enerji seviyelerinin ¢aligildigi denklemdir.
Burada R kiitle merkezinin kaynaga uzakligi, ¢, bir pozitif tamsay1, a, bir reel say1, F,

enerji sabiti, r, ¢ekirdek ve elektron arasindaki uzakliktir [33].
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a € (0,1) olmak iizere

£(.,=Diop(r) D, + (_% . l(l:2r D4 (T)) | 41)
operatorinii ve
Lianyx (1) + Aw (r) ya (r) =0, (4.4.2)
yx (0) =0, (4.4.3)
diya (1) + oIy p (r) “ DG un (r)] _, =0, (4.4.4)

hidrojen atom denklemi igin kesirli Sturm-Liouville problemini ele alinsin. Burada
p(r) # 0,we (r) > 0, Vr € (0,1], d? + d3 # 0 olmak {izere p, qy fonksiyonlar1 (0, 1]

araliginda reel degerli siirekli fonksiyonlardir.

Teorem 4.4.1. Hidrojen atom potansiyeline sahip ﬁ[ ] kesirli Sturm-Liouville

operatorii self-adjointtir.

Ispat. Lo, operatoriinii ele alarak self adjoint oldugunu gosterelim.

1

<£[o¢,h]§07 ¢> > /ﬁ[a,h]goa ¢dT,

0

= fow 500 D500+ (2 + 1 w0) o]

- / 6 (r) Di_p(r) Do (r) dr, + / (Z2+ " s wm) eowan

bulunur. ilk integrale (2.1.14) 6zelligi ve siir sartlart uygulanirsa

1

(Lianp: ) = / p(r) °Dg, ¢ (r) CDg o (r)dr — ¢ (r) II=p(r) “Dg o (r)],
0

E / (<222 am) e s man

p() D60 D5 () dr + o (1) 0 1)

I
o
—
o)

(2 ) s (4.4.5)
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olur. Simdi de <g0, ﬁ[a,h]¢> i¢ carpimi hesaplanirsa,
1

(@, Liame) = / @ (r) Lia,no (r)dr,

0
1

= /90 () lDi_p (r) “Dg o (r) + (—% + l(l; S (T)) aﬁ(r)} dr,

0
1

— [e) D8 p() D500 dr

*/1 (2 + 1 wm) om e i

elde edilir. Yine aym sekilde ilk integrale (2.1.14) 6zelligi ve sinir gartlar uygulanirsa

1

(prLond) = [p0) D30 () CDGL0 () dr + Fo ()6 (1)

+/ (_2 y l(l; Lra (7’)) ¢ (r)e(r)dr, (4.4.6)

bulunur. (4.4.5) ve (4.4.6) esitliklerinin sag taraflar1 esit oldugundan sol taraflarida
esittir. O halde

<£[a,h]907 ¢> = <907 ﬁ[a,h]¢> )

dir. Bu ise Ly, ) operatoriiniin self-adjoint oldugu sonucunu verir.

Teorem 4.4.2. Hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-Liouville probleminin

(4.4.2) — (4.4.4) dzdegerleri reeldir.

Ispat. Ozellik (2.1.14) yardimyla

1

Off (r) Liamg (r)dr = Oflp (r) CDg . f(r) CDg.g(r)dr — f(r) °p(r) “Dg g ()]s
+/ (—% + l(l; D + Qo (7")) g (r) f(r)dr, (4.4.7)

esitligine ulagilir. (4.4.2) — (4.4.4) smur deger probleminin dzdegeri A ve buna kargilik
gelen 6z fonksiyonu y olsun. Simdi y ve y’nin kompleks eslenigi 4 icin asagidaki esitlikler

yazilirsa ve d? + d3 # 0 olmak iizere

Liayr (1) + Awa (1) ya (r) =0, (4.4.8)
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yx (0) =0, (4.4.9)

diyx (1) + do Iy p (r) “Dgyn (r)],_, =0, (4.4.10)
LianTs (1) + Mwa (r) g5 (r) =0, (4.4.11)
yx(0) =0, (4.4.12)

dg; (1) + doIi—p (r) “Dg 35 (1) _, =0, (4.4.13)

(4.4.8) denklemi ¢ ile (4.4.11) denklemi y ile garpilir ve taraf tarafa gikarihrsa

(A=) wa (N y (NG (r) =y () LianF (1) = F(r) Lamy (r),
elde edilir. Egitligin her iki tarafi terim terim (0, 1] araliginda integrallenir ve (4.4.7)

esitligi kullanilirsa
1 1 1

(A=) /wa (r)y (r)y(r)dr= /y (r) Liauy (r) dr — /@ () Lioyy () dr,

0 0

[e=]

= / v () [ D8 p () “D5 5 () + (=245 4 a0 () 7 ()] dr

- / 5 |Di-p () Oy () + (245 + a0 () y ()] dr,

= [p(r) “Dy(r) “Dg g () dr — y () IL-"p(r) “D5.5 ()],
(2 400 (0) y () ) ar

0

_ o _ —a o 1
p(r) “Dg, g (r) “D§ y (r)dr +5 (r) "p(r) “Dg,y(r)|,

o — _

1

[ (282 0) )7 0

=~y (r) i "p(r) “Dg g ()|, +y (r) Lp (r) D5 (r)],
+g(r) L p (r) “Dgy ()], — g () L p (r) “Dgy (1)),

sonucuna ulagilir. Buradan (4.4.9), (4.4.10), (4.4.12), (4.4.13) sir sartlar kullanilirsa

1

()\ — 5\) /wa (r) |y (7")|2d7" =0,
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bulunur. ¥y asikar olmayan bir ¢oziim ve w, (r) > 0 oldugundan A = X\ olur, bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 4.4.3. Hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-Liouville proble-
minin farkh 6zdegerlerine kargihik gelen 6z fonksiyonlari, (0, 1] iizerinde w, (z) agirhk

fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani

1

/wa (1) yr, (r)yn, (1) dr =0, A F# Ao,

0

dir. Burada yy;, A;’lere kargilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ispat. Hidrojen atom denklemi icin kesirli Sturm-Liouville probleminin sirasiyla

(A1, Ay) 6zdegerlerine kargilik gelen 6z fonksiyonlar: (yy,, yy,) olsun. Bu takdirde

Lianyn (1) + Awa (r) ya, (r) =0, (4.4.14)

yn (0) =0, (4.4.15)

diyy, (1) + d2[117__ap (r) CD&+y,\1 (T)}rzl =0, (4.4.16)
Lian¥re (1) + Aawa (1) ya, (r) =0, (4.4.17)

Yr, (0) =0, (4.4.18)

d1yx, (1) + d2[117__ap (r) CD&+y,\2 (T)}Tzl =0, (4.4.19)

yazilir. (4.4.14) denklemi y,, ile (4.4.17) denklemi y,, ile carpilir ve taraf tarafa

gikariirsa
(A1 = A2) Wa () Yni¥no = Uni LlanlYre — Yo Liah Y

elde edilir. Simdi bu esitligin her iki tarafi terim terim (0, 1] araliginda integrallenir ve
(4.4.7) bagmntist kullanilirsa

1 1 1

(M1 — A2) /wa (T) ya, (1) Y, (1) drr = /3//\1 (7) Lianyns (1) dr—/yM () Liamyn, (r)dr,

0 0 0

1

= [ [P p0) D () + (=2 + 42 4 a0 (1)) s, ()]

0
1

—/y/\Q (1) [D?,_P (r) CD&JrZ/Al (r) + (‘% + l(l%l) + Qo (7")) Yx, (7")} dr,

69



1
1

= /p (T) CDSC—&-y)q (T) CD&—&-?/)Q (T) dr — Yxn (T) [11,_—ap (T) CD&—&-?/)Q (7’)}0
1

+/ + 1 o )) Yo (1) Y, () dr—/ (1) “Dg sy, () DG yn, (r)dr

0
e (1) 1P () ODf i, (r + 150 g0 (1)) iy () (1)
0
—a o 1 . o 1
= —uyn (M) [1%p (1) “Df (7")}0 + yn, (1) [L2°p (1) ©Dg Ly, (1),
= —un (N P (r) CDGyn, (7)], + ya (7)) L= (r) DG Ly, (1],
+ 1y, (1) L0 (1) D8 yn, ()], = wne (P) L0 (1) CDg Ly, ()],

bulunur. Son esitlikte (4.4.15), (4.4.16), (4.4.18), (4.4.19) simur sartlar1 kullanilirsa,

1

(A — M) / e W) il o

0
elde edilir. \; # Ay aldigimizdan

1

/ o IP) P ir 0

0
olur ve ispat tamamlanir.
Simdi bundan sonraki ispatlarda kullanacagimiz bazi yardimci fonksiyonlar: vere-

lim.

A = 514‘52_041:—17

0 = aa| ™ By Byl =1, (4.4.20)
1-2 1

— b+ by — S R SO
1% 1+ 02— a1+ 5 a 5

olmak {izere

(1—r)*"

[Oé
0,+ r (&)

= (1-0*"(r—-0)°

1,1 -0
< T, (1,1) T

(o, —=1) (a+1,1) 1-0"

burada ; Vs Fox-Wright fonksiyonudur, bu fonksiyon

U, (ala&l) S| = > r (a1 + Oélk) z_k
(b1,B81)  (b2,35) k=0 L (b1 + B,k) T (by + Byk) k!
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seklinde bir bagmtiy1 saglar ve Teorem 2.1.13’den p > 1/2 ve a > 1/2 iken (0, 1]
araliginda stireklidir.

D} _p(r) “Dg ¢ (r) =0,
olacak sekilde hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-Liouville operatériiniin

diferansiyel kismini sifir yapan fonksiyonlar:

o a—1
Go (r) =& + é‘zf&% — £+ 60 (0, 0,2) (4.4.21)

seklinde gosterelim. Ikinci bir yardimer fonksiyon

_ a Ja _ T (1 _T)a o «a «a
p(r) = Io 1= [O’er =(1-0)"(r—0)
(1,1) r—0

x 1Wq -

(a+1,-1) (a+1,1) 1—01|" (4.4.22)

seklinde tanimlansin.

Teorem 2.1.13 kullanilirsa ve (4.4.20)’e gore parametreler hesaplanirsa

1
9 6:17 M:2&+§7

A=—1

elde edilir.
Sonug olarak @ > 0 =— pu > % ve Fox-Wright fonksiyonu baz pozitif « igin (0, 1]

araliginda stireklidir.

Lemma 4.4.4. a > 1/2 olsun ve A # 0 olmak {izere

B = (-2 M ) 1 0+ s 0,

A:d2+dlw(&7071)7

ifade edilsin. Bu taktirde (4.4.2) — (4.4.4) hidrojen atom potansiyelli kesirli Sturm-

Liouville problemi icin C siirekli fonksiyonlar uzaymda tanimh

1 o (L
(1) = BT )+ AL (I 1 0)

seklindeki integral denklemine denktir. Burada A (r)

: (4.4.23)

r=1

dy
A(r)= =9 (a,0,7),
(1) = 20 (0,07)
seklindedir.
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Ispat. (4.4.2) denklemini yeniden yazalim:

fed @ @ 1 @
thﬁ)%%+yﬂﬂ+ﬂH;@VhYﬂw =0,

parantez i¢indeki fonksiyon, DY _p (T)C Dg | hidrojen atom potansiyeli igin kesirli Sturm-

Liouville operatoriinii sifir yapan bir fonksiyondur. (4.4.21)’e gore

1
yn (1) + Qﬂmﬁﬂﬂ (y) = & + &Y (o, 0,7), (4.4.24)
elde edilir.
Son olarak (4.4.3), (4.4.4) sinir sartlariyla tanimlanan d;, j = 1,2 degerleriyle {; j = 1,2

sabitleri arasinda bir bagnti kuralim. (2.1.15) 6zelliginden ve denklem (4.4.24)’den
L7 (r) D5 (1) = ~LL_Ya () + &,

esitligi elde edilir. Siirekli fonksiyon y, icin

1

Lp(r) D ya(r)],_, = —/§&@)+§% (4.4.25)
0
L2op(r) Do (r)],_, = &, (4.4.26)

bulunur. Sirasiyla y, igin, (4.4.24) kullanilirsa

Yr (0) = ¢ (0) = &4, (4.4.27)

n() = (1) — f&ﬁfﬁ_i& )

Y

r=1
1
= 51 + 521/} (047 07 1) - Igf+—[1of_y,\ (y) 5 (4428)
p(r) 1
elde edilir. {; sabitleri (4.4.25) — (4.4.28)’den
F =13 ! I Yy (y)
= N P Yy ’
0,+p (7") 1, A .

olmak tizere agagidaki lineer denklem sistemini olusturur.
& =0, (4.4.29)
di&y + &, (d2 + diy (,0,1)) = di F, (4.4.30)
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A # 0 oldugunda ¢, sabitleri i¢in ¢oziim tektir ve
51 = 07
52 = le/Aa

seklindedir. Yukaridaki ¢oziim (4.4.24)’de yerine yazlirsa (4.4.23) integral denklemi
elde edilir [47].
4.5. Kesirli Sturm-Liouville Problemi Icin Mukayese Kriterleri
Teorem 4.5.1 (I. Mukayese Teoremi)

Dy p(z) °D2u(z) +g(z)u(x) =0, (4.5.1)

Dy p(z) D2 v (x) +h(z)v(z) =0, (4.5.2)
seklinde verilen iki denklemi gozoniine almsin. Eger [a, b] araliginin tamamu iizerinde

g (z) < h(z) ise bu taktirde birinci denklemin agikar olmayan herhangi bir ¢oziimiiniin

her iki sifir1 arasinda ikinci denklemin her ¢oziimiiniin en az bir sifir1 vardir.

Ispat. (4.5.1) denklemi v (x) ile (4.5.2) denklemi u () ile garpilip birbirinden

cikarilirsa
v (@) Dyp () Dyyu (2)+g () u (x) v () —u (x) Di_p (¢)° Dy, v (@) ~h (@) u(z) v () = 0,

v(z) Dy_p () “Diyu(w) —u(w) Di_p(z) “Dgv (@) = [h(z) — g (@)]u(@)v (),
(4.5.3)
bulunur. w (z)’in ardigik iki sifirim z; ve x5 ile gosterelim. Kabul edelim ki v (z)’in

(21, z2) araliginda sifir1 bulunmasin. (4.5.3) esitligini x; den x5 ye integralleyelim,

[ o@D p@) Dz u@)ds — [ (@) Dpp@) Dy () da,

bulunur. Bu son esitligin sol tarafindaki integrallere (2.1.14) 6zelligi uygulanirsa

2

[p@ €Dz 0@ Diue)de — 0(@) o (0) D5 u (o)

il
2

—/p<:c> D2, u(@)C D2y (w) do + u (@) [=°p () CDEyo ()]

il
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T2

Y
r1

= —0(@) [ (2) ODgu (@) + u (@) [ () DYw ()

= —v(2) ,="p(2) “Dgyu ()], + v (2) L= (x) “Dg u(z)|

1

Y

+u(2) 2 (x) “Diiv (2)],, — u(@) L= () “Dgyv ()]

1

olur. Buradan

—v (22) [,~p (x2) “Dgu(w2) + v (1) L,-p (1) “Dgyu (11)

bulunur. (z,z,) araliginda v’nin sifira esit olmadigimi kabul edelim. Genelligi boz-
madan (z1,2,) araliginda u(z) > 0, v(xz) > 0 ve artan fonksiyon olarak ele alin-
si. Dolayisiyla bir 6nceki esitligin sag tarafi pozitiftir. Fakat v (z) fonksiyonunun
noktasindaki yeteri kadar biiyiik degeri icin sol taraf negatiftir. Bu ise bir celigkidir.

Boylece (1, x2) arahginda v (x) in sifirlarinin varhig: ispatlannms olur.

Teorem 4.5.2. (II. Mukayese Teoremi)
(4.5.1) ve (4.5.2) denklemlerinin

u(a,\) = 1, “D u(x)|,_, =0,

r=a

v(a,\) = 1, “D¥ wv(z)|,_, =0, (4.5.4)

r=a

baglangig sartlarim saglayan ¢oziimleri iki artan fonksiyon u (z) ve v (z) olsun. Ayrica
la,b] arahgimin tamamida g (z) < h(z) olsun. Eger u (x) fonksiyonu, a < z < b
araliginda m tane sifira sahip ise bu taktirde v (x) fonksiyonunun aym aralikta en az

m tane sifirlar1 meveut olup, v (x) in k. sifir1 w (z) in k. sifirindan kiigiiktiir.

Ispat. u(r)’in a noktasma en yakmn ve a’dan farklh sifirimi z; ile gosterelim. Bir
onceki teoreme dayanarak v (x) in (a,z;) araliginda en az bir sifira sahip oldugunu
gostermek yeterlidir. Aksine bu aralikta v (z)’in sifira sahip olmadigini kabul edelim.
Genelligi bozmadan (a,x;) araliginda v () > 0 ve u (x) > 0 olsun. w(z;) = 0 olur.
(4.5.3) denklemini a’dan x;’e integrallenirse

T T

/U(:c) Dy p(z) D¢ u(z) de — /u(a:) Dy p(z) D2 v (x) do

a a

74



ve esitligin sol tarafindaki integrale (2.1.14) 6zelligi uygulanirsa

r1

/p( )CDa-‘rU( )CDa-‘ru( )dx_v(x)jbl—_a ( )CDa+u( )}Zl

_/P(ﬂf) “Dg (@) Dgv(x)de + u () [L="p (x) "Dy, ()]}

a

= —v(@) L, () “Diu ()], + v (@) L= (2) “Diju(@)],

(@) =" (x) “Dgiv (@)], — u(2) L= (2) “Dgv ()],

— [ @) - s@)u (@) 0@

a

olur. Buradan
v(z) = (x) “Diyu ()], + v (x) [=p(x) “Dg u ()],

u(@) ,=p (x) “Dyv ()], = /[h(x)—g(x)]U(ﬂf)U(x)dx,

elde edilir. (a,z;) aralginda v (x) > 0, u(z) > 0, v (x) ve u (x) fonksiyonlarmin artan

fonksiyonlar olduklar1 dikkate alimirsa esitligin sol tarafinin negatif oldugu asikardir.
Diger yandan g (z) < h (x) oldugu gercegi ile son esitligin sag tarafi pozitif olur. Bu ise
celigkidir. O halde bastaki kabuliimiiz gecerli degildir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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5. IMPULSIVE SARTLARI ALTINDA KESIRLi STURM-LIOUVILLE
PROBLEMIi

Bir ¢ok fiziksel olaylarda zamanin belirli aninda veya anlarinda impulslar yani si¢ra-
malar gozlenir. Malzemeler veya birlegik elemanlarda sicaklik dagilimi ve 1s1 gecisi bu
tiir olaylara ornektir. Bunun gibi fiziksel olaylarin matematiksel modeli diferansiyel
denklem sekline doniistiiriildiigiinde ortaya impulsive denklemler ¢ikar. Bu denklem-
lerin ¢oztimleri belirli noktalarda denklem dig1 sicrama tipi kosullara tabi tutulurlar.
Yani denklemlerin ¢oziimleri belirli noktalarda denklem digi1 sicramalara sahip olurlar.
Bu nedenle impulsive denklemlerini iceren problemleri incelemek hem teorik hem uygu-
lama agisindan biiyiik 6neme sahiptir. Impulsive diferansiyel denklemler iceren prob-
lemlerin incelenmesi son yillarda daha da ilgi ¢ekici hale gelmistir ve bu konuda ¢ok

sayida caligmalar yapilmigtir [52-54, 56-58, 60].

5.1. Impulsive Sartlar1 Altinda Difiizyon Operatorii icin Kesirli Sturm-

Liouville Problemi
—D3 _h(t) “Dgy(t)+ 2 p(t) +q(t)y(t) =0, (5.1.1)

AYliey, = e (y (te), AVl =y, = I (Y (te)), tr € (0,7), k=1,2,..,n, (5.1.2)
a1y (0) + 1y (0) =0, asy (m) + Boy’ (m) =0, (5.1.3)

siir deger problemini gozoniine alinsin. Burada Dy Riemann-Liouville tiirevi, CD& "
Caputo tiirevi, h, [0, 7] arahiginda reel degerli siirekli fonksiyon, p € W, ¢ € L?[0, 7],
Iy, I; : R — R siirekli fonksiyonlar oy, a9, 51,8, € R ve aqas + 18, + sy #
0, Aylyey, = y(5) =y (&), y () = lm y(t+h), y(t) = lm y(t+h),
E=1,2,..n, 0=ty <ty <..<t,<tp1 =m, Ay’|t:tk, y' (t) igin benzer gekildedir.
J = [0, 7] olmak tizere PC (J,R) ={y:J — R:y € C((ty,tg11],R), k=0,...,n+1,
y (t;) veya y () vardir oyleki k = 1,2, ...,n,y (t;) =y (&)} . PC(J,R), ||ly|lpc

sup,c |y (t)| normu ile bir Banach uzaydir.

Lemma 5.1.1. 1 < a <2, vey € PC(J, R) olmak tizere y, (5.1.1)-(5.1.3) probleminin

bir ¢oziimii olmak {izere



t

v(0) = [C S @) ) (s)ds

tk

+z (u Bl L) S Te (200 (s) +0(5)) y (5) ds

ti—1

1 [ (7T - S)a_l 1 e
‘ﬁ”ﬁl/ [(a) (g m- PWEITably)d

~lash, 3 / ((etee™ o) e (9p (s) + g (5)) y (5) ds

_/%0425125‘ (y (t:)) —_0425121 ) (m —t;)

(-9 1,
516, / T e @)+ a(s) v (s)ds

a—2

(t; — ) 1 8
6.5, Z / e e 2w ) +a@)y () ds

™

i SO )+ 222 [t () + a5y () ds

1 [(a)  h(s) ™

in

OélOézt Z[ OélOézt Z [ 7T _t )

afot [(m—5)2 1
T /F(@—1) h () - A (s) +a(s))y(s) ds

tg

-2

L byt Z/ (L ;5_1 [;{_ (2Ap (s) +q(s)) y(s)ds

P 1 )+ 2 E ) +ZI (=t

seklinde taniml integral denklemini saglar.

7

@1@2t n / ( (r—t,) OEt_—ls - (tz‘;(‘;);_ ) hzs)[ﬁ_ (2Mp (s) +

q(s))y(s)ds

(5.1.4)



Ispat. y, (5.1.1) — (5.1.3) probleminin bir ¢oziimii olsun. by, b; € R olmak iizere

D7 _h(t) Dy (1) = (2xp (1) +a (1) y (1),

denklemi gozoniine alinsm. Her iki tarafina I integrali uygulamr ve Lemma 2.1.21

yardimryla

h()° Dy.y(t) = I (2 () +a 1)y (1),

e y(t) = ﬁfﬁ,_ (@0 (1) + 4 (8)y (1),

sonucuna ulagihr. Simdi her iki tarafa I, integral operatérii uygulamrsa ¢t € (0,]
i¢in
1
y(@) = f&f+mf?,_ (2xp (t) +q (@) y (£) + bo + but, (5.1.5)

i

R I e T
_ / T T e @ () () y () ds by + bt

elde edilir. Buradan

t
t— S)oz—2 1
o=/ .- (24 ds +b 5.1.6
R b e LR O VL S S
0
olur. ¢g,c; € R sabitleri igin ¢ € (1, t5] araliginda ise

t

v = [ @) gDy ds et ali- ) 6.1T)

0 = [T g e ey ds e (5.18)

t1

olur. Ayl|,_, = Li(y(t1)) ve Ay |i—y,= I} (y(t1)) impulsive sartlar1 kullanihrsa
Ayl,_,, = L (y (t1)) sart1 igin (5.1.7) denkleminden (5.1.5) denklemi ¢ikarihrsa

Ayl = y(H) —y(t),
I (T S
= co— 0/ T & (S)Im_ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds — by — bit,
= L (y (tl)) )

bulunur. Buradan

. (tl — S)a_l 1 a
o = / T & (s)[’“_ (2Ap (s) +q(s))y(s)ds+ by

+bit + I (y (t1)),
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aym sekilde Ay'[,_, = I7(y(t1)) sart1 iginde (5.1.8) denkleminden (5.1.6) denklemi
cikarildiginda

Ay/|t:t1 = y/ (t+) y (tl )

- /t;;“”_l_ T2 (P (s) + a(5) y(s) ds = b,

= I7(y(t)),

elde edilir. Buradan
i (t )04—2 1
— 8
o _/ ! I (20p(s) + q(s)y (s)ds + by + I7 (y (1)),

J Tla=1) k()™

bulunur. Bunlar1 (5.1.7) denkleminde yerine yazilirsa

t

00 = [ @) )y ds

t1
t1

t—s)" 1
+/ Fa) T 2w () +a )y (s)ds

+bo + bltl + [1 (y (tl))

t1

re-0) [ s @) a0y ) ds

+01 (t—t1) + 17 (y (1)) (t —t1),

olur. Buradan gerekli islemler yapilirsa

t

v = [ e )y

t1
t1

(t—t)(t—8)*> (t—9)""\ 1

+bo +bit + 11 (y (1)) + I7 (y (1)) (t — 1),

ve

10 = [ g e ae)

(h—s)"" 1
+ / el @) e () () ds
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elde edilir. Eger t € (ty, t)41] ise

t

v = [ @ ey

tg

+ Zl | ((t— ;)( éti_ _1)5)0“ + (ti;(Z);_ ) hzs) I (2\p(s) +q(s)y (s) ds

byt byt + z I (y (1) + z I (y (1)) (t— i),

olur ve (5.1.9) esitliginin tiirevi alinirsa,

v =[S @l )y d

tg

bulunur. (5.1.3) smur sart: kullanilirsa, 6ncelikle y (7) ve ¢’ (7) fonksiyonlari bul-

mamiz gerekir,

™

v = [ e ey d

tg

D(t=9" | (=9

+i }< (Og 0 + zr(&) )hzs)ffr“,_(2Ap(8)+q(8))y(8)d8

+bO+bl7r+Z[i( +Z[ 7T—t)
=1

™

v = [l @we e

tg

SN D
+Z/ Fa T i P ey ds

elde edilir. Sonrasinda (5.1.3) smur sart1 gézoniine alinirsa
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+anby + b+ sy Z I (y (t:))
=1

+@221 ) (1 —t;)

10, [T st @) () () ds

w3 [ e ) - gy s 5 Y0 ()

bulunur. Buradan

™

—Oézbo — 0421?171' — ﬁzbl = 042/(

tk

)a—l

1:(04) h (3)17?’_ (2Ap (s) +q(s)) y (s) ds

+a22/ ( k), O(f__l)s) " “"F—(j_ ) hzs)lﬁﬂ_ (20 (5) +¢(5)) y (s) ds

—|—O¢22[i( +OCQZ[ 7T—t)
=1

10, [ e W) +a Gy ds

tk

a—2

+BZ/ (?(;S_)l) T B() a6 () ds-+ 5 D1 (6

olur. y (0) = by, ¥’ (0) = b; oldugundan

Oélbo—i-ﬁlbl = 0,

a—1
—Oégbo — by — Ble = 042/ (7T _ S) 1 [Oi_ (2)\]? (S) +q (S)) Yy (S) ds
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" () (=) (=) 1
”Z/ ( Ta-1) T )h(sﬂm—(WS”“S”“S”S

+Oézzn:[i( +OCQZ[* 7T—t)
=1

+0, [ e W) +a Gy () ds

tk

2

%Z/t‘sa 12 @() + () y(s) ds+/3221* )) (5.1.10)

I'a—-1

sonug¢ olarak denklem sistemi elde edilir. Simdi bu denklem sistemini cozelim. Ilk

denklem a ile ikinci denklem de «; ile ¢arpilirsa

o by +agBiby = 0,

1
—agby — aroebim — o Byby = 041042/ T(@) & (S)Iﬁ"_ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

i ((W—ti) (ti—8)°2  (t;—s)*

+anas Pt )h}ggﬁ,_<2Ap<s>+q<s>>y<s>ds

= 1
ti—1

+04104221 +04104221* ) (m —t:)

”(w—s)“ 1,
roufy [ e () () w (o) ds

tn

sy 3 [T e @) a6 bty 1 )

elde edilir. Bu iki denklem taraf tarafa toplanirsa

™

(a8 — anam — a1 B9) by = 041042/(7 ;(2;_ hzs)[ﬁé’_ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

in

" (=t (=) (=) 1
“”Z/ ( To-1) T )h(sﬁ-(”p(s”q“”y(ws
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a—2

1 n
0 i e ) ey () ds a3 I o (1),

t;
- (ti — )
+Oélﬁzz /
=1, NG

bulunur. asf8; — ajasm — a8y = p olarak alalim. Bu taktirde

- [ st 1
by = — {041042 / T(a) h (s)[”’_ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

K Z / (m —;izogtz‘_—l)s)a_ + (t 1:(2);_ ) - (13)[7?’_ (2Ap (s) +q(s))y (s)ds

+ Z / (;i @ S_)al_) hzs)[ﬁ_ (22 (s) + () y (s) ds + ;1; (y (ti))] } ’

olur. (5.1.10) denklem sistemindeki ilk denklem (a7 + 3,) ile ve ikinci denklem [, ile

carpilip taraf tarafa toplanirsa,

™

(e + a1fBy — afy) by = 04251/(

tk

/ (7'(' _ tz) (tz _ S)a_z (tl — S)a_l 1 e
( Ca-1) = T ) h () - (A () +a(s))y(s) ds

a—1

T — 5) .
I'(a) R (s)[”’_ (2Ap (s) +q(s))y (s) ds

a8, Y
i=1

ti—1

raaly YLy (8) + 0aBy D17 (0 () (m — 1)

[r—s" 1
s [ e () () v (o) ds

tk

" (=)
+515, ;tj_/l I(a—

a—2

1 n
R ) D) b+ 8,531 0 09),
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bulunur. (ajaem + a1y — azf;) = —u olarak alimirsa

™

1 (W—S)a_l 1 .
o= = foady | [Tt () () y () ds

tk

i ; / <(7T _lfizogti—_l)S)a_ + B 1:(2);_ ) h (15)[’?’_ (2Ap (s) +q(s))y(s)ds

Tt

FI L)+ YL ) (- m]

#0.6 | [ s e @) + () () ds

+;/(?(;?a1; hzs)[ﬁé’_ (2>\p(s)+q(s))y(s)ds+;fj )| b,

Tt

elde edilir. by ve by (5.1.9) denkleminde yerine yazilirsa (5.1.4) integral denklemi elde

edilir.

Teorem 5.1.2.
Hy)pe W, qe L|0,7], h reel degerli siirekli fonksiyon,
Hs) m, N, R, M pozitif sabitleri varolsun &yleki

min | (1) = m, N <N, [p(t)] <R, lg(t)] < M,

esitsizlikleri olmak {izere,

H3) Iy, I} : R — R siirekli fonksiyonlar ve 71, 75 pozitif sabitleri varolsun. Oyleki

I (y)] <71, I (y)] < 7o,

esitsizlikleri olmak {izere,
(Hy) — (Hs) sartlar gergeklenir ise bu taktirde (5.1.1) — (5.1.3) problemi en az bir

¢oziime sahiptir.

Ispat. T : PC (J,R) — PC (J, R) operatorii
t

Ty(0) = [ s (2(s) + a(9)y (5)ds

tn
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. / (S ) gt )+ )y (9

‘ﬁ”ﬁl / <7f—2>°“ I (2Ap() +a(5))y () ds

Lo, 3 / ((ette™ | ool e (9p (s) + g () y (5) ds

_i&Zﬁlz[i (y (t:)) ——0425121* ) (m— 1)
i—1

[@=9"" 1
i, [ I @p(s) +a(5)y (5) s

tn

1 " - 1 1 L
_;B1B2;t/ F(O&—l) h(S)Iﬂ—’_ (2)\p(s)+q(s))y(8)d‘9_;5152;[z (y(t ))

™

ol (W—s)a_l 14
T / T () h(s)fﬂv—(QAP(SHQ(S))y(s)ds

04104275 —8)"7 (-8 1
> / ( P )h(s)fﬁ,_mp(s)+q<s>>y<s>ds

OélOézt Z [ OélOézt Z [* 7T ¢ )

Bt [(m—8)* 1
T /F(@—1) h(s)[”’—(2)‘27(8)+q(3))3/(5)d5

tn

Oél 2 o o 2t n .
o Z/ &_1 )IW,_(QAp(s>+q(s))y(s)ds+TB;5 (y (1))

i=1 t7 1
+> L (y (t) +ZI* ) (t—t:),
=1

seklinde tanimlansin. 7' operatoriiniin sabit bir noktaya sahip oldugunu ispatlamak

yeterli olacaktir. Bunun i¢in Schaefer sabit nokta teoremi kullanilacaktir.

85



Adim 1. T siireklidir.

PC (J, R)’de y, — y olmak tizere {yn} dizisini alahm. Vt € J i¢in

T () (1) — T (9) (1)] < / |1 (20 () 4+ (5) (3 () — y ()] ds

% (“ W ) |1 (24 (5) +a (5) (0 (5) — y (5)] s

+hand, [ 112 @ () +a(9) (0 (5) —  (5)] ds

tg

Flagh, 3 [ (tila™ L ecal™Y e (24 () + g (5)) (9, () — 3 (3))] s

i=1t;_1

+/%04261 Z | Li (yn (£:)) = 1 (y (£2))] + i&Qﬁl Z |17 (yn (£2)) = 17 (y ()] (m — 1)

+26.0, / K (;“’fo; hls 15 (220 (5) + () (e () — v ()] s

23

+;ﬁlﬁzz / 5 112 @)+ 0 (6) (0 (5) =y s ds

—i—;ﬁlﬁz Z |15 (yn () — 17 (y (4))]

gl 7r(7T—s)°‘_1 1.
T / ['(2) h(s) 112 (2Ap (5) + ¢ (s)) (yn (5) =y (5))| ds

tg

feneat Z f ((7r tF((Oté 1) + (ti;g)’_l) o) 112 (2Ap(s) + q () (yn () —y (s))| ds

=1t;_4

+&1§2t Z 1L (g (8)) = L (9 (1:))] + O‘fﬂ S I (n () = I (y (4)] (7 — 1)

+&152t/(;@?1) hls 12 (27 (s) + ¢ (5)) (U () — y (5))| ds

tg

ozlﬁztz/ (t: ;5_1 }IO‘ (2Ap (5) +q(s)) (yn (s) =y (5))] ds

ST (o (6)) ~ I 0 6)
+ Z 1L (yn (8:)) — Li (y (1)) ] + Z 15 (yn (8)) — I3 (y (8))] (¢ = 1) ,
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elde edilir. Iy, I} fonksiyonlar stirekli ve y, — y oldugu i¢in
|7 (yn) — T(y)HOO — 0, n — 00

bulunur.
Adim 2. T doniistimii simirhdir.
Her n > 0 icin herbir y € B = {y € C[0,7]: ||ly|l, <n} icin pozitif bir v sabi-
tinin varoldugunu gostermek yeterlidir. Buradan |7 (y)|, < v dw. Vy € B, t €
], |12 (2Ap (s) + ¢(s)) y (s)| < K icin bir K > 0 sabiti vardir. Her ¢ € [0, 7] i¢in
t

Ty (1) < /“ag“;)w_@Mw®+q@»y@ww

s a—1 e
Z (t tr((iZ 2 . (tlr(i) ) ﬁs)lm_ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

=

+ —;&zﬁl/(w}a)_ h(ls)lflf"_ (2Ap (s) +q(s))y(s)ds

tn

+ ——@zﬁlz / “f Glea 4 o) )ﬁs)lﬁi_ (2Ap (s) + q(5)) y (s) ds

+|—sa2fy ;Iz‘ (y (1) = ey Y IF (y (1)) (7 — i)

™

I

tn

+-—ﬁ%ﬁgz:/*?@] @xp@>+q<@>y@>m;+¢—5ﬁ¢a§§zwyu»ﬁ

+“f”/“ﬁg_ﬁéﬁ_@MN®+q@Dy@ﬁk

i—s)* 1 o
encat Z / ( tr((otf D -+ (tzr(()x) ) wo Ir- (2An(s) +4(s))y (s)ds

+£%%;%L@u»ﬁ+

mo il I (y (1) (7 — t,)

™

+“f”/%@h}ggm_@Mw@+q@»y@ww

tn

e Z (tf(j 5 e (20 (s) +a(s)) y (s) ds| +

tz—l

8 1 G (0)
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n

S 1y <tz~>>' "

i=1

n

27 (y (8)) (=)

i=1

+

t

Ty (1) < / o Te (20 () + () (5)] ds

+Z / (t tr((iZ 15 - mr(i) ) ﬁs)[%— (2Ap (s) —i—q(s))y(s)’ds

10,8, / ol | e (20 () + g () y ()] ds

tn

s a—1
+ @2512/ ( S A e )

gl (2 (s) + () y (s)] ds
+1a, Z 1T (y ()] + 20y zl I (y (t))] | (7 = £2)]

1 ﬁﬁ/—(L PIe (2(9) + 0 () ()] ds

56,3 / G k1 @ () +a () ()] ds + 8,5, 311 (0 ()

™

ajaat (W—S)a_l

T 1u2/ IN()

4 auast (7r ti)(ti— (ti—s)* "
i Z/ F(a 1 + (o) )

”‘MZII( (t ))I+”‘””Z|f*( (t:)) (m = 1)

e f%(a 5 [T 2w () +a () (5)] ds

1z (22 (s) +0(s) y (s)] ds

10 (2Mp () + q<s>>y<s>) ds

R 12 (@2 (s) +a(s))y (5)| ds + =2 5217 (v (1)

PR L))+ S 11 (1) (¢~ 1)
ey (o0 D)+ 038, (L )+ i (0 28,) + (15 Dy
Knot Krott f(n+ 1) aqas = ajagn
gy (i )+ S (U Gt
s (@zﬁlﬂ + 3,8y + anaam® + o By + 7r,u) + 7 (af; + araom + 1),

elde edilir. Buradan
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IT )l < 52 [y (o (1) + 028 (14 ) + 5 (0 o+ 02By) + (0 + 1) )

mul (a) mu I'(a+1) I'(«)

nr
—= (042517 + B84 + a1 4 ay By + 7r,u) + 71 (o8] + aranm + )

+7K7ra_l (B85 (n+1)) + Kn=¥ ((n + 1) oy 04104271)

= "

Adim 3. T operatorii PC (J, R) kiimesinde egsiireklidir. 7,79 € J, 71 < 75 olsun.

Adim 2’den B, PC (J, R) kiimesinde siirh ve y € B olsun. Bu taktirde

70) (r2) ~ T 4) ()] = /—(L 22N (s) 4 (9)y (s

+3) / (e + AR5 byl @ () +a(s) y () ds

18, / 'L (20 (s) + q (5)) y (5) d

._Sa—l
~Lasp, 3 / (et | o) e (o (s) + g () y (9

—LayB, Z I (y (t:)) — azfy Z It (y (1)) ( — )

~18,8, / =" 1 po (20 (s) + () y (s) ds

18,8, / (oo

—(2Ap(s) +q(s))y(s)ds

~18,8, ; I7 (y (1)) + ez / 12 (2p (s) +q(s)) y (s) ds

tn

a—1
posgen §8 (e ) S 20 0) 0 (9) (5 s
1=1t;_1

o 3L (y (1) + 22257 317 (y (1)) (7~ )

e f(r(a I (22 (s) +q(s) y (s) ds

s f U @0 () +4 (5)y (5)ds

zltzl

RIS I (1)) + 1 (0) + £ 07 (0 () (72— )
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f o Lge (20p(s) +q(s) y (s)ds

n ) (£ — )2 gyl a
3 [ (R R stz @) a9

+hand, [T () + () y (9)ds

tn

T— i—s i—s)* 1 o
Fanh Y / (Tt + ) w2 () + () w (9)

’Li
ti—1

+1a,8, z I (y () + LBy z I (y (1)) (7 — )

+15,8, / a2 1 fe (20 (s) + q(5)) y (s) ds

41 mz / oA 1 fo (20p(s) + a(s))y () ds

™

18, 1 (u (8) - e / e fa (22p(s) +q(5)) y (5) ds

tn

o 5 S i—s a—1 o
— Z / ( tr(((i 0 -4 r(c)v) ) wo In- (2A0(s) +q(s))y (s) ds
t1 1

_mimm 3y (1) — 2 Zf* (m =)
i=1

—estn [ g @) +a(5)y (5) s

tg

—eatin S [ g @)+ a6y () ds

i=1

ti—1

S S (y ()~ 3Ty () — 317 (v (8) (i~ )

Y

elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa

7 (y) (m2) = T'(y) (T1)] <
i (r2 = o)™ = (=) ] Ie 2w (s) +a () y (5)] ds

M/»

+ (19 — 71) Z (tli(: 0

tz—l

Rl (2Ap(s) + () (s)]| ds

2 (22 (3) +a(s)w (s)] s
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™

102 (1) ) (m—s)*""
W I'(a)

gl (2 (s) + () (s)] ds

12
tg
+482 (75 — 71) ; / ((W—tf:)((otj_—ls)) + (ti;fi) ) h(ls) I3 (2Ap(s) +q(s))y(s)|ds
iy
+E2 (2 = ) 2 L (y (8)] + 25 (r2 = 70) 2 11 (y (82)) (m — )

—i—alf2 (T2 — 1) /(E;)al_) %IO‘_ (2\p(s) +q(s)y (s)’ ds

- z/—(L Ao N () + () ()] ds

t11

+982 (1) 1)) z I (y (1)) + z I (y (1)) (72— 7))

=1

olur. 79 — 71 iken yukaridaki esitligin sag tarafi sifira gider. Arzela-Ascoli teoremi ile
adim 1 ve adim 3 ile birlikte 7' : PC (J, R) — PC (J, R) doniisiimii stirekli ve kompakt
oldugu sonucuna varilir.

Adm 4. L={ye PC[J,R|:y=0T(y), 0 <6 < 1} kiimesinin siirh oldugunu
gostermeliyiz. y € L alahm bu taktirde y = 07 (y), 0 < 6 < 1 olur. Bu yiizden
t € [0, 7] i¢in

t

v =0 [Tt () + gDy (o) ds

tn

b=t (i—9) T ti—9)™) 1 .
+HZ/< Ta—1) | T( )h(s)ﬁr,—(2Ap(8)+q(s))y(s)ds

—i@@gﬁlzl( (t:) ——9042512[* ) (7 —t;)

1 - a-1 1
- (71' ti (t7 ) (ti—s) a
M@O&zﬁl Z f ( T(a—1) + T(a) ) h(s) [71',— (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

11t11

00,6, [T ST @) a6 (9)ds

tg
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~205,5, 3 / G T (2 (9)+ () (5)ds — 20,8, 1 (v 1)

m

+0a1a2t/(7r;fi) h(l )[a (2)\27 (S) +q (S)) Yy (8) ds

a—1
o / (S + ) sy 23 (o) 0 )y ()

ot 35 1 (y (1) + 2122 3217 (y (1)) (7 — 1)

71'

a1, m—s)* 2 o
+oos / e (2(s) + a (9)y (5) ds

m

+imt 5 / T I @A() +a(s) y (5)ds + S  (y (1)

3Ly (0) + 02 17 (w (1)) (¢ —1).

saglanir. (H,) ve (H3) sartlar ve adim 2’den her ¢ € [0, 7] igin

O £ S0 (el ) + sy (1)

+ﬁ (n(p+azfy)+(n+1) &152)}

Knot
+m (8182 (n+1))

Krotl ((n+1)ajas  ajagn
mu I'(a+1) I'(a)
nro

—1—7 (q2Bym 4 B85 + craom + oy By + mp)

nr
+71 (2B + cranm + 1)

=%
Son egitsizligin sag tarafi v gibi bir sabit oldugu asikardir. Bu ise L kiimesinin sinirh
oldugunu gosterir. Schaefer sabit nokta teoreminin bir sonucu olarak 7" sabit bir nok-

taya sahiptir. Bu ise (5.1.1) — (5.1.3) probleminin bir ¢6ziimii oldugu sonucunu verir.

Boylece ispat tamamlanir.
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5.2. Impulsive Sartlar1 Altinda Difiizyon Operatorii icin p—Laplasiyan

Kesirli Sturm-Liouville Problemi

Tamsay1 mertebeden p-Laplasiyan sinir deger problemi matematik ve fizigin uygu-
lama ve teorisindeki biiyiik 6neminden dolay1 ¢ok fazla ¢ahisilmigtir [15,16]. p € [1, 00)

bir sabit, A bir 6zdeger ve q € L? [0, 1] olmak iizere
— (@) = (=) (A g () u,

denklemi p-Laplasiyan denklemi ayni zamanda bir boyutlu p-Laplasiyan ¢zdeger denk-

lemi olarak bilinir. p = 2 alinirsa bu denklem
—u" + q(z)u = Au,

olarak bilinen Sturm-Liouville denklemine doniisiir. p-Laplasiyan difiizyon denklemide

p > 1, A bir 6zdeger ve ¢ € L? [0, 1] olmak iizere
— (u’(p_l))/ =(p—1) (N —q(x) —2Xr (2)) u®V,

seklindedir. Bu denklemler i¢in olan sinir deger problemlerinin ¢éziimlerinin varligi gos-
terilmis olup pek cok kez caligilmigtir. Fakat p-Laplasiyan operatorlii kesirli diferansiyel
denklem icin siir deger probleminin ¢oziimlerinin varligi hakkinda cesitli caligmalar

vardir [51, 55, 59]. Bunlardan bazlari goyledir;

Dy, (6, (Dg,)) (1) + f(t,u(t) =0, 0 <t <1,
u(0) =0, u(l)=au(§), Dgu(0)=0,

sinir deger problemini tanitmig ve pozitif ¢oziimlerinin varligini Krasnosel’skii ve Leggett-

Williams sabit nokta teoremlerini kullanarak ispatlamigtir [15]. Diger problem ise

Dy, (¢, (Dg,)) () + f (t,u(t) =0, 0 <t <1,
u(0) =0, u(l) =au(§), Dg,u(0) =0, Dg u(l)=>bDg u(n),

sinir deger probleminin pozitif ¢oziimlerinin varligini ispatlamigtir. Bu ¢aligmanin bu
boliimiinde ise difiizyon operatorii igin kesirli Sturm-Liouville probleminin impulsive

sartlari altinda ¢oziimiiniin varligi Schauder sabit nokta teoremi ile ispatlanmigtir [16].
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Bu kisimda
—Dg ¢, “Di 1y (1) + (2Ap (£) + ¢ (1) y () = 0, (5.2.1)
AY lee=Tn (y (1)), AY |oy= IE (y (1)), tr € (0,7), k=1,2,..n,  (52.2)
y(0)+y'(0)=0, y(m)+y (7) =0, (5.2.3)

smir deger problemini gozoniine almsin. Burada Dg . Riemann-Liouville tiirevi, D

Caputo tiirevi, p € W,q € L*[0,7], Iy, I} : R — R siirekli fonksiyonlar, Ayl,_, =

y(t5) —y(ty), y(t) = hli_I)%er (te +h), y(t;) = h%_y (ty+h),k=1,2,...,n,0=

to <ty <..<t, <ty =m, AV |1, ¥ (t) i¢in benzer sekildedir. J = [0, 7| olmak

tizere PC (J,R) = {y: J — R |y € C((ty,tys1] , R) , k =0,...,n+ 1,y (t;) vey (t))

vardir 8yleki k =1,2,...,n,y (t;,) =y (tx)}. PC(J R), |ylpc = stu}]) ly (t)| normu ile
€

bir Banach uzaydir.

Lemma 5.2.1. 0 < f < 1, 1 < a < 2 olmak tizere y € PC (J, R) fonksiyonu
(5.2.1) — (5.2.3) probleminin ¢oziimiidiir ancak ve ancak y (t) asagidaki kesirli integral

denklemini saglar.

v = [ %w& (@0 (5) + () y (5) ds

22

R (Q_?)(fffns)a_ e )%Lﬁ (20(5) + a(5)) y (5)ds

+(1;t)/(7rr—(=2;_ Solo 4 (20p (s) + q(5)) y (s) ds

tg
ti

1— " ’ m— i—S i—$ a—1
HEO S (S R ) aulo (20w (5) +a (5)  (s) ds

) / (=) 12 (@p(s) + () y () ds

T ['(a—1)
) z/ ¢fg+mp<>+q<s>>y<s>ds
+(7T+%Zb(y(ti)) W+1_tZ[* J(1—t). (5.2.4)
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Ispat. y, (5.2.1) — (5.2.3) probleminin bir ¢oziimii olsun. by, b; € R olmak iizere

Dy ¢, Dy (1) = (22 () + 4 (8) y (1),

denklemini gozoniine alalim. Her iki tarafina Ioﬁ + integral operatorii uygulanir ve

Lemma (2.1.21) kullanilirsa

¢, DYy (t) =I5, (22 () +q () y (1),

elde edilir. Her iki tarafa ¢, 'nin tersi olan ¢, uygulanirsa

Dy (1) =, Iy, (2Ap (1) +q (1) y (1),

elde edilir. Simdi her iki tarafa I§, integral operatorii uygulanirsa ¢ € (0,¢4] icin

y(t) = I8, 0,05, 22 (1) +q (1) y (t) + b+ bit,

- /%qﬁq[& (2Ap (s) +q(s))y (s)ds + by + bit, (5.2.5)

elde edilir. Buradan

V0= [ 500 oo g y@ds b (629

olur. ¢g,c1 € R sabitleri igin ¢ € (1, t5] araliginda ise

t

y(t) = /%%Toﬁ (2M\p (s) +q(s) y (s)ds +co+ 1 (t—t1), (5.2.7)

t1

V0 = [Tt e ey +e, 528

t1

elde edilir. Simdi (5.2.2) smur sart1 olan

Ayliey, = L (y () ve Ay, = 11 (y (1)),

impulsive sartlart kullamlsim. Ay|,_, = I (y (t1)) igin (5.2.7) ve (5.2.5) denklemlerinde
t =t alip (5.2.7) denkleminden (5.2.5) denklemi gikarilirsa

y(t7),
1~ S)a_

y (1)
- CO_/quq[()ﬁ,—&- (2Ap (s) +q (s)) y (s)ds — by — bity,
[1(

Ay|t:tl = (ti"‘

t1
0

(t
(t1)),

<
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olur. Buradan

t1

o [ti—s)
o = O/quqfoﬁ (2\p () + q (s)) y (s) ds + by
+blt1 + [1 (y (tl)) s

elde edilir. Ayni sekilde Ay'|,_, = I} (y (t1)) icin benzer iglemler yapilirsa

Ay, = ¥ () -y (&),

t1

N /%%I& (209 () +(5)) y (s) ds + b+ I (y (1),

elde edilir. Bu sonuglar (5.2.7) denkleminde yerine yazilirsa

t

vy = [ %w& (2 (5) + () y (5) ds

t1

(t1 — 5)a_1
+/W¢q[§+ (2Ap (s) + q(s)) y (s)ds

—|—bo + bltl + [1 (y (tl))

t1

rie- ) [l @)+ a9y (s ds

01 (t—t1) + I (y (1)) (t — 1),

bulunur.
Buradan gerekli iglemler yapilirsa

t

v = [ %w& @\ (5) + () y (s) ds

t1

t1 (t _ tl) (tl o S)a_z (tl _ S)oz—l
+/ ( I'(a—1) T ) b 10 (2Ap(s) +q(s))y (s)ds

o bt D (g () 4 T (9 (00)) (6 — 1)
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ve

t

V0 = [l e e

t1

+/<t;(& )_)¢105+(2)\p( )+ (5)) y (s) ds

+21 + [1 (y (tl)) ’

elde edilir. Eger t € (ty, tx41] ise

t

v = [Tt @) )y ds

tg

+Z / ( (t—t;) o(zt__lj) + (tz‘;(‘;);_ ) ¢q[5+ (2X\p (s) + q (s)) y (s) ds

+%+b¢+§jb( +§:I )(t—t:), (5.2.9)
=1

ve

t

y = [ (13(_&31&1—) 6,18 @20 ($) + () y () ds

tg

¢f+@MN)+q@Dy@ﬁ%

+§:/
+m+§jﬁ@@»

olur. (5.2.3) smur sartlar1 icin y () ve y' () degerleri
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ve

olacak sekilde bulunur. (5.2.3) sart1 yazilirsa

™

(m—s)""
/ ' (@) ¢q[oﬁ,+ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

tk

>/ (w Sy £S5 >¢q15+ 2p(5) + q (s)) y (5)ds

+bo + by + Z L (y (t:) + Z IF (y () (r — t,;)

™

of <;(;S_>“1‘) 04104 (2N (5) + () y (5) ds

tg

s / (?(;S_)O;—) Sl 220 (s)+ () y(s)ds + b+ Y I (y (1))

— ) =1

= 0,
bulunur. Buradan

by — by — by — /”——Las I8, (229 () + ¢ (5)) y () ds

-3 (vr P =+ 5 ) 000, (22p (s) +a(s)) y () ds

tz—l

+Z[i( +Z[ ) (1 —t;)

; / <1:f(—&8_>“1‘) O 15. 2Ap (5) + () y (s) ds

tk




olur. y (0) = by, ¥’ (0) = by oldugundan (5.2.2) ve (5.2.3) sinr sartlarindan
bo+b = O,

bt = [T o B @) +a9)y () ds

+Z/ ((w —;2 (ti—)s)“‘ N (ti —s)*" >¢q]g+ (2M\p (s) +q (s)) y (s) ds

i=1, a—1 F(Oé)
L) + YL (#) (r )

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi ¢ézmek i¢in iki denklem taraf tarafa toplanirsa,

—hw—/%%—¢ﬁ+%M)+M®M@MS

3 / ((W _;izo(f:;)a_ L F—(z);_ ) b, 10+ (27p (s) + ¢ () y (s) ds

RAUOEDRVICHICEES
+ﬂ%§%¢mp@m(WM@@
+z/’ w&@w> 0(s)y () ds+ DI (y (1)

elde edilir. Buradan her iki taraf —n’ye boliiniirse
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—; L It v (& N 1) s (&)
AT SIATONCED
1 [ (r— 52
= / Tl oy Sl A (5) +a(5))y () ds
__z/ w&(mp() 1)y () ds == 31 (1)

sonucuna ulagihr. (5.2.10) denklem sisteminde ilk denklem (7 + 1) ile garpilip taraf

tarafa toplanirsa ve daha sonra her iki taraf 7’ye boliiniirse

1 [f(r—s)!
= [T Sl () +a(=)y () ds

tk

1 > / <(7T _;igoiti_l)s)a_ L F—(Z);_ ) b 10, (20p(s) + g (5)) y (s) ds

1 /%qs 1§ (22p(s) + q(5)) y (s) ds

—Z/ ¢Ig+(2)\p() (s))y(s)ds-i-%sz(y(t))

bulunur. by ve by sabitleri (5.2.9) denkleminde yerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa

(5.2.4) integral denklemine ulagilir.

100



Teorem 5.2.2.
Hl) pE VVaq € L[Oaﬂ']v
Hs) m, N, R, M pozitif sabitleri var ve 6yleki

AIS N, p@I <R, |q()] <M,

esitsizlikleri saglansin.

Hj) I, I} : R — R siirekli fonksiyonlar ve rq, ry pozitif sabitleri olmak tizere dyleki
(| <, LG <o,

esitsizlikleri saglansin.
(Hy)—(Hj;) sartlan saglanirsa bu taktirde (5.2.1)—(5.2.3) problemi en az bir ¢oziime
sahiptir.

Ispat. T : PC (J, R) — PC (J, R) operatorii

T(0) = [CEeho . @)+ () (s)ds

tg

>/ <(t_?)<iti_1f)a_ T >¢q15+ (20 (5) +4(5) y(5) ds
(1—1t) [(r— 5"
e

(1 — t) n t (7.(. _ tz) (tz o S)oz—Z (tz . S)a_l
( I'(a—1) * I'(a) ) ¢q[oﬁ,+ (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

dlo . (2Xp (s) +q(s))y (s)ds

S Z/ b 0 M) + () () ds

=1 ti—1
T+ 1—1) 7r—|—1—t .
+(Tzfi<y<m> ZI )1 -1,
i=1

seklinde tamimlansim. 7' 'nin sabit bir noktaya sahip oldugu gosterilirse teoremimiz
ispatlanir. Bunun icin Schaefer sabit nokta teoremi kullanilarak ispat dort adimda

yapilacaktir.
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Adim 1. T siireklidir.
PC (J, R)’de y,, — y olmak tizere {y, } dizisini alahm. V¢ € J icin

¢ S)Oé—l

|T<yn><t>—T<y><t>|s/“;T q

tk

(t t)(t;i—s) (t;i—s)* !
+Z/ T(a—1) -+ (o) )
(1—t) (r—s)*" (r—5)*"2

+ /( T'(a) + I'(a—1) )

(1 —1) (71' t)(t;i—s) (t;i—s)*" !
Z/ F(a 1) + T'(a) )

04 220 () + () (4 (5) = y ()| ds

- @23 (5) +a (5)) (o (5) — y (5))| ds

04 220 () +a(s)) (4 (5) = y ()| ds

L4 220 () + () (4 (5) = y ()| ds

o (200 () +4.() (9 () =y ()| ds

10 S, )=y )]+ =222 S (o (00) = 17 ()] (1= ).

bulunur. Buradan Iy, I} fonksiyonlar siirekli ve yn — y oldugu icin
1T (Yn) =T (9)lloc = 0, m — o0,

olur.

Adim 2. T doniistimii simirhdir.

Her v > 0 ve herbiry € A = {y € C'[0,7] : ||y||, < v} i¢in pozitif bir § sabiti vardir
syleki |7 (y)]|, < 6 due. Wy € A, t € [0,7], [I), 2\ (s) +q(s))y(s)| < K icin bir

K > 0 sabiti vardir yleki her ¢ € [0, 7] i¢in
¢

Ty )] < | [0 1 2 () +a(s)y(s)ds

22
t
" —t; -3 a—2 i—s a—1
FIZ | (ST R) el @) a () y (s)ds
ti—1

n (1_,5)/ ((w;a) + (711(; ) )qﬁ [0+(2)\p( )+Q(S))y(s) ds
tn
t;

1— n : T—t; i—s a—2 i—s a—1
20 [ (e 4 ) 6, (20w () +q () y () ds

ti—1

05 [ () + a6y o) ds
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s s

tz i,
K 1ge n nK1 lgge-l n nK1 g n Ka g
I'(a+1) I' (@) 'a+1l) T'(a+1)7w

+Kq_17r°‘_1 d nKi lggo—t n nKI lg> n nKalgot
IN(E '(a)m Fla+1)w I'(a)w
+(1 + ) nry N (1 4+ 7)nry

T T
< B e )
47 (m+ 1) (r1 + 7o)
T
elde edilir. Buradan
PO < w2 0] ot
L n(m+1)( 7"1—|—7"2) s

Adim 3. T operatorii PC (J, R) kiimesinde egsiireklidir. Adim 2’den y € A ve

T1,To € J, T1 < T9 olmak iizere, bu durumda

T (y) (12) =T (y) (11)]

T2

(12 —5)"
_ /W%I& (2Ap (s) +q(s)) y (s) ds

tn
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™

(o) oo

O 1o+ (2Xp (5) +q(s)) y (s) ds

s J I'(a—1)
s z/ ¢15+(2Ap() () y(s)ds
+$Zw(m) 7r+1—7'2 Zf Y1t

T1

(Tl - S)a_l
_/ o ulo s (22p () +(s)y (s)ds

tg

—Z/ < T -1 &75_;)8) 4 (tir—(?;_ >¢q15+ (2Ap (s) + ¢ (s)) y (s) ds

(m—s)*"
[Tt @) +a @)y () ds

tg

(-7 Tl) nofo(m—t) (b= (t— )
Z ( Fa-1) | T ) oo+ (2Ap (5) +q(5)) y (s) ds

_(1—7’1)

_a-m) /(w O

T ['(a—1) ¢Ig+(2)\P(5)+Q(S))y(s)ds

1—71 Z/

(m+1—71) 7r—|—1—7'1
- I (y () — I? (1—1t;
- ;f o) E: ).

¢ o (22 (s) +q(s) y(s)ds

bir dizi islemler neticesinde
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T1

70 (r2) = T o) (o) < [~ - 5,

22

+ (2Ap(s) +q(s))y (s)| ds

T2
(T —s)a_l
+ / o)

To—T ti—s 2
+(212/(F(a1

@ () +q()y (s)] ds

15, (2w (s) +4(5) y (s)| ds

s [t et 16 (o) 4 (0090

tk
ti

(r2-71) (m—t)(ti—8)*"2 | (ti—s)*!
+ 271' : Z /( T'(a—1) + T'(a) )

izl

L (220(9) +4(9)y (5)] ds

+(72 T1) Z /(tl:(o;S 1) (2)‘p(8)+q(8))y(8)’d8

tzl

-wz;ﬁgynw@»ﬂ+ﬁ%@§;mwym»u1—u%

bulunur. 7o — 71 iken T operatorii egsiireklidir. Dolayisiyla Arzela-Ascoli teoreminin
sartlar saglanir, yani 7' : PC (J, R) — PC (J, R) siirekli ve kompakt oldugu sonucuna

varilir. Simdi Schaefer sabit nokta teoreminin hipotezinde
&={ye PC[JR:y=0T(y), 0<0 <1}

seklinde taniml @ kiimesinin siirli oldugunun gosterilmesi gerekir.
Adim 4. y € ® alalim bu taktirde y = 07 (y), 0 < § < 1 olur. Bunedenle ¢ € [0, 7]

igin
t

<w—9/“5 6,05 2 () +a(5)) y () ds

+92 / (t tr((i; 18 . (tzr(si) )¢q[§+ (2Xp (s) +q(s)) y (s) ds

om0 o300+ () 0

tn

t.
1-t)0 m—t;)(t;—s)" 2 i—s)* 1
Ty [ (s Y 6,1 (20 () + q (s) y (s) ds
i—1

™

o [l 12 (00 (5) + 45D (5)

tn
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_i_iz/tf_(;% L (2Ap(s) +q(s))y(s)ds

L0 gy + TS ey -1

i=1

saglanir. (Hs,) ve (H3) sartlar1 ve Adim 2’den her ¢ € [0, 7] i¢in

el |+ (r+1) n(r+1) 1 a1n+1)
Ol = K l Tla+l) | l(a) }*K ™ Tl
n(m+1)(r + )

olur. Bu ® kiimesinin sinirh oldugunu gosterir. Schaefer sabit nokta teoreminin bir
sonucu olarak 7" sabit bir noktaya sahiptir. Bu ise (5.2.1) — (5.2.3) probleminin bir

¢oziimidiir. Bu da ispati tamamlar.
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6. SONUC

e Kesirli Sturm-Liouville problemi isimli boliimde [38,48] galigmasindan farkli olarak
difiizyon operatorii, Coulomb ve hidrojen atom potansiyelli kesirli Sturm-Liouville

operatoriiniin self adjointligi gosterilmistir.

e Ayrica spektral teoride temel tegkil eden 6zdegerlerin reelligi, 6zfonksiyonlarin
ortagonalligi bu operatorler icin ispatlanmistir. Sturm-Liouville teorisinde potan-
siyel fonksiyonun fiziksel olarak énemi biiyiiktiir. Bu anlamda tezde ele alinan

problemlerin ve sonuclarin daha etkili oldugu goriilmiigtiir.

e Bu boliimiin son kisminda ise [38,48] calismasindaki sonuglardan ¢ok farkh olarak

kargilagtirma teoremleri belli kogullar altinda verilmig ve ispatlanmigtir.

e Son boliimiin birinci kisminda impulsive gsartlarinda difiizyon operatorii igin ke-
sirli Sturm-Liouville problemine Schafer sabit nokta teoremi uygulanmig ve ¢oziim-
lerin varhg: ispatlanmustir. Ikinci kisimda ise bu problemin daha genel hali olan
p-laplasyen durumunda benzer ispatlar yapilmigtir. Her iki kisimda da alinan
sonuglar, [51-60] galigmalariyla uyumludur. Ancak tezde ele alinan problem-
ler fiziksel ve Sturm-Liouville teorisi bakimindan daha iglevsel oldugundan daha

etkili sonuclar elde edildigi saptanmistir.
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7. ONERILER

e Tezde konuyla ilgili hedeflenen pek ¢ok problem ¢oziime kavusturulmustur. An-
cak bu konu oldukca genig bir kapsama sahip oldugundan hala ¢6ziime muhtag

problemlerin varlig1 bir gercektir.

e Bunlardan en 6nemlisi bizim ¢aligmamizda elde ettigimiz kesirli Sturm-Liouville
problemi i¢in karsilagtirma teoremleri ile ilgilidir. Soyle ki genel spektral teoride
onemli bir yer tutan osilasyon teoremleri buradaki problemlere uygulanarak ispat

yapilabilir. Bu problem 6zgiin bir ¢aligma olarak elde edilebilir.

e Ayrica kesirli Sturm-Liouville problemleri doniigiim operatorlerine uygulanabilir.
Doniistim operatorlerinin kesirli Sturm-Liouville problemlerinde nasil bir kargilik
bulacagl ciddi bir merak konusudur. Ileri asamalarda bu problemlere ¢oziim

bulunacag timit edilmektedir.
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