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5.2. Impulsive Şartlar¬ Alt¬nda Difüzyon Operatörü için p-Laplasiyan Ke-

sirli Sturm-Liouville Problemi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6. SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

7. ÖNER·ILER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

KAYNAKLAR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .109
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ÖZET

Kesirli Sturm-Liouville Problemlerinin

Spektral Teorisi

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, kesirli hesaplamalar ve spektral teori ile ilgili genel bilgiler, tarihçe

ve uygulamalar¬ hakk¬nda bilgiler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, kesirli analiz ve Sturm-Liouville teorisi hakk¬nda temel tan¬m ve

teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Sturm-Liouville teorisi tan¬t¬lm¬̧s ve Sturm-Liouville probleminin

spektral özellikleri incelenmi̧stir.

Son iki bölüm tezin orijinal k¬sm¬n¬ oluşturmaktad¬r.

Dördüncü bölümde, difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Louville operatörü tan¬m-

lanarak spektral özellikleri incelenmi̧stir. Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-Liouvil-

le operatörü tan¬mlanarak spektral özellikleri incelenmi̧s ve ilgili teoremlerin ispatlar¬

detayl¬ bir şekilde yap¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-

Liouville operatörü için benzer sonuçlar elde edilmi̧stir.

Beşinci bölüm ise iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. Birinci k¬sm¬nda impulsive şartlar¬

alt¬nda difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Liouville probleminin çözümünün varl¬¼g¬

Schaefer sabit nokta teoremi kullan¬larak ispatlanm¬̧st¬r. ·Ikinci k¬s¬mda ise impulsive

şartlar¬ alt¬nda difüzyon operatörü için -Laplasiyan kesirli Sturm-Liouville problemi-

nin çözümünün varl¬¼g¬ Schaefer sabit nokta teoremi kullan¬larak ispatlanm¬̧st¬r.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville, Özde¼ger, Kesirli hesaplama, Caputo, Rie-

mann Liouville, Potansiyel.
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SUMMARY

The Spectral Theory of Fractional

Sturm-Liouville Problems

This thesis consists of …ve chapters.

The …rst chapter is devoted to fractional calculus, general information for spectral

theory, historical background and applications of the subject.

In the second chapter, fundamental de…nitions and theorems on fractional calculus

and Sturm-Liouvile theory are given.

In the third chapter, Sturm -Liouville theory is introduced and spectral properties

of Sturm-Liouville problem are examined.

The last two chapters include original part of the thesis.

In the fourth chapter, fractional Sturm-Liouville operator is de…ned and its spectral

properties are examined. Fractional Sturm-Liouville operator with Coulomb potential

is introduced, spectral properties are examined and theorems related to this subject are

proved in detail. In addition, similar results are obtained for fractional Sturm-Liouville

operator having hydrogen atom potential.

The …fth chapter consists of two parts. In the …rst part, the existence of solution of

fractional Sturm-Liouville operator for di¤usion operator under impulsive condition is

proved by the help of Schaefer …xed point theorem. In the second part, the existence

of the solution of -Laplacian fractional Sturm-Liouville problem for di¤usion operator

under impulsive conditions is demonstrated by using Schaefer …xed point theorem.

Key Words: Sturm-Liouville, Eigenvalue, Fractional Calculus, Caputo, Riemann-

Liouville, Potential.
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SEMBOLLER L·ISTES·I

Bu çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ simgeler, aç¬klamalar¬ ile birlikte aşa¼g¬da sunulmuştur.

R : Reel say¬lar kümesi

C : Kompleks say¬lar kümesi

¡ : Gamma

 : Özde¼ger

 : Teta

 : Alfa

 : Beta

 : Pi
X

: Toplam sembolüZ
: ·Integral

 : Türev operatörü

0
¡
 :  kattan integral

0

 : . mertebeden türev


0


 : . mertebeden Caputo türevi

() : Potansiyel fonksiyon
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1. G·IR·IŞ

Kesirli analiz, geçmi̧sten günümüze kadar birçok matematikçinin ilgi oda¼g¬ haline

gelmi̧s, türev ve integral operatörlerinin mertebelerinin key… say¬lar olabilece¼gini ifade

eden matematiksel bir aland¬r. Bu konu ile ilgili pek çok matematikçi kendi notasyon

ve yaklaş¬mlar¬yla çeşitli tan¬mlamalar yapm¬̧s ancak bu tan¬mlar ve araşt¬rmalar¬n

hepsi günümüze kadar ula̧samam¬̧st¬r.

Günümüzde pek çok alanda kendini gösteren kesirli analizin uygulamalar¬ndaki

önemli geli̧smeler geçti¼gimiz yüzy¬lda ortaya ç¬ksa da, temel matematiksel tarihi 300

y¬la dayanmaktad¬r. Türevin ilk tan¬m¬,  =  () fonksiyonunun  mertebeden türevi

 2 Z+ için



= 

eşitli¼gi ile Leibniz taraf¬ndan 1695 y¬l¬nda yap¬ld¬ktan sonra L’Hospital Leibniz’e yazd¬¼g¬

ve türevin mertebesinin kesirli olup olamayaca¼g¬n¬ sordu¼gu mektup kesirli analizin ç¬k¬̧s

tarihi olarak gösterilebilir. Leibniz bu tan¬m¬ yapt¬ktan sonra türev ve integralin kul-

lan¬m alanlar¬ geli̧stikçe türevin ve integralin daha da geli̧stirilmesine ihtiyaç duyulmuş-

tur. Baz¬ problemlerin çözümünde bilinen türev ve integral tan¬mlar¬ yeterli olmay¬nca

yeni tan¬mlamalara gerek duyulmuştur. Bu dönemde ortaya at¬lan kesirli mertebeden

türev ve inregral …kri 19. yüzy¬lda fazla geli̧sememesine ra¼gmen 20. yy’da bu konuda

pek çok matematikçi önemli çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r. Geli̧stirilen bu türev ve integral

tan¬mlar¬ ve buna ba¼gl¬ olarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemler birçok prob-

lemlerin çözümünde önemli rol oynam¬̧st¬r. Ayr¬ca klasik analizde yap¬lan çal¬̧smalar¬n

kesirli analizde de uygulanmas¬ birçok problemin çözümünde de daha hassas sonuçlar

elde edilmesini sa¼glam¬̧st¬r. Ayr¬ca kesirli analiz, karmaş¬k yap¬daki problemleri anla-

maya yönelik yeni bir bak¬̧s aç¬s¬ sunmuş, modelleri daha iyi ifade edebilmi̧s, çeşitli

problemlerle ilgili daha tutarl¬ sonuçlar vermi̧stir.

·Ilk kesirli mertebeden denklem çözümü, Tautochrone probleminin formülü ile 1823

y¬l¬nda Abel taraf¬ndan bir integral denklemi ile verilmi̧stir. 1844 Boole, sabit kat-

say¬l¬ lineer diferansiyel denklemlerin çözümü için sembolik yöntemler geli̧stirerek prob-

lemin çözümünde kesirli hesaplamay¬ kullanm¬̧st¬r. 1892’de Heaviside, elektromanyetik

teorisinin baz¬ problemlerini çözmek için kesirli hesaplamay¬ kullanm¬̧s ve bu uygula-



mayla kesirli hesaplamada önemli bir ad¬m atm¬̧st¬r. 1920’de ise iletkenlik teorisinde,

kesirli hesaplamalardan yararlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalar do¼grultusunda 1936’da Gemant

esneklik problemlerinde kesirli diferansiyelden faydalanm¬̧st¬r. Littlewood (1925), Kober

(1940), Erdelyi (1964), Higgins (1967) gibi birçok matematikçi kesirli hesaplama tekni¼gi-

ni uygulamal¬ alana taş¬m¬̧st¬r [1-6].

Kesirli Analizin Tarihçesi

Kesirli analizin geli̧sim tarihi incelendi¼ginde, ilgili literatürden aşa¼g¬da ayd¬nlat¬c¬

bilgiler verilmi̧stir [1].

1695-G. W. Leibniz, ilk olarak 12 ifadesinin  2
p
 :  ’e eşit olabilece¼gini ve

buradan elde edece¼gi sonuçlarla da faydal¬ çözümlemelere ula̧sabilece¼gini düşünmüştür.

1697’de kesirli diferansiyelden söz etmi̧s ve 1
2
. mertebeden bir türevi göstermek

için 12 notasyonunu kullanm¬̧st¬r. Bundan sonra sonsuz serilerin kesirli hesaplamay¬

ifade edebilece¼gini düşünmüştür. Ama sonsuz seriler, pozitif ve negatif tamsay¬ olan

üsleri içermektedir.

1730-L. Euler,  pozitif bir tamsay¬ ve ’in bir fonksiyonu da  olmak üzere,

’nin ’e oran¬, cebirsel olarak her zaman ifade edilebilir. Fakat, e¼ger , ke-

sirli bir ifade olursa nas¬l bir oran oluşturmak gerekir?  pozitif bir tamsay¬ iken,

sürekli diferansiyel yard¬m¬yla  bulunabilir. Ancak bu yöntem,  kesirli bir ifade

iken geçerli de¼gildir. Dolay¬s¬yla bu sorun, serilerin interpolasyonundan yararlan¬larak

kolaylaşt¬r¬labilir şeklinde düşünmüştür.

1772-J. L. Lagrange, geli̧stirmi̧s oldu¼gu,








 =

+

+


şeklindeki mertebesi tamsay¬ olan diferansiyel operatörler için üsler kural¬ ile bu konuya

dolayl¬ olarak katk¬ sa¼glam¬̧st¬r. Kesirli hesaplama teorisini bu yönde başlatm¬̧s,  ve

 kesirli oldu¼gunda, kural¬n geçerli olup olmad¬¼g¬n¬ sorgulamaya başlam¬̧st¬r.

1812-P. S. Laplace, bir integral vas¬tas¬yla baz¬ kesirli türev ifadeleri tan¬m-

lam¬̧st¬r ve ilk olarak 1819’da key… mertebeli bir türevden söz etmi̧stir.

1819-S. F. Lacroix, tümevar¬mdan faydalanarak  =  ve  pozitif bir tamsay¬

olmak üzere, ’nin . mertebeden türevini,




=

!

(¡ )!
¡  ¸ 

2



şeklinde geli̧stirmi̧stir. Daha sonra Gamma fonksiyonunu kullanarak polinom fonksi-

yonlar için,



=

¡ (+ 1)

¡ (¡ + 1)
¡

formülünü vermi̧stir. Buradan da  = 12 alarak,

12

12
=

2
p
p



tan¬m¬na ulaşm¬̧st¬r (¡ (12) =
p
). Fakat key… mertebeden bir türevin uygulamas¬

konusunda bu metot yeterli olmam¬̧st¬r.

1822-J. B. J. Fourier, key… mertebeli türevlerden söz etmi̧stir ve tan¬m¬n¬,

 () =
1

2

1Z

¡1

 () 

1Z

¡1

cos  (¡ ) 

formülünden yararlanarak elde etmi̧stir.

 bir tamsay¬ olmak üzere,




cos  (¡ ) =  cos

·
 (¡ ) +

1

2


¸


şeklinde al¬p bunu da genelleştirip  yerine key…  de¼gerini alarak,




 () =

1

2

1Z

¡1

 () 

1Z

¡1

 cos

·
 (¡ ) +

1

2


¸


tan¬m¬n¬ vermi̧stir. Fourier, buradaki  say¬s¬n¬n pozitif veya negatif herhangi bir de¼ger

olabilece¼gini belirtmi̧stir.

1823-N. H. Abel, kesirli i̧slemleri ilk olarak kullanan bilim adam¬d¬r. Abel, bir in-

tegral denkleminin çözümünde kesirli hesaplamay¬ kullanm¬̧st¬r. Abel’in integral denk-

leminin,

 =

Z

0

(¡ )¡12  () 

şeklinde oldu¼gunu biliyoruz. Abel, bu denklemin sa¼g taraf¬na
p

£
¡12¡12

¤
 ()

yazarak düzenleme yapm¬̧s,
12

12
 =
p
 () 

formülünü vermi̧stir. Abel, bu denklemde  ()’i belirleyerek kesirli hesaplamada önemli

bir ba̧sar¬ sa¼glam¬̧st¬r.

3



1832-J. Liouville, kesirli hesaplamadaki ilk büyük çal¬̧smay¬ gerçekleştirmi̧stir.
¡
1212

¢
2 ifadesini düşünmüş ve kesirli operatörleri kullanarak mekanik ve geo-

metrinin baz¬ problemlerini çözmüştür. Kesirli operatör tan¬m¬na eklemek için tamam-

lay¬c¬ bir fonksiyonun varl¬¼g¬ndan da söz etmi̧stir. Bu tamamlay¬c¬ fonksiyonun varl¬¼g¬n¬

ispatlamaya çal¬̧sm¬̧st¬r. Ancak başar¬l¬ bir sonuca ula̧samam¬̧st¬r. Ayr¬ca Liouville, iki

fonksiyonun çarp¬m¬n¬n kesirli türevi için de bir metot geli̧stirmi̧stir. Daha sonra 1834

y¬l¬nda izokron problemlerinden bahsetmi̧stir. Ayr¬ca key… mertebelerden türevler için,

 = 

tan¬m¬n¬ geli̧stirmi̧stir. Liouville, kesirli bir türev için,

 () =
1X

=0


, Re  0

 () =

1X

=0







formundaki seride, bir  () fonksiyonunun key… türevinin aç¬k olarak yaz¬labilece¼gi

…krini ortaya atm¬̧st¬r. Liouville, ikinci bir tan¬m elde etmek için gama fonksiyonu ile

ili̧skili,

 =

1Z

0

¡1¡,   0   0

belirli integralini kullanm¬̧st¬r. Burada  =  alarak,

 = ¡
1Z

0

¡1¡ = ¡¡ () 

veya,

¡ =
1

¡ ()


formüllerini vermi̧stir. Liouville, bu son denkleme  operatörünü uygulayarak,

¡ =
(¡1)

¡ ()

1Z

0

+¡1¡

¡ =
(¡1) ¡ ( + )

¡ ()
¡¡   0

tan¬m¬n¬ bulmuştur. Ayr¬ca,



= 0

4



integral denkleminin  = 0 + 1 + 2
2 +  + ¡1

¡1 şeklinde tamamlay¬c¬ bir

çözüme sahip oldu¼gunu belirtmi̧s ve key…  de¼geri için,




= 0

denkleminin de tamamlay¬c¬ bir çözüme sahip olup olmad¬¼g¬n¬ incelemi̧stir.

1839-S. S. Greatheed, Liouville’nin tan¬m¬n¬ kullanarak, kesirli diferansiyel için

baz¬ formüller geli̧stirmi̧stir. Bu çal¬̧smas¬nda kesirli türevleri kullanarak Taylor teo-

remini de eklemi̧stir.

1841-D. F. Gregory, operatörler hesab¬ tan¬m¬n¬n kurucusudur. Sembolik formu,

 ( ) = 
12

+
¡12



şeklinde olan,
2

2
= 2




ile tan¬mlanan ¬s¬ denklemini vermi̧stir. Bu form daha sonra, Heaviside taraf¬ndan da

kullan¬lm¬̧st¬r.

1842-A. De Morgan, kesirli operatör sistemlerinden bahsetmi̧s ve  şeklinde

bir form geli̧stirmi̧stir.

1846-P. Kelland, daha önce Peacock taraf¬ndan da kullan¬lan, cebir için uygu-

lanan eşde¼ger formlar¬n süreklilik ilkesinin, bütün sembolik operatörler için geçerli

oldu¼gunu varsaym¬̧st¬r. Kelland, bu ilkenin sonucu olan cebirsel formüllerin, sembo-

lik operatörlerin cebirsel sembollerle yer de¼gi̧stirmesi ile do¼gru formlara dönüşece¼gini

düşünmüştür. Daha sonra ise bu düşüncesinde baz¬ hatalar saptanm¬̧st¬r.

1847-B. Riemann, kesirli integral teorisi üzerine olan çal¬̧smalar¬na ö¼grencilik

y¬llar¬nda başlam¬̧st¬r. Taylor serilerini genelleştirerek kesirli integral tan¬m¬n¬,

¡

¡
= ¡ () =

1

¡ ()

Z



(¡ )¡1  () 

şeklinde vermi̧stir. Bu tan¬ma tamamlay¬c¬ bir fonksiyon eklemeyi uygun görmüştür.

Burada, integralin alt limiti olan ’nin ve tamamlay¬c¬ fonksiyonun de¼geri 0 al¬-

narak, bugün bu formül, yayg¬n bir şekilde kesirli integrasyon tan¬m¬na uygun olarak

kullan¬lmaktad¬r.
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1848-C. J. Hargreave, . mertebeden genelleştirilmi̧s Leibniz türevi üzerine çal¬̧s-

m¬̧st¬r (, pozitif bir tamsay¬ de¼gildir). Böylece,

 ()  () =

1X

=0

µ




¶
 ()¡ () 

formülünü vermi̧stir. Burada  . mertebeden diferansiyel operatör, ¡ kesirli bir

operatör ve
¡



¢
de ¡ ( + ) !¡ ( ¡  + 1) şeklindedir.

1848-W. Center, kesirli operatörlerin tart¬̧s¬lan iki sistemini aç¬kça tan¬mlam¬̧st¬r.

Birincisi, Peacock taraf¬ndan geli̧stirilen,
µ





¶

 =
¡ ( + 1)

¡ ( ¡  + 1)
¡   0

şeklinde,  = 0 iken sonlu sonuçlar veren sistemdir. ·Ikincisi ise,  = 0 iken,
µ





¶

¡ =
(¡1) ¡ ( + )

¡ ()
¡¡   0  +   0

şeklindeki, Liouville taraf¬ndan geli̧stirilen sistemdir.

1859-H. R. Greer, başlang¬ç olarak, Liouville’nin geli̧stirdi¼gi,

 = 

eşitli¼gini kullanarak sin ve cos ’in adi türevleri için çeşitli formüller üretmi̧stir. Ayr¬ca
1
2
. mertebeden sonlu farklardan da bahsetmi̧stir.

1861-Z. Wastchenxo, Greer’in formüllerine çeşitli ekler yaparak çal¬̧sm¬̧st¬r.

1865-H. Holmgren, adi diferansiyel denklemlerin çözümleri için kesirli hesaplama

tekni¼gi ile ilgilenmi̧s ve çeşitli yaz¬lar yazm¬̧st¬r.

Holmgren, bu yaz¬lar¬nda, kendinden öncekilerin bulduklar¬ sonuçlar¬n k¬s¬tl¬

oldu¼gunu dile getirmi̧s ve amac¬n¬n tam bir çözüm bulmak oldu¼gunu belirtmi̧stir. Bu

çal¬̧smalar¬ do¼grultusunda,

00 = 2 = +2

kural¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r. Her ne kadar  tamsay¬ oldu¼gunda bu kural geçerli olsa da,

modern matematikçiler  key… oldu¼gunda da bu kural¬n geçerlili¼gini ispatlamaya çal¬̧s-

m¬̧slard¬r.

1867-A. K. Grunwald, kesirli operatörler üzerine yapt¬¼g¬ çal¬̧smalar neticesinde,

 =

Z

0

(¡ )  () 
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formülünü elde etmi̧stir ki burada , ’in bilinen fonksiyonudur.

1868-A. V. Letnikov, key… mertebeler için,

[ ()]0 =
£
+ ()

¤
0


formülünü ispatlam¬̧st¬r. Liouville, Peacock ve Kelland’¬n çal¬̧smalar¬n¬ da incelemi̧stir.

Ayr¬ca genelleştirilmi̧s Cauchy integral formülünün ana temas¬ üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r.

Böylece, baz¬ diferansiyel denklemlerin çözümü için kesirli hesaplama tekni¼gini kul-

lanm¬̧st¬r.

1880-A. Cayley, Riemann’¬n 1847’deki tezine at¬f yaparak Riemann’¬n teorisin-

deki en büyük s¬k¬nt¬n¬n, key… sabitlerin sonsuzlu¼gunu içeren tamamlay¬c¬ bir fonksi-

yonun tan¬m¬ndan kaynakland¬¼g¬n¬ ifade etmi̧stir.

1884-H. Laurent, Cauchy integral formülünü genelleştirmi̧stir. Genelleştirilmi̧s

Leibniz çarp¬m kural¬ üzerine çal¬̧sm¬̧s ancak integral formda bir sonuç elde edememi̧stir.

1887-K. Nishimoto, Cauchy integral formülünden yararlanarak,

 () =
!

2

Z



 ()

( ¡ )+1

tan¬m¬n¬ vermi̧stir ve  yerine  yazarak,

 () =
¡ ( + 1)

2

+Z



 ()

( ¡ )+1

formülünü elde etmi̧stir.

1888-P. A. Nekrassov, Liouville’nin . mertebeden diferansiyel için geli̧stirdi¼gi,

 = 

formülünü kullanarak (¡ )’nun key… mertebeli türevini bulmuştur.

1892-O. Heaviside’nin kablolardaki elektrik ak¬m¬n¬n iletkenlik teorisindeki metot-

lar¬ mühendislere çok fayda sa¼glam¬̧st¬r.

2 bir sabit ve  ise s¬cakl¬k olmak üzere bir boyutlu ¬s¬ denklemini,

2

2
= 2




olarak belirlemi̧stir ki e¼ger 


=  al¬n¬rsa,

2 = 2
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olur. Heaviside, 12 = 1212 = 12 eşitlikleriyle do¼gru sonuçlar elde etmi̧stir.

Heaviside’nin i̧slemleri, Riemann’¬n 0
 i̧slemi ile ba¼gdaşt¬r¬labilir. Ancak sonuçlar¬

do¼gru olsa da Heaviside, yöntemini ispatlayamam¬̧st¬r.

1902-R. E. Moritz, yapt¬¼g¬ çal¬̧smalarda anla̧s¬lmas¬ güç olan yeni sembol ve

terimler kullanm¬̧st¬r.

1918-E. Schuyler,

¡
1212

¢ ¡
1212

¢
= 

eşitli¼gini ispatlamaya ve bu ifadeyi yorumlamaya çal¬̧sm¬̧st¬r. Bu problem 1919’da, Post

taraf¬ndan da ele al¬nm¬̧s ve çözümü yap¬lm¬̧st¬r.

1918-L. O’Shaughnesy,

1212 = 

denklemini çözmeye çal¬̧sm¬̧st¬r ve bu problem de 1919’da Post taraf¬ndan incelenip

çözülmüştür.

1919-E. Post, kesirli hesaplama operatörleri ile alakal¬ iki probleme iki farkl¬ çözüm

üretmeye çal¬̧sm¬̧st¬r. ·Ilk çözümünde,


¡
  () =

1

¡ ()

Z



(¡ )¡1  () 

şeklindeki Liouville’nin kesirli mertebeli integrasyon tan¬m¬n¬,  = ¡1 alarak kullan-

m¬̧st¬r. ·Ikinci çözümünde ise Riemann tan¬m¬ndan yararlanm¬̧st¬r.

1919-M. T. Naraniengar,


1
2 () =  ()¡

1
2 

denklemi üzerine çal¬̧sm¬̧s ve ¡ (+ 1) ¡
¡
+ 1

2

¢
de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen  () kat-

say¬s¬n¬ geli̧stirmi̧stir.

1919-T. J. I. Bromwich, baz¬ …ziksel problemlerin çözümünde kesirli operatör-

lerini kullanmay¬ amaçlam¬̧st¬r.

1922-G. H. Hardy, özellikle toplam ve süreklilik teoremlerinin kesirli mertebeden

integral özelliklerini, tamsay¬ mertebeden olanlarla benzerliklerini göz önünde bulun-

durarak incelemi̧stir.
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1922-W. C. Brenke, …zikte kullanmak için,

 () = 

Z

0

(¡ )
1
2  () 

şeklindeki denklem ve bu denklemin uygulamalar¬ üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r.

1923-P. Levy,  ifadesinin kesirli türevini düşünmüş ve bunun üzerine çeşitli

çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r.

1924-H. T. Davis, baz¬ integral denklemlerin çözümüne uygulamak için geli̧stirilen

teori çal¬̧smalar¬n¬n eksiklerini gidermeye yönelik çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r.

1925-E. Stephens, genel ve kesirli diferansiyellerle alakal¬ bir kaynakça çal¬̧smas¬

yapm¬̧st¬r. Ancak bu kaynakçada pek çok hata ve eksikli¼ge rastlanm¬̧st¬r.

1927-W. O. Pennell, kesirli hesaplama operatörleri üzerine baz¬ teoremler üret-

mi̧stir, öyle ki

2 +  = 1  = 

şeklindeki lineer bir denklemin çözümü için, ’nin bir seriye nas¬l geni̧sletilebilece¼gini

ayr¬nt¬l¬ bir şekilde aç¬klam¬̧st¬r.

1927-H. T. Davis, kesirli hesaplama operatörlerini tan¬mlamada kullan¬lan çeşitli

notasyonlar¬ ele alm¬̧st¬r. 1
¡()

Z



(¡ )¡1  () ’yi tan¬mlamak için 
¡
  () notas-

yonunu kullanm¬̧st¬r. 
1
2
  +  =  () gibi kesirli üsse sahip baz¬ diferansiyel

denklemlerin çözümünü bulmak için de bu notasyonu uygulam¬̧st¬r.

1928-G. H. Hardy ve J. E. Littlewood, standart s¬n¬ftan baz¬ fonksiyonlar¬n

key… mertebeli türev ve integrali için tan¬mlanan Riemann-Liouville tan¬m¬n¬ geli̧stirme-

yi amaçlam¬̧st¬r.

1933-K. S. Cole, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketini incelemede, kesirli

hesaplamadan yararlanm¬̧st¬r.

1935-A. Zygmund, Weyl taraf¬ndan ortaya at¬lan ve trigonometrik seriler için

çok uygun olan bir kesirli integrasyon üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r.

1936-W. Fabian, kesirli integralin özellikleri üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r ve integral ve seri-

lerin toplam¬ndan baz¬ sonuçlar elde etmi̧stir. Riemann tan¬m¬n¬ geni̧sleterek kompleks

düzlemde herhangi bir e¼gri boyunca kesirli integrasyon kavram¬ üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r.

1940-H. Kober, Hardy ve Littlewood’un buldu¼gu baz¬ sonuçlar¬ geni̧sletmi̧s, Mellin
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dönüşümlerinden,

 () =

Z



(¡ )¡1  () 

denklemine çözüm için bir teoremden bahsetmi̧stir.

1941-D. V. Widder, kesirli integraller ile Laplace dönüşümü aras¬ndaki ili̧skiyi

ele alm¬̧st¬r.

1949-M. Riesz, Hagstrom ile i̧s birli¼gi yaparak kesirli hesab¬n temel yönlerini ver-

mi̧stir. Riemann uzay¬ndaki dalga denklemini, iza…yet teorisi, Lorenz uzay¬ ve olas¬l¬k

teorisinde,

 () =
1

¡ ()

Z



(¡ )¡1  () 

şeklindeki kesirli integralin çeşitli yönlerinden bahsetmi̧stir.

1950-N. Stulo¤,

¢
1P
=0

(¡1)
¡



¢
+

eşitli¼gi ile kesirli mertebenin farklar¬n¬ ele alm¬̧st¬r.

1953-B. Kuttner, kesirli türev tan¬mlar¬ndan hareketle,




1

¡ (¡ )

Z

0

(¡ )¡¡1  () 

ve

(¡1) 


1

¡ (¡ )

1Z



(¡ )¡¡1  () 

şeklindeki iki integral aras¬ndaki ili̧skiyi düşünmüştür.

1954-A. Erdelyi, kesirli integrallerle alakal¬ bir kaynakça çal¬̧smas¬ yapm¬̧s ve

Heaviside’nin ()
1
2 şeklindeki operatörünü ele alm¬̧st¬r. Kesirli integrasyon ve ikili

integral denklemler üzerine de baz¬ çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r.

1959-J. L. Lions, Navier-Stokes denklemlerinin aç¬k bir çözümü olarak bir  ()

fonksiyonu belirlemi̧s ve bu çözümün,  ile ilgili kesirli bir türeve sahip olup olmayaca¼g¬

sorusunu ortaya atm¬̧st¬r.

1961-M. A. Bassam, Holmgren ve Riesz taraf¬ndan verilen, key… mertebeden iki

belirli integral aras¬ndaki eşitli¼gi göstermi̧stir. Böylece, birleştirilmi̧s tek bir tan¬m elde

etmi̧s ve ’Holmgren-Riesz Dönüşümleri’ adl¬ bir tez yazm¬̧st¬r.
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1964-I. M. Gel’fand ve G. E. Shilov, hipergeometrik ve Bessel fonksiyon-

lar¬ gibi birçok fonksiyonu, elemanter fonksiyonlar¬n key… mertebeli türevleri olarak

yazm¬̧slard¬r.

1964-R. G. Buschman, s¬n¬r-de¼ger problemlerinin analizinde,  al¬̧s¬lm¬̧s Bessel

fonksiyonu olmak üzere,
1R
0

 ()  ()  =  () 

ve
1R
0

 ()  ()  =  () 

gibi iki integral denklemini tek bir denkleme indirgemek için kesirli hesaplama ope-

ratörlerini kullanm¬̧s ve
1R
0

 ()  ()  =  () 

denklemini elde etmi̧stir.

1967-M. Caputo, kesirli hesaplama tekni¼gi ile alakal¬,


 


  () =

1

¡ ( ¡ )

Z



 () ( ) 

(¡ )+1¡  (¡ 1 ·   ) 

şeklindeki formülü tan¬mlam¬̧st¬r. Bu tan¬m çok say¬da çal¬̧smada kullan¬lm¬̧st¬r.

1967-T. P. Higgins, homojen olmayan diferansiyel denklemlerin baz¬ uygula-

malar¬n¬ ele alm¬̧s ve kesirli hesaplama operatörleriyle elde edilen sonuçlar¬n, formüller

üzerinde basit sadeleştirmeler yap¬larak di¼ger al¬̧s¬lm¬̧s yöntemlerle de elde edilebile-

ce¼gini iddia etmi̧stir.

1968-G. V. Welland, [1¡ ()]
R

¡1
(¡ )¡1  ()  kesirli integrasyonu için Li-

ouville’nin tan¬m¬ndan yararlanm¬̧s ve Zygmund’un baz¬ çal¬̧smalar¬n¬ geni̧sletmi̧stir.

1970-K. B. Oldham ve J. Spainer, adi diferansiyel olarak adland¬rd¬klar¬, 1
2

mertebeli 
1
  () 

1
 şeklindeki operatör yard¬m¬yla elektrokimyasal kinetikleri aç¬k-

layabilecekleri yeni bir yöntem bulduklar¬n¬ iddia etmi̧slerdir.

1970-T. J. Osler, çarp¬m durumundaki iki fonksiyonun türevi için, Leibniz ku-

ral¬n¬n baz¬ genellemelerini incelemi̧s ve bunlar¬, baz¬ sonsuz serilerin aç¬l¬m¬nda kullan-

m¬̧st¬r. Genelleştirilmi̧s bir zincir kural¬ elde etmi̧s ve bu kural¬n baz¬ özel durumlar¬n¬

araşt¬rm¬̧st¬r. Genelleştirilmi̧s Cauchy integral formülünden yararlanarak, kesirli bir

türev tan¬mlam¬̧st¬r.
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1971-E. R. Love, kesirli diferansiyeli, mertebenin sadece imajiner oldu¼gu durum-

lar için tan¬mlam¬̧s ve al¬̧s¬lm¬̧s tan¬mlar¬ da imajiner mertebe durumuna geni̧sletmi̧stir.

1971-M. Shinbrot, Lions’un çal¬̧smalar¬n¬ ilerletmi̧s ve mertebesi 1
2
olan kesirli

diferansiyelleri ispatlamaya çal¬̧sm¬̧st¬r.

1972-T. R. Prabhakar, kesirli integrasyonu kullanarak iki de¼gi̧skenli hiperge-

ometrik fonksiyonlar¬ içeren baz¬ integral denklemler üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r.

1993-K. S. Miller ve B. Ross, kesirli hesaplamalar üzerine yapm¬̧s olduklar¬

çal¬̧smalar neticesinde,

¹ () = 12  ()  ¹ = (1 2  ) 

eşitli¼gini vermi̧slerdir.

Bu çal¬̧smalar¬n içerisinde günümüzde yayg¬n olarak Riemann-Liouville, Grunwald-

Letnikov, Caputo ve Miller-Ross tan¬mlar¬ kullan¬lmaktad¬r. Uygulamalarda, materyalin

…ziksel özelliklerini ifade etmede kesirli türevin daha iyi sonuç verdi¼gi bi-

linmekte olup matematiksel modelleme ile elde edilen kesirli mertebeden diferansiyel

denklemler başlang¬ç koşullar¬ ile birlikte formüle edilir. Yani uygulamadaki prob-

lemler, …ziksel yorumlamaya imkan veren başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ kullanmay¬ gerektiren

kesirli mertebeden türev tan¬m¬na ihtiyaç duyar. Bu yüzden son y¬llarda, kesirli dife-

ransiyel denklemlerin analitik ve nümerik çözümlerinde Riemann-Liouville türev ope-

ratörü yerine Caputo türev operatörü daha çok kullan¬lmaktad¬r. Riemann-Liouville

türevinde  =  uç noktas¬ndaki limit de¼gerinin ilavesi gereklidir. Caputo türevi ise

tamsay¬ mertebeden diferansiyel denklemler ile ayn¬ formda başlang¬ç koşullar¬na sahip-

tir. Grunwald-Letnikov tan¬m¬ da daha çok nümerik algoritmalarda kullan¬lmaktad¬r.

Kesirli hesaplama tekni¼ginin anlaş¬lmas¬nda bir de bu dönemde Oldham ve Spanier

(1974), Oustaloup (1991, 1994, 1995), Miller ve Ross (1993), Samko, Kilbas ve Marichev

(1993), Kiryakova (1994), Carpinteri ve Mainardi (1997), Podlubny (1999) ve Hilfer

(2000) gibi önemli matematikçiler taraf¬ndan yaz¬lan kitaplar önemli bir rol oyna-

maktad¬r. Bu kitaplar kesirli hesaplama tekni¼gini, kesirli diferansiyel denklemlerin

uygulamalar¬n¬ ve çözüm metotlar¬n¬ vermi̧stir. Ayr¬ca kesirli hesaplama tekni¼gin-

deki bu geli̧smeler do¼grultusunda 20. yy bitmeden çeşitli üniversitelerde konferanslar

da düzenlenmi̧stir. 1974 y¬l¬nda kesirli hesaplama konusundaki ilk uluslararas¬ konfe-

rans Ulusal Bilim Kuruluşunun sponsorlu¼gunda Connecticut’taki New Haven Üniver-
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sitesinde yap¬lm¬̧s, konferansa dair sonuçlar Springer-Verlag taraf¬ndan yay¬mlanm¬̧st¬r.

1984’te ise ikinci uluslararas¬ konferans Strathclyde Üniversitesinin sponsorlu¼gunda

·Iskoçya’n¬n Glasgow şehrinde düzenlenmi̧stir. Bu konferansa da Heywood, Kalla,

Lamb, Lowndes, Nishimoto, Rooney ve Srivastava gibi o dönemin ünlü matematikçileri

kat¬lm¬̧st¬r. Yine 1980’lerde dikkate de¼ger matematiksel aktiviteler Japonya’da Owa,

Saigo ve Nishimoto taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. 4 ciltlik dergide kesirli türevin adi

ve k¬smi diferansiyel denklemlere uygulan¬̧s¬ incelenmi̧stir. 3. uluslararas¬ konferans

Tokyo’da Nihon Üniversitesinde gerçekleştirilmi̧stir. Bu konferansta da Al-Bassam,

Bagley, Brychkov, Campos, Goren‡o, Joshi, Kalla, Love, Mikolas, Nishimoto, Owa,

Prudnikov, Ross, Samko ve Srivastava gibi matematikçiler çal¬̧smalar¬n¬ birbirleriyle

paylaşm¬̧slard¬r [1-6].

Kesirli hesaplama tekni¼gi, 20. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan sonra bilimin her alan¬nda

kullan¬lmaya ba̧sland¬. Fizik, kimya ve mühendislik alanlar¬nda çeşitli uygulamalara

olanak sa¼glad¬. Bunlar¬n baz¬lar¬n¬ a̧sa¼g¬daki gibi verebiliriz:

² ·Insan kemi¼ginde ultrasonik dalga yay¬l¬m¬,

N.Sebaa, Z.E.A.Fellah, W.Lauriks, C.Depollier [7].

² Kesirli hesaplama kullan¬larak kalp dokusunda elektrot arayüzünün modellen-

mesi,

R.L.Magin [9].

² Sert gözenekli malzemede ses dalgas¬ yay¬l¬m¬nda kesirli hesaplama uygulamas¬,

Z.E.A.Fellah, C.Depollier [8].

² Otomotik araçlar¬n yatay ve dikey kontrollerinde kesirli hesaplama kullan¬m¬,

J.I.Suarez, B.M.Vinagre, A.J.Calderon, C.A.Monje and Y.Q.Chen [12].

² Viskoelastik teoride kesirli hesaplamalar¬n uygulamalar¬,

E.Soczkiewicz [11].

² Ayr¬t sezimi için kesirli diferansiyel,

² B.Mathieu, P.Melchior, A.Oustaloup, Ch. Ceyra [10].
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Ayr¬ca birçok dinamik sistem, kesirli hesaplamaya dayanan kesirli mertebeden di-

namik modeller kullan¬larak daha iyi karakterize edilmi̧stir. Kesirli türev, s¬k ba¼g¬ml¬

s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s materyallerin hareketleri, bir Newton ak¬̧skan¬ndaki ince geni̧s tabaka halin-

deki viskoelastik materyallerin sürünme ve gevşeme fonksiyonlar¬ ve dinamik sistem

ve benzerlerinin kontrolcüsü için  kontrolcüsü gibi birçok …ziksel problemde,

elektromanyetik, akustik, elektrokimya ve madde bilimlerindeki fenomenlerde, s¬v¬lar¬n

kimyasal analizi, ak¬̧skanlar, elektrokimya, fraktal süreçler, biyoloji, Schrödinger

denklemi, t¬p gibi daha birçok alanda kullan¬lmaktad¬r.

Şimdi tezimizin di¼ger bir omurgas¬n¬ teşkil eden Sturm-Liouville teorisinden k¬saca

bahsedelim.

Do¼gada gerçekleşen …ziksel olaylar¬n incelenmesi ve analizi için matematiksel olarak

modellenmesine ihtiyaç vard¬r. Bu şekilde matematiksel …zi¼gin, mühendisli¼gin ve birçok

bilimin pek çok probleminin modellenmesi diferansiyel denklemlerden oluşan s¬n¬r de¼ger

problemleri içermektedir. Bu problemlerin çözümü, 1830 ’lu y¬llara kadar analitik

olarak ifade edilebilmesi ile s¬n¬rl¬ kalm¬̧st¬r fakat 1836 y¬l¬nda iki yak¬n arkadaş olan

·Isveçli matematikçi Charles François Sturm (1803-1855) ve Frans¬z matematikçi Joseph

Liouville çözümlerin analitik olarak ifade edilemedi¼gi durumlarda bu çözümlerin özellik-

lerinin bulunmas¬ ile ilgili çal¬̧smalar yapm¬̧s ve Sturm-Liouville teorisini kurmuşlard¬r.

Klasik bir Sturm-Liouville diferansiyel denklemi genel olarak sonlu veya sonsuz

     aral¬¼g¬nda tan¬ml¬  fonksiyonlar¬ için,





·
 ()





¸
+ [ () +  ()]  = 0

şeklinde tan¬ml¬ ikinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklemdir. Bu denklemde

 ()   () ve  ()  verilen fonksiyonlard¬r. Bu fonksiyonlar¬n reel de¼gerli ve ayr¬ca

( ) aral¬¼g¬nda parçal¬ sürekli oldu¼gu varsay¬lmaktad¬r. Bununla birlikte  () ve

 () fonksiyonlar¬n¬n ( ) aral¬¼g¬nda daima pozitif oldu¼gu varsay¬lmaktad¬r. Bu

denklemdeki  say¬lar¬ da parametrelerdir.

Sturm ve Liouville diklik, özde¼gerlerin gerçelli¼gi ve Fourier katsay¬lar¬n¬n belirlen-

mesi gibi baz¬ teoremleri ortak kullan¬yorlarsa da Sturm özde¼gerlerin özellikleri, özde¼ger

ve özfonksiyonlar¬n nitel davran¬̧slar¬na yönelirken, Liouville key… fonksiyonlar¬n, öz-

fonksiyonlar¬n bir sonsuz seri aç¬l¬m¬na a¼g¬rl¬k vermi̧stir. Sturm, homojen olmayan

ince bir teldeki ¬s¬ iletimi problemini göz önüne alm¬̧s ve bu problemin çözümü için
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k¬smi diferansiyel denklemi de¼gi̧skenlerine ay¬rma metodu kullanarak adi diferansiyel

denkleme dönüştürmüştür. Sturm-Liouville kuram¬n¬n geli̧smesinde D’Alembert, Fouri-

er ve Poisson’un çal¬̧smalar¬ öncülük etmi̧s ve katk¬ sa¼glam¬̧st¬r. Fourier, homojen or-

tamlarda ¬s¬ iletim problemlerini silindirik ve küresel koordinatlar¬ kullanarak incelemi̧s

ve ¬s¬ teorisi ile ilgili önemli sonuçlar elde etmi̧stir. Bu sonuçlar Poisson taraf¬ndan de-

vam ettirilmi̧s ve geli̧stirilmi̧stir. Homojen ve homojen olmayan bir teldeki titreşim

problemini ilk kez D’Alembert ve ayn¬ dönemde Euler incelemi̧stir.

Sturm’un ikinci önemli çal¬̧smas¬ spektral kuram¬ üzerine olmuştur. Liouville’nin

çal¬̧smas¬ ise key… fonksiyonlar¬n, özfonksiyonlar¬ cinsinden Fourier serisine aç¬l¬m¬,

ortogonallik özellikleri ile farkl¬ tipteki ve yüksek mertebeden denklemlere kuram¬n

genelleştirilmesi üzerine olmuştur. Ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar yöntemini kullanarak bir dife-

rensiyel denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ ilk kez Liouville kan¬tlam¬̧st¬r.

1880’lerde, Lord Rayleigh ve G.Kirchho¤ titreşim problemini incelerken Sturm’un

teoremlerinin benzerini yüksek basamaktan s¬n¬r de¼ger problemlerine uygulam¬̧slard¬r.

F.Klein diferansiyel denklemlerin polinom tipi çözümlerini s¬n¬r de¼ger problemleri ku-

ram¬ ile birleştirmi̧stir. 1908’de Birko¤ özde¼ger parametresine ba¼gl¬ adi diferansiyel

denklemlerin temel çözümleri için asimptotik eşitlikler elde etmi̧s, regüler s¬n¬r şart-

lar¬n¬ tan¬mlam¬̧s ve regüler s¬n¬r-de¼ger problemleri için özfonksiyonlar ve özfonksi-

yonlara ba¼gl¬ fonksiyonlar sisteminin taml¬¼g¬ ile ilgili teoremler ispatlam¬̧st¬r. 1946

y¬l¬nda Titchmarsh do¼gru ekseninde tan¬ml¬ azalan (artan) potansiyelli  = ¡ 2

2
+

 () Sturm-Liouville operatörleri için özde¼gerlere göre ayr¬̧s¬m formülünü vermi̧stir.

Ayr¬ca Naimark, Atkinson, Rietsz, Neumann, Friedrichs, Wintner, Leighton, Levitan

Tamarkin gibi birçok matematikçi bu teorinin geli̧smesini sa¼glam¬̧st¬r.

Günümüzde de Sturm-Liouville teorisi ve problemi önemini korumaktad¬r. Bu alan

hakk¬nda çok fazla say¬da kitap ve makale yay¬nlanmas¬na ra¼gmen Sturm-Liouville

problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamal¬ matemati¼gin en

önemli ve en güncel konusu olmaya devam etmektedir. Bunun sebebi matematiksel

…zi¼gin özellikle de kuantum mekani¼ginin ortaya koydu¼gu yeni ve güncel problemlerdir.

Sturm-Liouvile teorisi ilk olarak ¬s¬ iletimi problemlerinde yo¼gun bir şekilde uygulansa

da, günümüzde ¬s¬ ak¬̧s¬ problemlerinin yan¬ s¬ra farkl¬ matematik, …zik problemlerinin

çözümü için de etkin bir yöntem oluşturmaktad¬r. Akustik bilimi, aerodinamik, elastik,

eloktrodinamik, ak¬̧skan dinami¼gi, jeo…zik (sismik dalga yay¬l¬m¬), ¬s¬ transferi, mete-
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oroloji, okyanus bilimi, optik, petrol mühendisli¼gi, plazma …zi¼gi, kuantum mekani¼gi

gibi birçok alanda Sturm-Liouville teorisi kullan¬lmaktad¬r. Sonuç olarak gerek kesirli

mertebeden gerekse tamsay¬l¬ mertebeden s¬n¬r de¼ger problemleri ile ilgili çok say¬da

çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r [21-27, 30, 31, 34, 36-47].
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2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tan¬m ve Teoremler

Tan¬m 2.1.1. (Gamma Fonksiyonu)

Re   0 olmak üzere

¡() =

Z 1

0

¡¡1 (2.1.1)

şeklinde tan¬ml¬ fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [2].

Tan¬m 2.1.2. (Mittag-Le­er Fonksiyonu)

Mittag-Le­er fonksiyonlar¬ kesirli diferansiyel yönteminde çok yayg¬n kullan¬m alan-

lar¬ bulan oldukça önemli bir fonksiyondur. Üstel fonksiyon , tamsay¬ dereceden dife-

rensiyel denklem teorisinde önemli bir role sahip olup bu fonksiyonun bir parametreli

genelleştirilmi̧s hali

() =

1X

=0



¡( + 1)


şeklinde tan¬mlan¬r.

Mittag-Le­er tipi iki parametreli fonksiyona genelleştirme ise ilk olarak Agarwal

ve Humbert taraf¬ndan Laplace dönüşüm tekni¼gi kullan¬larak yap¬lm¬̧s olup, kesirli

dereceden diferansiyel hesaplamada önemli bir yere sahiptir. ·Iki parametreli Mittag-

Le­er fonksiyonu,

() =
1X

=0



¡( + )


seri aç¬l¬m¬ şeklindedir [2].

Tan¬m 2.1.3. (Beta Fonksiyonu)

 kompleks say¬ olmak üzere

 () =

1Z

0

¡1 (1¡ )¡1  (Re ()  0Re ()  0) 

şeklinde tan¬ml¬ fonksiyonuna Beta fonksiyonu denir

Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonu aras¬nda

 () =
¡ () ¡ ()

¡ (+ )
 Re ()  0Re ()  0



şeklinde bir ba¼g¬nt¬ vard¬r ve

 ( 1¡) = ¡ () ¡ (1¡) Re ()  0Re ()  0

eşitli¼gi sa¼glan¬r [3].

Tan¬m 2.1.4. (Riemann-Liouville Türevi)

Riemann Liouville kesirli türevi,   0  2 R ve  ¡ 1 ·  ·   2 N olmak

üzere,
()


=

1

¡(¡ )





Z 

0

()

(¡ )1¡+


şeklindedir [2].

Ayr¬ca Re ()  0 olmak üzere sa¼g ve sol tara‡¬ Riemann Liouville kesirli türevi


+ () = 

¡
1¡+ 

¢
()     (2.1.3)


¡ () = ¡

¡
1¡¡ 

¢
()     (2.1.4)

eşitliklerini sa¼glar. Riemann-Liouville yaklaş¬m¬n¬n baz¬ özellikleri şöyledir:

I.   0   0 olmak üzere


¡


¡


¡
  ()

¢
= 

¡


¡


¡
  ()

¢
= 

¡¡
  () 

şeklinde gösterilebilir.

II.   0 olmak üzere





¡


¡
  ()

¢
=  () 

bulunur. Fakat ( ¡ 1 ·   ) için


¡
 (


  ()) =  ()¡

X

=1

£


¡
  ()

¤
=

(¡ )¡

¡ (¡  + 1)


şeklindedir. E¼ger 0 ·   1 ise yukar¬daki ifade


¡
 (


  ()) =  ()¡

£


¡1
  ()

¤
=

(¡ )¡1

¡ ()


olarak elde edilir.

III.   0   0 olmak üzere





¡


¡
  ()

¢
= 

¡
  () 
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
¡
 (


  ()) = 

¡
  ()¡

X

=1

£


¡
  ()

¤
=

(¡ )¡

¡ (¡  + 1)
 0 ·  ¡ 1 ·   

olur.

IV.  tamsay¬ olmak üzere e¼ger  () () = 0 ( = 0 1 2   ¡ 1) ise a̧sa¼g¬daki

eşitlik elde edilir.




(


  ()) =

µ





 ()



¶
= 

+
  () 

Ayr¬ca ¡ 1 ·    ve  ¡ 1 ·    olmak üzere



 (


  ()) = 

+
  ()¡

X

=1

£


¡
  ()

¤
=

(¡ )¡¡

¡ (¡¡  + 1)
 (2.1.5)



 (


  ()) = 

+
  ()¡

X

=1

£


¡
  ()

¤
=

(¡ )¡¡

¡ (¡ ¡  + 1)
 (2.1.6)

eşitlikleri vard¬r. Ayr¬ca (215) ve (216) denklemlerinin eşit olmas¬ için

£


¡
  ()

¤
=

= 0 ( = 1 2 ) 

£


¡
  ()

¤
=

= 0 ( = 1 2  ) 

şartlar¬n¬n sa¼glanmas¬ gerekir [2, 5].

Tan¬m 2.1.5. (Riemann-Liouville ·Integrali)

Re ()  0 olmak üzere Riemann Liouville sa¼g ve sol kesirli integrali,

¡
+

¢
() =

1

¡ ()

Z



(¡ )¡1  ()     (2.1.7)

¡
¡

¢
() =

1

¡ ()

Z



(¡ )¡1  ()     (2.1.8)

şeklindedir [3].

Tan¬m 2.1.6. (Grunwald-Letnikov Türevi)

 ·   + 1 şart¬n¬ sa¼glayan bir tamsay¬,  () fonksiyonu sürekli ve  () () 

( = 1 2 + 1) türevleri de [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli olsun. Bu takdirde  ()
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fonksiyonunun ¡inci mertebeden Grunwald-Letnikov kesirli türevi,



  () = lim

!0
=¡

¡
X

=0

(¡1)
0
@ 



1
A  (¡ ) 

=
X

=0

 () () (¡ )¡+

¡ (¡ +  + 1)
(2.1.9)

+
1

¡ (¡ ++ 1)

Z



(¡ )¡+  (+1) ( )  

şeklindedir [2]. Burada
0
@ 



1
A =

 (¡ 1) (¡ 2)  (¡  + 1)

!


olarak al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca polinomlar için  () = (¡ ) olmak üzere  () fonksi-

yonunun kesirli türevini,



 (¡ ) =

¡ (1 + )

¡ (1 +  ¡ )
(¡ )¡ 

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r.

 () fonksiyonu [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli olmak üzere  () fonksiyonunun 

mertebeden Grunwald-Letnikov kesirli integrali
0
@ 



1
A =

 ( + 1) ( + 2)  (+  + 1)

!


olmak üzere


¡
  () = lim

!0
=¡


X

=0

0
@ 



1
A  (¡ ) 

=
1

¡ ()

Z



(¡  )¡1  ( )   (2.1.10)

olarak tan¬mlan¬r.

E¼ger  0 () türevi [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli ise o zaman (2110) denklemine bir

defa k¬smi integrasyon uygularsak


¡
  () =

 () (¡ )

¡ (+ 1)
+

1

¡ ( + 1)

Z



(¡  )  0 ( )  
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elde edilir.  () fonksiyonu [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda+1 defa sürekli diferansiyellenebilir

ise o zaman (2110) denkleminden


¡
  () =

X

=0

 () () (¡ )+

¡ (+  + 1)
+

1

¡ ( ++ 1)

Z



(¡ )+  (+1) ()  

elde edilir. Grunwald-Letnikov yaklaş¬m¬n¬n baz¬ özellikleri şöyledir;

I. Grunwald-Letnikov kesir mertebeden türev operatörü lineerdir.

II.  tamsay¬ ve   0 olmak üzere  () () = 0 ( = 0 1 2  ¡ 1) ise




(


  ()) = 




µ
 ()



¶
= 

+
  () 

bulunur.

III. 0 ·     + 1 ve 0 ·     + 1 olsun.

E¼ger  () () = 0 ( = 0 1 2   ¡ 1;  = max ()) ise



 (


  ()) = 


 (


  ()) = 

+
  () 

eşitli¼gi mevcuttur.

IV. 0 ·     + 1 ve   0 olsun. E¼ger  () () = 0 ( = 0 1 2 ¡ 1)



 (


  ()) = 

+
  () 

olur.   0 ve  herhangi bir reel say¬ olmak üzere



 (


  ()) = 

+
  () 

elde edilir.

Grunwald-Letnikov ile Riemann-Liouville yaklaş¬m¬ aras¬ndaki ba¼g¬nt¬ gözönüne

al¬ns¬n.  () fonksiyonu [ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda + 1 defa sürekli diferansiyellenebilir

olmak üzere bu takdirde her , (0 ·  ·   + 1) için 

  () Riemann-Liouville

kesirli türevi mevcuttur ve Grunwald-Letnikov kesirli türevine eşittir. Gerçekten de

Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬nda + 1 kez k¬smi integrasyon uygulan¬rsa



  () =

1

¡ (¡++ 1)

µ




¶+1
Z



(¡  )¡  ( )   (2.1.11)
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=
X

=0

 () () (¡ )¡+

¡ (¡ +  + 1)

+
1

¡ (¡ ++ 1)

Z



(¡ )¡+  (+1) ( )   (2.1.12)

= 

  () 

elde edilir. Sonuç olarak e¼ger  ¸  için  () fonksiyonu  + 1 mertebeden sürekli

türevlere sahipse o zaman (219)’da verilen Grunwald-Letnikov kesirli türev tan¬m¬ ile

(2111)’de verilen Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬ birbirine denktir. Bunun

yan¬nda (2111)’de verilen Riemann-Liouville kesirli türev tan¬m¬  () fonksiyonu

üzerinde baz¬ şartlar gerektirir. Gerçektende  () fonksiyonunun integrallenebilir ol-

mas¬ (2111)’de verilen integralin varl¬¼g¬ için yeterlidir ve bu integral  + 1 kez dife-

rensiyellenebilirdir.

Şimdi (2112) denkleminin özel halini düşünelim.  () fonksiyonu sürekli ve  0 () 

[ ] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli olsun. O zaman her  (0    1) için Riemann-Liouville

kesirli türevi ve Grunwald-Letnikov kesirli türevi mevcut ve



  () = 


  () =

 () (¡ )¡

¡ (1¡ )
+

1

¡ (1¡ )

Z



(¡  )¡  0 ( )  

olarak yaz¬l¬r.

 () fonksiyonu +1 mertebeden sürekli türevlere sahip ve  ·   +1 olmak

üzere

[

  ()]= = 0 (2.1.13)

şart¬

 () () = 0 ( = 0 1 2 ¡ 1)  (2.1.14)

şart¬na denktir. Gerçekten de (2114) şart¬ sa¼glan¬r ve sonra (2112)’da  ! 

al¬n¬rsa (2113) elde edilir. Di¼ger taraftan (2113) şart¬ sa¼glan¬rsa (2112)’n¬n her iki

taraf¬ (¡ )¡  ( = ¡ 1¡ 2  2 1 0)  ile çarp¬l¬r ve  !  için limit al¬n¬rsa

 (¡1) () = 0  (¡2) () = 0   00 () = 0  0 () = 0  () = 0 elde edilir. Böylece

[

  ()]= = 0()  () () = 0 ( = 0 1 2 ¡ 1) 

elde edilir [2,5].
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Tan¬m 2.1.7. (Caputo Türevi)

Riemann Liouville yaklaş¬m¬  = ’da kesirli türevin limit de¼gerleriyle verilen

başlang¬ç şartlar¬n¬ içermektedir. Örne¼gin;

lim
!

¡1
 () = 1

lim
!

¡2
 () = 2

...

lim
!

¡
 () = 

Burada ,  = 1 2 3  ’dir. Böylece ba̧slang¬ç koşullar¬ndan oluşan başlang¬ç

de¼ger problemi Riemann-Liouville yaklaş¬m¬ ile ba̧sar¬yla çözülebilir. Bu çözümler

pratikte kullan¬̧ss¬zd¬r. Çünkü böyle ba̧slang¬ç şartlar¬n¬n …ziksel kaŗs¬l¬¼g¬ mevcut

de¼gildir. Bu durum M. Caputo taraf¬ndan geli̧stirilen, 0 ()  00 ()   gibi tamsay¬

mertebeden türevlerin  =  noktas¬ndaki limit de¼gerlerini içeren kesirli türevlere sahip

diferansiyel denklemler için verilen başlang¬ç-de¼ger problemlerinin başlang¬ç şartlar¬n¬

formülize eden Caputo yaklaş¬m¬ ile çözülmüştür. Caputo kesirli türev tan¬m¬,  ()

fonksiyonu  defa sürekli diferansiyellenebilir olmak üzere  ¡ 1 ·  ·  için





 = ¡ () =

1

¡( ¡ )

Z 



( )

(¡  )+1¡


olarak Caputo taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca
¡


+
¢
() =

¡
1¡+ 

¢
()     (2.1.15)

¡


¡
¢
() =

¡
1¡¡ (¡) 

¢
()     (2.1.16)

eşitlikleri sa¼glan¬r [2,5].

Tan¬m 2.1.8. (Jumarie Türevi)

, ¡1     ve ¸ 1 olacak şekilde pozitif bir tamsay¬,  herhangi bir pozitif

say¬,  2 [0 1] olsun. Bu taktirde  fonksiyonunun mertebeden Jumarie kesirli türevi,

 ()() =
1

¡(¡ )





Z



(¡  )¡[( )¡  ()] 

şeklinde tan¬mlan¬r [61].
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Tan¬m 2.1.9. (Mellin-Ross Fonksiyonu)

( ) ile gösterilen Mellin-Ross fonksiyonu  üstel fonksiyonunun kesirli in-

tegralini al¬rken kullan¬l¬r. Bu fonksiyonun özelli¼gi hem Gamma fonksiyonu hem de

Mittag-Le­er fonksiyonu cinsinden yaz¬lmas¬d¬r. Bu fonksiyon

( ) = ¡¤( )

( ) = 
1X

0

()

¡( +  + 1)


= 1+1()

şeklinde olup, burada

¡¤( ) =
1

¡()

Z 

0

¡¡1   0

ifadesine de tamamlanm¬̧s Gamma fonksiyonu denir [5].

Tan¬m 2.1.10. (Hata Fonksiyonu)

erf () =
2p


Z

0

¡
2



şeklinde tan¬mlanan fonksiyona hata fonksiyonu denir. Bu fonksiyona ili̧skin a̧sa¼g¬daki

de¼gerler ve eşitlikler mevcuttur [2],

I. erf (¡) = ¡ erf () 

II. erf (0) = 0

III. erf (1) = 1

Tan¬m 2.1.11. (Wright Fonksiyonu)

(;) =
1X

=0

!

!¡( + )


ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlanan fonksiyona Wright fonksiyonu denir [5].

Tan¬m 2.1.12.

 2 C,   2 C,   2 R ( = 1  ;  = 1 ) olmak üzere genel anlamda

Wright fonksiyonu aşa¼g¬daki şeklinde tan¬mlan¬r [5],

ª () = ª

2
4 (1 1)1

(1 1)1

¯̄
¯̄
¯̄ 

3
5 =

1X

=0

Q
=1

¡ ( + )

Q
=1

¡
¡
 + 

¢


!

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Teorem 2.1.13.

  2 C ve   2 R ( = 1  ;  = 1 ) ve

¢ =

X

=1

 ¡
X

=1

,

 =
Q
=1

jj¡
Q

=1

¯̄


¯̄ ,

 =

X

=1

 ¡
X

=1

 +
¡ 

2


şeklinde tan¬mlans¬n.

I. E¼ger ¢  ¡1 ise bu taktirde (2117) serisi tüm  2 C için yak¬nsakt¬r.

II. E¼ger ¢ = ¡1 ise bu taktirde (2117) serisi jj   ve jj =  ve < ()  12

için yak¬nsakt¬r [5].

Özellik 2.1.14.

(213)¡ (218) (2115) (2116) da tan¬mlanan kesirli diferansiyel operatörler

Z



 ()
¡ ()  =

Z



 () 
+ () ¡  () 1¡¡  ()

¯̄



veya

Z



 ()
¡ ()

 
+ () 

=

Z



 () 
+ ()

 
+ () ¡  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄
¯





Z



 ()
+ ()  =

Z



 () 
¡ () +  () 1¡+  ()

¯̄



eşitliklerini sa¼glar [38].

Özellik 2.1.15.

Kesirli türev ve integral aras¬nda aşa¼g¬daki özdeşlikler vard¬r [5].


+


+ () =  ()


¡


¡ () =  ()


+


+ () = ¡+  ()


¡


¡ () = ¡¡  ()


+


+ () =  ()


¡


¡ () =  ()

+

+ = ++

¡

¡ = +¡ 
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Tan¬m 2.1.16. (Daralma Dönüşümü)

 bir metrik uzay olsun. E¼ger  operatörü aşa¼g¬da verilen koşullar¬ sa¼glarsa bu

operatöre "Daralma Dönüşümü" denir.

I  :  ! 

II. 8  2  için 0    1 olmak üzere

( []  []) · ( )

olur [32].

Tan¬m 2.1.17. (Kesirli Laplace Dönüşümü)

 () fonksiyonun Laplace dönüşümü

 () =  f () ; g =
1Z

0

¡ () 

ile verilir. Burada  () kompleks  de¼gi̧skeninin bir fonksiyonudur. Di¼ger bir özelli¼gi

olarak  () fonksiyonunun ters Laplace dönüşümü

 () = ¡1 f () ; g =
+1Z

¡1

 ()   = Re ()  0

şeklindedir. Kesirli hesaplama tekni¼ginde Laplace dönüşümleri,   0 olmak üzere


©
0

¡
  () ; 

ª
= ¡ () 

denklemi Riemann-Liouville ve Grunwald-Letnikov taraf¬ndan kesirli integrallerin Lapla-

ce dönüşümü olarak verilir.

Riemann-Liouville kesirli türevlerinin Laplace dönüşümü,   0 olmak üzere

 f0
  () ; g =  ()¡

¡1X

=0


£
0

¡¡1
  ()

¤
=0

 (¡ 1 ·   ) 

ile verilir.

Caputo kesirli türevinin Laplace dönüşüm denklemi


©

0 


  () ; 

ª
=  ()¡

¡1X

=0

¡¡1 () (0)  (¡ 1 ·   ) 

ile verilmektedir. Caputo kesirli türevinin Laplace dönüşümünün bu ifadesi  () ve

 ()’nin türevlerini içermektedir. Bu haliyle baz¬ …ziksel süreçlere uygulanmas¬ çok
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daha kolayd¬r. Örne¼gin,  (0) başlang¬ç durumu,  0 (0) ba̧slang¬ç h¬z¬,  00 (0) başlang¬ç

ivmesi olabilir. Bununla birlikte lineer kesirli diferansiyel denklemlerin çözümünde de

kullan¬̧sl¬ bir ifadedir [2].

Grunwald-Letnikov kesirli türevinin Laplace dönüşümü, 0    1 olmak üzere

 f0
  () ; g =  () 

ile verilir [2,5].

Tan¬m 2.1.18. (Sobolev Uzay)

Sobolev uzaylar¬ 1930’larda Rus matematikçi Sergei Lvovich Sobolev taraf¬ndan

eliptik diferansiyel denklemleri incelemek için ortaya at¬lm¬̧st¬r. Sobolev uzaylar¬ Hilbert

uzaylar¬n¬n önemli bir türüdür.

Kabul edelim ki ­, R uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir bölge ve 2 (­) uzay¬ bir Lebesque uzay¬

olsun.  12 (­) Sobolev uzay¬,  2 2 (­) ve 

2 2 (­) özelli¼gine sahip olan tüm

 fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r. Buradaki 1, mertebesi bir olan k¬smi türevlerin 2 (­)

uzay¬na ait olmas¬ gerekti¼gini göstermektedir. 2 ise, 2 (­) uzay¬na ait olma koşu-

lundaki integrant¬n kuvvetini göstermektedir.  12 (­) ve 2 (­) uzaylar¬ aras¬nda

 12 (­) ½ 2 (­) şeklinde bir ili̧ski vard¬r.   2  12 (­) olmak üzere  12 (­)

Sobolev uzay¬ndaki iç çarp¬m

h i =
Z

­

+

Z

­

grad  grad 

veya

h i =
Z

­

¹+

Z

­



şeklinde tan¬mlan¬r. Bu uzayda norm

kk =

0
@
Z

­

2+

Z

­

jgrad  j2 

1
A

12



olarak ifade edilir. Sobolev uzaylar¬na  -uzaylar¬ da denir [13].

Tan¬m 2.1.19. (Conformable Türevi)

 : [01) ! R bir fonksiyon ve   0  2 (0 1] olmak üzere  ’nin  mertebeden

conformable türevi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r [14],

() () = lim
!0

 (+ 1¡)¡  ()



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Tan¬m 2.1.20. (A¼g¬rl¬k Fonksiyonu)

 () fonksiyonu, ( ) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ negatif olmayan bir fonksiyon olsun. E¼ger

 () integrallenebilir ve integrali pozitif ise bu fonksiyona a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir [32].

Lemma 2.1.21.

Re ()  0  = Re () + 1 ve ¡ () =
¡
¡¡ 

¢
() kesirli Riemann Liouville

integrali olmak üzere

a) E¼ger 1 ·  ·1 ve  () 2 ¡ () ise, bu takdirde

¡
¡


¡
¢
() =  () 

şeklindedir. Burada

¡ () =
©
 :  = ¡  2  ( )

ª


d¬r.

b) E¼ger  () 2 1 ( ) ve  () 2  [ ] ise bu takdirde

¡
¡


¡
¢
() =  ()¡

X

=1


(¡)
¡ ()

¡ ( ¡  + 1)
(¡ )¡ 

sa¼glan¬r [3].

Lemma 2.1.22.

  0,  2 R  = 0 1 2    = [] + 1 olmak üzere bu takdirde

 () = 0

diferansiyel denklemi

 () = 0 + 1+ 2
2 + + 

¡1

çözümüne sahiptir [50].

Lemma 2.1.23.

  0,  2 R  = 0 1 2    = [] + 1 olmak üzere

 () =  () + 0 + 1+ 2
2 + + 

¡1

eşitli¼gi vard¬r [50].
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Tan¬m 2.1.24. (Eşsüreklilik)

Bir ­ ½  (  ) alt uzay¬, her  2 ­ fonksiyonu için verilen 8   0 say¬s¬na

kaŗs¬l¬k gelen,  ( )   al¬nd¬¼g¬nda  ( ()   ())   olacak şekilde  ’den ba¼g¬ms¬z

bir  ( )  0 say¬s¬ bulunabiliyorsa bu takdirde  fonksiyonu  2  noktas¬nda

eşsüreklidir denir [32].

Teorem 2.1.25. (Arzela-Ascoli Teoremi)

 kompakt uzay olsun ve  ()’i supremummetri¼gine göre tam metrik uzay olarak

alal¬m.  ½  () için aşa¼g¬dakilere denktir [28].

(i)  kompakt.

(ii)  kapal¬, s¬n¬rl¬ ve eşsüreklidir.

Teorem 2.1.26. (Schaefer Sabit Nokta Teoremi)

 bir Banach uzay¬ ve  :  !  sürekli ve kompakt bir dönüşüm olsun. E¼ger

f 2  :  =  ()   2 [0 1]g 

kümesi s¬n¬rl¬ ise bu takdirde  bir sabit noktaya sahiptir [28].
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3. GENEL STURM-LIOUVILLE PROBLEM·I

Bu bölümde Sturm-Liouville problemi ve spektral veriler tan¬t¬lm¬̧s ayr¬ca özfonksi-

yonlar¬n s¬f¬rlar¬ ve bununla ili̧skili teoremler ve ispatlar¬ verilmi̧stir [17-20].

3.1. Sturm-Liouville Problemi ve Spektral Özellikleri

Sturm-Liouville operatörü,

 = ¡ 2

2
+  () 

şeklinde tan¬ml¬  operatörüne denir. Burada  () fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda sürekli

ve reel de¼gerli bir fonksiyondur.

¡00 +  ()  =  (3.1.1)

denklemine de Sturm-Liouville denklemi denir. Bu denklem üç farkl¬ türden s¬n¬r

şartlar¬yla ifade edilir.

I. Ayr¬k s¬n¬r şartlar¬:

 ( ) cos+ 0 ( ) sin = 0 (3.1.2)

 ( ) cos  + 0 ( ) sin = 0 (3.1.3)

II. Periyodik ve antiperiyodik s¬n¬r şartlar¬:

 ( ) =  ( ) , 0 ( ) = 0 ( ) 

 ( ) = ¡ ( ) , 0 ( ) = ¡0 ( ) 

III. Uçlar¬ sabitlenmi̧s s¬n¬r şartlar¬:

 ( ) =  ( ) = 0

0 ( ) = 0 ( ) = 0

biçiminde ifade edilir. (311)¡(313) şeklinde tan¬ml¬ probleme Sturm-Liouville prob-

lemi denir. (312) s¬n¬r ko̧sulunda her iki taraf¬ sin’ ya ve (313) koşulunda her iki

taraf¬ sin’ ya bölersek

 ( )
cos

sin
+ 0 ( ) = 0



 ( )
cos

sin 
+ 0 ( ) = 0

olur. Buradan

cot =
cos

sin
= ¡ cot  =

cos

sin
= 

olmak üzere,

0 ( )¡  ( ) = 0 (3.1.4)

0 ( ) + ( ) = 0 (3.1.5)

s¬n¬r şartlar¬ elde edilir. E¼ger  =1 ise (sin = 0) 

 ( ) = 0

 =1 ise (sin = 0) 

 ( ) = 0

olur.

(311) ¡ (313) Sturm-Liouville probleminde  () 2  [ ] ve  sonlu reel

say¬lar ise bu takdirde Sturm-Liouville problemine regüler, bu şartlardan biri sa¼glanmaz

ise singüler problem denir.

 2 2 [ ] olmak üzere

 = 

denklemini sa¼glayan  6= 0 fonksiyonu mevcutsa ’ya  operatörünün özde¼geri,  ( )

fonksiyonuna da ’ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonu denir.

Lemma 3.1.1. 1 6= 2 olmak üzere 1 ve 2 özde¼gerlerine s¬ras¬yla kaŗs¬l¬k gelen

 ( 1) ve  ( 2) özfonksiyonlar ortogonaldir. Yani,

Z

0

 ( 1)  ( 2)  = 0  2 [0 ] 

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat.  ve  sürekli ve ikinci mertebeden türevlenebilir fonksiyonlar olsunlar.

 =  00 ()¡  ()  () eşitli¼gi ele al¬n¬rsa ·Iki fonksiyonun Wronskian determinant¬

 f g =

¯̄
¯̄
¯̄
 ()  ()

 0 () 0 ()

¯̄
¯̄
¯̄ 
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biçiminde tan¬mlan¬r. () ifadesini [0 ] aral¬¼g¬nda integre ederek ve gerekli i̧slem-

ler yap¬larak

Z

0

() =

Z

0

f 00 ()¡  ()  ()g ()

=

Z

0

 00 () ()¡
Z

0

 ()  () ()

=

Z

0

() 0 () ¡
Z

0

 ()  () ()

=  0 () () j0 ¡
Z

0

0() 0 () ¡
Z

0

 ()  () () (3.1.6)

=  0 () () j0 ¡
Z

0

0() () ¡
Z

0

 ()  () ()

=  0 () () j0 ¡0() () j0 +

Z

0

 () 00()¡
Z

0

 ()  () ()

=  0 () ()¡  0 (0) (0)¡ 0() () + 0(0) (0)

+

Z

0

[00()¡  () ()]  () 

= ¡ f g+0 f g+
Z

0

()

sonucuna ulaş¬l¬r.

 (0) cos+ 0 (0) sin = 0

 () cos  + 0 () sin  = 0

s¬n¬r şartlar¬ gere¼gi  f g = 0 ve 0 f g = 0 olup, (316) eşitli¼gi gözönüne

al¬nd¬¼g¬nda
Z

0

() =

Z

0

 () (3.1.7)

bulunur.  () yerine  ( 1) ve  () yerine  ( 2) al¬rsak ve

 ( 1) = 1 ( 1)   ( 2) = 2 ( 2) 
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ifadeleri (317)’de yerine yaz¬l¬rsa

Z

0

1 ( 1)  ( 2)  =

Z

0

2 ( 2)  ( 1) 

oldu¼gundan

(1 ¡ 2)

Z

0

 ( 1)  ( 2)  = 0

bulunur. 1 6= 2 için
Z

0

 ( 1)  ( 2)  = 0

olur. Dolay¬s¬yla  ( 1) ve  ( 2) özfonksiyonlar¬ ortogonaldir.

Lemma 3.1.2.

 ´ ¡00 +  ()  =   2 [0 ] 

 (0) cos+ 0 (0) sin = 0

 () cos  + 0 () sin  = 0

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri reeldir.

·Ispat. Kabul edelim ki 1 =  +  kompleks bir özde¼ger olsun. () fonksiyonu

[0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli sürekli fonksiyon, ,  reel say¬ oldu¼gundan dolay¬ 2 =

1 =  ¡  say¬s¬ da özde¼ger olur. Bu özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon 
¡
 1

¢
=

 ( 1) ’dir. Bu takdirde Lemma 3.1.1 gere¼gince,

Z

0

 ( 1)  ( 1) = 0

olur. Yani;
Z

0

j ( 1)j2  = 0

ise  ( 1) = 0 olur. Halbuki  ( 1) 6= 0 oldu¼gundan bu bir çeli̧ski do¼gurur. O halde

özde¼ger kompleks olamaz. Bu da teoremin ispat¬n¬ tamamlar.
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Teorem 3.1.3.  () fonksiyonu [ ] aral¬¼g¬nda sürekli, reel de¼gerli bir fonksiyon ve

 = ¡
2

2
+  () =   2 [ ]  (3.1.8)

 ( ) = sin 0 ( ) = ¡ cos (3.1.9)

probleminin çözümü ( ) olsun. Bu takdirde her reel  için  2 [ ] olacak biçimde

bir tek ( ) çözümü vard¬r. Ayr¬ca her sabit  2 [ ] için ( ) çözümü ’ya göre

bir tam fonksiyondur.

·Ispat. Başlang¬ç fonksiyonunu 0 ( ) = sin ¡ (¡ ) cosolarak seçelim.

Bu fonksiyon (318) denkleminin (319) koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümüdür.   0

için,

 ( ) = 0 ( ) +

Z



f ()¡ g¡1 ( ) (¡ )  (3.1.10)

şeklinde olsun.  () 2 [ ] aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gu için s¬n¬rl¬d¬r.

Yani j ()j   0dir. jj ·  olsun. Bu takdirde 8 2 [ ] için j0 ( )j · 

olur. Böylece  = 1 için (3110) denklemi

1 ( ) = 0 ( ) +

Z



f ()¡ g0 ( ) (¡ ) 

biçimindedir. Buradan hareketle

j1 ( )¡ 0 ( )j =

¯̄
¯̄
¯̄

Z



f ()¡ g0 ( ) (¡ ) 

¯̄
¯̄
¯̄ 

·
Z



fj ()j+ jjg j0 ( )j j¡ j 

· ( + )

Z



(¡ ) 

= ( + )

Ã
¡(¡ )2

2

!¯̄
¯̄
¯







=
1

2
( +) (¡ )2 

sonucuna ulaş¬l¬r.  = 2 için

2 ( ) = 0 ( ) +

Z



f ()¡ g1 ( ) (¡ )  (3.1.11)
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1 ( ) = 0 ( ) +

Z



f ()¡ g0 ( ) (¡ )  (3.1.12)

(3111)’den (3112) ç¬kar¬l¬p eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n mutlak de¼geri al¬n¬rsa

j2 ( )¡ 1 ( )j =

¯̄
¯̄
¯̄

Z



f ()¡ g [1 ( )¡ 0 ( )] (¡ ) 

¯̄
¯̄
¯̄ 

·
Z



j ()¡ j j1 ( )¡ 0 ( )j j¡ j 

· 1

2
( + ) ( + )

Z



(¡ )2 (¡ ) 

=
( +)2 (¡ ) (¡ )3

23


=
 ( +)2 (¡ ) (¡ )3

3!


bulunur. Böylece bu süreci devam ettirirsek,

...
¯̄
 ( )¡ ¡1 ( )

¯̄
·  ( +) (¡ )¡1 (¡ )+1

(+ 1)!


sonucu elde edilir. Buradan

 ( ) = 0 ( ) +
1X

=1

©
 ( )¡ ¡1 ( )

ª
 (3.1.13)

 2 [ ] için jj ·  olacak biçimde ’ ya göre düzgün yak¬nsak olur. Şimdi  ¸ 2

için  ( )’ n¬n ’ ya göre taml¬¼g¬n¬ ispatlayal¬m.

0 ( )¡ 0¡1 ( ) =

Z



f ()¡ g
©
¡1 ( )¡ ¡2 ( )

ª


00 ( ) = f ()¡ g¡1 ( ) 

00¡1 ( ) = f ()¡ g¡2 ( ) 

00 ( )¡ 00¡1 ( ) = f ()¡ g
£
¡1 ( )¡ ¡2 ( )

¤


elde edilir. Şimdi (3113) eşitli¼gini ’e göre iki kez diferansiyellersek,
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00 ( ) =
1X

=1

©
00 ( )¡ 00¡1 ( )

ª


= 001 ( )¡ 000 ( ) +

1X

=2

©
00 ( ) ¡ 00¡1 ( )

ª


= [ ()¡ ]

"
0 ( ) +

1X

=2

©
¡1 ( )¡ ¡2 ( )

ª
#


= f ()¡ g ( ) 

olacak şekilde 9 ( ) çözümü mevcuttur. Yani  ( ), (318) denkleminin (319)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan bir çözümüdür. Ayr¬ca (3113) serisi düzgün yak¬nsak

oldu¼gu için  ( ) fonksiyonu ’ya göre tam fonksiyondur.

Teorem 3.1.4. (318) denkleminin

 (0 ) = 1 0 (0 ) =  (3.1.14)

başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ sa¼glayan çözümü  ( ) 

 (0 ) = 0 0 (0 ) = 1 (3.1.15)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü  ( ) olsun. Bu takdirde (318)¡ (3114) ve

(318)¡ (3115) problemlerinin s¬ras¬yla çözümleri olan  ( ) ve  ( ) fonksiyon-

lar¬ için

 ( ) = cos
p
+

p

sin
p
+

1p


Z

0

sin
hp

 (¡ )
i
 () ( )  (3.1.16)

 ( ) =
1p

sin
p
+

1p


Z

0

sin
hp

 (¡ )
i
 () ( )  (3.1.17)

ba¼g¬nt¬lar¬ vard¬r.

·Ispat. Önce (3116) eşitli¼gini gösterelim,  ( )  (318) denkleminin çözümü

oldu¼gu için,

¡00 ( ) +  () ( ) =  ( ) 

denklemini,

 () ( ) = 00 ( ) +  ( ) 
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şeklinde yazabiliriz. (3116) ba¼g¬nt¬s¬n¬n sa¼g¬nda bulunan integrali hesaplayal¬m,
Z

0

sin
hp

 (¡ )
i
 () ( )  =

Z

0

n
sin
p
 (¡ )

o
[00 ( ) +  ( )] 

= 

Z

0

n
sin
p
 (¡ )

o
 ( ) 

+

Z

0

n
sin
p
 (¡ )

o
00 ( )  (3.1.18)

olur. Buradan gerekli i̧slemler yap¬larak
Z

0

sin
np

 (¡ )
o
00 ( )  =

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
0 ( )  (3.1.19)

=
n
sin
p
 (¡ )

o
0 ( )

¯̄
¯


0
¡

Z

0

0 ( )  sin
np

 (¡ )
o


= 0 ( )
n
sin
p
 (¡ )

o
¡ 0 (0 ) sin

np
 (¡ 0)

o

+
p


Z

0

cos
np

 (¡ )
o
0 ( ) 

= ¡ sin
³p


´
+
p


Z

0

cos
np

 (¡ )
o
 ( ) 

= ¡ sin
³p


´
+
p

n
 ( ) cos

³p
 (¡ )

´¯̄
¯


0

¡
p


Z

0

 ( )  cos
np

 (¡ )
o


9
=
; 

= ¡ sin
³p


´
+
p

n
 ( ) cos

³p
 (¡ )

´

¡ (0 ) cos
³p

 (¡ 0)
´
¡
p


Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 ( ) 

9
=
; 

= ¡ sin
³p


´
+
p

³
 ( )¡ cos

³p

´´

¡
Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 ( ) 

sonucuna ulaş¬l¬r. Şimdi (3119)’u (3118) formülünde yerine yazal¬m,
Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 () ( )  = ¡ sin

³p

´
+
p
 ( )¡

p
 cos

³p

´

¡
Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 ( ) 
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+

Z

0

n
sin
p
 (¡ )

o
 ( ) 

bulunur. Buradan

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 () ( )  = ¡ sin

³p

´
+
p
 ( )¡

p
 cos

³p

´


buradan
p
 ( ) yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

p
 ( ) =

p
 cos

³p

´
+  sin

³p

´
+

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 () ( ) 

olur. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬
p
 ’ ya bölersek (3116) eşitli¼gi elde edilir. Şimdi

de (3117) ba¼g¬nt¬s¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterelim.  ( )  (318) denkleminin (3115)

başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ sa¼glayan çözümü oldu¼gundan

¡00 ( ) +  () ( ) =  ( ) 

 () ( ) = 00 ( ) +  ( ) 

hesaplan¬r. Buradan

Z

0

sin
hp

 (¡ )
i
 () ( )  =

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
00 ( ) 

+

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 ( ) 

son ba¼g¬nt¬n¬n sa¼g¬nda bulunan birinci integrale iki kez k¬smi integrasyon uygulan¬r ve

(3115) göz önüne al¬n¬rsa

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
00 ( )  = ¡ sin

p
+

p
 ( )

¡
Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 ( ) 

bulunur. Böylece,

Z

0

sin
np

 (¡ )
o
 () ( )  = ¡ sin

p
+

p
 ( ) 
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sonucuna ulaş¬l¬r. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬
p
 ’ya bölünüp,  ( ) çekilirse (3117)

eşitli¼gi bulunur.

Sturm-Liouvile probleminin özde¼gerlerinin oluşturdu¼gu cümleye spektrum denir.

Özde¼gerler, öz fonksiyonlar ve normlaşt¬r¬c¬ say¬lara spektral veriler denir.  () potan-

siyel fonksiyonunun bilinerek spektral verilerin hesaplanmas¬na düz spektral problem

denir. Spektral verilerden hareketle  () potansiyel fonksiyonunun bulunmas¬na ise

ters problem denir.

3.2. Özfonksiyonlar¬n S¬f¬rlar¬

(311) ¡ (313) Sturm-Liouville problemini göz önüne alal¬m.  () = 0 olacak

şekilde aşa¼g¬daki s¬n¬r-de¼ger problemi

00 +  = 0

0 (0) = 0 () = 0

dir. Bu problemin özde¼gerleri 0 = 0 1 = 12 2 = 22   = 2 olmak üzere bu

özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar

 ( 0) = 0 () = 0

 ( 1) = 1 () = cos 

 ( 2) = 2 () = cos 2

...

 ( ) =  () = cos

...

şeklindedir. Böylece s¬f¬rdan başlanacak biçimde özde¼gerlerin art¬̧s s¬ras¬na göre öz-

fonksiyonlar dizisi elde edilir.

 ( ) özfonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬ aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

I. . özfonksiyon olan  ( ) ’nin [0 ] aral¬¼g¬nda tam olarak  -tane s¬f¬r¬ vard¬r.

II. . ve (+ 1) öz fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬ s¬ral¬d¬r (veya çaprazlaş¬rlar).

Yani  özfonksiyonun ard¬̧s¬k iki s¬f¬r¬ aras¬nda (+1) özfonksiyonun bir s¬f¬r¬ bulunur.
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Teorem 3.2.2. (I.Mukayese Teoremi)

00 +  ()  = 0 (3.2.1)

00 +  ()  = 0 (3.2.2)

şeklinde verilen iki denklemi ele alal¬m. E¼ger [ ] aral¬¼g¬n¬n tamam¬ üzerinde

 ()   () ise bu takdirde birinci denklemin aşikar olmayan herhangi bir çözümünün

her iki s¬f¬r¬ aras¬nda ikinci denklemin her çözümünün en az bir s¬f¬r¬ vard¬r.

·Ispat. (311) denklemi  ile (312) denklemini  ile çarp¬p birbirinden ç¬kar¬l¬rsa

00 ¡ 00+ ( () ¡  ())  = 0

00 ¡ 00 =



(0 ¡ 0) = ( ()¡  ()) (3.2.3)

bulunur. ’nun ard¬̧s¬k iki s¬f¬r¬n¬ 1 ve 2 ile gösterelim.

Kabul edelim ki ’nin (1 2) aral¬¼g¬nda s¬f¬r¬ bulunmas¬n. Bu taktirde (323)

eşitli¼gini 1’den 2’ye kadar integrallersek

2Z

1




(0 ¡ 0)  = (0 ¡ 0)j21 

= 0 (2)  (2)¡ 0 (2) (2)¡ 0 (1)  (1) + 0 (1) (1) 

=

2Z

1

( ()¡  ()) ()  () 

elde edilir.

Şimdi(1 2) aral¬¼g¬nda ’nin s¬f¬ra eşit olmad¬¼g¬n¬ kabul edelim. Genelli¼gi boz-

madan (1 2) aral¬¼g¬nda  ()  0 ,  ()  0 olsun. Dolay¬s¬yla bir önceki eşitli¼gin

sa¼g taraf¬ pozitiftir.  ()  0 oldu¼gu için 1 noktas¬nda () fonksiyonu artand¬r.

Dolay¬s¬yla 0 (1)  0 ’d¬r. Benzer şekilde 2 noktas¬nda da  () fonksiyonu azaland¬r

ve 0 (2)  0 oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Dolay¬s¬yla 0 (2)  (2) ¡ 0 (1)  (1) · 0

d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir. Böylece (1 2) aral¬¼g¬nda ’nin s¬f¬rlar¬n¬n varl¬¼g¬ ispatlanm¬̧s

olur.

Sonuç 3.2.3.  ()  ¡2  0 ve (¡1   ·  ·  1) olmak üzere

00 +  ()  = 0

denkleminin her çözümünün en fazla bir s¬f¬r¬ vard¬r.
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·Ispat.  ()   () = ¡2  0 ise

00 ¡2 = 0

denkleminin çözümünün s¬f¬r¬n¬n olmad¬¼g¬n¬ ispatlayal¬m. Bu denklemin çözüm fonksi-

yonu  ise 2¡2 = 0 oldu¼gundan  6= 0 olur ve s¬f¬rlar¬ var olmad¬¼g¬ için

her sonlu aral¬kta 00 +  ()  = 0 denkleminin en fazla bir s¬f¬r¬ vard¬r.

Teorem 3.2.4. (II. Mukayese Teoremi)

(321) ve (322) denkleminin

 () = sin 0 () = ¡ cos (3.2.4)

 () = sin 0 () = ¡ cos (3.2.5)

başlang¬ç ko̧sullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri  () ve  () ve [ ] aral¬¼g¬n¬n tamam¬nda

 ()   () olsunlar.

E¼ger  () fonksiyonu,    ·  aral¬¼g¬nda ¡tane s¬f¬ra sahip ise, bu takdirde

 () fonksiyonunun ayn¬ aral¬kta en az ¡tane s¬f¬r¬ mevcut olup,  ()’in  s¬f¬r¬

 ()’in  s¬f¬r¬ndan küçüktür.

·Ispat. ()’in  noktas¬na en yak¬n ve ’dan farkl¬ s¬f¬r¬n¬ 1 ile gösterelim. Bir

önceki teoreme dayanarak  ()’in ( 1) aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬ra sahip oldu¼gunu

göstermek yeterlidir. Hipotez olarak bu aral¬kta  () ’in s¬f¬ra sahip olmad¬¼g¬n¬ kabul

edelim.

Genelli¼gi bozmadan ( 1) aral¬¼g¬nda ()  0 ve  ()  0 olsun. (1) = 0

oldu¼gundan () fonksiyonu 1 noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda azaland¬r. Bu nedenle

0(1) · 0’d¬r. (323) ba¼g¬nt¬y¬ ’dan 1’e integrallersek

0 (1)  (1) =

1Z



( ()¡  ()) ()  () 

elde edilir. ( 1) aral¬¼g¬nda ()  0 ,  ()  0 ve  ()   () oldu¼gundan yukar¬-

daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬ pozitiftir. Fakat sol taraf¬ pozitif de¼gildir. Bu ise bir çeli̧skidir.

Böylece teorem ispatlanm¬̧s olur.

Lemma 3.2.5. E¼ger 0 (  0  )   ( ) özfonksiyonunun s¬f¬r¬ ise bu durumda

yeterince küçük   0 say¬s¬ için 9  0 bulmak mümkün ki j¡ 0j   olacak şekilde

 ( ) fonksiyonunun j¡ 0j   için sadece bir tek s¬f¬r¬ vard¬r.
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Teorem 3.2.6. (Sturm Osilasyon Teoremi)

(311)¡(313) Sturm-Liouville probleminin s¬n¬rs¬z olarak artan 1 2  özde¼ger-

leri vard¬r. Bu takdirde  özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen  ( ) özfonksiyonunun

     aral¬¼g¬nda ¡tane s¬f¬r¬ vard¬r.
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4. KES·IRL·I STURM-LIOUVILLE PROBLEMLER·I

4.1. ® mertebeden Kesirli Sturm-Liouville Probleminin Spektral De¼ger-

lendirilmesi

O. P. Agrawal ve M. Klimek 2012-2013 y¬llar¬nda kesirli Sturm-Liouville problemleri

ile ilgili önemli çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r [38, 48]. Bessel potansiyelli kesirli Sturm Liou-

ville problemi için spektral teori ise 2013 y¬l¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r [29]. Genel olarak bu

çal¬̧smalar¬n ¬̧s¬¼g¬nda, bu bölümde difüzyon operatörü, Coulomb potansiyeli ve hidrojen

atom denklemi için kesirli Sturm-Liouville problemlerinin temel spektral teorisi verildi.

2 (0 1) olmak üzere

L = 
¡ ()


+ +  ()  (4.1.1)

operatörü ve

L () +  ()  () = 0 (4.1.2)

1 () + 2
1¡
¡  () 

+ ()
¯̄
=

= 0 (4.1.3)

1 () + 2
1¡
¡  () 

+ ()
¯̄
=

= 0 (4.1.4)

regüler kesirli Sturm-Liouville problemini ele alal¬m. Burada  () 6= 0,  ()  0,

8 2 [ ]  21 + 22 6= 0, 21 + 22 6= 0 olmak üzere , , , [ ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli

sürekli fonksiyonlard¬r. , s¬f¬r olmayan yani a̧sikar olmayan çözümlere kaŗs¬l¬k gelen

özde¼gerlerdir.

Teorem 4.1.1. Regüler kesirli Sturm-Liouville probleminin özde¼gerleri reeldir.

·Ispat. Özellik (2114) kullan¬l¬rsa

Z



 ()L ()  =

Z



 ()
£


¡ ()


+ () +  ()  ()
¤


=

Z



 ()  ()  () +

Z



 () 
+ ()


+ () 

¡ () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄

 (4.1.5)



eşitli¼gini elde edilir. (412¡ 414) s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonu  ve buna

kaŗs¬l¬k gelen özde¼geri  olsun. Şimdi  ve ’nin kompleks eşleni¼gi ¹ için a̧sa¼g¬daki

eşitlikler yaz¬ls¬n

L () +  ()  () = 0 (4.1.6)

1 () + 2
1¡
¡  () 

+ ()
¯̄
=

= 0 (4.1.7)

1 () + 2
1¡
¡  () 

+ ()
¯̄
=

= 0 (4.1.8)

L¹ () + ¹ () ¹ () = 0 (4.1.9)

1¹ () + 2
1¡
¡  () 

+¹ ()
¯̄
=

= 0 (4.1.10)

1¹ () + 2
1¡
¡  () 

+¹ ()
¯̄
=

= 0 (4.1.11)

21 + 22 6= 0 ve 21 + 22 6= 0 olmak üzere (416) denklemi ¹ ile (419) denklemi  ile

çarp¬l¬p taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa
µ
¡

¡


¶
 ()  ()

¡
 () =  ()L

¡
 ()¡ ¡

 ()L () 

elde edilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n terim terim [ ] aral¬¼g¬nda integralleri al¬n¬rsa ve

(415) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa
µ
¡

¡


¶ Z



 ()  ()
¡
 ()  =

Z



 ()L
¡
 () ¡

Z



¡
 ()L () 

=

Z



 ()
h


¡ ()


+

¡
 () +  ()

¡
 ()

i


¡
Z



¡
 ()

£


¡ ()


+ () +  ()  ()
¤


=

Z



 () 
+ ()


+

¡
 () 

¡  () 1¡¡  () 
+

¡
 ()

¯̄
¯



+

Z



 ()  ()
¡
 () 

¡
R


 () 
+

¡
 () 

+ () +
¡
 () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄
¯



¡

R


 ()  ()
¡
 () 

= ¡  () 1¡¡  () 
+

¡
 ()

¯̄
¯



+
¡
 () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄
¯





elde edilir. Burada (417), (418), (4110), (4111) s¬n¬r şartlar¬ kullan¬l¬rsa

µ
¡

¡


¶ Z



 () j ()j2  = 0
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elde edilir.  () aşikar olmayan bir çözümümüz ve  ()  0 oldu¼gundan  = ¹ olur.

Bu da ispat¬ tamamlar.

Teorem 4.1.2. Regüler kesirli Sturm-Liouville probleminin farkl¬ özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k

gelen öz fonksiyonlar¬, [ ] üzerinde  () a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortagonaldir.

Yani
Z



 () 1 () 2 ()  = 0 1 6= 2

d¬r. Burada  ,  özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlard¬r.

·Ispat. Kesirli Sturm-Liouville probleminin s¬ras¬yla (1 2) özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k

gelen öz fonksiyonlar¬ (1 2) olsun. O halde

L1 () + 1 () 1 () = 0 (4.1.12)

11 () + 2
1¡
¡  () 

+1 ()
¯̄
=

= 0 (4.1.13)

11 () + 2
1¡
¡  () 

+1 ()
¯̄
=

= 0 (4.1.14)

L2 () + 2 () 2 () = 0 (4.1.15)

12 () + 2
1¡
¡  () 

+2 ()
¯̄
=

= 0 (4.1.16)

12 () + 2
1¡
¡  () 

+2 ()
¯̄
=

= 0 (4.1.17)

şeklinde ele al¬ns¬n. (4112) denklemi 2 ile (4115) denklemi 1 ile çarp¬l¬r ve taraf

tarafa ç¬kar¬l¬rsa

(1 ¡ 2) () 12 = 1L2 ¡ 2L1 

elde edilir. Şimdi bu eşitli¼gin her iki taraf¬ terim terim [ ] aral¬¼g¬nda integrallenip ve

(415) ba¼g¬nt¬s¬ kullan¬l¬rsa

(1 ¡ 2)

Z



 () 1 () 2 ()  =

Z



1 ()L2 () ¡
Z



2 ()L1 () 

=

Z



1 ()
£


¡ ()


+2 () +  () 2 ()
¤


¡
Z



2 ()
£


¡ ()


+1 () +  () 1 ()
¤

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=

Z



 () 
+1 ()


+2 () 

¡ 1 () 
1¡
¡  () 

+2 ()
¯̄

+

Z



 () 1 () 2 () 

¡
Z



 () 
+2 ()


+1 () + 2 () 

1¡
¡  () 

+1 ()
¯̄


¡
Z



 () 1 () 2 () 

= ¡ 1 () 
1¡
¡  () 

+2 ()
¯̄

+ 2 () 

1¡
¡  () 

+1 ()
¯̄



elde edilir. (4113) (4114)  (4116) (4117) s¬n¬r şartlar¬ burada kullan¬l¬rsa

(1 ¡ 2)

Z



 () 1 () 2 ()  = 0

sonucuna ulaş¬l¬r. 1 6= 2 al¬n¬rsa

Z



 () 1 () 2 ()  = 0

olur ve ispat tamamlan¬r.

Şimdi bundan sonraki ispatlarda kullanaca¼g¬m¬z baz¬ yard¬mc¬ fonksiyonlar ve-

rilirse

+
(¡ )¡1

¡ ()
= (¡ )¡1 (¡ ) 1ª2

2
4 (1 1)

(¡1) (+ 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

¡ 

¡ 

3
5 

burada 1ª2 Fox-Wright fonksiyonudur bu fonksiyon:

1ª2

2
4 (1 1)

(11) (22)

¯̄
¯̄
¯̄ 

3
5 =

1X

=0

¡ (1 + 1)

¡ (1 + 1) ¡ (2 + 2)



!


ve aşa¼g¬daki parametreler ile tan¬mlan¬r.

¢ = 1 + 2 ¡ 1 = ¡1

 = j1j¡1 j1j
1 j2j

2 = 1 (4.1.18)

 = 1 + 2 ¡ 1 +
1¡ 2

2
= 2 ¡ 1

2

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Bu fonksiyon Teorem 2113’den   12 ve   12 iken [ ] aral¬¼g¬nda süreklidir.


¡ ()


+, Sturm-Liouville operatörünün diferansiyel k¬sm¬n¬ s¬f¬r yapan fonksi-

yonlar 0 ile tan¬mlans¬n;


¡ ()


+0 () = 0

başka bir ifade ile

0 () = 1 + 2

+

(¡ )¡1

¡ ()  ()
= 1 + 2 (  )  (4.1.19)

d¬r. ·Ikinci bir yard¬mc¬ fonksiyon

 () = +

¡1 = +

(¡ )

¡ (+ 1)
= (¡ ) (¡ )

£ 1ª2

2
4 (1 1)

( + 1¡1) ( + 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

¡ 

¡ 

3
5  (4.1.20)

şeklinde tan¬mlan¬rsa (4118)’e göre parametreler hesaplan¬rsa

¢ = ¡1  = 1  = 2+
1

2


elde edilir. Sonuç olarak   0 ise   1
2
ve Fox-Wright fonksiyonu baz¬ pozitif  için

[ ] aral¬¼g¬nda süreklidir.

Lemma 4.1.3.   12 olsun

 ( ) =  ()  () +  () 

»
¢ = 12 ¡ 21 + 11 (  ) 

ifade edilsin.
»
¢ 6= 0. Bu taktirde (412)¡ (414) regüler Sturm-Liouville problemi

 [ ] uzay¬nda aşa¼g¬daki integral denklemine denktir.

 () = ¡+
1

 ()
¡ () + ()

Z



 ( ) + ()

µ
+

1

 ()
¡ ()

¶¯̄
¯̄
=



(4.1.21)

burada  () ve  ()

 () =
2
~¢
[2 + 1 ( (  )¡  (  ))] 
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 () =
1
»
¢

[1 (  )¡ 2] 

şeklindedir.  fonksiyonuda (4119) da tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. (412) denklemi tekrar ele al¬ns¬n,


¡ ()


+

·
 () + +

1

 ()
¡ ( )

¸
= 0

bu eşitlik  [ ] uzay¬nda sa¼glan¬r ve parantez içindeki fonksiyon, 
¡ ()


+

kesirli diferansiyel operatörünü s¬f¬r yapan bir fonksiyondur. Bu nedenle (4119)’a

göre

 () + +
1

 ()
¡ () = 1 + 2 (  )  (4.1.22)

elde edilir. ·Ispat¬ sonuçland¬rmak için (413), (414) s¬n¬r şartlar¬yla tan¬mlanan  

 = 1 2 ve  ,  = 1 2 sabitleri aras¬nda bir ba¼g¬nt¬ kural¬m. (2115) özelli¼ginden ve

denklem (4122)’den a̧sa¼g¬daki formül elde edilir.

1¡¡  () 
+ () = ¡1¡ () + 2

sürekli fonksiyon  için

1¡¡  () 
+ ()

¯̄
=

= ¡
Z



 () + 2

1¡¡  () 
+ ()

¯̄
=

= 2 (4.1.23)

olur.

S¬ras¬yla  için, (4122) kullan¬lsa

 () = 0 () = 1 (4.1.25)

 () = 0 ()¡ +
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=



= 1 + 2 (  )¡ +
1

 ()
¡ ( )

¯̄
¯̄
=

 (4.1.26)

bulunur.  sabitleri için (4123)¡ (4126) dan aşa¼g¬daki lineer denklem sistemine

ulaş¬l¬r;

2 = 11 + 22 (4.1.27)

11 + 2 (2 + 1 (  )) = 1 (4.1.28)
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burada kullan¬lan notasyonlar

 =

Z



 () 

 = +
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=



şeklindedir.
»
¢ 6= 0 oldu¼gunda  sabitleri için çözüm tektir ve

1 = (2 (2 + 1 (  ))¡  21) 
»
¢

2 = ( 11 ¡21) 
»
¢

bulunur. Yukar¬daki çözümü (4122)’de yerine yazarsak (4121) integral denklemi elde

edilir.

Şimdi aşa¼g¬daki notasyonlar¬ tan¬mlayal¬m

 = k ()k   = min
2[]

j ()j 

 = k ()k   = k ()k 

Teorem 4.1.4. (4.1.2)-(4.1.4) probleminde,   12 ve
»
¢ 6= 0 olmak üzere

k + k 


 + () + (¡ )
 (4.1.29)

eşitsizli¼gini sa¼glayan her bir özde¼ger basittir.

·Ispat.  [ ] fonksiyon uzay¬nda (4121) denklemi sabit nokta şart¬ dikkate

al¬n¬rsa;

 = 

eşitli¼gini yazabiliriz. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki dönüşümlerin  2  [ ] sürekli fonksi-

yonu için

 = ¡+
1

 ()
¡ () + ()

Z



 () + ()

µ
+

1

 ()
¡ ()

¶¯̄
¯̄
=



şeklinde tan¬mlan¬r. Buradan

k ()¡  ()k = k( + )¡ (+ )k 

= k() ( ¡ ) +  ( ¡ )k = k( ¡ ) ( + )k 

· k ¡ k k + k 
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olur.   2  [ ] sürekli fonksiyonlar çifti için  ve  aras¬ndaki uzakl¬k he-

saplan¬rsa,

k ¡ k =
°°°°
·
¡+ 1

()
¡ () + ()

R


 () + ()
³
+

1
()

¡ ()
´¯̄
¯
=

¸

¡

2
4¡+ 1

()
¡ () + ()

Z



 () + ()
³
+

1
()

¡ ()
´¯̄
¯
=

3
5
°°°°°°


=
°°°¡+ 1

()
¡ ( ()¡  ())

+ ()

Z



( ()¡  ()) + ()
³
+

1
()

¡ ( ()¡  ())
´¯̄
¯
=

°°°°°°


· k ¡ k  k + k
³



+ (¡ ) + ()



´


· k ¡ k
bulunur. Burada  = k + k

³



+ (¡ ) + ()



´
sabittir. (4129) varsay¬m¬

kullan¬l¬rsa  bir büzülme dönüşümüdür.

k ¡ k · k ¡ k  2 (0 1) 

böylece (4129) sa¼glan¬r. (413), (414) s¬n¬r şartlar¬n¬ sa¼glayan (412), denkleminin

çözümünün varl¬¼g¬ (4121)’deki  2  [ ] olarak ifade edilen sabit noktan¬n tekli¼gi

ile gösterilmi̧s olur. Böylece özde¼gerler basittir.

4.2. Difüzyon Operatörü için Kesirli Sturm-Liouville Problemi

 2 (0 1) olmak üzere

L[] = 
¡ ()


0+ + (2 () +  ())  (4.2.1)

operatörünü ve

L[] () +  ()  () = 0 (4.2.2)

1 (0)¡ 2
1¡
¡  () 

0+ ()
¯̄
=0

= 0 (4.2.3)

1 () + 2
1¡
¡  () 

0+ ()
¯̄
=

= 0 (4.2.4)

şeklinde tan¬ml¬ kesirli Sturm-Liouville problemi ele al¬ns¬n. Burada  () 2 2 [0 ] 

 () 2  fonksiyonlar¬d¬r ve  ()   () 6= 0  ()  0 8 2 [0 ]  21 + 22 6= 0

21+ 22 6= 0 olmak üzere  fonksiyonu [0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli sürekli fonksiyondur.

Teorem 4.2.1. Difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Liouville operatörü 2 [0 ]

üzerinde self-adjointtir.
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.·Ispat Aşa¼g¬daki iç çarp¬mlar hesaplan¬rsa

­
L[] 

®
=

Z

0

L[] 

=

Z

0

 ()
£


¡ ()


0+ () + (2 () +  ()) ()
¤


=

Z

0

 ()
¡ ()


0+ () +

Z

0

(2 () +  ()) () () 

elde edilir. ·Ilk integrale (2114) özelli¼gi uygulan¬r ve s¬n¬r şartlar¬ kullan¬l¬rsa

­
L[] 

®
=

Z

0

 () 
0+ ()


0+ () ¡  () 1¡¡  () 

0+ ()
¯̄
0

+

Z

0

(2 () +  ()) () () 

=

Z

0

 () 
0+ ()


0+ ()  (4.2.5)

+

Z

0

(2 () +  ()) ()  () +
1
2
 () () +

1
2
 (0) (0) 

olur.

Şimdi de
­
L[]

®
iç çarp¬m¬ hesaplan¬rsa

­
L[]

®
=

Z

0

L[]

=

Z

0

 ()
£


¡ ()


0+ () + (2 () +  ()) ()
¤


=

Z

0

 ()
¡ ()


0+ () +

Z

0

(2 () +  ()) () () 

bulunur.

Yine ayn¬ şekilde ilk integrale (2114) özelli¼gi uygulan¬r ve s¬n¬r şartlar¬ kullan¬l¬rsa
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­
L[]

®
=

Z

0

 () 
0+ () 

0+ () ¡  () 1¡¡  () 
0+ ()

¯̄
0

+

Z

0

(2 () +  ()) ()  () 

=

Z

0

 () 
0+ () 

0+ () +
1
2
 ()  () +

1
2
 (0) (0)

+

Z

0

(2 () +  ()) ()  ()  (4.2.6)

elde edilir. (425) ve (426) eşitli¼ginin sa¼g tara‡ar¬ eşit oldu¼gundan sol tara‡ar¬da

eşittir. O halde
­
L[] 

®
=
­
L[]

®


d¬r. Bu da L[] operatörünün self-adjoint oldu¼gunu verir.

Teorem 4.2.2. Difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Liouville probleminin farkl¬

özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬, [0 ] üzerinde  () a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonaldir.  ,  lere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olmak üzere

Z

0

 () 1 () 2 ()  = 0 1 6= 2

d¬r.

·Ispat. Özellik (2114) yard¬m¬yla

R
0

 ()L[] ()  =
R
0

 () 
0+ ()

 
0+ () ¡  () 1¡¡  () 

0+ ()
¯̄
¯


0

+
R
0

(2 () +  ())  ()  ()  (4.2.7)

eşitli¼gi elde edilir. Difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Liouville probleminin s¬ras¬yla

(1 2) özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬ (1 2) olsun. Buradan

L[]1 () + 1 () 1 () = 0 (4.2.8)

11 (0)¡ 2
1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
=0

= 0 (4.2.9)

11 () + 2
1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
=

= 0 (4.2.10)
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L[]2 () + 2 () 2 () = 0 (4.2.11)

12 (0)¡ 2
1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
=0

= 0 (4.2.12)

12 () + 2
1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
=

= 0 (4.2.13)

yaz¬l¬r. (428) denklemini 2 ile (4211) denklemini 1 ile çarp¬l¬r ve taraf tarafa

ç¬kar¬l¬rsa

(1 ¡ 2) () 12 = 1L[]2 ¡ 2L[]1

bulunur. Şimdi bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ terim terim [0 ] aral¬¼g¬nda integrallenirse

ve (427) ba¼g¬nt¬s¬ yard¬m¬yla

(1 ¡ 2)

Z

0

 () 1 () 2 () 

=

Z

0

1L[]2 () ¡
Z

0

2 ()L[]1 () 

=

Z

0

1 ()
£


¡ ()


0+2 () + (22 () +  ()) 2 ()
¤


¡
Z

0

2 ()
£


¡ ()


0+1 () + (21 () +  ()) 1 ()
¤


=

Z

0

 () 
0+1 ()


0+2 () ¡ 1

1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
0

+

Z

0

22 () 1 () 2 () +

Z

0

 () 1 () 2 () 

¡
Z

0

 () 
0+2 ()


0+1 () + 2 () 

1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
0

¡
Z

0

21 () 1 () 2 () ¡
Z

0

 () 1 () 2 () 

=

Z

0

22 () 1 () 2 () ¡
Z

0

21 () 1 () 2 () 

¡1 () 1¡¡  () 
0+2 ()

¯̄
0
+ 2 () 

1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
0


olur. (429), (4210), (4212), (4213) s¬n¬r şartlar¬ burada kullan¬l¬rsa

(1 ¡ 2)

Z

0

( () + 2 ()) 1 () 2 () = 0
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elde edilir. 1 6= 2 al¬n¬rsa

Z

0

( () + 2 ()) 1 () 2 () = 0

olur ve ispat tamamlan¬r.

Şimdi bundan sonraki ispatlarda kullanaca¼g¬m¬z yard¬mc¬ fonksiyonlar¬ verelim.

0+
( ¡ )¡1

¡ ()
= ( ¡ 0)¡1 (¡ 0) 1ª2

2
4 (1 1)

(¡1) ( + 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡





3
5 

burada 1ª2 Fox-Wright fonksiyonudur bu fonksiyon:

1ª2

2
4 (1 1)

(11) (22)

¯̄
¯̄
¯̄ 

3
5 =

1X

=0

¡ (1 + 1)

¡ (1 + 1) ¡ (2 + 2)



!


şeklinde ba¼g¬nt¬y¬ sa¼glar. Aşa¼g¬daki parametreler ile tan¬mlan¬r.

¢ = 1 + 2 ¡ 1 = ¡1

 = j1j¡1 j1j
1 j2j

2 = 1

 = 1 + 2 ¡ 1 +
1¡ 2

2
= 2 ¡ 1

2
 (4.2.14)

Bu fonksiyon Teorem 2114’den   12 ve   12 iken [0 ] aral¬¼g¬nda süreklidir.


¡ ()


0+0 () = 0

olacak şekilde difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Liouville operatörünün diferansiyel

k¬sm¬n¬ s¬f¬r yapan fonksiyonlar¬

0 () = 1 + 2

0+

( ¡ )¡1

¡ () ()
= 1 + 2 ( 0 )  (4.2.15)

şeklinde ifade edilsin.

·Ikinci bir yard¬mc¬ fonksiyonu

 () = 0+

¡1 = 0+

( ¡ )

¡ (+ 1)
= ( ¡ 0) (¡ 0)

£ 1ª2

2
4 (1 1)

(+ 1¡1) ( + 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

¡ 0

 ¡ 0

3
5  (4.2.16)

şeklinde tan¬mlans¬n. Teorem 2113 kullan¬l¬rsa ve (4214)’e göre parametreler he-

saplan¬rsa

¢ = ¡1  = 1  = 2+
1

2

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elde edilir. Sonuç olarak   0 =)   1
2
ve Fox-Wright fonksiyonu baz¬ pozitif 

için [0 ] aral¬¼g¬nda süreklidir.

Lemma 4.2.3.   12 olsun ve
»
¢ 6= 0 olmak üzere

 () = (2 () +  ())  () +  () 

»
¢ = 12 + 21 + 11 ( 0 ) 

ifade edilsin. Bu taktirde (422)¡ (424) kesirli difüzyon operatörü için Sturm-Liouville

problemi  [0 ] uzay¬nda

 () = ¡0+
1

 ()
¡ () + ()

Z

0

 () + ()

µ
0+

1

 ()
¡ ()

¶¯̄
¯̄
=



(4.2.17)

şeklinde tan¬ml¬ integral denklemine denktir. Burada  () ve  ()

 () =
2
»
¢

[¡2 + 1 ( 0 )¡  ( 0 )] 

 () =
1
»
¢

[1 ( 0 ) + 2] 

şeklindedir.  fonksiyonuda (4215)’de tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. (422) denklemini yeniden yaz¬ls¬n


¡ ()


0+

·
 () + 0+

1

 ()
¡ ()

¸
= 0

bu eşitlik  [0 ] uzay¬nda sa¼glan¬r ve parantez içindeki fonksiyon, 
¡ ()

 
0+

kesirli diferansiyel operatörünü s¬f¬r yapan bir fonksiyondur. (4215)’e göre

0 = 1 + 2

0+

( ¡ )
¡1

¡ () ()
= 1 + 2 ( 0 ) 

olarak yaz¬labilir ve (422)’den

 () + 0+
1

 ()
¡ () = 1 + 2 ( 0 )  (4.2.18)

elde edilir. Son olarak (423) (424) s¬n¬r şartlar¬yla tan¬mlanan    = 1 2 de¼ger-

leriyle   = 1 2 sabitleri aras¬nda bir ba¼g¬nt¬ kural¬m. (2115) özelli¼ginden ve denklem

(4218) den a̧sa¼g¬daki formülü elde edilir.

1¡¡  () 
0+ () = ¡1¡ () + 2
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sürekli fonksiyon  için

1¡¡  () 
0+ ()

¯̄
=0

= ¡
Z

0

 () + 2 (4.2.19)

1¡¡  () 
0+ ()

¯̄
=

= 2 (4.2.20)

elde edilir. S¬ras¬yla  için, (4218) kullan¬larak

 (0) = 0 (0) = 1 (4.2.21)

 () = 0 ()¡ 0+
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=



= 1 + 2 ( 0 )¡ 0+
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=

 (4.2.22)

bulunur.

 =

Z

0

 () 

 = 0+
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=



olmak üzere  sabitleri (4219)¡ (4222)’den a̧sa¼g¬daki lineer denklem sistemini oluş-

turur.

2 = 22 ¡ 11 (4.2.23)

11 + 2 (2 + 1 ( 0 )) = 1 (4.2.24)

»
¢ 6= 0 oldu¼gunda  sabitleri için çözüm tektir ve

1 = (21 ¡ 2 (2 + 1 ( 0 ))) 
»
¢

2 = (11 + 21) 
»
¢

şeklindedir. Yukar¬daki çözümü (4218)’de yerine yazarsak (4217) integral denklemi

elde edilir.

Şimdi ilerde kullanaca¼g¬m¬z a̧sa¼g¬daki notasyonlar¬ tan¬mlayal¬m,

 = k ()k   = min
2[0]

j ()j 

 = k ()k   = k ()k 
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Teorem 4.2.4. (422)¡ (424) probleminde,   12 ve
»
¢ 6= 0 olmak üzere,

k(2 () +  ()) + k 


 + () + ()
 (4.2.25)

eşitsizli¼gini sa¼glayan her bir özde¼ger basittir.

·Ispat.  [0 ] fonksiyon uzay¬nda (4217) denklemi sabit nokta şart¬ dikkate

al¬n¬rsa

 = 

eşitli¼gi yaz¬labilir.

Son eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki dönüşümlerin  2  [0 ] sürekli fonksiyonlar için

 = ¡0+
1

 ()
¡ () + ()

Z

0

 () + ()

µ
0+

1

 ()
¡ ()

¶¯̄
¯̄
=



şeklinde tan¬mlan¬r. Buradan

k ()¡  ()k = k((2 () +  ())  + )¡ ((2 () + )  + )k 

= k(2 () +  ()) ( ¡ ) +  ( ¡ )k 

= k( ¡ ) ((2 () + ) + )k 

· k ¡ k k(2 () +  ()) + k 

elde edilir.   2  [0 ] sürekli fonksiyonlar çifti için  ve  aras¬ndaki uzakl¬¼g¬

hesaplan¬rsa

k ¡ k =
°°°°
·
¡0+ 1

()
¡ () + ()

R
0

 () + ()
³
0+

1
()

¡ ()
´¯̄
¯
=

¸

¡

2
4¡0+ 1

()
¡ () + ()

Z

0

 () + ()
³
0+

1
()

¡ ()
´¯̄
¯
=

3
5
°°°°°°


=

°°°°°°
¡0+ 1

()
¡ ( ()¡  ()) + ()

Z

0

( ()¡  ()) 

+ ()
³
0+

1
()

¡ ( ()¡  ())
´¯̄
¯
=

°°° 

· k ¡ k  k(2 () +  ()) + k
³



+ + ()



´


· k ¡ k
elde edilir. Burada  = k(2 () +  ()) + k

³



+ + ()



´
sabittir. (4225)

kullan¬l¬rsa  bir büzülme dönüşümü oldu¼gu görülür.

k ¡ k · k ¡ k  2 (0 1) 
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Böylece (4225) gözönüne al¬n¬rsa, (423) (424) s¬n¬r şartlar¬n¬ sa¼glayan (422) (4217)

denklemlerinin çözümlerinin varl¬¼g¬ ve  2  [0 ] olarak ifade edilen sabit noktan¬n

tekli¼gini sa¼glar. Böylece özde¼gerler basittir.

4.3. Coulomb Potansiyeli için Kesirli Sturm-Liouville Problemi

Coulomb potansiyeli alt¬nda elektron taş¬n¬m hareketleri hakk¬ndaki bilgiler kuan-

tum teoride büyük öneme sahiptir. Bu tip problemlerin çözümü bize sadece hidrojen

atomunun de¼gil ayr¬ca basit de¼gerlik elektron atomlar¬n¬nda enerji seviyelerini bulmak

için de olanak sa¼glar. Hidrojen atomu için, Coulomb potansiyeli

 =
¡2


ile verilir. Burada  çekirde¼gin yar¬çap¬,  elektron yüküdür. Buna göre zamana ba¼gl¬

Schrödinger denklemi ª dalga fonksiyonu, ~ Planck sabiti ve  elektron kütlesi olmak

üzere


ª


= ¡ ~

2

2

2ª

2
+  (  )ª

Z

3

jªj2  = 1

şeklinde ifade edilir. Bu denkleme

~ª =
1p
2

1Z

¡1

¡ª

Fourier dönüşümü uygulan¬rsa bu duruma ba¼gl¬

~2

2
r2 ~ª + ~ ~ª =  ~ª

şeklindeki enerji denklemine dönüşür. Bu taktirde Coulomb potansiyelli enerji

denklemi,

¡ ~
2

2
r2 ~ª +

µ
 +

¡2


¶
~ª = 0

şeklinde olur. E¼ger bu hidrojen atomu di¼ger potansiyel alanda yerine yaz¬l¬rsa, bu

taktirde enerji denklemi

¡ ~
2

2
r2 ~ª +

µ
 +

¡2


+  (  )

¶
~ª = 0

bulunur.

 2 (0 1) olmak üzere

L[] = 
¡ ()


0+ +

µ



+  ()

¶
 (4.3.1)
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.

operatörünü ve

L[ ] () +  ()  () = 0 (4.3.2)

 (0) = 0 (4.3.3)

1 ()¡ 2
1¡
¡  () 

0+ ()
¯̄
=

= 0 (4.3.4)

Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-Liouville problemini ele alal¬m. Burada  () 6=

0  ()  0 8 2 (0 ]  21 + 22 6= 0 olmak üzere   fonksiyonlar¬ (0 ] aral¬¼g¬nda

reel de¼gerli sürekli fonksiyonlard¬r.

Teorem 4.3.1. Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-Liouville L[ ] operatörü self-

adjointtir.

·Ispat Aşa¼g¬daki iç çarp¬mlar hesaplan¬rsa

­
L[ ]

®
=

Z

0

L[ ] () () 

=

Z

0

 ()

·


¡ ()


0+ () +

µ



+  ()

¶
 ()

¸


=

Z

0

 ()
¡ ()


0+ () +

Z

0

µ



+  ()

¶
 () () 

elde edilir. ·Ilk integrale (2114) özelli¼gi ve s¬n¬r şartlar¬ uygulan¬rsa

­
L[] 

®
=

Z

0

 () 
0+ ()


0+ () 

¡  () 1¡¡  () 
0+ ()

¯̄
0

+

Z

0

µ



+  ()

¶
 () ()  (4.3.5)

=

Z

0

 () 
0+ ()


0+ () ¡ 1

2
 ()  ()

+

Z

0

µ



+  ()

¶
 () () 

bulunur.
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Şimdi
­
L[]

®
iç çarp¬m¬ hesaplan¬rsa,

­
L[ ]

®
=

Z

0

 ()L[ ] () 

=

Z

0

 ()

·


¡ ()


0+ () +

µ



+  ()

¶
 ()

¸


=

Z

0

 ()
¡ ()


0+ () +

Z

0

µ



+  ()

¶
 () () 

elde edilir. Yine ayn¬ şekilde ilk integrale (2114) özelli¼gi ve s¬n¬r şartlar¬ uygulan¬rsa

­
L[]

®
=

Z

0

 () 
0+ () 

0+ () ¡
1
2
 () ()

+

Z

0

µ



+  ()

¶
 () ()  (4.3.6)

Sonucuna ulaş¬l¬r. (435) ve (436) eşitli¼ginin sa¼g tara‡ar¬ eşit oldu¼gundan sol tara‡ar¬

da eşittir. Bu durum
­
L[] 

®
=
­
L[]

®


sonucunu verir. Dolay¬s¬yla L[] operatörünün self-adjoint oldu¼gunu verir.

Teorem 4.3.2. Coulomb potansiyeli için (432¡ 434) kesirli Sturm-Liouville prob-

leminin özde¼gerleri reeldir.

·Ispat. Özellik (2114) yard¬m¬yla

Z

0

 ()L[] ()  =

Z

0

 () 
0+ ()


0+ () ¡ () 1¡¡  () 

0+ ()
¯̄
0

+

Z

0

µ



+  ()

¶
 ()  ()  (4.3.7)

bulunur. (432)¡ (434) s¬n¬r de¼ger probleminin öz fonksiyonu  ve buna karş¬l¬k gelen

özde¼geri  olsun. Şimdi  ve ’nin kompleks eşleni¼gi ¹ için aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬l¬rsa

21 + 22 6= 0 olmak üzere

L[ ] () +  ()  () = 0 (4.3.8)
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 (0) = 0 (4.3.9)

1 ()¡ 2
1¡
¡  () 

0+ ()
¯̄
=

= 0 (4.3.10)

L[ ]¹ () + ¹ () ¹ () = 0 (4.3.11)

¹¹ (0) = 0 (4.3.12)

1¹¹ ()¡ 2
1¡
¡  () 

0+¹ ()
¯̄
¯
=

= 0 (4.3.13)

(438) denklemi ¹ ile (4311) denklemi  ile çarp¬l¬p taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

¡
¡ ¹

¢
 ()  () ¹ () =  ()L[ ]¹ ()¡ ¹ ()L[ ] () 

elde edilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ terim terim 0’dan ’ye integrallenip ve (437)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa
¡
¡ ¹

¢ Z

0

 ()  () ¹ ()  =

Z

0

 ()L[ ]¹ () ¡
Z

0

¹ ()L[] () 

=

Z

0

 () 
0+ ()


0+¹ () ¡  () 1¡¡  () 

0+¹ ()
¯̄
0

¡
Z

0

 () 
0+¹ ()


0+ () + ¹ () 1¡¡  () 

0+ ()
¯̄
0


= ¡  () 1¡¡  () 
0+¹ ()

¯̄

+  () 1¡¡  () 

0+¹ ()
¯̄
0

+ ¹ () 1¡¡  () 
0+ ()

¯̄

¡ ¹ () 1¡¡  () 

0+ ()
¯̄
0


bulunur. Burada (439), (4310), (4312), (4313) s¬n¬r şartlar¬ kullan¬l¬rsa

¡
¡ ¹

¢ R
0

 () j ()j2  = 0

elde edilir.  aşikar olmayan bir çözüm ve  ()  0 oldu¼gundan  = ¹ olur, bu da

ispat¬ tamamlar.

Teorem 4.3.3.  ,  lere karş¬l¬k gelen özfonksiyonlar olmak üzere Coulomb potan-

siyeli için kesirli Sturm-Liouville probleminin farkl¬ özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonk-

siyonlar¬, (0 ] üzerinde  () a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani

R
0

 () 1 () 2 ()  = 0 1 6= 2

d¬r.
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·Ispat. Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-Liouville probleminin s¬ras¬yla (1 2)

özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬ (1  2) olsun. Bu takdirde

L[ ]1 () + 1 () 1 () = 0 (4.3.14)

1 (0) = 0 (4.3.15)

11 ()¡ 2
1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
=

= 0 (4.3.16)

L[ ]2 () + 2 () 2 () = 0 (4.3.17)

2 (0) = 0 (4.3.18)

12 ()¡ 2
1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
=

= 0 (4.3.19)

bulunur. (4314) denklemi 2 ile (4317) denklemi 1 ile çarp¬l¬p taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

(1 ¡ 2) () 12 = 1L[]2 ¡ 2L[ ]1

elde edilir. Şimdi bu eşitli¼gin her iki taraf¬ terim terim (0 ] aral¬¼g¬nda integrallenir ve

(437) ba¼g¬nt¬s¬ kullan¬l¬rsa

(1 ¡ 2)
R
0

 () 1 () 2 ()  =
R
0

1 ()L[ ]2 () ¡
R
0

2 ()L[]1 () 

=

Z

0

1 ()

·


¡ ()


0+2 () +

µ



+  ()

¶
2 ()

¸


¡
Z

0

2 ()

·


¡ ()


0+1 () +

µ



+  ()

¶
1 ()

¸


=

Z

0

 () 
0+1 ()


0+2 () ¡ 1 () 

1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
0

¡
Z

0

 () 
0+2 ()


0+1 () + 2 () 

1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
0


= ¡ 1 () 
1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
0
+ 2 () 

1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
0


= ¡ 1 () 
1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄

+ 1 () 

1¡
¡  () 

0+2 ()
¯̄
0

+ 2 () 
1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄

¡ 2 () 

1¡
¡  () 

0+1 ()
¯̄
0

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bulunur. (4315) (4316)  (4318) (4319) s¬n¬r şartlar¬ yard¬m¬yla

(1 ¡ 2)

Z

0

 () 1 () 2 ()  = 0

olur. 1 6= 2 al¬n¬rsa
Z

0

 () 1 () 2 ()  = 0

olur ve ispat tamamlan¬r.

Şimdi ilerde ispatlarda kullanaca¼g¬m¬z baz¬ yard¬mc¬ fonksiyonlar¬ verelim.

0+
( ¡ )¡1

¡ ()
= ( ¡ 0)¡1 (¡ 0)

£ 1ª2

2
4 (1 1)

(¡1) ( + 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

¡ 0

 ¡ 0

3
5 

burada 1ª2 Fox-Wright fonksiyonudur bu fonksiyon,

1ª2

2
4 (1 1)

(11) (22)

¯̄
¯̄
¯̄ 

3
5 =

1X

=0

¡ (1 + 1)

¡ (1 + 1) ¡ (2 + 2)



!


ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glar ve aşa¼g¬daki parametreler ile tan¬mlan¬r.

¢ = 1 + 2 ¡ 1 = ¡1

 = j1j¡1 j1j
1 j2j

2 = 1

 = 1 + 2 ¡ 1 +
1¡ 2

2
= 2 ¡ 1

2
 (4.3.20)

Bu fonksiyon Teorem 2113’den   12 ve   12 iken [0 ] aral¬¼g¬nda süreklidir.


¡ ()


0+0 () = 0

olacak şekilde Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-Liouville operatörünün diferan-

siyel k¬sm¬n¬ s¬f¬r yapan fonksiyonlar¬

0 () = 1 + 2

0+

( ¡ )¡1

¡ ()  ()
= 1 + 2 ( 0 )  (4.3.21)

şeklinde gösterelim. ·Ikinci bir yard¬mc¬ fonksiyon

 () = 0+

¡1 = 0+

( ¡ )

¡ (+ 1)
= ( ¡ 0) (¡ 0) (4.3.22)

£1ª2

2
4 (1 1)

( + 1¡1) ( + 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

¡ 0

 ¡ 0

3
5 
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şeklinde tan¬mlan¬rsa, Teorem 2113 yard¬m¬yla ve (4320)’ e göre parametreler he-

saplan¬rsa

¢ = ¡1  = 1  = 2+
1

2


elde edilir.

Sonuç olarak   0 ise   1
2
ve Fox-Wright fonksiyonu baz¬ pozitif  için (0 ]

aral¬¼g¬nda süreklidir.

Lemma 4.3.4.   12 olsun ve
»
¢ 6= 0 olmak üzere

 () =

µ



+  ()

¶
 () +  () 

~¢ = ¡2 + 1 ( 0 ) 

ifade edilsin. Bu takdirde (432)¡ (434) Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-

Liouville problemi  sürekli fonksiyonlar uzay¬nda aşa¼g¬daki integral denklemine denk-

tir.

 () = ¡0+
1

 ()
¡ () + ()

µ
0+

1

 ()
¡ ()

¶¯̄
¯̄
=

 (4.3.23)

burada  ()

 () =
1
~¢
 ( 0 ) 

şeklinde ve  fonksiyonuda (4321)’de tan¬mlanm¬̧st¬r.

·Ispat. (432) denklemi yeniden göz önüne al¬n¬rsa


¡ ()


0+

·
 () + 0+

1

 ()
¡ ()

¸
= 0

olur. Bu eşitlik  uzay¬nda sa¼glan¬r ve parantez içindeki fonksiyon, 
¡ ()

 
0+

Coulomb potansiyeli için kesirli Sturm-Liouville operatörünü s¬f¬r yapan bir fonksi-

yonudur. Buradan (4321)’e göre aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r

 () + 0+
1

 ()
¡ () = 1 + 2 ( 0 )  (4.3.24)

Sonuç olarak (433) (434) s¬n¬r şartlar¬yla tan¬mlanan   = 1 2 de¼gerleriyle 

 = 1 2 sabitleri aras¬nda bir ba¼g¬nt¬ kural¬m. (2116) özelli¼ginden ve denklem (4324)

den aşa¼g¬daki eşitlik sa¼glan¬r,

1¡¡  () 
0+ () = ¡1¡ () + 2
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Sürekli fonksiyon  için

1¡¡  () 
0+ ()

¯̄
=0

= ¡
Z

0

 () + 2 (4.3.25)

1¡¡  () 
0+ ()

¯̄
=

= 2 (4.3.26)

bulunur. S¬ras¬yla  için, (4324) kullan¬l¬rsa

 (0) = 0 (0) = 1 (4.3.27)

 () = 0 ()¡ 0+
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=



= 1 + 2 ( 0 )¡ 0+
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=

 (4.3.28)

elde edilir.

 = 0+
1

 ()
¡ ()

¯̄
¯̄
=



olmak üzere  sabitleri (4325)¡ (4328)’den a̧sa¼g¬daki lineer denklem sistemini oluş-

turur.

1 = 0 (4.3.29)

11 + 2 (¡2 + 1 ( 0 )) = 1

»
¢ 6= 0 oldu¼gunda  sabitleri için çözüm tektir ve

1 = 0

2 = 1 ~¢

şeklindedir. Yukar¬daki çözümü (4324) içinde yerine yazarsak (4323) integral

denklemi elde edilir [39].

4.4. Hidrojen Atom Denklemi için Kesirli Sturm-Liouville Problemi

2

2
+








¡  (+ 1)

2
+

³
 +





´
 = 0 0   1

singüler Sturm-Liouville problemini gözönüne al¬ns¬n. Bu Sturm-Liouville denklemi

kuantum mekani¼ginde hidrojen atomunun enerji seviyelerinin çal¬̧s¬ld¬¼g¬ denklemdir.

Burada  kütle merkezinin kayna¼ga uzakl¬¼g¬,  bir pozitif tamsay¬,  bir reel say¬, 

enerji sabiti,  çekirdek ve elektron aras¬ndaki uzakl¬kt¬r [33].
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 2 (0 1) olmak üzere

L[] = 
1¡ ()


0+ +

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 (4.4.1)

operatörünü ve

L[] () +  ()  () = 0 (4.4.2)

 (0) = 0 (4.4.3)

1 (1) + 2
1¡
1¡  () 

0+ ()
¯̄
=1

= 0 (4.4.4)

hidrojen atom denklemi için kesirli Sturm-Liouville problemini ele al¬ns¬n. Burada

 () 6= 0  ()  0 8 2 (0 1]  21 + 22 6= 0 olmak üzere  0 fonksiyonlar¬ (0 1]

aral¬¼g¬nda reel de¼gerli sürekli fonksiyonlard¬r.

Teorem 4.4.1. Hidrojen atom potansiyeline sahip L[] kesirli Sturm-Liouville

operatörü self-adjointtir.

·Ispat. L[] operatörünü ele alarak self adjoint oldu¼gunu gösterelim.

­
L[] 

®
=

1Z

0

L[] 

=

1Z

0

 ()

·


1¡ ()


0+ () +

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 ()

¸


=

1Z

0

 ()
1¡ ()


0+ () +

1Z

0

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 () () 

bulunur. ·Ilk integrale (2114) özelli¼gi ve s¬n¬r şartlar¬ uygulan¬rsa

­
L[] 

®
=

1Z

0

 () 
0+ ()


0+ ()  ¡  () 1¡1¡  () 

0+ ()
¯̄1
0

+

1Z

0

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 () () 

=

1Z

0

 () 
0+ ()


0+ ()  +

1
2
 (1)  (1)

+

1Z

0

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 () ()  (4.4.5)
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olur. Şimdi de
­
L[]

®
iç çarp¬m¬ hesaplan¬rsa,

­
L[]

®
=

1Z

0

 ()L[] () 

=

1Z

0

 ()

·


1¡ ()


0+ () +

µ
¡2

+

 (+ 1)

2
+ 0 ()

¶
 ()

¸


=

1Z

0

 ()
1¡ ()


0+ () 

+

1Z

0

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 () () 

elde edilir. Yine ayn¬ şekilde ilk integrale (2114) özelli¼gi ve s¬n¬r şartlar¬ uygulan¬rsa

­
L[]

®
=

1Z

0

 () 
0+ () 

0+ ()  +
1
2
 (1) (1)

+

1Z

0

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 () ()  (4.4.6)

bulunur. (445) ve (446) eşitliklerinin sa¼g tara‡ar¬ eşit oldu¼gundan sol tara‡ar¬da

eşittir. O halde
­
L[] 

®
=
­
L[]

®


d¬r. Bu ise L[] operatörünün self-adjoint oldu¼gu sonucunu verir.

Teorem 4.4.2. Hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-Liouville probleminin

(442)¡ (444) özde¼gerleri reeldir.

·Ispat. Özellik (2114) yard¬m¬yla

1R
0

 ()L[] ()  =
1R
0

 () 
0+ ()


0+ ()  ¡  () 1¡1¡  () 

0+ ()
¯̄1
0

+

1Z

0

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 ()  ()  (4.4.7)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. (442)¡ (444) s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼geri  ve buna kaŗs¬l¬k

gelen öz fonksiyonu  olsun. Şimdi  ve ’nin kompleks eşleni¼gi ¹ için aşa¼g¬daki eşitlikler

yaz¬l¬rsa ve 21 + 22 6= 0 olmak üzere

L[] () +  ()  () = 0 (4.4.8)
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 (0) = 0 (4.4.9)

1 (1) + 2
1¡
1¡  () 

0+ ()
¯̄
=1

= 0 (4.4.10)

L[]¹¹ () + ¹ () ¹¹ () = 0 (4.4.11)

¹¹ (0) = 0 (4.4.12)

1¹¹ (1) + 2
1¡
1¡  () 

0+¹¹ ()
¯̄
=1

= 0 (4.4.13)

(448) denklemi ¹ ile (4411) denklemi  ile çarp¬l¬r ve taraf tarafa ç¬kar¬l¬rsa

¡
¡ ¹

¢
 ()  () ¹ () =  ()L[]¹ ()¡ ¹ ()L[] () 

elde edilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬ terim terim (0 1] aral¬¼g¬nda integrallenir ve (447)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa

¡
¡ ¹

¢ 1Z

0

 ()  () ¹ ()  =

1Z

0

 ()L[]¹ ()  ¡
1Z

0

¹ ()L[] () 

=

1Z

0

 ()
h


1¡ ()


0+¹ () +
³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
¹ ()

i


¡
1Z

0

¹ ()
h


1¡ ()


0+ () +
³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
 ()

i


=

1Z

0

 () 
0+ ()


0+¹ ()  ¡  () 1¡1¡  () 

0+¹ ()
¯̄1
0

+

1Z

0

³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
 () ¹ () 

¡
1Z

0

 () 
0+¹ ()


0+ ()  +¹ () 1¡1¡  () 

0+ ()
¯̄1
0

¡
1Z

0

³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
 () ¹ () 

= ¡ () 1¡1¡  () 
0+¹ ()

¯̄
1
+  () 1¡1¡  () 

0+¹ ()
¯̄
0

+¹ () 1¡1¡  () 
0+ ()

¯̄
1
¡ ¹ () 1¡1¡  () 

0+ ()
¯̄
0


sonucuna ula̧s¬l¬r. Buradan (449), (4410), (4412), (4413) s¬n¬r şartlar¬ kullan¬l¬rsa

¡
¡ ¹

¢ 1Z

0

 () j ()j2  = 0
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bulunur.  aşikar olmayan bir çözüm ve  ()  0 oldu¼gundan  = ¹ olur, bu da

ispat¬ tamamlar.

Teorem 4.4.3. Hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-Liouville proble-

minin farkl¬ özde¼gerlerine karş¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬, (0 1] üzerinde  () a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani

1Z

0

 () 1 () 2 ()  = 0 1 6= 2

d¬r. Burada  , ’lere karş¬l¬k gelen özfonksiyonlard¬r.

·Ispat. Hidrojen atom denklemi için kesirli Sturm-Liouville probleminin s¬ras¬yla

(1 2) özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬ (1 2) olsun. Bu takdirde

L[]1 () + 1 () 1 () = 0 (4.4.14)

1 (0) = 0 (4.4.15)

11 (1) + 2
1¡
1¡  () 

0+1 ()
¯̄
=1

= 0 (4.4.16)

L[]2 () + 2 () 2 () = 0 (4.4.17)

2 (0) = 0 (4.4.18)

12 (1) + 2
1¡
1¡  () 

0+2 ()
¯̄
=1

= 0 (4.4.19)

yaz¬l¬r. (4414) denklemi 2 ile (4417) denklemi 1 ile çarp¬l¬r ve taraf tarafa

ç¬kar¬l¬rsa

(1 ¡ 2) () 12 = 1L[]2 ¡ 2L[]1

elde edilir. Şimdi bu eşitli¼gin her iki taraf¬ terim terim (0 1] aral¬¼g¬nda integrallenir ve

(447) ba¼g¬nt¬s¬ kullan¬l¬rsa

(1 ¡ 2)

1Z

0

 () 1 () 2 ()  =

1Z

0

1 ()L[]2 () ¡
1Z

0

2 ()L[]1 () 

=

1Z

0

1 ()
h


1¡ ()


0+2 () +
³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
2 ()

i


¡
1Z

0

2 ()
h


1¡ ()


0+1 () +
³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
1 ()

i

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=

1Z

0

 () 
0+1 ()


0+2 ()  ¡ 1 () 

1¡
1¡  () 

0+2 ()
¯̄1
0

+

1Z

0

³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
1 () 2 ()  ¡

1Z

0

 () 
0+2 ()


0+1 () 

+2 () 
1¡
1¡  () 

0+1 ()
¯̄1
0
¡

1Z

0

³
¡2


+ (+1)

2
+ 0 ()

´
1 () 2 () 

= ¡ 1 () 
1¡
1¡  () 

0+2 ()
¯̄1
0
+ 2 () 

1¡
1¡  () 

0+1 ()
¯̄1
0


= ¡ 1 () 
1¡
1¡  () 

0+2 ()
¯̄
1
+ 1 () 

1¡
1¡  () 

0+2 ()
¯̄
0

+ 2 () 
1¡
1¡  () 

0+1 ()
¯̄
1
¡ 2 () 

1¡
1¡  () 

0+1 ()
¯̄
0


bulunur. Son eşitlikte (4415) (4416)  (4418) (4419) s¬n¬r şartlar¬ kullan¬l¬rsa,

(1 ¡ 2)

1Z

0

 () 1 () 2 ()  = 0

elde edilir. 1 6= 2 ald¬¼g¬m¬zdan

1Z

0

 () 1 () 2 ()  = 0

olur ve ispat tamamlan¬r.

Şimdi bundan sonraki ispatlarda kullanaca¼g¬m¬z baz¬ yard¬mc¬ fonksiyonlar¬ vere-

lim.

¢ = 1 + 2 ¡ 1 = ¡1

 = j1j¡1 j1j
1 j2j

2 = 1 (4.4.20)

 = 1 + 2 ¡ 1 +
1¡ 2

2
= 2¡ 1

2


olmak üzere

0+
(1¡ )¡1

¡ ()
= (1¡ 0)¡1 ( ¡ 0)

£ 1ª2

2
4 (1 1)

(¡1) ( + 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

 ¡ 0

1¡ 0

3
5 

burada 1ª2 Fox-Wright fonksiyonudur, bu fonksiyon

1ª2

2
4 (1 1)

(11) (22)

¯̄
¯̄
¯̄ 

3
5 =

1X

=0

¡ (1 + 1)

¡ (1 + 1) ¡ (2 + 2)



!

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şeklinde bir ba¼g¬nt¬y¬ sa¼glar ve Teorem 2113’den   12 ve   12 iken (0 1]

aral¬¼g¬nda süreklidir.


1¡ ()


0+0 () = 0

olacak şekilde hidrojen atom potansiyeline sahip kesirli Sturm-Liouville operatörünün

diferansiyel k¬sm¬n¬ s¬f¬r yapan fonksiyonlar¬

0 () = 1 + 2

0+

(1¡ )¡1

¡ ()  ()
= 1 + 2 ( 0 )  (4.4.21)

şeklinde gösterelim. ·Ikinci bir yard¬mc¬ fonksiyon

 () = 0+

1¡1 = 0+

(1¡ )

¡ ( + 1)
= (1¡ 0) ( ¡ 0)

£ 1ª2

2
4 (1 1)

( + 1¡1) (+ 1 1)

¯̄
¯̄
¯̄¡

 ¡ 0

1¡ 0

3
5  (4.4.22)

şeklinde tan¬mlans¬n.

Teorem 2113 kullan¬l¬rsa ve (4420)’e göre parametreler hesaplan¬rsa

¢ = ¡1  = 1  = 2+
1

2


elde edilir.

Sonuç olarak   0 =)   1
2
ve Fox-Wright fonksiyonu baz¬ pozitif  için (0 1]

aral¬¼g¬nda süreklidir.

Lemma 4.4.4.   12 olsun ve
»
¢ 6= 0 olmak üzere

 () =

µ
¡2

+

 ( + 1)

2
+ 0 ()

¶
 () +  () 

~¢ = 2 + 1 ( 0 1) 

ifade edilsin. Bu taktirde (442)¡ (444) hidrojen atom potansiyelli kesirli Sturm-

Liouville problemi için  sürekli fonksiyonlar uzay¬nda tan¬ml¬

 () = ¡0+
1

 ()
1¡ () + ()

µ
0+

1

 ()
1¡ ()

¶¯̄
¯̄
=1

 (4.4.23)

şeklindeki integral denklemine denktir. Burada  ()

 () =
1
~¢
 ( 0 ) 

şeklindedir.

71



·Ispat. (442) denklemini yeniden yazal¬m:


1¡ ()


0+

·
 () + 0+

1

 ()
1¡ ()

¸
= 0

parantez içindeki fonksiyon,
1¡ ()

 
0+ hidrojen atom potansiyeli için kesirli Sturm-

Liouville operatörünü s¬f¬r yapan bir fonksiyondur. (4421)’e göre

 () + 0+
1

 ()
1¡ () = 1 + 2 ( 0 )  (4.4.24)

elde edilir.

Son olarak (443) (444) s¬n¬r şartlar¬yla tan¬mlanan    = 1 2 de¼gerleriyle   = 1 2

sabitleri aras¬nda bir ba¼g¬nt¬ kural¬m. (2115) özelli¼ginden ve denklem (4424)’den

1¡1¡  () 
0+ () = ¡11¡ () + 2

eşitli¼gi elde edilir. Sürekli fonksiyon  için

1¡1¡  () 
0+ ()

¯̄
=0

= ¡
1Z

0

 () + 2 (4.4.25)

1¡1¡  () 
0+ ()

¯̄
=1

= 2 (4.4.26)

bulunur. S¬ras¬yla  için, (4424) kullan¬l¬rsa

 (0) = 0 (0) = 1 (4.4.27)

 (1) = 0 (1)¡ 0+
1

 ()
1¡ ()

¯̄
¯̄
=1



= 1 + 2 ( 0 1)¡ 0+
1

 ()
1¡ ()

¯̄
¯̄
=1

 (4.4.28)

elde edilir.  sabitleri (4425)¡ (4428)’den

 = 0+
1

 ()
1¡ ()

¯̄
¯̄
=1



olmak üzere aşa¼g¬daki lineer denklem sistemini oluşturur.

1 = 0 (4.4.29)

11 + 2 (2 + 1 ( 0 1)) = 1 (4.4.30)
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»
¢ 6= 0 oldu¼gunda  sabitleri için çözüm tektir ve

1 = 0

2 = 1 ~¢

şeklindedir. Yukar¬daki çözüm (4424)’de yerine yaz¬l¬rsa (4423) integral denklemi

elde edilir [47].

4.5. Kesirli Sturm-Liouville Problemi ·Için Mukayese Kriterleri

Teorem 4.5.1 (I. Mukayese Teoremi)


¡ ()


+ () +  () () = 0 (4.5.1)


¡ ()


+ () +  ()  () = 0 (4.5.2)

şeklinde verilen iki denklemi gözönüne al¬ns¬n. E¼ger [ ] aral¬¼g¬n¬n tamam¬ üzerinde

 ()   () ise bu taktirde birinci denklemin aşikar olmayan herhangi bir çözümünün

her iki s¬f¬r¬ aras¬nda ikinci denklemin her çözümünün en az bir s¬f¬r¬ vard¬r.

·Ispat. (451) denklemi  () ile (452) denklemi  () ile çarp¬l¬p birbirinden

ç¬kar¬l¬rsa

 ()
¡ ()

 
+ ()+ ()  ()  ()¡ ()

¡ ()
 

+ ()¡ () ()  () = 0

 ()
¡ ()


+ ()¡  ()

¡ ()


+ () = [ ()¡  ()]  ()  () 

(4.5.3)

bulunur.  ()’in ard¬̧s¬k iki s¬f¬r¬n¬ 1 ve 2 ile gösterelim. Kabul edelim ki  ()’in

(1 2) aral¬¼g¬nda s¬f¬r¬ bulunmas¬n. (453) eşitli¼gini 1 den 2 ye integralleyelim,
2Z

1

 ()
¡ ()


+ () ¡

2Z

1

 ()
¡ ()


+ () 

=

2Z

1

[ ()¡  ()]  ()  () 

bulunur. Bu son eşitli¼gin sol taraf¬ndaki integrallere (2114) özelli¼gi uygulan¬rsa
2Z

1

 () 
+  () 

+ () ¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄2
1

¡
2Z

1

 () 
+  () 

+ () +  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄2
1

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.

= ¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄2
1
+  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄
¯
2

1


= ¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄
2
+  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄
1

+  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄
2
¡  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄
1


olur. Buradan

¡ (2) 1¡¡  (2)


+ (2) +  (1) 
1¡
¡  (1)


+ (1)

=

2Z

1

[ ()¡  ()]  ()  () 

bulunur. (1 2) aral¬¼g¬nda ’nin s¬f¬ra eşit olmad¬¼g¬n¬ kabul edelim. Genelli¼gi boz-

madan (1 2) aral¬¼g¬nda  ()  0,  ()  0 ve artan fonksiyon olarak ele al¬n-

s¬n. Dolay¬s¬yla bir önceki eşitli¼gin sa¼g taraf¬ pozitiftir. Fakat  () fonksiyonunun 2

noktas¬ndaki yeteri kadar büyük de¼geri için sol taraf negatiftir. Bu ise bir çeli̧skidir.

Böylece (1 2) aral¬¼g¬nda  () in s¬f¬rlar¬n¬n varl¬¼g¬ ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 4.5.2. (II. Mukayese Teoremi)

(451) ve (452) denklemlerinin

 ( ) = 1 
+  ()j= = 0

 ( ) = 1 
+  ()j= = 0 (4.5.4)

başlang¬ç şartlar¬n¬ sa¼glayan çözümleri iki artan fonksiyon  () ve  () olsun. Ayr¬ca

[ ] aral¬¼g¬n¬n tamam¬nda  ()   () olsun. E¼ger  () fonksiyonu,    · 

aral¬¼g¬nda  tane s¬f¬ra sahip ise bu taktirde  () fonksiyonunun ayn¬ aral¬kta en az

 tane s¬f¬rlar¬ mevcut olup,  () in . s¬f¬r¬  () in . s¬f¬r¬ndan küçüktür.

·Ispat  ()’in  noktas¬na en yak¬n ve ’dan farkl¬ s¬f¬r¬n¬ 1 ile gösterelim. Bir

önceki teoreme dayanarak  () in ( 1) aral¬¼g¬nda en az bir s¬f¬ra sahip oldu¼gunu

göstermek yeterlidir. Aksine bu aral¬kta  ()’in s¬f¬ra sahip olmad¬¼g¬n¬ kabul edelim.

Genelli¼gi bozmadan ( 1) aral¬¼g¬nda  ()  0 ve  ()  0 olsun.  (1) = 0 olur.

(453) denklemini ’dan 1’e integrallenirse

1Z



 ()
¡ ()


+ () ¡

1Z



 ()
¡ ()


+ () 
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=

1Z



[ ()¡  ()]  ()  () 

ve eşitli¼gin sol taraf¬ndaki integrale (2114) özelli¼gi uygulan¬rsa

1Z



 () 
+  () 

+ () ¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄1


¡
1Z



 () 
+  () 

+ () +  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄1


= ¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄
1
+  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄


+  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄
1
¡  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄


=

1Z



[ ()¡  ()]  ()  () 

olur. Buradan

¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄
1
+  () 1¡¡  () 

+ ()
¯̄


¡  () 1¡¡  () 
+ ()

¯̄
 =

1Z



[ ()¡  ()]  ()  () 

elde edilir. ( 1) aral¬¼g¬nda  ()  0,  ()  0,  () ve  () fonksiyonlar¬n¬n artan

fonksiyonlar olduklar¬ dikkate al¬n¬rsa eşitli¼gin sol taraf¬n¬n negatif oldu¼gu a̧sikard¬r.

Di¼ger yandan  ()   () oldu¼gu gerçe¼gi ile son eşitli¼gin sa¼g taraf¬ pozitif olur. Bu ise

çeli̧skidir. O halde baştaki kabulümüz geçerli de¼gildir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.
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5. IMPULSIVE ŞARTLARI ALTINDA KES·IRL·I STURM-LIOUVILLE

PROBLEM·I

Bir çok …ziksel olaylarda zaman¬n belirli an¬nda veya anlar¬nda impulslar yani s¬çra-

malar gözlenir. Malzemeler veya birleşik elemanlarda s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬ ve ¬s¬ geçi̧si bu

tür olaylara örnektir. Bunun gibi …ziksel olaylar¬n matematiksel modeli diferansiyel

denklem şekline dönüştürüldü¼günde ortaya impulsive denklemler ç¬kar. Bu denklem-

lerin çözümleri belirli noktalarda denklem d¬̧s¬ s¬çrama tipi koşullara tabi tutulurlar.

Yani denklemlerin çözümleri belirli noktalarda denklem d¬̧s¬ s¬çramalara sahip olurlar.

Bu nedenle impulsive denklemlerini içeren problemleri incelemek hem teorik hem uygu-

lama aç¬s¬ndan büyük öneme sahiptir. Impulsive diferansiyel denklemler içeren prob-

lemlerin incelenmesi son y¬llarda daha da ilgi çekici hale gelmi̧stir ve bu konuda çok

say¬da çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r [52-54, 56-58, 60].

5.1. Impulsive Şartlar¬ Alt¬nda Difüzyon Operatörü için Kesirli Sturm-

Liouville Problemi

¡
¡ ()


0+ () + (2 () +  ())  () = 0 (5.1.1)

¢j= =  ( ())  ¢0j= = ¤ ( ())   2 (0 )   = 1 2   (5.1.2)

1 (0) + 1
0 (0) = 0 2 () + 2

0 () = 0 (5.1.3)

s¬n¬r de¼ger problemini gözönüne al¬ns¬n. Burada 
¡ Riemann-Liouville türevi, 

0+

Caputo türevi,  [0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli sürekli fonksiyon,  2  ,  2 2 [0 ] 

 
¤
 :  ¡!  sürekli fonksiyonlar 1 2 1 2 2  ve 12 + 12 + 21 6=

0, ¢j= = 
¡
+
¢
¡ 

¡
¡
¢
, 

¡
+
¢
= lim

¡!0+
 ( + ), 

¡
¡
¢
= lim

¡!0¡
 ( + ),

 = 1 2  , 0 = 0  1      +1 = , ¢0j= , 
0 () için benzer şekildedir.

 = [0 ] olmak üzere  () = f :  ¡!  :  2  (( +1]  )   = 0  + 1


¡
¡
¢
veya 

¡
+
¢
vard¬r öyleki  = 1 2   

¡
¡
¢
=  ()

ª
  (), kk =

sup2 j ()j normu ile bir Banach uzayd¬r.

Lemma 5.1.1. 1   · 2, ve  2  () olmak üzere  (5.1.1)-(5.1.3) probleminin

bir çözümü olmak üzere



 () =

Z



(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


21

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡ 1

21

P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


21

X

=1

 ( ())¡
1


21

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¡1


12

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


12

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


12

X

=1

¤ ( ()) +
12



Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



P
=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



X

=1

 ( ()) +
12



X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+
12



Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



X

=1

¤ ( ()) +

X

=1

 ( ()) +

X

=1

¤ ( ()) (¡ )  (5.1.4)

şeklinde tan¬ml¬ integral denklemini sa¼glar.
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.·Ispat , (511)¡ (513) probleminin bir çözümü olsun. 0 1 2 R olmak üzere


¡ ()

 
0+ () = (2 () +  ())  () 

denklemi gözönüne al¬ns¬n. Her iki taraf¬na ¡ integrali uygulan¬r ve Lemma 2.1.21

yard¬m¬yla

 () 
0+ () = ¡ (2 () +  ())  () 


0+ () =

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

sonucuna ula̧s¬l¬r. Şimdi her iki tarafa 0+ integral operatörü uygulan¬rsa  2 (0 1]

için

 () = 0+
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 0 + 1 (5.1.5)

=

Z

0

(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 0 + 1

elde edilir. Buradan

0 () =

Z

0

(¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 1 (5.1.6)

olur. 0 1 2 R sabitleri için  2 (1 2] aral¬¼g¬nda ise

 () =

Z

1

(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 0 + 1 (¡ 1) (5.1.7)

0 () =

Z

1

(¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 1 (5.1.8)

olur. ¢j=1 = 1 ( (1)) ve ¢0 j=1= ¤1 ( (1)) impulsive şartlar¬ kullan¬l¬rsa

¢j=1 = 1 ( (1)) şart¬ için (517) denkleminden (515) denklemi ç¬kar¬l¬rsa

¢j=1 = 
¡
+1
¢
¡ 

¡
¡1
¢


= 0 ¡
1Z

0

(1 ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () ¡ 0 ¡ 1

= 1 ( (1)) 

bulunur. Buradan

0 =

1Z

0

(1 ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 0

+1+ 1 ( (1)) 
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ayn¬ şekilde ¢0j=1 = ¤1 ( (1)) şart¬ içinde (518) denkleminden (516) denklemi

ç¬kar¬ld¬¼g¬nda

¢0j=1 = 0
¡
+1
¢
¡ 0

¡
¡1
¢


= 1 ¡
1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () ¡ 1

= ¤1 ( (1)) 

elde edilir. Buradan

1 =

1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 1 + ¤1 ( (1)) 

bulunur. Bunlar¬ (517) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

 () =

Z

1

(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+

1Z

0

(1 ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+0 + 11 + 1 ( (1))

+ (¡ 1)

1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+1 (¡ 1) + ¤1 ( (1)) (¡ 1) 

olur. Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

 () =

Z

1

(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+

1Z

0

Ã
(¡ 1) (1 ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

(1 ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+0 + 1+ 1 ( (1)) + ¤1 ( (1)) (¡ 1) 

ve

0 () =

Z

1

(¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+

1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+1 + ¤1 ( (1)) 
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elde edilir. E¼ger  2 ( +1] ise

 () =

Z



(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
P
=1

Z

¡1

Ã
(¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+0 + 1+
P
=1

 ( ()) +
P
=1

¤ ( ()) (¡ )  (5.1.9)

olur ve (519) eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa,

0 () =

Z



(¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+1 +
X

=1

¤ ( ()) 

bulunur. (513) s¬n¬r şart¬ kullan¬l¬rsa, öncelikle  () ve 0 () fonksiyonlar¬n¬ bul-

mam¬z gerekir,

 () =

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
P
=1

R
¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+0 + 1 +
X

=1

 ( ()) +
X

=1

¤ ( ()) ( ¡ ) 

0 () =

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+1 +
X

=1

¤ ( ()) 

elde edilir. Sonras¬nda (513) s¬n¬r şart¬ gözönüne al¬n¬rsa
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2

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+20 + 21 + 2

X

=1

 ( ())

+2

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+2

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 21 + 2

X

=1

¤ ( ())

= 0

bulunur. Buradan

¡20 ¡ 21 ¡ 21 = 2

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

 ( ()) + 2

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+2

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 2

X

=1

¤ ( ()) 

olur.  (0) = 0, 0 (0) = 1 oldu¼gundan

10 + 11 = 0

¡20 ¡ 21 ¡ 21 = 2

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

81



+2

X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

 ( ()) + 2

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+2

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+2

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 2

X

=1

¤ ( ()) (5.1.10)

sonuç olarak denklem sistemi elde edilir. Şimdi bu denklem sistemini çözelim. ·Ilk

denklem 2 ile ikinci denklem de 1 ile çarp¬l¬rsa

210 + 211 = 0

¡120 ¡ 121 ¡ 121 = 12

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+12

P
=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+12

X

=1

 ( ()) + 12

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+12

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+12

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 12

X

=1

¤ ( ()) 

elde edilir. Bu iki denklem taraf tarafa toplan¬rsa

(21 ¡ 12 ¡ 12) 1 = 12

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+12

X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 
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+12

X

=1

 ( ()) + 12

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+12

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+12

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 12

X

=1

¤ ( ()) 

bulunur. 21 ¡ 12 ¡ 12 =  olarak alal¬m. Bu taktirde

1 =
1



8
<
:12

2
4

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

 ( ()) +

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

#

+12

2
4

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () +

X

=1

¤ ( ())

3
5
9
=
; 

olur. (5110) denklem sistemindeki ilk denklem (2 + 2) ile ve ikinci denklem 1 ile

çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa,

(12 + 12 ¡ 21) 0 = 21

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+21

P
=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+21

X

=1

 ( ()) + 21

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+12

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+12

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () + 12

X

=1

¤ ( ()) 
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bulunur. (12 + 12 ¡ 21) = ¡ olarak al¬n¬rsa

0 = ¡1



8
<
:21

2
4

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

 ( ()) +
X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

#

+12

2
4

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () +

X

=1

¤ ( ())

3
5
9
=
; 

elde edilir. 0 ve 1 (519) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa (514) integral denklemi elde

edilir.

Teorem 5.1.2.

1)  2 ,  2  [0 ]   reel de¼gerli sürekli fonksiyon,

2)  pozitif sabitleri varolsun öyleki

min j ()j =  jj ·  j ()j ·  j ()j ·

eşitsizlikleri olmak üzere,

3)  
¤
 : R ¡! R sürekli fonksiyonlar ve 1 2 pozitif sabitleri varolsun. Öyleki

j ()j  1 j¤ ()j  2

eşitsizlikleri olmak üzere,

(1)¡ (3) şartlar¬ gerçeklenir ise bu taktirde (511)¡ (513) problemi en az bir

çözüme sahiptir.

·Ispat.  :  ()!  () operatörü

 () =

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 
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+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


21

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡ 1

21

P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


21

X

=1

 ( ())¡
1


21

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¡1


12

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


12

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  ()  ¡ 1


12

X

=1

¤ ( ())

+
12



Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



P
=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



X

=1

 ( ()) +
12



X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+
12



Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+
12



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () +

12



X

=1

¤ ( ())

+

X

=1

 ( ()) +

X

=1

¤ ( ()) (¡ ) 

şeklinde tan¬mlans¬n.  operatörünün sabit bir noktaya sahip oldu¼gunu ispatlamak

yeterli olacakt¬r. Bunun için Schaefer sabit nokta teoremi kullan¬lacakt¬r.
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Ad¬m 1.  süreklidir.

 ()’de  !  olmak üzere fg dizisini alal¬m. 8 2  için

j () ()¡  () ()j ·
Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+ 1

21

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+ 1

21

P
=1

R
¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
1


21

X

=1

j ( ())¡  ( ())j+
1


21

X

=1

j¤ ( ())¡ ¤ ( ())j ( ¡ )

+
1


12

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
1


12

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
1


12

X

=1

j¤ ( ())¡ ¤ ( ())j

+
12



Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+12


P
=1

R
¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
12



X

=1

j ( ())¡  ( ())j+
12



X

=1

j¤ ( ())¡ ¤ ( ())j ( ¡ )

+
12



Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
12



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

1

 ()

¯̄
¡ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄


+
12



X

=1

j¤ ( ())¡ ¤ ( ())j

+
X

=1

j ( ())¡  ( ())j+
X

=1

j¤ ( ())¡ ¤ ( ())j (¡ ) 
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elde edilir.  ¤ fonksiyonlar¬ sürekli ve  !  oldu¼gu için

k ()¡  ()k1 ! 0 !1

bulunur.

Ad¬m 2.  dönüşümü s¬n¬rl¬d¬r.

Her   0 için herbir  2  = f 2  [0 ] : kk1  g için pozitif bir  sabi-

tinin varoldu¼gunu göstermek yeterlidir. Buradan k ()k1 ·  d¬r. 8 2   2

[0 ] 
¯̄
¡ (2 () +  ())  ()

¯̄
·  için bir   0 sabiti vard¬r. Her  2 [0 ] için

j ()j ·

¯̄
¯̄
¯̄

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄¡ 1


21

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄¡ 1


21

P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄¡ 1


21

P
=1

 ( ())¡ 1

21

P
=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄¡ 1


12

Z



(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄¡ 1


12

P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄¡ 1


12

P
=1

¤ ( ())

¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄12

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄12

P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄12



P
=1

 ( ())

¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄12



P
=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
12


Z



(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
12


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄12



P
=1

¤ ( ())

¯̄
¯̄
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+

¯̄
¯̄ P
=1

 ( ())

¯̄
¯̄+

¯̄
¯̄ P
=1

¤ ( ()) (¡ )

¯̄
¯̄ 

j ()j ·
Z



(¡)¡1
¡()

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´ ¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+ 1

21

Z



(¡)¡1
¡()

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+ 1

21

P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´ ¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+ 1

21

P
=1

j ( ())j+ 1

21

P
=1

j¤ ( ())j j( ¡ )j

+ 1

12

Z



(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+ 1

12

P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ + 1


12

P
=1

j¤ ( ())j

+12


Z



(¡)¡1
¡()

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯

+12


P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´ ¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯

+12


P
=1

j ( ())j+ 12


P
=1

j¤ ( ()) ( ¡ )j

+12


R


(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+12


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ + 12



P
=1

j¤ ( ())j

+
P
=1

j ( ())j+
P
=1

j¤ ( ()) (¡ )j

· 



·
1

¡ (+ 1)
( (+ 1) + 21 (1 + )) +

1

¡ ()
( (+ 21) + ( + 1)12)

¸

+
¡1

¡ ()
(12 (+ 1)) +

+1



µ
(+ 1)12

¡ ( + 1)
+

12

¡ ()

¶

+
2


¡
21 + 12 + 12

2 + 12 + 
¢
+

1


(21 + 12 + ) 

elde edilir. Buradan
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k ()k1 · 



h
1

¡(+1)
( (+ 1) + 21 (1 + )) + 1

¡()
( (+ 21) + (+ 1)12)

i

+
¡1

¡ ()
(12 (+ 1)) +

+1



µ
(+ 1)12

¡ (+ 1)
+

12

¡ ()

¶

+
2


¡
21 + 12 + 12

2 + 12 + 
¢
+

1


(21 + 12 + )

= 

Ad¬m 3.  operatörü  () kümesinde eşsüreklidir.  1  2 2   1   2 olsun.

Ad¬m 2’den   () kümesinde s¬n¬rl¬ ve  2  olsun. Bu taktirde

j () ( 2)¡  () (1)j =

¯̄
¯̄
¯̄
2Z



(2¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+
P
=1

Z

¡1

³
(2¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¡ 1

21

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡ 1

21

P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  ()

¡ 1

21

P
=1

 ( ())¡ 1

21

P
=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¡ 1

12

Z



(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡ 1

12

P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡ 1

12

P
=1

¤ ( ()) +
122



Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+122


P
=1

R
¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

+122


P
=1

 ( ()) +
122



P
=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+122


R


(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+122


P
=1

R
¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+122


P
=1

¤ ( ()) +
P
=1

 ( ()) +
P
=1

¤ ( ()) ( 2 ¡ )
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¡
1R


(1¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡
X

=1

Z

¡1

³
(1¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

+ 1

21

Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+ 1

21

X

=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  ()

+ 1

21

P
=1

 ( ()) +
1

21

P
=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+ 1

12

Z



(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+ 1

12

X

=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+ 1

12

P
=1

¤ ( ())¡ 121


Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡121


X

=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

¡121


X

=1

 ( ())¡ 121


X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¡121


Z



(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡121


X

=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

¡121


P
=1

¤ ( ())¡
P
=1

 ( ())¡
P
=1

¤ ( ()) ( 1 ¡ )

¯̄
¯̄ 

elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

j () (2)¡  () ( 1)j ·
1

¡()

R 1


¯̄
( 2 ¡ )¡1 ¡ ( 1 ¡ )¡1

¯̄ ¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+ 1
¡()

2Z

1

¯̄
( 2 ¡ )¡1

¯̄ ¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+( 2 ¡  1)
P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 
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+12


(2 ¡  1)

Z



(¡)¡1
¡()

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+12


(2 ¡  1)
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´ ¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+12


(2 ¡  1)
P
=1

j ( ())j+ 12


( 2 ¡  1)
P
=1

j¤ ( ()) ( ¡ )j

+12


( 2 ¡ 1)

Z



(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+12


(2 ¡  1)
P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

¯̄
¯ 1
()

¡ (2 () +  ())  ()
¯̄
¯ 

+12


(2 ¡  1)
P
=1

j¤ ( ())j+
P
=1

j¤ ( ()) ( 2 ¡ 1)j 

olur.  2 !  1 iken yukar¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬ s¬f¬ra gider. Arzela-Ascoli teoremi ile

ad¬m 1 ve ad¬m 3 ile birlikte  :  ()!  () dönüşümü sürekli ve kompakt

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.

Ad¬m 4.  = f 2  [] :  =  ()  0    1g kümesinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu

göstermeliyiz.  2  alal¬m bu taktirde  =  (), 0    1 olur. Bu yüzden

 2 [0 ] için

 () = 

Z



(¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

Ã
(¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!
1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


21

Z



( ¡ )¡1

¡ ()

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


21

X

=1

 ( ())¡
1


21

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¡1


21

P
=1

R
¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´ 1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 

¡1


12

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)

1

 ()
¡ (2 () +  ())  () 
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¡ 1

12

P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () ¡ 1

12

P
=1

¤ ( ())

+ 12


Z



(¡)¡1
¡()

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+ 12


P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´
1

()
¡ (2 () +  ())  () 

+ 12


P
=1

 ( ()) +
12



P
=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+ 12


Z



(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () 

+ 12


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1)

1
()

¡ (2 () +  ())  () + 12


P
=1

¤ ( ())

+
P
=1

 ( ()) + 
P
=1

¤ ( ()) (¡ ) 

sa¼glan¬r. (2) ve (3) şartlar¬ ve ad¬m 2’den her  2 [0 ] için

j ()j · 



·
1

¡ (+ 1)
( ( + 1) + 21 (1 + ))

+
1

¡ ()
( (+ 21) + ( + 1)12)

¸

+
¡1

¡ ()
(12 (+ 1))

+
+1



µ
( + 1)12

¡ (+ 1)
+

12

¡ ()

¶

+
2


¡
21 + 12 + 12

2 + 12 + 
¢

+
1


(21 + 12 + )

= 

Son eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬  gibi bir sabit oldu¼gu aşikard¬r. Bu ise  kümesinin s¬n¬rl¬

oldu¼gunu gösterir. Schaefer sabit nokta teoreminin bir sonucu olarak  sabit bir nok-

taya sahiptir. Bu ise (511) ¡ (513) probleminin bir çözümü oldu¼gu sonucunu verir.

Böylece ispat tamamlan¬r.
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5.2. Impulsive Şartlar¬ Alt¬nda Difüzyon Operatörü için p¡Laplasiyan

Kesirli Sturm-Liouville Problemi

Tamsay¬ mertebeden -Laplasiyan s¬n¬r de¼ger problemi matematik ve …zi¼gin uygu-

lama ve teorisindeki büyük öneminden dolay¬ çok fazla çal¬̧s¬lm¬̧st¬r [15,16].  2 [11)

bir sabit,  bir özde¼ger ve  2 2 [0 1] olmak üzere

¡
¡
0(¡1)

¢0
= (¡ 1) (¡  ())(¡1)

denklemi -Laplasiyan denklemi ayn¬ zamanda bir boyutlu p-Laplasiyan özde¼ger denk-

lemi olarak bilinir.  = 2 al¬n¬rsa bu denklem

¡00 +  () = 

olarak bilinen Sturm-Liouville denklemine dönüşür. -Laplasiyan difüzyon denklemide

  1,  bir özde¼ger ve  2 2 [0 1] olmak üzere

¡
¡
0(¡1)

¢0
= (¡ 1)

¡
2 ¡  ()¡ 2 ()

¢
(¡1)

şeklindedir. Bu denklemler için olan s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözümlerinin varl¬¼g¬ gös-

terilmi̧s olup pek çok kez çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Fakat -Laplasiyan operatörlü kesirli diferansiyel

denklem için s¬n¬r de¼ger probleminin çözümlerinin varl¬¼g¬ hakk¬nda çeşitli çal¬̧smalar

vard¬r [51, 55, 59]. Bunlardan baz¬lar¬ şöyledir;


0+

¡

¡


0+

¢¢
() +  (  ()) = 0 0    1

 (0) = 0  (1) =  ()  
0+ (0) = 0

s¬n¬r de¼ger problemini tan¬tm¬̧s ve pozitif çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ Krasnosel’skii ve Leggett-

Williams sabit nokta teoremlerini kullanarak ispatlam¬̧st¬r [15]. Di¼ger problem ise


0+

¡

¡


0+

¢¢
() +  (  ()) = 0 0    1

 (0) = 0  (1) =  ()  
0+ (0) = 0 

0+ (1) = 
0+ () 

s¬n¬r de¼ger probleminin pozitif çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧st¬r. Bu çal¬̧sman¬n bu

bölümünde ise difüzyon operatörü için kesirli Sturm-Liouville probleminin impulsive

şartlar¬ alt¬nda çözümünün varl¬¼g¬ Schauder sabit nokta teoremi ile ispatlanm¬̧st¬r [16].
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Bu k¬s¬mda

¡
0+


0+ () + (2 () +  ())  () = 0 (5.2.1)

¢ j==  ( ())  ¢0 j== ¤ ( ())   2 (0 )   = 1 2   (5.2.2)

 (0) + 0 (0) = 0  () + 0 () = 0 (5.2.3)

s¬n¬r de¼ger problemini gözönüne al¬ns¬n. Burada 
0+ Riemann-Liouville türevi, 

0+

Caputo türevi,  2   2 2 [0 ],  ¤ : R ¡! R sürekli fonksiyonlar, ¢j= =


¡
+
¢
¡ 

¡
¡
¢
, 

¡
+
¢
= lim

¡!0+
 ( + ), 

¡
¡
¢
= lim

¡!0¡
 ( + ), = 1 2  , 0 =

0  1      +1 = , ¢0 j= , 0 () için benzer şekildedir.  = [0 ] olmak

üzere  () =
©
 :  ¡! R j  2  (( +1]  )   = 0  + 1 

¡
¡
¢
ve 

¡
+
¢

vard¬r öyleki  = 1 2   
¡
¡
¢
=  ()

ª
.  (), kk = sup

2
j ()j normu ile

bir Banach uzayd¬r.

Lemma 5.2.1. 0    1, 1   · 2 olmak üzere  2  () fonksiyonu

(521)¡ (523) probleminin çözümüdür ancak ve ancak  () aşa¼g¬daki kesirli integral

denklemini sa¼glar.

 () =

Z



(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

Ã
(¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+ (1¡)


P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
( + 1¡ )



X

=1

 ( ()) +
( + 1¡ )



X

=1

¤ ( ()) (1¡ )  (5.2.4)
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·Ispat. , (521)¡ (523) probleminin bir çözümü olsun. 0 1 2 R olmak üzere


0+


0+ () = (2 () +  ())  () 

denklemini gözönüne alal¬m. Her iki taraf¬na 0+ integral operatörü uygulan¬r ve

Lemma (2.1.21) kullan¬l¬rsa




0+ () = 0+ (2 () +  ())  () 

elde edilir. Her iki tarafa ’nin tersi olan  uygulan¬rsa


0+ () =  


0+ (2 () +  ())  () 

elde edilir. Şimdi her iki tarafa 0+ integral operatörü uygulan¬rsa  2 (0 1] için

 () = 0+

0+ (2 () +  ())  () + 0 + 1

=

Z

0

(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () + 0 + 1 (5.2.5)

elde edilir. Buradan

0 () =

Z

0

(¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () + 1 (5.2.6)

olur. 0 1 2 R sabitleri için  2 (1 2] aral¬¼g¬nda ise

 () =

Z

1

(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  ()  + 0 + 1 (¡ 1)  (5.2.7)

0 () =

Z

1

(¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  ()  + 1 (5.2.8)

elde edilir. Şimdi (522) s¬n¬r şart¬ olan

¢j=1 = 1 ( (1)) ve ¢0j=1 = ¤1 ( (1)) 

impulsive şartlar¬ kullan¬ls¬n. ¢j=1 = 1 ( (1)) için (527) ve (525) denklemlerinde

 = 1 al¬p (527) denkleminden (525) denklemi ç¬kar¬l¬rsa

¢j=1 = 
¡
+1
¢
¡ 

¡
¡1
¢


= 0 ¡
1Z

0

(1 ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () ¡ 0 ¡ 11

= 1 ( (1)) 
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olur. Buradan

0 =

1Z

0

(1 ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () + 0

+11 + 1 ( (1)) 

elde edilir. Ayn¬ şekilde ¢0j=1 = ¤1 ( (1)) için benzer i̧slemler yap¬l¬rsa

¢0j=1 = 0
¡
+1
¢
¡ 0

¡
¡1
¢


= 1 ¡
1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () ¡ 1

= ¤1 ( (1)) 

1 =

1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () + 1 + ¤1 ( (1)) 

elde edilir. Bu sonuçlar (527) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

 () =

Z

1

(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+

1Z

0

(1 ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+0 + 11 + 1 ( (1))

+ (¡ 1)

1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+1 (¡ 1) + ¤1 ( (1)) (¡ 1) 

bulunur.

Buradan gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

 () =

Z

1

(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+

1Z

0

Ã
(¡ 1) (1 ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

(1 ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+0 + 1+ 1 ( (1)) + ¤1 ( (1)) (¡ 1) 
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ve

0 () =

Z

1

(¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+

1Z

0

(1 ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+1 + ¤1 ( (1)) 

elde edilir. E¼ger  2 ( +1] ise

 () =

Z



(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

Ã
(¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+0 + 1+
X

=1

 ( ()) +
X

=1

¤ ( ()) (¡ )  (5.2.9)

ve

0 () =

Z



(¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+1 +
X

=1

¤ ( ()) 

olur. (523) s¬n¬r şartlar¬ için  () ve 0 () de¼gerleri

 () =

Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+0 + 1 +

X

=1

 ( ()) +

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ ) 
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ve

0 () =

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+1 +
X

=1

¤ ( ()) 

olacak şekilde bulunur. (523) şart¬ yaz¬l¬rsa
Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+0 + 1 +
X

=1

 ( ()) +
X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+

Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () + 1 +

X

=1

¤ ( ())

= 0

bulunur. Buradan

¡0 ¡ 1 ¡ 1 =

Z



(¡)¡1
¡()



0+ (2 () +  ())  () 

+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

 ( ()) +
X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () +

X

=1

¤ ( ()) 
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olur.  (0) = 0, 0 (0) = 1 oldu¼gundan (522) ve (523) s¬n¬r şartlar¬ndan

0 + 1 = 0

¡0 ¡ 1 ¡ 1 =

Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

 ( ()) +

X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () +

X

=1

¤ ( ())  (5.2.10)

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi çözmek için iki denklem taraf tarafa toplan¬rsa,

¡1 =

Z



(¡)¡1
¡()



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

 ( ()) +
X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+

Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () +

X

=1

¤ ( ()) 

elde edilir. Buradan her iki taraf ¡’ye bölünürse
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1 = ¡ 1


Z



(¡)¡1
¡()



0+ (2 () +  ())  () 

¡1



X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

¡1



X

=1

 ( ())¡
1



X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

¡1



Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

¡1



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () ¡ 1



X

=1

¤ ( ()) 

sonucuna ula̧s¬l¬r. (5210) denklem sisteminde ilk denklem ( + 1) ile çarp¬l¬p taraf

tarafa toplan¬rsa ve daha sonra her iki taraf ’ye bölünürse

0 =
1



Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+
1



X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+
1



X

=1

 ( ()) +
1



X

=1

¤ ( ()) ( ¡ )

+
1



Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
1



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () +

1



X

=1

¤ ( ()) 

bulunur. 0 ve 1 sabitleri (529) denkleminde yerine yaz¬l¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

(524) integral denklemine ulaş¬l¬r.
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Teorem 5.2.2.

1)  2  2  [0 ],

2)  pozitif sabitleri var ve öyleki

jj ·  j ()j ·  j ()j ·

eşitsizlikleri sa¼glans¬n.

3)  
¤
 : R ¡! R sürekli fonksiyonlar ve 1 2 pozitif sabitleri olmak üzere öyleki

jj  1 j¤ j  2

eşitsizlikleri sa¼glans¬n.

(1)¡(3) şartlar¬ sa¼glan¬rsa bu taktirde (521)¡(523) problemi en az bir çözüme

sahiptir.

·Ispat.  :  ()!  () operatörü

 ( ()) =

Z



(¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

Ã
(¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



P
=1

R
¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡ )



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
( + 1¡ )



X

=1

 ( ()) +
( + 1¡ )



X

=1

¤ ( ()) (1¡ ) 

şeklinde tan¬mlans¬n.  ’nin sabit bir noktaya sahip oldu¼gu gösterilirse teoremimiz

ispatlan¬r. Bunun için Schaefer sabit nokta teoremi kullan¬larak ispat dört ad¬mda

yap¬lacakt¬r.
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Ad¬m 1.  süreklidir.

 ()’de  !  olmak üzere fg dizisini alal¬m. 8 2  için

j () ()¡  () ()j ·
Z



(¡ )¡1

¡ ()


¯̄
¯0+ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄
¯ 

+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´


¯̄
¯0+ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄
¯ 

+(1¡)


Z



³
(¡)¡1

¡()
+ (¡)¡2

¡(¡1)

´


¯̄
¯0+ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄
¯ 

+ (1¡)


P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´


¯̄
¯0+ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄
¯ 

+ (1¡)


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1) 

¯̄
¯0+ (2 () +  ()) ( ()¡  ())

¯̄
¯ 

+ (+1¡)


P
=1

j ( ())¡  ( ())j+ (+1¡)


P
=1

j¤ ( ())¡ ¤ ( ())j (1¡ ) 

bulunur. Buradan  ¤ fonksiyonlar¬ sürekli ve  !  oldu¼gu için

k ()¡  ()k1 ! 0 !1

olur.

Ad¬m 2.  dönüşümü s¬n¬rl¬d¬r.

Her   0 ve herbir  2 ¤ = f 2  [0 ] : kk1  g için pozitif bir  sabiti vard¬r

öyleki k ()k1 ·  d¬r. 8 2 ¤  2 [0 ] 
¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ ·  için bir

  0 sabiti vard¬r öyleki her  2 [0 ] için

j ()j ·

¯̄
¯̄
¯̄

Z



(¡)¡1
¡()



0+ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´



0+ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
(1¡)


Z



³
(¡)¡1

¡()
+ (¡)¡2

¡(¡1)

´



0+ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
(1¡)


P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´



0+ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
(1¡)


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1) 


0+ (2 () +  ())  () 

¯̄
¯̄
¯̄
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+

¯̄
¯̄
¯
 + 1¡ 



X

=1

 ( ())

¯̄
¯̄
¯+

¯̄
¯̄
¯
 + 1¡ 



X

=1

¤ ( ()) (1¡ )

¯̄
¯̄
¯

· ¡1

¡ ()

Z



(¡ )¡1 +¡1
X

=1

Z

¡1

Ã
(¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!


+
1


¡1

Z



Ã
( ¡ )¡1

¡ ()
+

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)

!


+
1


¡1

X

=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!


+
1


¡1

X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

(1 + )1


+
(1 + )2



· ¡1

¡ ( + 1)
+

¡1¡1

¡ ()
+

¡1

¡ (+ 1)
+

¡1

¡ ( + 1)

+
¡1¡1

¡ ()
+

¡1¡1

¡ () 
+

¡1

¡ (+ 1) 
+

¡1¡1

¡ ()

+
(1 + )1


+

(1 + )2


· ¡1
·
(+ 1) ( + 1)

¡ ( + 1)
+

 ( + 1)

¡ ()

¸
+¡1¡1

(+ 1)

¡ ()

+
 ( + 1) (1 + 2)



elde edilir. Buradan

k ()k1 · ¡1
·
( + 1) ( + 1)

¡ ( + 1)
+

 ( + 1)

¡ ()

¸
+¡1¡1

(+ 1)

¡ ()

+
 ( + 1) (1 + 2)


= 

Ad¬m 3.  operatörü  () kümesinde eşsüreklidir. Ad¬m 2’den  2 ¤ ve

1  2 2   1   2 olmak üzere, bu durumda

j () (2)¡  () ( 1)j

=

¯̄
¯̄
¯̄
2Z



(2 ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+

X

=1

Z

¡1

Ã
(2 ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

103



+
(1¡  2)



Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡  2)



P
=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡  2)



Z



( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
(1¡  2)



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

+
( + 1¡  2)



X

=1

 ( ()) +
( + 1¡  2)



X

=1

¤ ( ()) (1¡ )

¡
1Z



( 1 ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

¡
X

=1

Z

¡1

Ã
( 1 ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

¡(1¡ 1)



Z



( ¡ )¡1

¡ ()



0+ (2 () +  ())  () 

¡(1¡ 1)



P
=1

Z

¡1

Ã
( ¡ ) ( ¡ )¡2

¡ (¡ 1)
+

( ¡ )¡1

¡ ()

!



0+ (2 () +  ())  () 

¡(1¡ 1)



Z



( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

¡(1¡ 1)



X

=1

Z

¡1

( ¡ )¡2

¡ ( ¡ 1)



0+ (2 () +  ())  () 

¡( + 1¡  1)



X

=1

 ( ())¡
( + 1¡  1)



X

=1

¤ ( ()) (1¡ ) 

bir dizi i̧slemler neticesinde
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j () (2)¡  () ( 1)j ·
1Z



(2¡)¡1
¡()

¡ (1¡)¡1
¡()



¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ 

+

2Z

1

(2¡)¡1
¡()



¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ 

+ (2¡1)


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1) 

¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ 

+ (2¡1)


Z



(¡)¡1
¡()

+ (¡)¡2
¡(¡1) 

¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ 

+ (2¡1)


P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´


¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ 

+ (2¡1)


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1) 

¯̄
¯0+ (2 () +  ())  ()

¯̄
¯ 

+ (2¡1)


P
=1

j ( ())j+ (2¡1)


P
=1

j¤ ( ())j (1¡ ) 

bulunur.  2 ! 1 iken  operatörü eşsüreklidir. Dolay¬s¬yla Arzela-Ascoli teoreminin

şartlar¬ sa¼glan¬r, yani  :  ()!  () sürekli ve kompakt oldu¼gu sonucuna

var¬l¬r. Şimdi Schaefer sabit nokta teoreminin hipotezinde

© = f 2  [] :  =  ()  0    1g

şeklinde tan¬ml¬ © kümesinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunun gösterilmesi gerekir.

Ad¬m 4.  2 © alal¬m bu taktirde  =  (), 0    1 olur. Bu nedenle  2 [0 ]

için

 () = 

Z



(¡)¡1
¡()



0+ (2 () +  ())  () 

+
P
=1

Z

¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´



0+ (2 () +  ())  () 

+ (1¡)


Z



(¡)¡1
¡()



0+ (2 () +  ())  () 

+ (1¡)


P
=1

R
¡1

³
(¡)(¡)¡2

¡(¡1) + (¡)¡1
¡()

´



0+ (2 () +  ())  () 

+ (1¡)


Z



(¡)¡2
¡(¡1) 


0+ (2 () +  ())  () 
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+ (1¡)


P
=1

Z

¡1

(¡)¡2
¡(¡1) 


0+ (2 () +  ())  () 

+
( + 1¡ ) 



X

=1

 ( ()) +
( + 1¡ ) 



X

=1

¤ ( ()) (1¡ )

sa¼glan¬r. (2) ve (3) şartlar¬ ve Ad¬m 2’den her  2 [0 ] için

j ()j · ¡1
·
(+ 1) ( + 1)

¡ (+ 1)
+

 ( + 1)

¡ ()

¸
+¡1¡1

(+ 1)

¡ ()

+
 ( + 1) (1 + 2)



= 

olur. Bu © kümesinin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu gösterir. Schaefer sabit nokta teoreminin bir

sonucu olarak  sabit bir noktaya sahiptir. Bu ise (521) ¡ (523) probleminin bir

çözümüdür. Bu da ispat¬ tamamlar.
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6. SONUÇ

² Kesirli Sturm-Liouville problemi isimli bölümde [38,48] çal¬̧smas¬ndan farkl¬ olarak

difüzyon operatörü, Coulomb ve hidrojen atom potansiyelli kesirli Sturm-Liouville

operatörünün self adjointli¼gi gösterilmi̧stir.

² Ayr¬ca spektral teoride temel teşkil eden özde¼gerlerin reelli¼gi, özfonksiyonlar¬n

ortagonalli¼gi bu operatörler için ispatlanm¬̧st¬r. Sturm-Liouville teorisinde potan-

siyel fonksiyonun …ziksel olarak önemi büyüktür. Bu anlamda tezde ele al¬nan

problemlerin ve sonuçlar¬n daha etkili oldu¼gu görülmüştür.

² Bu bölümün son k¬sm¬nda ise [38,48] çal¬̧smas¬ndaki sonuçlardan çok farkl¬ olarak

kaŗs¬laşt¬rma teoremleri belli koşullar alt¬nda verilmi̧s ve ispatlanm¬̧st¬r.

² Son bölümün birinci k¬sm¬nda impulsive şartlar¬nda difüzyon operatörü için ke-

sirli Sturm-Liouville problemine Schafer sabit nokta teoremi uygulanm¬̧s ve çözüm-

lerin varl¬¼g¬ ispatlanm¬̧st¬r. ·Ikinci k¬s¬mda ise bu problemin daha genel hali olan

-laplasyen durumunda benzer ispatlar yap¬lm¬̧st¬r. Her iki k¬s¬mda da al¬nan

sonuçlar, [51-60] çal¬̧smalar¬yla uyumludur. Ancak tezde ele al¬nan problem-

ler …ziksel ve Sturm-Liouville teorisi bak¬m¬ndan daha i̧slevsel oldu¼gundan daha

etkili sonuçlar elde edildi¼gi saptanm¬̧st¬r.
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7. ÖNER·ILER

² Tezde konuyla ilgili hede‡enen pek çok problem çözüme kavuşturulmuştur. An-

cak bu konu oldukça geni̧s bir kapsama sahip oldu¼gundan hala çözüme muhtaç

problemlerin varl¬¼g¬ bir gerçektir.

² Bunlardan en önemlisi bizim çal¬̧smam¬zda elde etti¼gimiz kesirli Sturm-Liouville

problemi için karş¬la̧st¬rma teoremleri ile ilgilidir. Şöyle ki genel spektral teoride

önemli bir yer tutan osilasyon teoremleri buradaki problemlere uygulanarak ispat

yap¬labilir. Bu problem özgün bir çal¬̧sma olarak elde edilebilir.

² Ayr¬ca kesirli Sturm-Liouville problemleri dönüşüm operatörlerine uygulanabilir.

Dönüşüm operatörlerinin kesirli Sturm-Liouville problemlerinde nas¬l bir kaŗs¬l¬k

bulaca¼g¬ ciddi bir merak konusudur. ·Ileri a̧samalarda bu problemlere çözüm

bulunaca¼g¬ ümit edilmektedir.
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