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OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; kesirli hesaplamalarin ve Gauss denkleminin tarihgesinden, bu konu
ile ilgili inlii matematikgilerin ¢alismalarindan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde; Hipergeometrik fonksiyon ve Gauss denkleminin kesirli ¢dziimleri i¢in
kullanilan bazi tanimlar, fonksiyonlar ve teoremlerden bahsedilmistir.

Ucgiincii béliimde; homojen Gauss denkleminin kesirli ¢dziimlerinin bulunmasindan
bahsedilmistir.

Dordiincii  boliimde; homojen olmayan Gauss denkleminin kesirli ¢dziimlerinin
bulunmasindan bahsedilmistir.

Besinci boliimde ise; homojen Gauss denkleminin kesirli ¢éztimlerinin hipergeometrik

fonksiyon bigiminde yaziliglar1 elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirev ve Integraller (Diferintegraller), Gama Fonksiyonu,
Beta Fonksiyonu, Gauss Denklemi, Hipergeometrik Fonsiyon,

Leibniz Kurals.



SUMMARY
Fractional Calculus for Gauss Equation and Hipergeometric Function

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter; it is given the history of fractional calculus and Gauss equation, the
works of famous mathematicians about this subject.

In the second chapter; some definitions, functions and teorems used for fractional

calculus for Hypergeometric Gauss equation are mentioned.

In the third chapter; there has been mentioned of fractional solution of homogeneous
Gauss equation.

In the fourth chapter; it has been mentioned for fractional solution of non-homogeneous

Gauss equation.

In the fifth chapter; fractional calculus of homogeneous Gauss equation is obtained in
the form of Hypergeometric function.

Key words: Fractional Derivative and Integrals (Differintegrals), Gamma Function, Beta

Function, Gauss Equation, Hypergeometric Functions, Leibniz’s Rule.



SEMBOLLER LiSTESI

Bu calismada kullanilan bazi semboller, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur:

.F (a,b;e;z)

Df = [
DFEf=IFf=f,
(),

o

B

£

: Reel sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

: Dogal sayilar kiimesi
:  Kompleks sayilar kiimesi

: Reel veya kompleks sayilar cismi

Gama fonksiyonu

Beta fonksiyonu

:  Hipergeometrik fonsiyonun gosterimi

: Keyfi mertebeden tiirev (o € R, & = 0)

Keyfi mertebeden integral (£ € R, 5 = 0)

: Polchammer Semboli

. Alfa

Beta
Epsilon
Delta

: Tau

Phi

: N

Sigma
Pi
Lambda
Gama

Omega



1. GIRIS

1695°de Leibniz’in L Hopital’e ‘Eger n pozitif bir tamsay1 degil de bir kesir olursa
D"f ifadesinden ne anlasilir?’ sorusunu sormasiyla kesirli tiirev ve integral (diferintegral)

kavrami ortaya ¢ikmigtir

Kesirli hesap teknigi; n bir pozitif tamsay1 olmak iizere, n. mertebeden tiirev ve
n_katli integral kavramlarini genellestiren ve birlestiren keyfi mertebeden tiirev ve integral

teorisidir. « € R ve a > 0 olmak iizere keyfi mertebeden tiirev; H.T.Davis tarafindan
kullanilan D¢ f(t) notasyonu ile verilir. 8 € R ve > 0 olmak iizere keyfi mertebeden

integral ise; 4D, £ f(t) ile gosterilir.

1.1. Kesirli Hesap Teorisi Uzerine Yapilan Calismalar

Kesirli hesap konusu Leibniz’in yani sira bir ¢ok tinlii bilim adamimnin da dikkatini
¢ekmis ve bu konu lizerinde gesitli ¢alismalar yapmislardir. G.W.Leibniz (1695-1697),
d'/?x ifadesinin x3/dx: x e esit olabilecegini ve daha sonralari da sonsuz serilerin kesirli
hesaplamay1 ifade edebilecegini disiinmiistir. L.Euler (1730), ise serilerin

interpolasyonunun yararli olabileceginden bahsetmistir.
J.L.Lagrange (1772), gelistirmis oldugu,

dm dn 3 dm+ny
dx™ dx" dx™"

seklindeki mertebesi tamsay1 olan diferensiyel operatorler icin tsler kuralinda, m ve n

kesirli oldugunda, kuralin gegerli olup olmadigini sorgulamaya baglamistir.

S.F.Lacroix (1819), timevarimdan faydalanarak y = x™ ve m pozitif bir tamsay1

olmak tizere, x™ nin n. mertebeden tiirevini,

seklinde gelistirmistir. Daha sonra gama fonksiyonunu kullanarak,

d“y_ F(m+1) e
dx" _F(m—n+1)




formiiliinii vermistir. Buradan da T'(1/2) = +/r olmak iizere, y = x ve n = 1/2 alarak,

d”?y _2Jx

SN

tanimina ulagmustir.

J.B.J.Fourier (1822),

00

:i T f daj cos p(x—a)dp

formiilii ile keyfi mertebeli tiirevlerden s6z etmistir. n bir tamsay1 olmak iizere,

n

dx"

cos p(x—a)=p" cos{p(x—a)+%n;r}

seklinde alip, bunu da genellestirip n yerine keyfi u degerini alarak,

f(x) :ij‘ f daj p cos{p(x—a)jtéu;r}dp

dx"
tanimin1 vermistir. Fourier, buradaki u sayisinin pozitif veya negatif herhangi bir deger
olabilecegini belirtmistir.

N.H.Abel (1823), kesirli islemleri ilk olarak kullanan bilim adamuidir. Abel, bir

integral denklemin ¢6ziimiinde kesirli hesab1 kullanmigtir. Abel’in integral denklemi,

k=

(x—t)" £ (t)at

o'—.x

seklindedir. Bu denklemin sag tarafina vrm[d='/2/dx~1/2|f(x) yazarak diizenleme

yapmis ve

kJ_f()

dx]/ 2

formiiliinii vermistir. Bu denklemde f(x)’i belirleyerek kesirli hesapta 6nemli bir basari

saglamistir.

H.T.Davis (1927), kesirli hesap operatorlerini tanimlamada kullanilan ¢esitli

notasyonlart ele almustir. ﬁ fcx(x —t)""1f(t)dt’yi tammlamak i¢in .DyVf(x)



1
notasyonunu kullanmistir. .D2u + Au = f(x) gibi kesirli {isse sahip bazi diferensiyel

denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak i¢in de bu notasyonu uygulamistir.

J.Liouville (1832-1834), (d/2/dx'/?)e?* ifadesini diisiinmiis ve kesirli
operatorleri kullanarak mekanik ve geometrinin bazi problemlerini ¢ézmiistiir. Ayrica

keyfi mertebeden tiirevler icin,

ax

D'e® =a"e

tanimini gelistirmistir.

f(x)=icneanx , Re(a,)>0
n=0

D" f (x) =icnagea"x
n=0

formundaki seride, bir f(x) fonksiyonunun keyfi tiirevinin agik olarak yazilabilecegini

diisiinmiistiir. Ikinci bir tanim elde etmek icin gama fonksiyonu ile iliskili,

Izju“‘le‘xudu ,a>0,x>0
0

belirli integralini kullanmistir. Burada xu =t alarak,
| = x‘”jt“‘le‘tdt =x"T ()
0

veya

formiillerini vermistir. Bu son denkleme DV operatoriinii uygulayarak da,

Dvx—a — (_1) Iua+v—1e—xudu
T(a)g
g (D T(@+) .,

tanimina ulagmistir.



d'y

=0
dx"

integral denkleminin y, = cg + ¢;x + ¢;x% + -+ + ¢,_1x™ 1 seklinde tamamlayici bir
¢Oziime sahip oldugunu belirtmis ve keyfi u degeri i¢in,

d'y
dx"

=0

denkleminin de tamamlayici bir ¢6ziime sahip olup olmadigini tartismistir.

D.F.Gregory (1841), operatorler hesabi taniminin kurucusudur. Sembolik formu,
u(x,t)= Ae” 4 e
seklinde olan,

u_
ox? ot

ile tanimlanan 1s1 denklemini vermistir.

B.Riemann (1847), Taylor serilerini genellestirerek kesirli integral tanimini,

SX_VV f(x)=D"F(x)== (1V)

(x—t)"" f (t)dt

O C— <

seklinde vermistir. Bu tanima tamamlayic1 bir fonksiyon eklemeyide uygun gérmiistiir.
Burada, integralin alt limiti olan c¢’nin ve tamamlayic1 fonksiyonun degeri ‘0’ alinarak,

kesirli integrasyon tanimina uygun hale getirilmistir.

C.J.Hargreave (1848),n pozitif bir tamsayr olmamak sartiyla, n. mertebeden

genellestirilmis Leibniz tiirevi lizerine ¢alismistir. Boylece,

01 (09(0= 3 1 ' (90" 8

no\ N

formiiliinii vermistir. Burada, D™ n. mertebeden diferensiyel operatér, DV™™ kesirli bir

operatdr ve (Z) de T(w+1)/n!'T(v —n + 1) seklindedir.

A.K.Griinwald (1867),

ezi(x—t)“ f (t)dt



formiiliinii elde etmistir ki burada 8, x in bilinen fonksiyonudur.

A.V.Letnikov (1868),

(DD (x)] =[D¥*f(x)]

formiiliinii ispatlamistir. Ayrica, Cauchy integral formiiliinden yararlanarak,

wwn=;éwﬁjmw)

tanimini vermistir ve n yerine v € R yazarak,

STERIC TP

formiiliinii elde etmistir.

O.Heaviside (1892), kablolardaki elektrik akiminin iletkenlik teorisindeki
metotlarini kullanarak miihendislere ¢ok fayda saglamistir. a? bir sabit ve u ise sicaklik

olmak iizere bir boyutlu 1s1 denklemini,

u  ,au
o “a

olarak belirlemistir. Eger % =p Ise
D*u=a’p
olur. Heaviside, p'/? = d'/2/dx/? = DV/? esitlikleriyle dogru sonuglar elde etmistir.

E.Post (1919), kesirli hesap operatorleri ile alakali iki probleme iki farkli ¢6ziim

iiretmeye ¢alismistir. {1k ¢oziimiinde,

D f(x)= r(v)I(X_t)H f(t)dt

seklindeki Liouville’un kesirli mertebeli integrasyon tanimini, ¢ = —oo alarak kullanmistir.

Ikinci ¢oziimiinde ise Riemann tanimindan yararlanmustir.

M.T.Naraniengar (1919),



1
n-=

D*?(x")=R(n)x 2

denklemi iizerine galismis ve ['(n + 1) /T (n + %) degerine karsilik gelen R(n) katsayisini
gelistirmistir.
W.C.Brenke (1922), fizikte kullanmak i¢in,
h
Q(h)=c[(h-t)" f (t)dt
0
seklindeki denklem ve bu denklemin uygulamalari iizerine calismistir.

M.Riesz (1949), Riemann uzayindaki dalga denklemi, izafiyet teorisi, Lorenz uzayi

ve olasilik teorisinde,

1

r(v)

seklindeki kesirli integralin ¢esitli yonlerinden bahsetmistir.

178 (x) == [ (x=1)" £ (t)ct

N.Stuloff (1950),

s =3 s,

n=0 14

esitligi ile kesirli mertebenin farklarini ele almigtir.

B.Kuttner (1953),

(;jxnn ﬁi(x—t)”‘k‘l f(t)dt

ve

(1) oo (nl_k) [t £ ()t

seklindeki iki integral arasindaki iliskiyi diisiinmiistiir.

M.Caputo (1967),

1 F f(”)(r)dr

;:Dta f (t) = F(a—n) ) (t_T)a+l—n

, h=1<a<n




seklindeki formiilii tanimlamistir.
K.B.Oldham ve J.Spainer (1970), adi diferensiyel olarak adlandirdiklari, %

1 1
mertebeli  dzf(t)/dtz seklindeki operatér yardimiyla elektrokimyasal kinetikleri

aciklayabilecekleri yeni bir yontem bulduklarini iddia etmislerdir.

K.S.Miller ve B.Ross (1993),

D*f (t)=D“D*“..D“f (t) , a=(a,at,,..,)
esitligini vermislerdir.

1695°den bu yana, fen ve miihendislik bilimlerinin bir¢ok teori ve uygulama
alanlarinda kullanilan kesirli hesap teknigi ve bu teknik {izerine yapilan calismalar; fizik,
kimya, miihendislik vb. alanlarda cesitli uygulamalara imkan saglamistir. Iletim hatlari
teorisi, izafiyet teorisi, elektromanyetik teorisi, esneklik teorisi, 1s1 transferi, difiizyon,
robot teknolojisi, PID kontrol sistemleri, Schrodinger denklemi, dalga denklemi, malzeme
birimi, sivilarin kimyasal analizi, insan kemiginde yayilan ultrasonik dalgalar, ses
dalgalari, mekanik problemleri, biyolojik sistemlerin elektriksel hareketi, elektrokimyasal

kinetikler vb. birgok uygulamada kesirli tiirev ve integrallerden yararlanilmistir.

Kesirli hesap teknigi ile alakali gelismeler dogrultusunda 20.y.y. bitmeden c¢esitli
tiniversitelerde konferanslar da diizenlenmistir. 1974’te kesirli hesaplar {izerine ilk
uluslararas1 konferans, ABD’de New Haven Universitesi’'nde gergeklestirilmistir. 1984’te
2.Uluslararas1 konferans, Iskogya’da Strathclyde Universitesi’nde gergeklestirilmistir.
1989°da 3.Uluslararas1 konferans, Tokyo’da Nihon Universitesi’nde diizenlendi. 2013
Nisan ayinda ise, Birlesik Arap Emirlikleri’nin Al-Ain sehrinde Birlesik Arap Emirlikleri
Universitesi tarafindan ‘Kesirli Hesap ve Uygulamalart’ iizerine ilk ¢alistay diizenlenmistir

[2,3,4,8,9].

1.2. Hipergeometrik Seri Uzerine Yapilan Calismalar

2
1+a_b£+a(a+1)b(b+1)z_+
c 1 c(c+1) 21

(1.2.1)



serisine Gauss serisi yada Hipergeometrik seri denir. Genel olarak ,F (a,b;c;z)

bi¢ciminde gosterilir. Burada zdegisken ve a,b,c fonksiyonun parametresi olarak

adlandirilir. Sayet a ve b negatif bir tamsayi ise seri sonlu sayidadir.

John Wallis ( 1616-1703), Aritmetica infinitorm (1685), adl1 ¢calismasinda ilk defa

Yunanca kokenli hipergeometrik kavramin
1+ X+ X+ X3 +...

serisi disinda bir seriyi tanimlamak i¢in kullanmistir. Bilhassa

l+a+a(a+l)+a(a+l)(a+2)+..

serisi lizerinde ¢aligmistir. 150 yil boyunca pek cok matematik¢i Gauss serisi lizerinde
calismig ve ozellikle Swiss L. Euler (1707-1783), pek ¢ok dnemli sonug ortaya koymustur.

Bunlardan en ¢ok bilineni
,F(-nb;c;z)=(1-2)""" ,F (c+n,c—b;c;2)
esitligidir.
1770 yilinda Fransiz bilim adami A.T. Vandermonde (1735-1796),

(c—b)(c—b+1)..(c—b+n+1)

Fi(nbicz)= c(c+1)..(c+n-1)

binom agilimini olusturmustur.

20 Ocak 1812 tarihinde parlak bir matematik¢i olan C.F. Gauss (1777-1855),
bildigimiz (1.2.1) serisini tanimlamistir. (1.2.1) serisi ile ilgili pek ¢ok kavramlar

olusturmus ve

I'(c)l(c-a—b)

R = o o)

ifadesini ispatlamistir.

1836 yillinda E.E.Kummer (1810-1893), seriler i¢in Hipergeometrik terimini

kullanmis ve ,F, (a,b;c;z) serisinin

d’y
dz?

z(1-z) +{c—(1+a+b)z}%—aby=0



diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gostermis ve bu ¢oziime bagl olarak Gauss

denkleminin 24 tane ¢ozlimiinii elde etmistir.

1875 wyilinda G.F.B. Riemann (1826-1866), P fonksiyonunu tamimlayarak
genellestirilmis Gauss serisini olusturmustur. 1879 yilinda J. Thomse Riemann teoremini
Kummer’in ¢aligmasina uygulamig ve Kummer’in caligmasiyla arasindaki iliskiyi detayli

bir sekilde incelemistir.

Gauss denkleminin integral gosterimi Euler’in ¢alismasina dayanir ve

n!

F(-n,b;c;z)=
:Fi(-nbic7) c(c+1)..(c+n-1

y Jl-t‘”‘l (1-t)""" (1-tz2) "t

biciminde ifade edilirdi. 1907 yilinda E.W. Barnes Kummer’in 24 fonksiyonunu gevre

integralini kullanarak yayinladi ve daha sonra 1910 yillinda Gauss teoreminin analogu olan

Ziﬂi_]oF(a+s)F(b+s)F(c—s)F(d—s)ds
_I'(a+c)T'(a+d)(b+c)T(b+d)
- I'(a+b+c+d)

integralini ispatlamigtir [11].



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tammm 2.1. Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini i¢inde bulunduran

denklemlere diferensiyel denklem denir [14].

Tanim 2.2. ij (X) y(”) +D, (X) y=g (X) bi¢iminde yazilabilen diferensiyel

j=1
denklemlere lineer diferensiyel denklem, aksi halde lineer olmayan diferensiyel denklem

denir.

Birinci mertebeden diferensiyel denklem aranan fonksiyon ile onun tiirevine gore
lineerse o diferensiyel denkleme birinci mertebeden lineer diferensiyel denklem denir. Bu

denklemlerin genel yazilis1 P, Q, R sadece x’e bagl siirekli fonksiyonlar olmak iizere,
Py +Qy+R=0

seklindedir. P’nin belli bir araligin biitiin X degerleri i¢in sifir olmadig1 diisiiniilerek

denklem P ile boliiniir ve

alinirsa birinci mertebeden lineer homojen olmayan diferensiyel denklem
y+p(x)y=a(x)

seklinde yazilabilir. Burada q(X)=0 olarak alinirsa birinci mertebeden linner homojen

diferensiyel denklem elde edilir [14].
Tamm 2.3. Zn:bj (x) y™ 4 b, (x) y =0 bi¢iminde tanimlanan diferensiyel denkleme
j=1

homojen diferensiyel denklem, aksi halde homojen olmayan diferensiyel denklem denir
[14].

Tamm 2.4. M (X, y)dx+N(x,y)dy =0 diferensiyel denkleminde M (X, y)=A(X)

ve N(X, y)= B(y) fonksiyonu olarak yazilabiliyorsa, bu diferensiyel denkleme

degiskenlerine ayrilabilen denklem denir. Buradan

10



oo By _—AK)
A(x)dx+B(y)dy_0®d—§_ 5(Y)

biciminde yazabileceginden, birinci mertebeden degiskenlerine ayrilabilen bir diferensiyel

denklem elde edilir. Bu durumda ¢6ziimii ¢ keyfi sabit olmak iizere
IA(x)dx+I B(y)dy=c

seklinde yazilabilir. Baslangi¢ deger problem olarak verilmesi halinde, yani
A(x)dx+B(y)dy=0 ; y(X)=VY,

biciminde bir ¢6zlim arantyorsa

A(x)dx+j£ B(y)dy=c

Yo

S ey x

elde edilip bu ¢oziimiin tek oldugu goriiliir. Bu bir ¢ok ¢oziimii kapsayan genel ¢oziimiin

bir eleman ¢oziimiidiir [14].

Tamm 2.5. V ve W, aym F skaler cismi iizerinde vektdr uzaylari olsun. Bir
T:V>W déniisimi Va,feF Ve xyeV icin, T(ax+pBy)=aT(x)+pAT(y)

ozelligini saglarsa T ’ye bir lineer doniigiim adi verilir. Lineer bir doniisiim ayn1 zamanda
stirekli ise bu durumda lineer doniisiim yerine lineer operator veya kisaca operatdér ifadesi

de kullanilir [12].

2.1. Gamma Fonksiyonu

r ( Z) Gamma fonksiyonu integral yardimiyla,
r(z)=[tedt
0

seklinde tanimlanir, dyle ki RE‘(Z) kompleks diizleminin sag yar1 kismina yakinsar.

Gergekten

[(x+iy)= J. e 't Mt
0
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:T et e gy
0

=Iettx1 [Cos(y log (t))+ iSin(y log (t)):}dt

dir. Bu formiildeki koseli parantez igindeki ifade biitlin t igin sinirlandirilmistir;

sonsuzdaki yakisama e™ tarafindan saglanmaktadir ve t=0’deki yakinsama igin

X = Re(z) >1 olmalidur.
Integral yardimiyla Gamma fonksiyonu,

I'(z +1):Itze’tdt
0

0

= [—e"tZI: + zjt“e"dt =771 (z)
0

bigiminde yazilir, yani I'(z+1)=2zI'(z) “dur.
Buradan
[(z+1)=2(z)=2(z-1)T(z-1)=2(z-1)..3.2.1=1z!

elde edilir. Bu nedenle bu fonksiyona faktoriyel fonksiyon ismi de verilir. Boylece
r(1)=0!=1

yazilabilir. Genel olarak negatif olmayan n tamsay1 degeri i¢in,

(Al 2l

2) 4"n

olup diger taraftan,

o 2)er(in)- G20

yazilir.

Bazi 6nemli degerler ise,
r(-3/2)=(413)Jx r(1)=1

12



I(-1)=mw r(3/2)=12)N=
r(-1/2)=-2\r r(2)=1
r(0)= w0 r(s/2)=(3/4)J=
r1/2)=vJ= r(3)=2

seklindedir. Gamma fonksiyonunun 6zellikleri arasinda
_ —mese(7x)

"=

AT (x)I[x+(1/2)]

N3

F(Zx)z

r(nx):ﬁ {an_ﬂ} ﬁr[x+(k/n)]

bigimindeki esitlikleri de yazilabilir [9].

2.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu genellikle
1

B(p,q)='|'tp‘l(1—t)q_1dt (Re(p)>0,Re(q)>0)
0

integrali yardimiyla tanimlanir. Beta fonksiyonu ile Gamma fonksiyonu arasinda

F(p)r(@)=rip+a)B(p.a) @B(MF%
bagintisiyla vardir [9].

2.3. Griinwald Letnikov Kesirli Tiirevi

p>0 bir reel sayi, her sonlu [a,t] araliginda f fonksiyonu siirekli ve

integrallenebilir ve meZ, m< p<m+1 sartizi saglayan en kiigiik deger olsun. Bu

takdirde f fonksiyonunun p katli Griinwald - Letnikov kesirli integrali;

13



m £ (k) _ 4Pk
S ALl L
= T(p+k+1) I(p+k+1)

t
I(t — T)'Hm £ (m) (z)dz

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald - Letnikov kesirli tiirevi

ise;

ppt =3 @A (-0 1 o

= T(-p+k+1) T(-p+m+l
seklindedir [9].
2.4. Riemann-Liouville Tanimi

Bir p>0 reel sayi, her sonlu [a,t] araliginda f fonksiyonu siirekli ve

integrallenebilir ve keZ*, k-1<p<k sartin1 saglayan en kii¢iikk deger olsun. f

fonksiyonunun p katli Riemann - Liouville kesirli integrali;

e (t)=ﬁ'|:(t—r)p_l f (r)de

seklinde tanimlanir. f fonksiyonunun p. mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi
Ise;
1 d*

DR (t) =~ [(t—7) " f (o)t

['(k-p)dt s
bigiminde tanimlanir [9].

2.5. Caputo Kesirli Tiirevi

m, m—1< p <m olacak sekilde pozitif tamsay1, p herhangi bir pozitif tamsay1 ve
f fonksiyonu ise m defa siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde f

fonksiyonunun p’inci mertebeden Caputo kesirli tiirevi,

t (m)
th(p)f (t): ! f gfzm dt
1—‘(m_ p)a(t_’t)

ile tanimlanir [9].
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2.6. Pochhammer Sembolii

z €C ve negatif olmayan ne N, tamsayisi i¢in
(2), =1
(z) =z(z+1)(z+2)..(z+n-1)
bi¢iminde tanimlanan (Z)n matemaiksel ifadesine Polchammer sembolii denir. Ornegin;
@, =n!
(3)5 =3.4.5.6.7=2520

yazabiliriz. z=—m negatif bir tamsay1 olsun. (Z)n Polchammer sembolii

—
N

)nz(—m)n . m>n
0

, M<n

bi¢iminde tanimlidur. Omegin;

(-3),=(-3)(-2)(-1)=-6

(_3)4 =0

yazabiliriz.

Integral yardimiyla Gamma fonksiyonunu,

I(z+1)=2zI'(z) , R(z)>0

bigiminde yazabiliriz. Bu iliski Euler Gamma fonksiyonu R ( Z) <0 yar diizleminde

bigiminde yazilabilir [11].
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2.7. Gauss Denklemi

a, b, ¢ sabit sayilar olmak iizere,

2
z(l—z)%+(c—(1+a+b)z)%—aby=O

diferensiyel denklemine Gauss denklemi veya Hipergeometrik denklem denir. |Z|<1
bolgesinde tek bir ¢oziimii Y, = ,F, (a,b;c;z) dir.

1+a—bz+ a(a+l)b(b+1)z_2+ a(a+l)(a+2)b(b+l)(b+2)z_3+
c c(c+1) 2! c(c+1)(c+2) 3!

serisi yardimiyla Gauss denkleminin dogrulugu kanitlanabilir. Gauss denklemine alternatif

bir form olarak,

d d d d
—|z—+c-1l|y={z—+a||z—+b |y
dz\ dz dz dz

yazilabilir ve

(Z%+a)y:g%(n+a)z”

yardimiyla miikemmel bir ¢6zlime yol acar. Bundan dolay1

(z%+ a)(z%+bj y= 2—(61);]‘!*2((:;)”)”*12”

yazilabilir. Benzer sekilde

(z % +C —1) y= ,,Z:: (r?!)(nc()t:_): z"

elde edilir. Boylece

1 PR W ORI SO ML WY

dz\ dz = nl(c) = nl(c)

yazilabilir. Gauss denklemi 0 ve 1 singiiler noktalar olmak tizere
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d2y+ c l+a+b|dy ab
dz*  |z(1-z) 1-z |dz z(l—z)y

biciminde yazilabilir.
d - .
Ayni zamanda A=7 & operatorii yardimiyla Gauss denklemini,

A(A+c-1)y=z(A+a)(A+b)y
bigiminde yazilabilir [11].

2.8. Gauss Hipergeometrik Seri

a, 3 reel yada kompleks sabitler, » sifirdan farkli negatif olmayan sabit olmak

uzere,

1+%Z+a(a+1)ﬂ(ﬂ+l)z_2
4 7(7+1) 21

olarak ifade edilen seriye Gauss hipergeometrik seri yada hipergeometrik seri denir.

Ayrica

E (e fi7:2) i ), )_".

n=0 7/ n

bigiminde tanimlanabilir, buradaki (a)n ifadesi Polchammer semboliidiir. Hipergeometrik

serinin genellestirilmis hali,

IR

seklinde yazilabilir. Hipergeometrik seri |Z|<1 icin yakinsaktir, Z|>1 icin 1raksaktir,

|Z| =1 i¢in y>a+ B oldugunda mutlak yakinsaktir, z=-1 i¢in y >a+ -1 oldugunda

yakinsaktir [11].
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2.9. Leibniz Kurah

Ismini Gattfried Leibniz’den alan genel Leibniz kurali garpim kurallini genellestirir.
f ve g fonksiyonu n defa differensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere, fg fonksiyonuda n

defa differensiyellenebilir fonksiyon olup n. tiirevi

(1 09(0)- 3 1 [0 (0N[> (0)]

k=0

bi¢ciminde tanimlanir. [4]’den biliyoruz ki p pozitif bir tamsay1 olmak iizere ¢ (t) =t ve
f eC i¢in fg fonksiyonun kesirli integrali v >0 olmak {izere
—y L[V e
o (109030 (s)][0 " (+(0)]

seklinde yazilabilir. Bu esitligin Leibniz kuralina benzer oldugu aciktir, tek fark son

esitlikte g (t) fonksiyonunun basit bir fonksiyon olmasidir.

Kabul edelim ki f fonksiyonu [0, X] araliginda stirekli ve Vae[O, X] noktasinda
g fonksiyonu analitik olsun. O halde (0,%0) araliginda pargali siirekli ve [0,0) araliginin

herhangi alt araliginda integrallenebilir fonksiyonlarinin sinifi C olmak tizere fgeC ve

v >0 igin kesirli integral

0" (18(0)= 5 (-8 [T ()a(@)ee, 0<tsX

bi¢iminde tanimlanir. Ayni zamanda

O
<
—_
_
\_/
_
\./
\_/
(Q
—~~
—
~
O
:
—_
-
\_/
~
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elde edilir.

f fonksiyonu [0, X] araliginda siirekli oldugu i¢in (t—¢)" f (&) esitligide v >0
i¢in siireklidir. Dolayisiyla son denklemde integral ile toplam sirasini yer degistirilebiliriz.

Boylece v>0 ve 0<t< X i¢in

r

D™ (f(t)g(t))

>0 0 o) o (1 0)]
e e o))

>

k=

o

yazilabilir. Bu esitlik kesirli integral i¢in Leibniz formiliidiir [4].
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3.HOMOJEN GAUSS DENKLEMININ KESIRLi COZUMU

Teorem 1. g {¢:0#|p,|<oo,0eR} olmak iizere

L[(p,z;oz,,B,}/]zgoz(Z2 —Z)+¢l{Z(a+,8+l)—;/}+qoa,8=0, (z#0,1) (3.1)

homojen Gauss denklemi igin,

1. Grup
(p:K(z“’7 (z —1)%'871)11_1 =q (3.2)
N s \ N (3.3)
@ K(z "(z-1) )ﬁ_l_goz
p=K((z-1)""27) =g, (3.4)
_ 1y @t — (3.5)
» K((Z 1) z y)ﬂil—(/%
2. Grup
p=K2 (2 (2-1)") =0 (36)
§D=K21_7 (Zﬂ_l(Z —1)_a )ﬂ_y =@, (3.7)
p=Kz"7 ((z 17 z“‘l)a_y =, (3.8)
k(17 g5 = (3.9)
p=Kz ((z z )ﬂ_y Py
3. Grup
p=K(z —]_)7—a—ﬂ (z—a (z —1)ﬂ-1)VJH =0, (3.10)
(p:K(z—l)H’_’B(z’ﬂ(z—l)“_l)yiﬂilE(plo (3.11)
p=K(z-1)"" ((z—l)ﬂflz“’)y_a_lzgp11 (3.12)
p=K(z-1)" ((2—1)“7l 77 )y_ﬁ_lzgplz (3.13)
¢oziimleri elde edilir. Burada ¢, = ((jj”zp (n = 0,1,2), y = (p:(p(z) z € C, K keyfi sabit
z
o, B ve y sabitlerdir.
Ispat :
1. Grup: NV operatorii
n I(v+1)
N°(@,2")=(0,2") = " 3.14
(97")=(00), k_or(u+1—k)r(k+1)(‘9m)u-k(Z ) (3.14)
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bi¢iminde tanimlanmaktadir. N* operatoriinii (3.1) denklemine uygularsak,

N“(9,2*)=N"(@,2)+(a+ B+1)N" (¢2) - yN"(¢) +aBN" (9) =0

elde ederiz. (3.14) esitligi yardimiyla

N*(¢:2")

I'(v+1)

ZF v+1- k) (

k=

= ¢2+UZ + ZUZ¢1+U + U(U _1) ¢u

T'(k +1) (¢2 )u—k (Zz)k

)=y ) (),

ST (v+1-k)I'(k+1)

¢2+U Z+ U¢)1+U

L I'(v+1)
kzz;‘r 0 +1-K)T (|<+1)((pl)vk(z)k (3.18)

= ¢)1+u + U¢u
N ? ((Pl) = (P1+\)
N"(9)=0,

esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri (3.15) denkleminde yerine yazarsak;

—Z)+(p1+u{2(21)+a+ﬁ+1)—u—7/}

0., (2°
+o, {1)2 +U(a+ﬂ)+aﬂ} =0

elde ederiz. Diger taraftan v ‘yii
v +u(a+B)+af=0 = (v+a)(v+p)=0
olacak sekilde segelim. O zaman
v=—a, v=-0

olur.

I. b=—a olsun. (3.21) esitligimizi

¢2—a(22_z)+¢1_a{Z(—a+ﬂ+l)+a—7/}:0

seklinde yazariz. Kabul edelim ki
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(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



(pl—OL =u

olsun. Boylece (3.23) esitligimiz

u, +u (2o Zfztlz);aﬂ} =0 (3.24)

bi¢iminde yazilabilir, elde ettigimiz (3.24) denklemi degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel
denklemdir. Buradan K herhangi bir sabit olmak tizere
du {Z(—oc+B+1)+oc—y}

—=- e dz (3.25)

u=Kz*7 (z-1y"" (3.26)
seklinde (3.25) denkleminin ¢dzilimiinii elde ederiz. ¢,_, =U kabuliimiiz sebebiyle (3.26)
esitligini

Q= K(Z“‘y(z—l)y_ﬂ_l) =g,

a-1
biciminde yazariz. Bu son esitligimiz (3.1) denkleminin ¢oziimiidiir.
il. v=-—p olsun. (3.21) esitligimizi
0, 5(2—2)+o ,{2(-B+a+1)+B-y}=0 (3.27)
seklinde yazabiliriz. Kabul edelim ki
¢, =U
olsun. Boylece (3.27) esitligini

ul+u{z(_ﬂ+az+l)+ﬁ_7}=o (3.28)
(z°-72)

seklinde yazabiliriz. Denklem degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel denklemdir. K

herhangi bir sabit olmak {izere ¢oziimii
u=Kz7 (z-1y"" (3.29)

ile verilir. ¢,_, =u kabuliimiiz nedeniyle (3.29) denklemini
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0= K(Zﬁ‘y(z—l)y_a_l)ﬂ_1 =9,

seklinde yazabiliriz.
Ayrica (3.2) ¢oziimiinde z*7 ile (z—1)""" matematiksel ifadelerinin yerleri

degistirilebilir. Boylece (a—1) & Z; igin (3.2)’den farkh

40=K((Z—1)y_ﬂ_1 Z”) =,

a-1
¢Oziimiinii elde ederiz.
Benzer sekilde (3.3) ¢oziimiinde z”7 ile (z-1) “* matematiksel ifadelerinin

yerleri degistirilebilir. Boylece ( S —1) ¢ Z, igin (3.3) ‘den farkli

p=K((z-1) " 2"7) <o,

¢Ozlimiinii elde ederiz.
2.Grup: p=7"¢ , p=¢(z) (2#0,1) olsun. Buradan
o =7""p+ 7"}
@, =A(M-1)7"¢+222" "4 + 1*¢,

olup (3.1) denkleminde yerine yazarsak

(A(A-1)2"g+ 2229 + 74, (2° - 2)
+{Az2" g+ {2z (a+ B+1) -y} + 2" gaB =0,

zﬂ¢2(22—z)+¢1{2/12*’1(22—z)+z‘{z(a+ﬁ+1)—y}}

+{A(A-1) 22 (2~ 2)+ 42" Hz(a+ f+1) -y} + o) =
z‘¢2(zz—z)+z*¢1{22(z—1)+{ a+B+1) 7}}

+ 27 ¢{A(A-1) 2 (z-1)+ Az {z(a+ B+1) -y} +ap} =

¢, (2 ~2)+ ¢ {z(a+ +1+22)- 20~}
+ 2/ ¢{A(A-1)-A(A-1) 2 + A(a+ B+1)- A2y +apB} =0,

23



24 {¢2(22—z)+¢1{z(a+ﬂ+l+21)—2,1_7/}

(3.30)
+¢5{}L(/1—1)+/1(a+ﬂ+1)+aﬁ—Z’l(}t}/+/1(l—l+7/))} =0
elde ederiz. z* # 0 oldugunu goz oniine aldigimizda (3.30) esitligini
8,(2° —2)+ 4 {z(a+p+1+24)-24-y}
(3.31)
+${A(A-1)+A(a+ p+1)+ap -z (A(A-1+y))} =0
bi¢iminde yazabiliriz. Kabul edelim ki l(l -1+ )/) =0 olsun. Buradan
A=0veya A=1-7
elde ederiz.
i. A=0 oldugunu kabul edersek Grup 1 ile ayni sonucu elde ederiz.
ii. A =1—7 oldugunu kabul edelim. Buradan (3.31) denklemini
8,2 -2)+{z(a+p+1+2(1-7))-20-y) -7}
+¢{(1—y)(1—y—1)+(1—y)(a+,8+1)+a/5’} =0,
8, (2 —2)+4{z(a+B+3-2y)+y -2
+¢{(1—y)(—y)+(1—y)(a¢+,6’+l)+aﬂ} =0,
¢2(22 —z)+¢1{z(a+,3+3—2y)+y—2}
+¢{(1—y)(l—y)+(1—y)(a+ﬂ)+aﬂ} =0,
,(2-2)+ ¢ {z(a+p+3-2y)+y-2 5.32)

+¢{(1—y+a)(1—y+ﬂ)}=0

bi¢iminde yazabiliriz. (3.16)-(3.20) esitliklerinden yararlanarak (3.32) denkleminin her iki

tarafina N " operatoriinii uygularsak

N{4, (2 ~2)+ ¢ {2(a+p+3-2y)+y -2}
+¢{(l—y+a)(1—y+ﬂ)}}=0,

22¢2+U + 202¢1+u + U(U_l)¢u - Z¢2+u _U¢l+u+(a+ﬂ+3_2Y){Z¢l+u +U¢u}
+(7=2)., +(1-v+a)(1-y+pB)4, =0,
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b (2 —2)+ 4, {2070+ 2(a+ B+3-2y)+y -2
+¢, {U(U—I)JrU(a+ﬁ+3—2y)+(l—y+a)(1—y+ﬂ)}=O,

¢2+U(ZZ _Z)+¢1+U{Z(a+ﬂ+20+3—2y)+7/—u—2}
+¢D{02+U(a+,B+2—2y)+(1—y+a)(1_y+lg)}:0’

¢52+U(z2 —z)+¢1+u{z(a+ﬁ+20+3—27)+y—o—2}

(3.33)
+¢, {(U+1—y+a)(o+l—y+ﬂ)}=0

elde ederiz. Kabul edelim ki (v+1-y+a)(v+1-y+£)=0 olsun. Buradan
v=y—a-1veya v=y—p£-1
buluruz.

1. v=y—a—1oldugunu kabul edelim. (3.33) denklemine uygularsak

g/ﬁwﬂ(z2 —z)+¢m {z(a+p+2(y-a-1)+3-2y)
+y—(y—a-1)-2}=0,
¢ . (22 —Z)+¢5H, {z2(~a+p+1)+a-1}=0 (3.34)

elde ederiz. ¢,_, =u igin (3.34) denklemini

u1+u{z(—a+/§’+1)+a—l}:0 (3.35)

(2*~2)
seklinde yazabiliriz ve bu denklem degiskenlerine ayrilabilen bir diferensiyel denklemdir.

Boylece (3.35) denklemimizden

d_uz_J.{z(—a+ﬂ+1)+oc—l}

u (2 -2)

Inu :.[(az—l) dz_-[(zlfl) dz

dz

u=Kz*"(z-1)" (3.36)

elde ederiz. Diger taraftan
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p=1'¢ ¢, ,=uver=1-y

oldugunu biliyoruz. Béylece (3.36) denkleminden

Q= Kzl‘y(z‘*"(z—l)_ﬁ) =0,

oy
¢Ozlimiinii elde ederiz.
2. v=y— -1 oldugunu kabul edelim. (3.33) denkleminde yerine yazarsak
b (2 =2)+¢_,{2(a+p+2y-B-1)+3-2y)
+y—(y-p-1)-2}=0,
by s (2 =2) 44,y {2(a—f+1)+5 -1} =0 (337)

elde ederiz. Kabul edelim ki ¢,_, =u olsun. Buradan (3.37) denklemi

u1+u{z(“_ﬂ+l)+ﬁ_l}=o (3.38)

)
seklinde yazariz ve bu denklem degiskenlerine ayrilabilen bir diferansiyel denklemdir.
Boylece (3.38) denkleminden

du _J.{z(a—ﬂ+1)+ﬂ—l}

dz

u (22 -2)
_(8-Y ~a
Inu= . dz+j(z_1)dz
u=Kz""(z-1)" (3.39)
yazabiliriz.

¢:z*¢7 ¢, _,=uver=1—-y

oldugunu g6z 6niine aldigimizda (3.39) denklemimizi

o=K2! (2 (2-1)") =¢,
-v

biciminde yazabiliriz ve bu son esitlik (3.1) denklemimizin ¢oziimiidiir.
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Ayrica (3.6) ¢bziimiinde z** ile (z-1)” matematiksel ifadelerinin yerlerini

degistirebiliriz. Boylece @ —y ¢ Z; sart1 altinda (3.6) ‘dan farkl

(szzl’Y((z—l)fﬂ z“’l) =@,

oy
¢Oziimiinii elde ederiz.

Benzer sekilde (3.7) ¢oziimiindeki z”7* ile (z—1) “ matematiksel ifadelerinin

yerlerini degistirebiliriz. Béylece —y ¢ Z; kosulu altinda (3.7)’den farkli

o=k (-1 ) =
e

¢Ozlimiinii elde ederiz.

3.Grup: p=(z-1)" ¢, ¢=¢(z) (z#0,1) oldugunu kabul edelim. Buradan
o =2(2-1)"p+(2-1)" ¢
@, =A(A-1)(z2-1)"" p+22(z-1) g +(2-1)" ¢,
olup (3.1) denkleminde yerine yazarsak
(z-1)" {(;52(22—z)+¢l{z(a+ﬂ+1+2/1)—y}
+4{(2-1)" {42+ M=y} + (+ ) (4 B)}| =0

elde ederiz. (z —1)i # 0 oldugunu goz 6niine alirsak

8,(2°-2)+ 4 {z(a+ B +1+24)-y}

+¢{(Z-1)'1{12 +/1“+/1ﬂ'/17}+(/1+a)(/1+/3)} ~0 (3.40)

seklinde yazabiliriz. Kabul edelim ki A°+ A+ A8 -Ay =0 olsun. Bu takdirde

A +2a+2B-2y=0 = AM(A+a+p-y)=0
=> A=0, A=y—-a-pf

elde ederiz.

i. A =0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Grup-1 ile ayn1 sonucu elde ederiz.
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il. A=y—a— B oldugunu kabul edelim. Buradan (3.40) denklemi

¢,(2° —z)+¢1{z(2y—a—,8+1)—7}+¢{(y—oc)(y—B)}} =0 (3.41)
bigiminde yazabiliriz. N operatoriinii (3.41) denklemine uygularsak

(0 (27 2)) N (a2 pe) 7))
N (¢{(7-a)(r-P)}) =0,

N*(¢2°)=N* (d2)+ (27 ~a~ B+DN" (d2) (3.42)
~yNY(4)+{(7-a)(r=B)fN"(¢)=0

elde ederiz. (3.16)-(3.20) esitliklerinden yararlanirsak (3.42) denklemini

22¢2+u + 2Uz¢l+u + U(U _l)¢u - Z¢2+U - U¢1+u

+(2y—a=p+U){zh, +vd } =1, +(r—a)(r-B)é, =0,

by (22 -2)+ 4, {202-0+2(2y - B+1)-y}
+, {U(u—l)+u(2;/—a—,6’+l)+(7—a)(7—ﬂ)}=0,

¢2+U(22—Z)+¢l+u{Z(2y+20—a—ﬂ+l)—u—y/}
v, {0F +0(27—a- B)+(r-a)(r- B)} =0

b (2 —2)+ 4., (2(2r +20-a— f+1) -0y} (3.43)
w4, {(v+y-a)(vry—-p)} =0 |

seklinde yazabiliriz. Kabul edelim ki (v+y —a)(v+y—8)=0 olsun. Buradan

v=a-y,v=0-y
elde ederiz. v’niin degerlerine gore Grup-3 ¢éziimlerini elde edelim.

1. v=a—y olsun. (3.43) denklemine uygularsak
¢2+a_y(22—Z)+¢l+a_y{2(27+2(0{—7/)—0:—,8+1)—(a—7)—7/}=O,

bruy (2 —2)+ b, {2(a—B+1)—a}=0 (3.44)

elde ederiz. Kabul edelimki u=¢,,  olsun. Boylece (3.44) denklemini
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u,(z* -z)+u{z(a-p+1)-a}=0,

ul+u{z(a_ﬂ+1)_a}=o (3.45)

)

bi¢iminde yazabiliriz. (3.45) denklemi degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel denklemdir.

Buradan

d_uz_j{z(a—ﬂJrl)—a}

u (22—2) az
1-p
Inu =—{J.%dz+_|.zdz}
u=Kz"(z —1)571 (3.46)

clde ederiz. Diger taraftan A=y—-a—-p, u=4¢.,  , ¢p=(z —1)/I ¢ kabullerimizi goz

Oniine aldigimizda

p=K(z-1) " (2 (2-1)7)  =o,

y—a-1
¢Oziimiinii elde ederiz.

2. v= B —y oldugunu kabul edelim. Bu degeri (3.43) denkleminde yerine yazarsak

b (2 =2) 4y, (2(2r +2(B=7)-a=B+1)~(B-7) -7} =0,

bropy (2 = 2)+ by {2(-a+ f+1)= B} =0 (3.47)
elde ederiz. Kabul edelim ki u=¢,,  olsun. Bdylece (3.47) denklemi

u1+u{z(_a+ﬂ+1)_'3}=0 (3.48)

)

bigiminde yazariz ve bu denklem degiskenlerine ayrilabilen diferensiyel denklemdir.

Buradan

dz

du _ {z(~a+p+1)-p}
I (2% -2)

u
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Inu =—{j€dz+]%dz}

u=Kz”’(z —1)"‘71 (3.49)

bigimindeki (3.48) denkleminin ¢6ziimiinii elde ederiz. v=/4-y Ve u=¢,, kabulleri

nedeniyle,

p=K(z-1) "7 (27 (z-1)") =g

y-p-1

yazabiliriz.

Ayni zamanda (3.10) ¢oziimiinde z 7 ile (z—l)ﬂ ~ matematiksel ifadelerinin

yerleri degistirilebilir. Béylece y —a—1¢ Z; i¢in (3.10) ‘den farkl

p=K(z-1) " ((z-1)" ") =,

y—a-1
¢Oziimiinii elde ederiz.

Benzer sekilde (3.11) ¢oziimiinde z7 ile (z—l)‘”'l matematiksel ifadelerini yerleri

degistirilebilir. Aym sekilde y— g—1¢ Z; i¢in (3.11) ‘den farkl
— r-a=p el -p =
p=K(z-1)""((z-1)"27) =g,

¢Oziimiinii elde ederiz.
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4. HOMOJEN OLMAYAN GAUSS DENKLEMININ KESIRLI COZUMU

Teorem 4.1.(pe{(p:0¢|(pu|<oo,ueR} ve fe{f:0¢|fu|<00,U€R} oldugunu

kabul edelim. ¢(z)=¢,, f(2)=f, (;T(npchn(z), (n=0,1,2) ve a,p sabitler olmak
lizere

L[(D,Z;Ol,ﬂ,}/]=(p2(22—Z)+(pl{z(a+,b’+1)—y}+¢a'ﬁ= f, (z#0,1)
4.1)

homojen olmayan Gauss denkleminin

1. Grup
o={z7 -y [(z -y L) ]| =¢ 42)
¢= {zﬁ‘Y (z-p [(zH“l (z-D*7f, )J}B_l =’ (4.3)
2. Grup
o=z"" {z‘“ (z-1)7" [(z‘* (z-1)*' (21’7 f )7_(1_1 )j} = ¢° (4.4)
p=2z" {zﬁ—l (z-1)™ l:(z—ﬁ (z-D*" (21‘7 f )yiﬂil )—1:|};3_ =o" (4.5)
3.Grup

gp:(z—l)yaﬂ{z“(z—l)ﬂl(z “l(z—l)ﬁ(f(Z—l)awy)a_yj_j =¢° (4.6)

y—a-1

(p=(z—1)”’ﬂ(z ﬂ(z—l)’“(z H(z—l)*“(f (z—l)‘”ﬂy)ﬁy)lj =¢° (47)

y-p-1
¢Oziimleri mevcuttur.
Ispat:
1.Grup (3.14) esitligi ile tanimli N* operatdriinii (4.1) denklemine uygularsak
N (gozzz)— NY(@,2)+(a+B+1)N’(9z)—yN" (@) +apN’ (@)= f, (4.8)
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elde ederiz. (3.16)-(3.20) esitliklerini kullanarak (4.8) denklemini

ZZ(DZ-HJ + 2()2(01+U + U(U _1)¢U - Z¢2+U - U¢1+u
+(a +,B+1){Zgo1+u + U(/)U} -yp,,+afe, =1,

@, (-2 +o., {ZUZ—U+Z(OC+,B+1)—}/}
+4, {U(U—l)+u(a+ﬂ+l)+aﬂ}= f,

¢2+U(ZZ—Z)+gol+u{2(21)+a+ﬂ+1)—1)—7/}

(4.9)
+, {1)2 +u(a+ﬁ)+a,8} =f,
biciminde yazabiliriz. Kabul edelim ki
v’ +o(a+pf)+af=0 = (v+a)(v+p)=0
= v=—a,v=—4 (4.10)
olsun.
i. L=-—a i¢in (4.9) esitligini
0, (2 =)+, {2(—a+B+1)+a—y}= 1 (4.11)
bi¢iminde yazabiliriz. Kabul edelimki ¢, , =U olsun. Boylece (4.11) esitligimizi
u (2’ -2)+u{z(-o+p+1)+a-yj=f,,
ul+u{z(_a+ﬁ+l)+a_Y}=(z2—z)—1fa (4.12)

(z°-2)

bi¢giminde yazariz ve bu denklem homojen olmayan lineer bir diferensiyel denklemdir.

Buradan

u= nyﬂz (Z _1)7_ﬁ_1(z;/7a—1 (Z _1)_7+ﬁ f_a,)

-1
seklinde (4.12) denkleminin ¢oziimii elde edilir. Diger taraftan ¢, , =U kabuliinii goz
Oniine aldigimizda (4.2) ¢6ziimiinii elde ederiz ve bu ¢6zlim (4.1) denklemini saglar.

il. v=—B olsun. (4.9) esitliginde yerine yazarsak benzer yola (4.3) ¢oziimiinii elde

ederiz.( (4.2)’de a ve B yerlerini degistirecegiz.)
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2.Grup: p=2"¢ , p=¢(z) (z2#0,1)oldugunu kabul edelim.
o =A7""p+7"¢
@, =A(M-1)2"2¢+ 247" "¢ + %4,
tiirevlerini (4.1) denkleminde yerine yazarsak
{Z(/I 12" ¢+ 242" ¢ + z%}(z2 -~ z)

+ {/12“¢+ zﬂ¢l} {z(a+B+1)-y|+7dap =1,

(2t 2)eaf2a (2 -2) e el p41) )
R LAt N I By

¢, (2° —z)+z‘¢l{22(z—1)+{z(a+ﬁ+l)—y}}
+ 27 ¢{A(A-1) 2" (2-1)+ Az {z(a+ B+1) -7} +aB) = 1,

7' ¢, (z2 - z)+ 2 {2(a+B+1+24)-24—y|
+ 2 {A(A-1)-A(A-1) 2 + A(a+ f+1)- Az 'y +ap} = f,

77 {¢2(22—z)+¢1{z(a+ﬁ+1+2/1)—2,1_7/}
+¢{/1(/1—1)+/1(a+,6+1)+aﬂ_2-1(/17””1(1_1))}: .

elde ederiz ve z* # 0oldugu goz 6niinde aldigimizda

6,(2°-2)+ ¢ {z(a+p+1+24)-24-y]

(4.16)
+${A(A-1)+ A(a+B+1)+ap-2 A((A-1)+y)} = T’

seklinde yazabiliriz. Kabul edelim ki k((k —1) + y) =0 olsun. Bdylece
A=0veya A=1-y
elde ederiz.

i. A =0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde homojen olmayan Grup-1 ¢6ziimii ile

ayni sonucu elde ederiz.

ii. A =1—v oldugunu kabul edelim. (4.16) denkleminden
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4,(2 -2)+ ¢ {z(a+ p+1+2(1-7))-20-y) -7}
+#{(1-7)(1=y=1)+(1-y)(a+ B+1)+ap} = 2,

¢2(22 —Z)+¢1{Z(a+ﬂ+3—2y)+y—2}
+{(1=7)(=r)+(1-y)(a+ B+1)+ap}= f2 ",

¢52(z2 —Z)+¢1{Z(a+ﬂ+3—2y)+y—2}
+¢{(1—y)(l—y)+(l—y)(a+ﬂ)+aﬂ}: f7.

¢2(22—Z)+¢l{z(a+ﬁ+3—2y)+7/—2}

(4.17)
+¢{(1—y+a)(1—y+ﬂ)} = fz71*

elde ederiz. (4.17) denkleminin her iki tarafina N* operatoriinii uygularsak

N (622} N () +(a+ 5 +3-20)N" iz} + (7-2)N" )

+(1-y+a)(1-y+ SN (g} =(f2 ) (419

v

denklemini elde ederiz. (3.16)-(3.20) esitliklerini kullanarak (4.18) denklemini

22¢2+u +202¢1+u +U(U_1)¢u - Z¢2+u _U¢l+o+(a+ﬁ+3_2Y){z¢l+u +U¢u}
+(7=2), +(1=va)(1-r+ g, =(f217) .

¢z+u(22—z)+¢lﬂ) {202—0+Z(a+[3+3—2y)+7/—2}
+4,{o(v-1)+v(a+f+3-2y)+(l-y+a)(l-y+ )} =) ,

v

¢2+U(22—z)+¢l+u{z(a+,8+20+3—2y)+7_0_2}
+¢,{v* +v(a+B+2-2y)+(1-y+a)(1-y+ B)} =(fz") ,

v

¢2+D(22—Z)+¢1+U{Z(a+ﬁ+20+3—2y)+y—0—2}

+,{(v+1-y+a)(o+l-y+f)} =(f2"7) (4.19)

bigiminde yazabiliriz. Kabul edelim ki (v+1-y+a)(v+1-y+)=0 olsun. Bdylece
v=y—a-lveya v=y—F-1

esitlikleri elde edilir.
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1. v=y—a-1 olsun. (4.19) denkleminde yerinde yerine yazarsak

B (z2 - z)+¢m {2(~a+p+1)+a-1}= ( fz‘“v) (4.20)

y—a-1

elde ederiz. Kabul edelim ki ¢ __ = u olsun. Buradan (4.20) denklemini

{z(-a+p+1)+o -1}
)

bi¢iminde yazariz ve bu denklem homojen olmayan lineer bir diferensiyel denklemdir.

u,+u

_ (22 _ Z)*l (ZfHY f )7_05_1 (421)

Boylece (4.21) denklemimizin ¢dziimiinii

u=z"*(z-1)" (z‘“ (z-1)" (2 f )WH) (4.22)

1

biciminde buluruz. Diger taraftan
p=7"¢ ¢ _,=uver=1-y

oldugunu g6z oniine aldigimizda (4.4) ¢oziimiinii elde ederiz ve bu ¢6ziim (4.1) denklemini

saglar.

2. v=y— -1 oldugunu kabul edelim. (4.19) denkleminde yerine yazarsak (4.5)

¢Oziimiinii elde ederiz. ( (4.4) denkleminde a ve 3 lar1 yer degistirecegiz. )
3.Grup: p=(z-1)" ¢, ¢=¢(z) (2#0,1) oldugunu kabul edelim.
o =A(2-1)" " p+(z-1)" 4
@, =2(A-1)(z2-1) " p+24(z-1)" "4 +(2-1)" ¢,

olup (4.1) denkleminde yerine yazarsak

(z-1) {¢2(22 ~2)+g{z(a+B+1+22)-y}
+¢{(Z—1)—1{x2 +ka+7uB—xy}+(k+a)(x+B)}} = f

elde ederiz ve (z —1)h # 0 oldugu gbz oniinde aldigimizda

4,(7° -Z)+¢1{Z(a+ﬂ+1+2/1)-7}

+¢{(Z-l)'l{12 +/Ia+lﬂ-)ty}+(l+a)(/1+lg)} — f(z-1) (4.27)

A
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seklinde yazabiliriz. Kabul edelim ki A°+ Ao+ A8-Ay =0 olsun. Bu takdirde
A +2a+2B-2y=0 = AM(A+a+p-y)=0
=> A=0, A=y—-a-pf
bulunur.
i. A =0 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde Grup-1 ile ayn1 sonucu elde ederiz.

ii. =y —a— B oldugunu kabul edelim. Buradan (4.27) denklemini

6,(2°-2)+4{2(2y-a-B+1)-7}

_ (4.28)
tp{(v-a)(v-B)}= f (z-1)"""

biciminde yazabiliriz. N operatorii (4.28) denklemine uygularsak;

N(4,2°)=N"(4,2)+(2y —a - B+1)N" (42)

=N () +{(r=a)(r= AN (9)=(f (z-1)"7) (4.29)

elde ederiz. (3.16)-(3.20) esitliklerini kullanarak (4.29) denklemi

ZZ¢2+U + ZUZ¢1+L) +U(U _1)¢u - Z¢2+u _U¢l+u +(27/ - _ﬂ+1){z¢l+u +U¢u}
_7¢1+u +(7/—a)(7/—ﬂ)¢U :( f (Z_l)owﬂ*?) ’

1%

b, (22 ~2)+ 4y, {202 -0+ 2(2y ~a~ +1)~7)
+9, {U(U_l)+U(27—a—,6’+1)+(}/—a)(7/_ﬂ)}:(f(Z_l)fH/H) ’

1%

¢2+u(22_Z)+¢1+u{2(27/+20_a_:3+1)_0_7}
+4,{v* +0(2r—a-B)+(r-a)(y-B)}=(f (z-1"7) |

v

by (2 =2)+ ¢, {2(2y + 20— = f+1)-0—7}

+4, (047 -a) (07—} =(F(2-1"7) (4.30)

v

bigiminde yazilabilir. Kabul edelimki (v+y—a)(v+y—£)=0 olsun. O halde

v=a-y,v=p-y

elde ederiz.
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1. v=a—y igin (4.30) denklemini

Brrar, (z2 - z)+¢1+a_y {z(a-p+1)-a}= ( f(z —1)“””) (4.31)

a=y

seklinde yazabiliriz. Kabul edelimki u=¢_, = olsun. Boylece (4.31) denklemimizden

u,+u {Z(a(_zzﬂjzl))_a} =(z2 —z)fl(f (z—l)‘”ﬁfy) (4.32)

a-y

bulunur. (4.32) denklemimiz homojen olmayan lineer bir diferensiyel denklemdir. O halde

u=z "(z —1)5_1(2 “Nz-1)” ( f(z-1)""" )wj (4.33)

-1

¢oziimiinii elde ederiz. Diger taraftan A=y—a-p.u=¢,  ,0=(2 —1)/l @

kabullerimizi géz oniine aldigimizda ( 4.6) ¢Oziimiinii elde ederiz ve bu ¢oziim (4.1)

denklemini saglar.

2. v=pB-y icin (4.30) denkleminden benzer yolla (4.7) ¢oziimiinii elde ederiz.

((4.6) denkleminde o ve P lar1 yer degistirecegiz. )
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5. HOMOJEN GAUSS DENKLEMININ KESIRLI COZUMUNUN
HIPERGEOMETRIK GOSTERIMI

Teorem 5.1. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu olmak {izere
‘( Za_y )a—l—r‘l
¢Ozimunu

o= K (Zai}/ (Z _1)y—ﬁ'—1)

=77 (1- Z)HH ,F (1+ﬂ—;/,l—a;2—7;il
Z_

<1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢

<0 (neZ*u{O}) , z=#0,1ve

z-1

a-1

j (5.1)

biciminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) esitligimizi goz dniine aldigimiz takdirde

n= anoj;‘ I'(a —1;1()01{“)(n +1) (ZH )aflfn (( z _1)7_ﬂ_l)n (52)
seklinde yazabiliriz. [10]’dan

(zi)v —e % A (5.3)
oldugunu biliyoruz. Buradan

(z7) | =™ —Fg 7‘_”;)1) it (5.4)

((2-1y ") =& r (r ”(; 7+ ; i*)l) (z-1y " (5.5)

esitliklerini kurabiliriz. (5.4) ve (5.5) esitliklerini (5.2) denklemimde yerine yazarsak

— Ke e 7 (5 _qy P S F(a) r‘(7’_"‘_1)
O S G D s o e s o

F(n—7+ﬂ+1)( z j“

L(p+1-y) (z-1

(5.6)

elde ederiz. Diger taraftan
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['(n+1)=n!

s

oldugunu g6z oniine alirsak ¢, ¢ozimiini

r(2-y)

o = Ke—i/r(a—l)zlf;/(z 1 r-p-1 F i n+1 (){)

)i T(1-—a)n! T'(n+2-y)

F(n—;/+,8+1)( z
F(,B+l—;/)

biciminde yazabiliriz. Ayrica

esitligini goz Oniine aldigimizda ¢, ¢éziimil

o 1 a1 T(y-1) &(B+1-y) (1-
— Ke in(a l)zl;/ Z_l}/ﬁl 7
¢l ( ) 1—*( 5 (2

y—a) i 7),

seklinde yazilir. Diger taraftan

(z —1)k =e" (1- z)x

oldugu i¢in (5.11) denklemini

z—1)

[ 2 1-
o = Ke"(r-ap) 417 (1 Z 7=p-1 7 1 Z :8+ ) (

bi¢ciminde yazabiliriz. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve

kabulii yardimiyla (5.13) denklemini

¢l=21y(1_z)yﬂ12|:1(1+16 rvl-o;2- 7%)

bicimde yazariz.
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Teorem 5.2. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu olmak iizere

‘( 27)
p-1-n

¢Ozimiinii

< (n eZ"v {O}) , z#0,1ve <1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢,

(z-1)

0, =K (27 (2 —1)7’0"1)ﬁ_l

. (5.15)
=77 (1—2)%“ *F (1+a v, 1- 02— ;/, 1)
biciminde yazabiliriz.
Ispat: (3.14) denklemimizi goz 6niine aldigimiz takdirde
SR ) - o
=K e -1 5.16
2 =Ko Y e (2= (5.16)
seklinde yazabiliriz. (5.3) yardimiyla
_ —iz(p-1-n) F(}/_n_l) 1+n—
(277) . =e — gt (5.17)
= r(-5)
o am T(N=y+a+1) eden
—1)77) =e -1y 5.18
() =" s,y D (518)

esitliklerini kurabiliriz. (5.17) ve (5.18) esitliklerini (5.16) denklemimde yerine yazarsak

0, = Ke "0z (7 lyali r(p) I'(y-n-1)

ST (p-n)L(n+1) T(r-p) 519
F(n+a+1—7/)( z jn .
I(a+l-y) (z-1
elde ederiz. Diger taraftan (5.7) ve (5.8) esitlikleri yardimiyla ¢, ¢oziimiinii
0, = Ke (515 1;/(2 lya—l F i n+1 ﬂ) (2_7/)

= l nl r(n+2-

L(r-B)= p)nt IT( 7) (5.20)

F(n+a+1—7)( z jn

I(a+l-y) \z-1

bi¢iminde yazabiliriz. Ayrica (5.10) esitligini goz oniine aldigimizda ¢, ¢oziimii
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2 1-7) (1- "
@, = Ke "7 (2~ 1”_lr z (ar177), ﬁ)”( : jl (5.21)
I'(y-p)= (2-7), z-1

seklinde yazilir. Diger taraftan ( 5.12) esitligi yardimiyla (5.21)’i

w 1— 1— n
0, = Kem(v a— B) 1-y (1 Z y—a-1 F Z 0(+ yg ﬂ)n[ Z 1) i (522)
n:O

biciminde yazabiliriz. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve

1 _ gir(r-ap) F(}/ _1)

5.23
K T —7) (6:23)

kabulii yardimiyla (5.23) denklemini

0, =77 (1-2)"", F(1+a y1-p;2- yilj

bicimde yazariz.

Teorem 5.3. ,F  Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu, ‘((z_l)y’“) <
(n eZ" U {O}) , z#0,1ve |—= -1 <1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢, ¢éziimiinii
z
B _ e
0, =K((z-1) "2
(5.24)

=277 (1-2) """ ,F, (l—a,}/—ail—a—ﬁ”r]/;l—%]

biciminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) esitligini gdz oniine aldigimizda

o, o
( ) y=p-1 a-y '
)T (n +1)((Z_1) )a_l_n (z7),

MS

seklinde yazabiliriz. (5.3) yardimiyla

A Yaas _ —iﬁ(a—l—n)r(ﬂ+a_7_n) _q\/B-asn
(z-1)77) | =e ) (z-1) (5.26)
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F(n—a+7/)

(Za r )n =g W yAA (527)

bi¢iminde yazabiliriz. (5.26) ve (5.27) esitliklerini (5.25) denklemimde yerine yazarsak

in(a— = F(,B+a—7/—n)
g, =Ke "Iz (21 Y )
- F I'(n+l) TI'(1+p5-
i JT(n+1) T(+A 7)n (5.28)
F(n—aﬂ/)(z—lj
I'(y-a) z
elde ederiz. (5.7) ve (5.8) esitlikleri yardimiyla (5.28) denklemini
in(a1) o “p-a —7) F(n+1—a)
—K iz(a-1),a—y _17ﬁ (ﬂ+0€ 7/)
7K e ) R ) A T
(5.29)

F1l+a+p-y) T(n-a+y)(, 1Y
Tn+lea+f—7) T(r—a) (1 zj

seklinde yazabiliriz. Ayrica (5.29) denkleminde (5.10) ve (5.12) esitliklerini gbz Oniine

aldigimizda

(0 Kelﬂ'(}/ B 1)Za }/(1 Z)}/ a-p F(ﬂ—i_a_}/)
F(l+ﬁ—7/)
. (5.30)
ylozr),(i-a), (1_ 1] 1
= (l-a-p+y), z) n!
yazabiliriz. Ayrica
l :eiﬂ(y—ﬂ—2a+l) F(ﬂ+a_7) (531)

F(1+,B—7)

oldugunu kabul edelim. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve (5.31) esitligi yardimiyla ¢,

¢Ozimiinti
o, =27 (1-2) 7, F{l—a,a—}/;l—a—ﬁﬂ/;l—%j

seklinde yazariz.
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Teorem 5.4. ,F  Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu, ((z —1)“"1)[3 <=
(n ez’ u{O}) , z=#0,1ve |—= -1 <1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢, ¢6ziimiinii
z
_ _ y—a-1l_p_
(p4—K((Z 1)y "z V)ﬂ_l
1 (5.32)
=27 (1-z)" ZFl(l—,B,y—ﬂ;l—a—ﬂJr;/;l—zj
bi¢iminde yazabiliriz.
Ispat: (3.14) esitligini goz dniine aldigimizda
- r(ﬂ) y—a-1 _
=K -1 o 5.33
SRy e i Gl gl (639
yazabiliriz. (5.3) yardimiyla
—a- —iz(p-1-n F(ﬁ+a—;/—n) —-f-a+n
—1)) =e -1y 5.34
((Z ) )ﬁln I(l+a-y) (z-1) (5.34)
- I'(n—-
(z’”) g (n=B+7) N (5.35)
” r(y-4)
yazabiliriz. (5.34) ve (5.35) esitliklerini (5.33) denklemimde yerine yazarsak
0, = Ke #(A- 1)Zﬂy 7 17[{“2 ﬂ) F(ﬂ+a—7—n)
ST(B-MI(n+1) T(l+a-y) (5.36)
F(n—ﬂ+7)(z—1jn .
C(y-p8) z
elde ederiz. (5.7) ve (5.8) esitlikleri yardimiyla (5.36) denklemini
—iz(p-1), p- ypo L(a+f—y) ST (n+1-4)
o= K ) R Ty AT i
+a—y) = - !
! (5.37)

F(laﬂ—i—]/):/ F(n—,b’+;/)(l 1)”

T(n+l-a-p+y) T(y-p) U z

bi¢ciminde yazabiliriz. Ayrica (5.37) denkleminde (5.10) ve (5.12) esitliklerini goz Oniine

alindigimizda
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r(r-a1) g s T (Bra-y)
- K (r-a-1), p-r 1—-7Y B
vs ° : ( Z) F(1+a—;/)

) (5.38)
5 r=F)(=F), (1_1) 1
S (1-a- ,8+7) z) n!
elde ederiz. Ayrica
) r _
1_geranL(fra-y) (5.39)

K F(1+a—7)

oldugunu kabul edelim. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve (5.39) esitligi yardimiyla ¢,

¢Ozumiinti
Dy = 2" (1_ Z)yiaiﬂ R (1_ﬁ’7_ﬂ;1_a_ﬂ+7;1—%j

seklinde yazariz.

Teorem 5.5. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu olmak tizere <o

(z7)
a—y-n

<1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢, ¢oziimiinii

(nez*u{0}), z=0,1ve |——

z-1
o, =Kz"7 (z"“1 (z-1)” )
a-y

. (5.40)
:(1_2)% 2F1(7_avﬂ;7;zj

bi¢iminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) denklemimizi goz 6niine aldigimizda

17\ 0{ 7+1) a-1 A
=k nZ:F a y+1 n) (n+1)(Z )a—y—n((z 1) )n (5.41)

seklinde yazabiliriz.(5.3) yardimiyla

(Za—l) _ e—i;r(a—y—n) F(l_}/_ n) Z;/+n_1
a=y-n r(l-a)

5\ m L(n+ ) ~pn
(z-1)”) =e W(z—l)
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esitliklerini kurabiliriz ve (5.41) denkleminde yerine yazarsak

. : 1)
- K ir(a-y) l a y+t
7> =Ke (2= nz:;ra y+1-n)[(n+1)
F(n+ ) ) (5.42)
n+ Z
rl-y-
(=r=n) r(5) (z—lj
elde ederiz. Ayrica (5.8) esitligi g6z Oniine alindiginda ¢, ¢oziimii
; —y) & 1)
-K ir(a-y) 1 a y+
%= Fe (2= ,Z‘F (a— y+1 n)r'(n+1)
(5.43)

F?n(i)y) i“n(:;l)g) ( z : Jn

bi¢iminde yazilabilir. (5.10) esitligini gbz Oniine aldigimizda

SENNE s

5 F(l—}/)
F(l—a

o, =Ke "7 (z-1)

N—"
M

elde ederiz. (5.12) esitligi yardimiyla

e s TA-r) 1 (r=a),(B),( z Y
— Ke"r=F) (1 — B - n n 5.45
I e D 3 Y o N 6H)
bi¢ciminde yazabiliriz. Diger taraftan

1 _gtran LA=7) (5.46)

r(1-a)

kabulii ve hipergeometrik fonksiyon tanimi geregince ¢, ¢oziimiini

o, =(1-2)", F(y aﬁyzilj
(5.47)

hipergeometrik fonksiyon bicimde yazariz.

Teorem 5.6. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu olmak {izere

()
p-r-n

¢Ozimiinti

<1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢

<o (neZ+u{O}) , z=0,1ve |—

z—l
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@, =Kz"7 (z/H (z-1)° )/H
) ) (5.48)

biciminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) denklemimizi g6z 6niine aldigimizda

AN ﬁ }/+1) 51 e
- ZF (B-r+1- n)l“(n+1)(Z )ﬂ*%n((z D )n (5.49)
yazabiliriz. (5.3) yardimiyla

(Zﬂ,l )ﬁ _ e—in(ﬂ—y—n) r (1_ V= n) Zy+n—1
y-n

r(1-p)
z-1)"° :e*i’mM 71y
((z=)7) =e = Y

esitliklerini kurabiliriz. (5.49) denkleminde yerine yazarsak

—iz(p- —a 1 = (ﬂ_}/+1)
—Ke"A ) (71
7 =K () T 2 A, v m) T (n e ) 550
r(n+a)( z Y '
r(l-y-
(=r=n) r(a) [z—lj
elde ederiz. Ayrica (5.8) esitligi goz oniline alindiginda ¢, ¢éziimiini
o i 1)
— K Iﬁ(ﬁ' ;/) 1 ﬂ 7/+
e =1 (2= nzl“ —7+1-n)T'(n+1)
) (5.52)
I'(7) F(n+a)( z j
I(n+y) I'(a) (z-1
bi¢iminde yazabiliriz. (5.10) esitligini g6z 6niine aldigimizda
-in(p- «T(1=7) &1 (r=h), (@) ( 2 j
—Ke A1) (71 = n " /n 5.52
@ = Ke T (2-Y) F(l—ﬁ)nz_(;n! ), \z1 (5:52)

elde ederiz. (5.12) esitligi yardimiyla
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2y = Ke™r ) (1 7) r(i—y) s L (7=B)u (@), (Z z J (5:59)

yazilabilir. Diger taraftan

1 in(y—a- rl-
2 _girrap) (1-7) (5.54)
r(1-5)
kabulii ve hipergeometrik fonksiyon tanimi geregince ¢ ¢ozlimiinii
- z
=(1—Z)ﬂ2 [ ﬁay—lj
hipergeometrik fonksiyon bigimde yazariz.
Teorem 5.7. ,F  Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu, ((z —1)_ﬁ) < o0
a-y-n
(n eZ v {0}) , z#0,1ve |=—= -1 <1 igin Leibniz kurali yardimiyla @, ¢6ziimiini
@, =Kz"7 ((z -1)” z‘“)
’ . (5.55)
=7"7(1- z)fﬁ*my ,F (;f—a,l—a;l—a -p+ 7/;1——)
z
bi¢iminde yazabiliriz.
Ispat: (3.14) denklemimizi gbz 6niine aldigimizda
= (a— 7/+1 n) (n+1) a-y-n n

yazabiliriz. (5.3)’den

-8 Cig(a—y-m L (@ =y =N+ [ “B-a+yin
(-07),, =" g ry(/f) oy

(Za—l)n _ e—i;m 1—‘(n +1—0() Zaz—l—n

r(l-a)

yazabiliriz. (5.56) denkleminde yerine yazarsak
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—iz(a- _ —f-a+ 1 > (04 ]/+1)
@, = Ke ™™ 7)2“7(2—1)ﬁ 4 >
r —=I'(a-y+1-n)n!
(B)izT{a-r ) (5.57)

elde ederiz. (5.8) esitligi yardimiyla (5.57) esitligini
“iz(a— _ —B-a+ F(O{+ﬂ—]/) © F(;/_a+n)
= Ke ( 7)20! 7(z-1 B-a+y
F(l—a—ﬂ+7/) F(n+1—a)(1 1jn

IF(l-a-p+y+n) I'(l-a) z

(5.58)

seklinde yazariz. (5.12) esitligi yardimiyla (5.7.4) denkleminden

iz(-2a+B-2y) 5 a-y - 70”71—‘ — © T —
o AR
F(l-a-p+y) F(n+1—a)(1_1]”
I(l-a—B+y+n) I'(l-a) z

2
(5.59)

elde ederiz. Ayrica

— eizz'(—ZaJrﬁ—Z;/) r(a +ﬂ_7/)

1
— 5.60
K (5 (5.60)

olmak tizere hipergeometrik fonksiyon tanimi geregince ¢, ¢oziimiinii

o, =2"7(1- z)’ﬁf‘”y 2 Fl(y—a,l—a;l—a —ﬁ+7/;1—1j
z
bicimde yazariz.

Teorem 5.8. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu igin <0

(z-2)7)

B-y-n

z-1

Z

(n ez" u{O}) , z#0,1ve <1 olsun. Leibniz kurali yardimiyla ¢, ¢6ziimiinii

@, =Kz ((z -1)° zﬂ‘l)ﬁ
e

. (5.61)
=2/ 7 (1-2) " zFl(;/—ﬁ,l—,B;l—a—,B+7;1—;j

biciminde yazabiliriz.
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Ispat: (3.14) denklemimizi gz 6niine aldigimizda

1y S +1 -a p-1
~re ZF,B y+1 7n) )(n+1)((z_1) )ﬁyn(z )

seklinde yazabiliriz. (5.3)’den

((Z—l)_a) —e_i”(ﬂ_}"”) F(a+ﬁ_7_n)(z_1)—ﬂ—a+y+n

B-r-n F(Ot)

B-1\ _ p-izn F(l_ﬂ_n) B-1-n
(Z )n_e F(l—ﬂ) Z

bi¢iminde yazabiliriz. (5.62) denkleminde yerine yazarsak

—iz(p-7) ﬂ}, —f-a+y < ﬂ 7+1)
¢ =Ke (z-1) I'(a nzl“ —-y+1-n)n!
e M( 1
I'(a-y+p-n) ra-7) 1 ;

elde ederiz. (5.8) esitligi yardimiyla (5.63) esitligini

i)y (o qypoer L@+ B—y) ST (y=B+n)
@, = Ke 277 (z2-1) fa) &0 —7)

IFl-a-p+y) T'(n+1-74) (l—ljn

F(1-a-B+y+n) T(1-p)

seklinde yazariz. (5.12) esitligi yardimiyla (5.64) denkleminden

ir(—a-2p+2y -y -p-a+y r - > I —
e A
r(l-a-pB+y) F(n+1—ﬂ)(1_1j"
I(l-a-pg+y+n) I'(1-4) z

elde ederiz. Ayrica

i — eiﬁ(fa—2ﬁ+2}/) r(a+ﬂ_7/)
K I'(a)

olsun. Hipergeometrik fonksiyon tanimi geregince ¢, ¢oziimii

49

(5.62)

(5.63)
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(5.66)



0, =2"" (1—2)%7“” 2F1(7/_ﬂ11_,8;1_a_ﬂ+7/;1_l]
z

bi¢ciminde yazilir.

Teorem 5.9. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu olmak {izere

(=),

¢OzUimiini

o =K(2-1) " (2 (2-1)"7)

z

(-2 F(y/ o p: ;/—1)

<o (n eZ” u{O}) , Z#0,1ve |——|<1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢,

y—a-1

(5.67)

biciminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) denklemimizi gbz 6niine aldigimizda

7K1 Z I'(y-a yn)oli)(n +1)(Z_a )i ((Z_l)ﬂ_l)n (568)

bigiminde yazabiliriz. (5.3) esitligi yardimiyla

(Z—D‘) — e—i/r(y—a—l—n) F(}/—l— n) Zl—7+n
y—a-1-n F(Of)

s\ _ i L(N+1-5) pin
((z-1)") =e W(z_l)

elde ederiz. (5.68) denkleminde yerine yazarsak

0

Zin(y—a— —a-1 _1_ 1"(}/—05)
—K 7(y-a-1) _17 1_1-4 1
oo = Ke T ) s e T

r(Fn(I——l;fr)B) Flr-t- n)(zz J

(5.69)

buluruz. (5.8) esitligi yardimiyla

50



Ciz(y—a— a1 1 F(}/—l) > F(l—}/+a+n)
_ (r-a-1) r-a-l_1
@, = Ke (z-1) z7 E '

) (5.70)
L(n+1-8) T (2-y) ( z j
r-g) rm+2-y)\z-1
bi¢iminde yazabiliriz. (5.12) esitligi g6z 6niine alindigimizda (5.70) denklemini
. a1, T(y-1) &T(1-y+a+n)
:K 2ir 1_ v 1 1-y
7 =Ke(1-2) "z I'(a) nz_(;n!F(l—y+a) (5.71)
r(n+1-8) TI(2-y) ( z )n -
r1-g) r(n+2-y)\z-1
seklinde yazabiliriz. Ayrica
- T(y-1
1 IU]) (5.72)
I'(a)

olsun. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve (5.72) esitligi yardimiyla ¢y ¢oziimiinii

gog:zl‘y(l—z)y_“_le(l yral-pi2— yilj

bi¢iminde yazabiliriz.

Teorem 5.10. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu olmak iizere

(=)
y=p-1-n

¢Ozimiinti
9o =K (2 1)7”( #(2-1)" )

=zl‘7(1—z)77ﬂl F( —y=pBl-a;2- }/—1

< (n eZ U {0}) , z#0,1 ve <1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢,

z—l

7=p-1
) (5.73)
biciminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) denklemimizi gbz 6niine aldigimizda

i (-1 ’ Z o )If“)(n +1) (Z_ﬁ )7—/5—1—n ((Z _1)“‘1)n

(5.74)

seklinde yazabiliriz. (5.3) esitligi yardimiyla
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(z7) =t L(y=1-n) v
r-pin r(p)

m D(N+1-a)

((z-1)7) =e™ T a) (z-2)*"

elde ederiz. (5.74) denkleminde yerine yazarsak

P = Ke VP (1) 1 i T(r-8)

T(B) 4=l (y—p—n) (5.75)
r(n+l-a) z Y
r(1-a) F(y_l_n)(jj

buluruz. (5.8) esitligi yardimiyla

y_ﬁ_ll“(y—l)il“(l—y+,b’+n)
[(B) = nr(1-y+p) (5.76)
F(n+l-a) T(2-y) ( z jn

Fl-a) T(n+2-y)\z-1

0o =Ke "INZT (2-1)

bi¢iminde yazabiliriz. (5.12) esitligi g6z oniine alindigimizda (5.76) denklemini

yﬂlzl_yF(j/—l)iF(l—y+,B+n)
I'(B) = nT(1-y+p) (577)
F(n+l-a) T(2-y) ( z jn

F(l1-a) TI(n+2-y)lz-1

P =K (1_ Z)

seklinde yazabiliriz. Ayrica

1 T'(r-1) (5.78)

olsun. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve (5.78) esitligi yardimiyla ¢, ¢6ziimiinii

o =2"" (1—z)y_ﬁ_l K (1—7/+ﬁ,1—a;2—7/;—z J
Z_

bi¢iminde yazabiliriz.
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Teorem 5.11. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu,

(neZ+u{0}) , z#0,1ve |—=

z

o =K(2-2) " ((z-1) " 2 )

=7 F(l y+a,a;1- 7/+a+ﬂ1—lj

bi¢iminde yazabiliriz.

Ispat: (3.14) denklemimizi gz 6niine aldigimizda

ou=K(2-1 :Zor(y—l;(i/ r:)(;)(n+1) (z-0")

bigiminde yazabiliriz. (5.3) esitligi yardimiyla

B-1 —iz(y-a-1-n a-p- f-y+a+n
((Z—l) )7aln:e ( L= - p) )(z -1)

elde ederiz. (5.80) denkleminde yerine yazarsak

1 i I(y-a) T(n+a)

r(1-g)=nl(y—a-n) I'(a)
1

F(;/—a—ﬁ—n)(l—;jn

elde ederiz. (5.8) esitligi yardimiyla

(7/ a- ﬂ )T (1-y+a+n)T(a+n)
= I'l-y+a) TI(a)

(011 — Ke—iﬂ(y—a—l) 7"

M

F(l-y+a+p) (1_1jn_

F(l-y+a+p+n) z

seklinde yazariz. Ayrica (5.10) esitligini g6z Oniine alarak
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(z-2")

-1 <1 1i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢, ¢6ziimiinii

y—a-1-n

< 0

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)



_ e L(7=a=p) (5.83)

1
K r(1-5)

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde ¢, ¢6ziimii

z“i

n=0 1 ]/+05+ﬁ)

(1-y+a) (a), (1—1)]1 (5.84)
z) nl

bi¢iminde yazilir. Hipergeometrik fonksiyon tanimi geregince ¢, ¢ozlimiinii

=7 F(l y+oa,o;1- y+a+ﬂl—lj
Z

biciminde yazabiliriz.

Teorem 5.12. ,F Gauss’un hipergeometrik fonksiyonu, ((z —1)‘“) <00
y=p-1-n
(n ezZ" u{O}) , Z#0,1ve |=—= P 1 i¢in Leibniz kurali yardimiyla ¢, ¢6ziimiinii
z
0o =K(2-1) "7 ((z-1)" 27
12 y—p1
1 (5.85)
=77 F( —y+ B, Bil- 7/+a+,6’1——j
biciminde yazabiliriz.
Ispat: (3.14) denklemimizi goz 6niine aldigimizda
(5.86)

O S ), ),

seklinde yazabiliriz. (5.3) esitligi yardimiyla

el . —i/r(}/—ﬂ—l—n)r(}/_a_ﬂ_n) _q\@HB-ren
(07 ., = fica) 7Y

7P\ —@im T(n+p) A1
( )n - F(,B)

elde ederiz. (5.86) denkleminde yerine yazarsak
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inr-py) 51 i [(y-p) T(n+p)
F(1-a)i=nT(y-4-n) T(p) (5.87)

F(y—a—ﬂ—n)(l—ljn

o, = Ke

z

elde ederiz. (5.8) esitligi yardimiyla

—iz(y-B-1)

F)/ a-— ﬂ Z“’:l“l ;/+ﬂ+n) (,B+n)
ZT@-r+h) T(P) 559
F(l-y+a+p) (1_ljni
I(1-y+a+p+n)

¢, =Ke 77’

bi¢ciminde yazariz. Ayrica (5.10) esitligini goz Oniine alarak

1_ ity L(r—a-p) (5.89)
K I'(l-a)

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde ¢,, ¢oziimii

L7+ 5),(8), (_1)”1 (5.90)
‘ nzz;' 1-y+a+p), 1 z) n!

bi¢ciminde yazilir. Hipergeometrik fonksiyon tanimi geregince ¢, ¢oziimiinii

p,=2"F, (1_7+ﬁ1ﬂ;1_7+a+ﬁ;1_1]
z
bi¢iminde yazabiliriz.

<o, (keZ*u{O}), |1—Z|>1 olmak tizere

a-1

Teorem 5.13 ‘((l—z)“ﬂlk)

Genellestirilmis Leibniz kuralini kullanmadan ¢, ¢6ziimiinii

o =K (27 (2-1)7"7)

—(1-2)" N S
=(1-2) 2Fl(;/ a, B B a+1,1_z)

a-1

(5.91)

biciminde yazabiliriz.

Ispat |l— Z| >li¢in [7] ‘den
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A

A 1
7" =(z-1 (1——)
(2 1-2 (5.92)

1 = ‘T(1+1) K
ér k+1 (/1+1—k)( -2)

esitligi yardimiyla

7% “ yi T(a=r+]) )(1—z)k

=T ( k+1 )T (a—y+1-k

C (<) T(a=y+1) o e (5.93)

a-y _1 y=p-1 — 1 1 a—-p-1
e e N C s L A G

esitliklerini kurabiliriz. (5.12) esitligi yardimiyla (5.93) esitligimizi

k
27 (2-1) " =PIy (-1) T(a-r+1) (1-2)""
S KIT (a—y+1-k)

biciminde yazabiliriz. Buradan

0, = ( (Z 1)7 B 1)

(o 1 a 7+1) a—pik (5.94)
=K p-1) 1—
¢ kZ: 'F a }/+1 k)(( Z) )a—l

8

yazabiliriz. (5.3) esitliginden

a-p- i r k 5 5.95
((1_2) -1 k) :eflﬂ(a—l) (IB+ ) (1_2) Bk ( )
a-1 [(f-a+1+k)
elde ederiz. (5.95) esitligini (5.94)” de yerine yazarsak
' » _ )k (5.96)
o =Ke™ (1-2)" 3 (1) FF((Z y+1)  T(B+k) (1-2)
= (a—y+1-k)T(f-a+1+k) k!
elde ederiz. Diger taraftan (5.8) esitligi goz oniine alindiginda (5.96) esitligini
T(y-a+k) T(p+k) (1-2)" (5.97)

_ —izB (1 _ B
o =Ke (1-2) kZ::; I(y-a) T(f-a+l+k) k!
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seklinde yazabiliriz. (5.97) esitligini F( p ) ve I’ ( p-a +1) ifadelerinin her biri ile ¢arpip

boler ve gerekli diizenlemeleri yaparsak

, = Ke™” (1-2
o (1-2)” (ﬂ a+1 - I“ ) IKﬂ) (5.98)

r(f-a+l) (1-2)"
[(B-a+1+k) k!

elde ederiz. Ayrica hipergeometrik fonksiyon tanimi, (5.10) ve

1w T (5.99)
K r(f-a+l)

esitliklerini goz Oniiniine aldigimizda ¢, ¢6ziimiini

o =(1- Z) (7/ a, BB - a+1—11 j
z
seklinde elde ederiz.

a,1<oo’ (keZ+u{O}), |1_Z|<1 olmak tizere

Teorem 5.14. ‘((1—2)””1)

Genellestirilmis Leibniz kuralini kullanmadan ¢, ¢6ziimiinii

o= K(z“’y(z—l)yfﬂfl)

=(1-2Y""7 JR(y—a,y-pil-a-p+yl-1) (5.100)

a-1

biciminde yazabiliriz.

ispat: [1-7|<1igin [7] ‘den

7" = (1—(1— z))l

z (/”t +1) K (5.101)
=2 (1-2)
=T ( k+1 )T (A+1-k)
biciminde yazabiliriz. Buradan
(5.102)

seklinde yazabiliriz. Diger taraftan (5.12) esitligini g6z Oniiniine alirsak
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o o0 1 a +1 . . (5103)
a- r=B1 _ 1) Z e ) y-B+k-1
: 7(2—1) " 'F a y/+1 k)(l_z)

k=

0, = ( (Z 1)7 B 1)

oo (5.104)
_ KA Z 1 0( 7+1) ((1_2)}’*ﬁ+kfl)
s 'F a 7/+1 k) a-1
bi¢iminde yazabiliriz. Ayrica (5.3) ‘den
((1_ Z)V*ﬂ+k*1) _ e—izz(afl) l—‘(0{ -y + /- k) (1_ Z)Y*ﬂ*fﬂk (5.105)
a-1 F(,B—7+1—k)
yazabiliriz. (5.105) esitligini kullanirsak ¢, ¢oziimiinii
© _ _ (5.106)
o= Kl (—F-2) (- Z Z (a—y+1)T(a—y+p k)(l_z)k

S kI (a— 7/+1 k) T(B-r+1-k)

seklinde yazabiliriz. (5.8) esitligi yardimiyla (5.106) esitligini

)yﬁar(a+ﬂ_7)

r(f-r+1 (5.107)
ir (k+y—a) T(l-a-p+y) T(n+y-p)(1-2)
= T(y—-a) T(k+l-a-pB+y) T(r-p) k!

g, =Ke"™" ) (17

bigiminde yazabiliriz. Ayrica Hipergeometrik fonksiyon tanim, (5.10) ve

1 _ getrpa L(@=7+5) (5.108)
K I(B-r+1)

esitliklerini goz oniiniline aldigimizda ¢, ¢ozlimiinii
p=01-2Y"" JF(y-ay-pl-a-p+yl-12) (5.109)
seklinde yazabiliriz.

Teorem  5.15. ‘(za*ﬂflfk)ml@o (kez'u{0}), [4>1 olmak iizere

Genellestirilmis Leibniz kuralini kullanmadan ¢, ¢6ziimiinii
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o =K(27 (z-1)"")

_ z‘ﬂZFl(ﬂ—y+1,ﬁ;,b’—a+1;%]

a-1

biciminde yazabiliriz.

Ispat: |Z|>l icin [7]’den

(z-1)" =7* (1—%}1

—1)f I'(A+1) -

e (D)
Y KT (41K

esitligini g6z Oniine aldigimiz takdirde

ALy kr(ﬂf—ﬂ) —k
(2= = kzzt;r k+1)T(y - ﬁ—k)z

a-y A1 _ N (_1)kr( _ﬂ) a-p-1-k
2 (2-1) _Z(;kll"(y—Z—k)z

yazabiliriz. Buradan ¢, ¢oziimiinii

N (_1)kr( _ﬂ) a—p-1-k
ng:KkZ(;k!F(y—],;’—k)(z ).

seklinde elde ederiz. (5.3) esitligi yardimiyla

(z77%) =g "= F(f+k) 777
a-l [(B+1+k-a)

yazabilecegini biliyoruz. (5.114) esitligini (5.113) denkleminde yerine yazarsak

i, e () T(y=B)  T(B+k)
=K T AT T(pirk-a)’

buluruz. (5.8) esitligi yardimiyla

et g D(K+1=7+B)  T(B+K)
Ke" kz;‘ (1-7+p) T(B+l+k-a)

"
P = K1
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(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)



elde ederiz. (5.116) esitligini sirastyla F(,B) ve F(,B—a +1) ile carpip bolersek

g1 — Koy il“ (k+1-y+ )
=
(ﬂ a+1 )is T(1-7+5) (5.117)

r(p+k) T(f+i-a) 2+
[(B) T(p+l-a+k) k!

elde ederiz. (5.11) denklemini goz oniine aldigimizda ¢, ¢dzimiimiizi

nfat = (1-y+p), (B), z* (5.118)
_ Ke e, z*
ke (ﬂ a+1 kz;‘ r(f-a+l), k!

biciminde yazabiliriz. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve

1_inen_ T(A) (5.119)

K [(B-a+1)
kabulii yardimiyla ¢, ¢6zliimiinii
ﬁ 1
o=1",F|1-y+8.6 -« +l

seklinde yazabiliriz.

Teorem 5.16. , (k eZ” U{O}) , |Z| <1 olmak iizere Genellestirilmis

(Za—erk ) <0
a-1

Leibniz kuralin1 kullanmadan ¢, ¢dziimiini

(e )

=27 ,F(a—y+LB-y+L2-p;1) (5.120)
bi¢iminde yazabiliriz.
Ispat: |Z| <1 i¢in [7]’den
(2-1) =6 (1—z)ﬁ (5.121)

el/zﬂ.i 1_‘(/1‘}‘1) Zk
o I(k+1)I(A+1-k)

esitliginin mevcut olup buradan
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Ly gt (D T(r=F)
(2-1) 7 = kzc;kll“(y—ﬂ—k)z

bi¢iminde yazabiliriz ve (5.122) esitligi yardimiyla

1 N 1 a-y+k
(- Z - ﬂ)(z )

k=0 F7/ p- k)

(z’”(z—l)yfﬁ*l)

-1
esitligini elde ederiz. Boylece

0 = ( (Z 1)7/31)
|zr7ﬂlz 1 7 /B)(ay+k)

k=0 'FV B- k)

esitligini kurabiliriz. (5.124) esitligini (5.8) ve (5.10) esitligi yardimiyla

(r-p-<), i a-y+1) (,B—7+1)n£

=e'
" k:O 2 7/) k!

elde ederiz. Hipergeometrik fonksiyon tanimi ve

lzei”(;/fﬁ*a) F(}/—l)
K I'(y—a)

esitligi yardimiyla
o =77 ,F(a-y+LB-y+L2- ;1)

yazabiliriz.
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