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OZET

Bu calisma dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde; bazi temel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde; Inversiyon kavrami, inversive egri ve inversive yiizey tanimlari
verilerek, inversive yiizeyler arasindaki bazi iligkiler ve karakterizasyonlar incelendi.

Ucgiincii boliim; ¢alismani orijinal kismidir. Bu béliimde inversive yiizeylere ait tanjant
uzaylarin bazlari, sekil operatorleri ve Christoffel sembolleri arasindaki iliskiler
hesaplandi. Ayrica Inversive yiizeylerin inversiyon doniisiimii altinda invaryant kalan bazi
ozellikleri elde edildi.

Dérdiincti boliimde ise konuya iliskin uygulamalar yapildi.
Anahtar Kelimeler: Inversive Geometri, Inversiyon, Inversive Egri, Inversive Yiizey, Birim
kire, Umbilik Nokta, Flat Nokta, Christoffel Sembolleri.



SUMMARY

Curves and Surfaces In Inversive Geometry

This thesis consist of four chapters.

In the first chapter; some fundamental definitions and theorems are given.

In the second chapter; some relationships and characterizations are examined between
the inversive surfaces by giving the concept of inversion, inversive curve, inversive
surface definitons.

In the third chapter; original works have been done, the relationships have been
calculated the bases of the tangent spaces, the shape operators and Christoffel symbols of
the between inversive surfaces. Also, some properties which are invariant of inversive
surfaces under inversion mapping are obtained.

In the fourth chapter; some applications were done about the subject
Keywords: Inversive Geometry, Inversion, Inversive Curve, Inversive Surface, Unit Sphere,
Umbilical Point, Flat Point, Christoffel Symbols.
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1. GIRIS

Projektif geometrinin ortaya ¢ikmasiyla Matematikgiler; g¢emberler iizerinde
diisiindiiklerinden daha fazla ¢alismalar yapabileceklerini fark etmislerdir. Ornegin, fizikte
elektrostatik c¢alismalarinda c¢ember aileleri kullanilmisdir. Bdyle g¢ember ailelerinin
Ozelliklerinin ¢alisilmast inversive geometri denilen yeni bir geometri alani ortaya
cikarmistir. Inversive geometride Matematikgiler Oklid uzaymnda alinan bir diizleme
sonsuzda ki ideal noktay1 ilave edip inversiyonlar altinda ¢ember ve dogrulan es figiirler
olarak diisiinmiislerdir. Boylece Afin geometriden farkli olarak ¢emberler dogrulara,
dogrular da ¢emberlere doniisebilir.

Oklidyen Geometri de daha 6nceden ispatlanmis onemli teoremler, inversive
geometride yeniden ve daha garpici bir bicimde ifade edilmistir. Boylece non - Oklidyen
geometrilerde, inversive geometrinin 6nemi ortaya ¢ikar.

J. J. Gray, D. A. Brannan, M. F. Esplen, Oklid diizleminde ¢ember ve
dogrularin inversiyon doniisiimii altindaki durumlarini incelemisler ayrica Inversive
doniisiim ve Inversive Geometri’yi tanimlamislardir [4].

Alfred Gray n-boyutlu Oklid uzayinda inversiyon doniisiimiiniin parametrik
denklemini vererek egri ve ylizeylerin inversiyonlarini tanimlamistir [3].

J. Oprea ve B. O’Neil yilizeyler teorisi ve bir¢ok ylizey Orneklerini
incelemislerdir [9,8]

Bu calismada ise egri ve ylizeylerin inversiyon doniisiimii altindaki durumlar

incelenip inversive yiizeyler arasinda bazi karakterizasyonlar ve sonuglar elde edilmistir.



2. Birinci Boliim
2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1. Tamm: Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi istiinde bir vektdr uzayr V
olsun. Asagidaki dnermeleri dogrulayan bir

f:A X A > V

f fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis Afin uzay denir.

(A1): VP, Q,R € Aicin f(P,Q) + f(Q.R) = f(P,R)

(Ay): ¥P € AveVa €V icin f(P,Q) = a olacak bicimde bir tek @ € A noktas:

vardir [6].

2.1.2. Tamm: R reel sayilar cismini gostermek lizere

E*={(pyps ...p,)|lp; ER, 1 =i = n} esitligiyle belirli E* ciimlesinde toplama
islemi

(Prp2 ) Q0020 0,) = (P1 T quP2 + 2,00 Py T 05)

esitligiyle tanimlanir. Skalerle garpma islemi, AER ve (p1.p2..... P, ) € E igin
A(pLp2- - 0n) = (ApnAp2s ..., A, )

esitligiyle tanimlanir. Bu islemlere gore E™ climlesi R lizerinde bir vektor uzayi olur. E™
vektor uzayinda p = (p1.pz2..--. P, ) Ve 9 = (§1.92.- ... G, ) olmak lizere

{p.q)=X%,p.q. esitlifiyle tammlanan E® X E® = E, (p,q) — (p.q} fonksiyonu,
E* uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ carpima, E® uzayinm dogal i¢ carpimi veya Oklid i¢
carpimi denir [10].

2.1.3. Tammm: p € E® olmak lizere ||p|| = -\W olsun. Buna gore
I Il: E*=E,

p = llpl
seklinde tanimlanan || || fonksiyonu, E™ uzayinda bir normdur [10].

2.1.4. Tamm: Bir reel Afin uzay 4 ve 4 ile birlesen vektor uzayi da 17 olsun. V" de bir

i¢c carpim islemi olarak



(hVXV =R

X = (x1,%2,00.,%,)

V) = (v =3 xy s
Ej'.l_.l":l — {_1_,_1,} i = j‘:..l':- {}, — [_Vl;}':- II‘I-.I.‘F:"!)

Oklid i¢ ¢arpimi tamimlanirsa bu islem yardimi ile 4 da uzaklik ve ag¢1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Bdylece 4 Afin uzay1 da yeni bir ad olarak Oklid uzayr adini
alir [6].

2.1.5. Tanim:
d:E* % E* = R
(x,¥) = d(x,v) = ||x¥|| biciminde tanimlanan d fonksiyonuna E* de Oklid metrigi denir

[6].

2.1.6. Tamm: ¥x, v,z € E® i¢in xv ve ¥z vektdrleri arasindaki a¢inin dl¢iisii

2.1.7. Tammm: E® de siral1 bir {Fg, Py,..., B, } nokta n + 1 — lisin e R* de karsilik gelen

{PoPy,PyPsy,..., PoP, } vektor n — lisi R" icin bir ortonormal baz ise {Po, F1,..., P, }
sistemine E* in bir dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1 denir [6].

2.1.8. Tamm: E® de E, = (0,0,..,0),E; = (1,0,...,0),...,E, = (0,0, ...,1) noktalar1 dik
cat1 olustururlar. Bu catrya standart Oklid ¢atis1 denir [6].

2.1.9. Tamm: E* de bir X noktasinin E® deki Standart Oklid Catisina gore ifadesi
EoX = X7y x; EoE,

dir. Buradaki

rEfF—=R,1=1=<n,

fonksiyonlaria X noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlar1 ve {x1,x....x,} sirali ve reel

degerli fonksiyonlar n-lisine de E* in Oklid Koordinat Sistemi denir [6].



2.1.10. Tammm: X bir climle olsun. X in alt climlelerinin bir koleksiyonu t olsun. t koleksi-
yonu asagidaki onermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adin1 alir:

(DX 0er,

(i) VAL, Az ET= A N A £,

(iii)A, e1,i €1, U_q:. €T

[6].

2.1.11. Tammm: Bir X ciimlesi ve lizerindeki bir t topolojisinden olusan (X.t) ikilisine

bir topolojik uzay denir [6].

2.1.12. Tammm: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir f : X — Y fonksiyonu siirekli
f7 tersi var ve f7 de siirekli ise f ye X den Y ye bir homeomorfizm (topolojik

doniistim) denir [6].

2.1.13. Tammm: V vektdr uzay ile birlesen bir Afin uzay A olsun. P€A ve Y€V igin

(P, v) siral1 ikilisine A Afin uzayinin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir [6].

2.1.14. Tanim: A Afin uzayinin, PEA noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi
T,(P) ile gosterilmektedir. T;(P) de toplama ve skalar ile ¢arpma islemi, sirasi ile,
@: Ty (P) X T4(P) = T,(P)
(P, 9),(P,) = (P.5) ® (,5) = (P, + )
ve
O:RXT,(P) =T, (P)

(A (P,v)) = A QO (P,v) = (P.Av)
seklinde tanmimlansin. Burada R ile A nm birlestigi V' vektér uzaymin cismi
gosterilmektedir. {T,(P).&, B, +,.,(2}} vektor uzayina A afin uzaymm P € A noktasindaki

tanjant uzay1 denir ve kisaca T, (P) ile gosterilir [6].

2.1.15.Tammm: Bir F:E®*— E™ fonksiyonu verilmis olsun. ¥P €E" ig¢in,
F(F)y= (f1(P).f2(P).....fn(P)) olacak sekildeki f1.fz.....fn:E" = R reel degerli
fonksiyonlarina F nin Oklid koordinat fonksiyonlar1 denir ve F = ( f1.f2.....f,,) yazilir

[6].



2.1.16. Tammm: F fonksiyonun koordinat fonksiyonlar1 olan f; ler diferensiyellenebilir
iseler F  fonksiyonuna da diferensiyellenebilirdir ~denir. Eger F:E® — E™

diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise F ye dontisiim denir [6].

2.1.17. Tamm: «(I) = E® egrisi, a: 1 — E® doniisiimii yardimiyla verilsin. F: E® — E™
bir doniisiim ise, f = F = @:1 — E™ bileske fonksiyonu da E™ de bir egri tanimlar. Bu

egriye F donlisiimii altinda ct(!) egrisinin resmi denir [6].

2.1.18. Tamm: F:E®*—E™ bir donisim olsun. Eger, v, € Ten(P)  ise
F, (v,) €Tgm (F(F)) de E™nin t— F(P +tv) egrisinin t=0 da ki hiz vektdrii
olsun. Bdylece tammli F, :Ten(P) = Tem (F(P)) de fonksiyonuna F nin P € E®

noktasindaki tiirev doniistimii denir [6].

2.1.19. Tamm: F: E* — E™ déniisiimiiniin tiirev doniisiimii P € E* igin F, _ olsun. Sirastyla,

Ten (P) ve Tgm(F(P)) de

g d d d =] d
Bx, E: Bz, b ! Bxyy F 8y, FiF) 8y, Fip)r==s B¥m FiF]

standart bazlari igin, F, _ nin karsihk geldigi matris /(. P) ile gosterilir ve J(F, P) matrisine,
F nin F noktasindaki Jakobien matrisi ve bu matrise karsilik gelen lineer doniisiime de F nin

Jakobien doniisiimii denir [6].

2.1.20.Tammm: f, E* Oklid uzayindan R ye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise
" f fonksiyonu, Csmifindan bir fonksiyondur," denir. E® Oklid uzaymndan R ye
giden € sinifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi C?(E® R} seklinde gosterilir. E® nin
her noktasinda f fonksiyonun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar
ise " f fonksiyonu, €' sinifindandir," denir.  f fonksiyonunun E® nin her bir
noktasinda k. yinct basamaktan kismi tiirevleri varsa ve bu tilirevler siirekli
fonksiyonlar ise " f fonksiyonu, C* sinifindandir," denir. E* Oklid uzayindan R ye
giden €* simifindan biitiin fonksiyonlarin ciimlesi €* (E®, K} biciminde gosterilir. E®
nin her bir p noktasinda f fonksiyonun her basamaktan kismi tiirevleri varsa " f

fonksiyonu, € *smifindandir veya diizgiin fonksiyondur," denir [10].



2.1.21. Tammm: I, R nin bir a¢ik araligi olmak iizere c:I — E® geklinde diizgiin (€~

sinifindan) bir o déniisiimiine, E* Oklid uzayinda bir egri denir [10].

2.1.22. Tanmmm: E® de a:I — En egrisi verilsin. o fonksiyonunun Oklidyen koordinat

. . ' du, de,,
fonksiyonlar1  ¢y,c5,...,a,  olmak  ilizere a'(t) = (.:_: les o5 |:] dir.

(a(t).a'(t)) € Ten (t) tanjant vektoriine, o egrisinin o(t) noktasindaki hiz vektérii denir

[6].

2.1.23. Tammm: U < E? bir agik ciimle ve x: U — E* diferensiyellenebilir bir doniisiim

olsun. O halde x(U) = E™ ciimlesine bir lokal yiizey veya yama denir [3].

2.1.24. Tammm: x:U — x(U) = E* bir lokal yiizey olsun. Eger her (u.v) €U icin
J(zx){u, v) Jakobien matrsinin ranki 2 ise, x e regiiler lokal yiizey denir. Eger her
(u1,v1) ve (uz,v2) EU dgin x(usvi) = x(uz,va)iken w1 =usvevi=7vs ise x e

injektif lokal yiizey denir [3].

2.1.25. Tammm x:U — x(U) € E* bir lokal yiizey ve (up.vo) €U sabit olsun.
u— x(u,vo) ve v —x(ug v egrilerine x in, siwras1 ile, u — parametre ve

v — parametre egrileri denir [3].

2.1.26. Tamm: M = E® bir alt climle olsun. Eger M nin her p € M noktast i¢in, p yi i¢eren
bir V' komsulugu var ve bir x: U € E* = V'n M < E® doniisiimii asagidaki 6zellikleri
saglarsa, M ye bir regiiler yiizey denir:

(1) x diferensiyellenebilirdir;

(if) x%:U —= V N M bir homeomorfizmdir;

(iii) her x:U — M déniisiimil bir regiiler lokal yiizeydir [3].

2.1.27. Tamm: E" de bir regiiler yiizey M ve p €M olsun, eger a <t < b igin
w(0) =p.a'(0) =v, vea(t)EM olacak sekilde bir e:U —E® egrisi varsa,

v, € Tzn(p) ye M nin p noktasindaki tanjant vektdrii denir [3].



2.1.28. Tamm: x: U — E® bir injektif lokal yiizey olsun. U{u, v) =

- (u,v) ye birim

.«;Lx.«
L v

e L}C.ﬂ.

normal vektdr alani veya ylizey normali denir [3].

2.1.29. Tamm: x: U — E® bir lokal yiizey olsun. E = [|x,*, F={x_x,} G = x|
seklinde tanimh E, F, G: U — R fonksiyonlarini alalim. O zaman
ds® = Edu” + 2Fdudv + Gdv® ifadesine x in Riemann metrigi yada birinci esas formu

denir. E, F ve Gye ise x in birinci esas formunun katsayilar1 denir [3].

2.1.30. Tamim: M bir regiiler yiizey ve M nin p € M noktasindaki ylizey normali U olsun.
v, ile M nin p noktasindaki tanjant vektorii gosterilmek iizere S(v, )} = —D,(U) seklinde

tanmiml1 5§ donilistimiine M nin sekil operatorii denir [3].

2.1.31. Tamm: x: U — E* bir regiiler lokal yiizey olsun. O zaman
K=—{U,x)={Ux,)

L=—{U,x)={Ux,)={Ux,)=—(U,x.)

M=—{U,x,}={Ux,),

seklinde tanimlansin. Buna gére Kdu® + 2Ldudv + Mdv® ifadesine x in ikinci esas

formu denir. K, L, M fonksiyonlarina ise x in ikinci esas formunun katsayilari denir [3].

2.1.32. Tanim: E* de bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir P
noktasina karsilik gelen 5 (P) nin karakteristik degerleri M nin bu noktadaki asli egrilikleri
olarak adlandirilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektor denen vektorlerin

belirttigi dogrultulara da M nin bu F noktasindaki asli egrilik dogrultular: denir [6].

2.1.33. Tanim: E® de bir hiperyiizey M ve M nin P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak tizere,
HK:M—=EK

P = K(P) =detS(F)

seklinde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egriligi denir [6].



2.1.34. Tanmm: E® de bir hiperyiizey M ve M nin P noktasindaki sekil operatorii
5(P) olmak tizere
HM-—-R

P — H(P) =1z(S(P))

seklinde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egriligi denir [6].

2.1.35. Tammm: E* in bir hiperylizeyi M olsun. P £ M noktasindaki M nin sekil operatorii
matrisi 5 olmak tizere,

(i) 34 € Rigin, § = Al,,_4 ise P noktasma M nin bir umbilik (gobek) noktasi denir.

(ii) § = 0 seklinde § bir sifir doniisiimii ise F noktasina M nin bir diizlemsel (flat)

noktasidir denir [6].

2.1.36. Tanim: E* de bir hiperyiizey M ve M iizerinde bir egri o olsun. o nin teget vektor
alan1 T ve M nin sekil operatorii 5 olmak tizere, eger T vektor alan1 o egrisi boyunca 5 nin

karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M iizerinde bir egrilik cizgisidir

denir [6].

2.1.37. Tammm: Eger bir yilizeyin parametre egrileri egrilik ¢izgisi ise, bu yiizeye asli yiizey

ad1 verilir [3].

2.1.38. Tanmm: x: U — E® bir regiiler lokal yiizey olsun. O zaman x e kargilik gelen
Iy (i.j.k = 1,2) Christoffel sembolleri

GE, — 2ZFF, + FE,

1 _ 2 _

EF,— 2EE, + FE,

o 2(EG6-FY fi = 2(EG — F?)
i _ GE, —FG, 2 _ EG.—FF,

2 2(EG - F?) o 2(EG - F?)

. 26GF,— GG, — FG, , EG,—2FF,+FG,
2 2(EG-FH 2 2(EG-FY)

seklinde tanimlanir. Burada E,F,Gilex in birinci esas formunun Kkatsayilari

gosterilmektedir [3].



2.1.39. Teorem: x: I/ — E® bir regiiler lokal yiizey olsun. O zaman x in 5 sekil operatorii

{x_,x_} bazi cinsinden,

LF —KG KF—LE
—5(1'.,) = U., = =X, T =X,
- - EG_F_ - EG_F_ B Ez]-lj
MF —LG LF—ME o
—S(x,)=U,=———=x, +——=x,
il - EG-—-F- ° EG—F" ~

seklinde hesaplanir. Burada, swrasiyla, E, F, G ve K,L, M ile x in birinci ve ikinci esas form

katsayilar1 gosterilmektedir [3].

2.1.40. lispat: x regiiler ve {x,, x,} sistemi lineer bagimsiz oldugundan, a11,a12, 21, @22
fonksiyonlar1 i¢in

{_5@':) = U, = anx, +annx, (2.1.2)

—5(x,)= U, = az1x, +daaax,
yazilabilir. (2.1.1) esitliklerini elde etmek i¢in, @11,@12,a21,a22 Katsayr fonksiyonlarini
hesaplayalim. Bunun igin (2.1.2) esitlikleri x, ve x, ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa;

—K =a1E +aqF
—L = a11F +a126 = az1E + azaF (2.1.3)

—M = ﬂle—ﬂng

elde edilir. (2.1.3) denklemleri matrissel gosterimle
E Ly Qi1 dizn¢E F
_[L _.'pf) - l:ﬂ:l ﬂ::f][F ]
seklinde ifade edilir. Boylece
11 @12 K Ly(E F\7!
(zli 21] - [L _-'uf:J l:F‘ G:J (2.1.4)
olur. Basit bir hesaplama ile
E FyT1 G -—F
[F GJ :.':'Gi—.'-'; [:—F E ] (2.1.5)
olur. (2.1.5) ifadesi (2.1.4) de 20z Oniine alinirsa,
a1l  GQizy 1 K L G -—F
[ﬂzl ﬂ::J__EG—FE [L _-'ufj [—F E ]
[fﬂll ﬂi:\lz 1 [fffG—LF —KF—LE\]

\az1 a2/ EG— FEMLG—MF —LF+ ME/
bulunur. O halde

LF —KG
l:-[" = —ﬂ_l
U g —F2

MF — LG
da1 =

- EG—FY’

KF — LE
12~ o o7
EG —F-~
LF —ME
@22~ - o7
EG—F~



yazilir. Bu ifadeler (2.1.2) de yerine yazilirsa (2.1.1) esitlikleri elde edilir.

2.1.41. Teorem: E in bir hiperyiizeyi M olsun. Xz ve Yz, M nin bir P noktasinda, farkli

asli egriliklerine karsilik gelen asli dogrultular belirtir iseler X ve ¥; ortogonaldir [6].

2.1.42. Ispat: Asli dogrultular karakteristik vektorlere karsilik geldiklerinden,
S5(Xp) =k X; ve S(Y;) = koY,

yazilir. Burada k1 ve k2 ile, P € M noktasindaki asli egrilikler gosterilmektedir. 5 self-
adjoint oldugundan

(S(X,),Yo) = (X5 5(¥:))

dir. Buradan

(k1 Xp,Yo) = (X, kaVy)

k(X ¥o) — ka{X,,¥,) = 0

(ky =k, )X, ¥ =0

bulunur. k1 # k2 oldugundan

(X, Ys) =0

olmak zorundadir. Béylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

2.1.43. Teorem: Bir x: U — E® lokal yiizeyinin asli lokal yiizey olmasi igin gerek ve

yeter sart F = L = 0 dir [3].

2.1.44. Tspat: Eger x asli lokal yiizey ise, x., ve x, sekil operatoriiniin karakteristik
vektorleridir. O zaman

S(x,)=kix, ve 5(x,)= kax,

yazilir. 2.1.3. Teorem den x,, ve x, ortogonaldir. Dolayisiyla
F={(x, ,x,)=0

olur. Diger yandan

(S(x )x y=dkyx, x ) =kylx,x =0

= {S(x )x ) =0

oldugundan ve Weingarten denklemlerinden
L={(-U,x,}=(5(x,),x,}=0

elde edilir. Tersine

F=L=10

10



ise Weingarten denklemlerinden x, ve x, sekil operatoriiniin karakteristik vektorleri olur
ki bu parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi yani yilizeyin asli ylizey olmasi demektir.

Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

2.1.45. Lemma: Bir M < E® regiiler yiizeyinin bir v, tanjant vektorii asli vektor olmasi
icin gerek ve yeter sart

S(v,)Xv, =10

dir. Boylece M iizerinde bir a egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

S{ayxa'=0

dir [3].

2.1.46. Ispat: Eger 5(v,) = k,v, ise, 0 zaman
S(v,)Xv, = kv, Xv, =0

= S[V_,} Xv, =0

olur. Tersine § [u_,} Xwv, =0 ise, S(v,)vev, lineer bagimli olur. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

2.1.47. Teorem: x: U — E? bir regiiler lokal yiizey olsun. Bir v, = vyx, + v2x, tanjant

vektoriiniin asli vektor olmasi i¢in gerek ve yeter sart

‘Lf:.: — 11" ‘Ej_:
E F G |=0
L

“K M
dir [3].

2.1.48. Ispat: 2.1.39 Teorem ve 2.1.45 Lemma dan
S(v,) X v, = S(vax, +vox,) X (vix, + vax,)

= (—ﬂlgtﬁ.l: - ['ﬂll_ t‘[:g}l‘.‘fltﬁj T Hjlﬁ::]l'u b4 :‘l.',__,
{ KF—LEy . ¢LF—KG KF-—ME MF—LG\ )
= [_—JVJ_ —( 7 5 th-itf-:— [—Ju Xy X Xy
EG — F? EG—F? EG- F? EG — F2 Jru
i, M,
EG — F*?

-

={(LE — KF)v} + (ME — KG)vyv, + (MF — LG)v;?) (2.1.6)

olur ki buda v, nin asli vektor olmast igin

11



(LE— KF)v{+ (ME— KG)v v, + (MF —LG)v; =0 (2.1.7)

olmas1 gerek ve yeterdir. Bagka bir gosterimle

-

(=) — 11t ‘1?1:
E F G |=0

K L It
dir.

2.1.49. Teorem: x: U — E? bir regiiler lokal yiizey olsun. x(U) iizerinde yatan bir o egrisi
a(t) = x{u(t), v(t)) seklinde verilsin. a nin bir egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart; her t icin

(LE— KF)(a(t)u'(t)* + (ME — KG)(a(t))u'(t)v'(t) + (MF — LG) (a(t))v'(t)* =

olmasidir [3].
2.1.50. Ispat: (2.1.7) esitligi goz oniine alinirsa teoremin ispat1 agiktir.
2.2.  Inversive Geometri ile ilgili Temel Kavramlar

2.2.1. Tamm: Merkezi A =(a,f) ER xR noktast ve yaricapt r olan cember,

X = (x,v) € R x R noktalarinin E:l (r)=1{X1d(A4 X) =r} ctumlesidir [7].

2.2.2. Tammm: Bir 1 dogrusuna, 2 sembolii ile gdsterilen, sonsuzda ki nokta ilave edilsin.

Bu taktirde, I U {2} nokta climlesine bir genisletilmis dogru denir [4].

2.2.3. Tamim: Genellestirilmis ¢ember diye, ya bir ¢gembere ya da genisletilmis dogrulara
denir [4].

2.2.4. Tamm: E?, 2-boyutlu Oklidyen diizlemi ve o sembolii ile gdsterilen sonsuzdaki

noktanm birlesiminden meydana gelen diizleme, genisletilmis Oklid diizlemi adi1 verilir [4].

2.25. Tamm: O merkezli ve v yarigapli bir S, (r) gemberini ve O dan farkli bir 4

noktasini ele alalim. OA dogrusu tizerinde 4 ile ayn1 yonde olan ve

|oAl.||o4 || = +* (2.2.1)

denklemini saglayan 4" noktasina 4 noktasinin 5 ,; (r) cemberine gore inversi denir. Burada
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) ; (r) cemberine inversiyon ¢gemberi ve & merkezine de inversiyon merkezi ad1 verilir.
Ayrica
$:E*— {0} = E? - {0}

A= @A) =4

seklinde taniml1 doniisiime de § ,; {r) ¢emberine gore tanimlanmis inversiyon denir [4].

2.2.6. Tammm: C kompleks diizlemine, o sembolii ile gosterilen, sonsuzda ki noktanin ilave

edilmesiyle elde edilen yeni diizleme genisletilmis kompleks diizlem denir ve C ile

gosterilir [4].

2.2.7. Tamm: Eger bir ¢: € — € déniisiimii inversiyonlarin birlesimi seklinde ifade

edilebiliyorsa, bu ¢ donilistimtine bir inversive donlsiim denir [4].

2.2.8. Tamm: C genisletilmis kompleks diizlemde, inversive doniisiimler tarafindan

korunan 6zelliklerin teorisine inversive geometri denir [4].

2.2.9. Teorem: Herhangi bir g¢embere gore tamimlanmis inversiyonlar self-invers

dontigimlerdir [4].

2.2.10. ispat: O merkezli ve r yaricapli herhangi bir § :-. (r) ¢emberini ve bu ¢emberin
merkezinden farkli bir A4 noktasii ele alalim. Bu ¢emberde tanimli inversiyonu # ile
gosterelim. Eger

P(A) =4 (2.2.2)
ise, 2.2.5 Tanim dan

|oAll.||047|| = +* (2.2.3)
yazabiliriz. Dolayisiyla

F(A) =4 (2.2.4)
olur. (2.2.4) esitligi (2.2.2) de goz oniine alinirsa, { birim fonksiyon olmak {izere;
P(PA)) =4

FaP(A)=1(A")

Pod =]

P =g 1
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elde edilir. Bu ise inversiyonun self-invers oldugunu gosterir. Bu da teoremin ispatini
tamamlar.
Bir dogru ya da ¢emberden herhangi bir A noktasini ¢ikardigimizda, bu dogru ya da

cembere A noktasinda delinmis (punctured) denir.

2.2.11. Teorem: Orijin merkezli ve birim yarigapli bir cembere gore inversiyon;

#: R®— {001 = R*— {0,0]

U v
(11,,1,*)%*45(11,,1,’-):[ 503 :)

-
U -4 u - v

seklinde tanimlanmis bir fonksiyondur [4].

2.2.12. Ispat: Orijin merkezli ve birim yarigapli gember 52 ile gemberin merkezi de O ile
gosterilsin. Ayrica A noktasmi (i, v) € R — {0} ve A nin S} ¢emberine gore tanimli
inversiyon altinda ki resmini de A" olarak alalim. @A dogrusu orijinden gegtiginden
denklemi;

ax+by=10 (2.2.5)
seklindedir. 2.2.5. Tanim dan A" noktas1 OA dogrusu iizerinde olur ve A" noktasmnin
koordinatlari;

(ku, kv) (2.2.6)
olur, burada k € ¥ dir. Gergekten (2.2.6) ifadesi (2.2.5) de yerine yazilirsa;

aku + akv = k(au+ bv) =k(0) =0

elde edilir. Diger yandan (2.2.1) esitliginde A ve A" noktalar1 géz Oniine alinirsa,

|0All.||04°|| = +*

N!(u—{:'j' +(v—20)- N (ku—0)"+(kv—-0)"=1

L] L]

k=(u”+ t:-jj2 =1

olur. Boylece A" noktasinin koordinatlari;

u v
= =5 =
u-+ v us+ v

[

seklinde elde edilir.

Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

2.2.13. Teorem: O merkezli bir gemberde tanimli inversiyon;

(@) @ noktasindan gegmeyen dogrulari, @ noktasinda delinmis gemberlere doniistiiriir,
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(b) O noktasinda delinmis bir dogruyu yine kendisine dontistiiriir [4].

2.2.14. ispat: ilk olarak orijini O noktasi olan bir koordinat ekseni ve inversiyonu

tanimladigimiz gemberi birim ¢ember olarak alalim. Bu ¢gemberi 57 ile gosterelim.

(@) Eger ! orijinden gegmeyen bir dogru ise, bu dogrunun denklemi;

ax+by+c=0 (2.2.7)
seklindedir, burada ¢ = 0 dir. I dogrusu lizerinde bir 4 = (u, v") noktasini ve bu noktanin
51 birim gemberinde tanimli inversiyon altinda ki goriintiisiinii 4 = (u’,v") olarak alalim.

2.2.11 Teorem den

U v
0 = —
== v == =

U+ uc 4+ v

yazilabilir. 2.2.9. Teorem den inversiyonun self-invers olmasi 6zelligi kullanilarak,

- El

olur. A noktasi ! dogrusu lizerinde oldugundan, (2.2.8) ifadeleri (2.2.7) esitliginde yerine

u (2.2.8)

yazilirsa;
u’ . v’ 0
a 3 e -y 3 - T O =
(@) @ @)
olur. Buradan
. . oau + by’
(W) +(v)+—=20 (2.2.9)
c

elde edilir. Bu ise orijinden gegen bir ¢cember denklemidir. Dolayisiyla ! dogrusunun resmi

@ noktasinda delinmis bir ¢cember olur.

(b) Eger ! orijinden gegen bir dogru ise, bu dogrunun denklemi;

ax+by=20 (2.2.10)
dir. Teoremin ispatinin (a) sikkin da ki yol izlenerek, ! dogrusu iizerinde bir
A = (u,v) noktasim1 ve bu noktanin S} birim ¢emberinde tanimli inversiyon altinda Ki

goriintiistinii A = (u’,v") olarak alalim. 2.2.11. Teorem den

u v
u = U= — > (2.2.11)

= =
us+ v uc 4+ v

olur. 2.2.9. Teorem den inversiyonun self-invers olmasi 6zelligi kullanilarak,
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El

u’ v
@3+ P T Wi @)

yazabiliriz. (2.2.12) ifadeleri (2.2.10) da yerine yazilirsa;

u =

(2.2.12)

u (4

0

ﬂ: oy 3 Ea el _b oy # ﬂ:
@)+ @)+ @)

olur. Buradan

au’ + bv' =

elde edilir ki, bu da ! dogrusunun resminin kendisi olmasi1 demektir.

Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

2.2.15. Teorem: O merkezli bir gemberde tanimli inversiyon:
(a) @ noktasindan gegmeyen cemberleri yine O noktasindan gegmeyen g¢emberlere
resmeder;

(b) O noktasinda delinmis ¢cemberleri @ noktasindan gegmeyen dogrulara resmeder [4].

2.2.16. Ispat: 2.2.13. Teorem in ispatinda ki gibi orijini O noktas1 olan bir koordinat ekseni
ve inversiyonu tanimladigimiz gemberi S birim gember olarak alalim. Sonra keyfi (@, &)
merkezli ve r yaricapl bir € ¢emberini ele alalim. Bu ¢emberin denklemi;
(x—a)*+(y—b)*=r?
veya
x*+y*—2ax—2by+c =0 (2.2.13)
olur, burada ¢ = a® + 5% —+* dir. € ¢emberi iizerinde bir A = (1, v} noktasimi ve bu
noktanin Sg* birim c¢emberinde tanimli inversiyon altindaki goriintiisiinii 4 = (u’, v’
olarak alalim. 2.2.11. Teorem den

u v

u = SV = > (2.2.14)

5 5
u- - v U- - v

olur. 2.2.9. Teorem den inversiyonun self-invers olmasi 6zelligi kullanilarak,

- El

T v
u S E———— PP E——
W)+ (@)

IR G
yazilabilir. A = (i, v} noktas1 £ ¢emberi tizerinde oldugundan, (2.2.15) ifadeleri (2.2.13)

(2.2.15)

de yerine yazilirsa;

Pl Pl
" r

El
aq

@) o) ~ @) 2w o
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El

1 u v
= T3 2073 5~ 2b— =T
@@y @R @it @)
=1—2au —2bv"+c((w)*+ (D)) =0 (2.2.16)

c=10

elde edilir. € ¢gemberinin orijinden gecip gegmemesine bagli olarak, (2.2.16) ifadesi ya bir
dogru ya da bir gember denklemidir.
(@) Eger C gemberi O noktasindan gegmiyorsa, ¢ = 0 olur ve dolayisiyla (2.2.16)
ifadesinin her iki tarafi ¢ ye boliiniirse;

2a 2b 1

(W) +v)Y——u ——v'+==0 (2.2.17)
c c c

olur ki bu bir ¢gember denklemidir. O halde € g¢emberinin 5} birim ¢emberinde tanimli
inversiyon altinda ki goriintii ctimlesi (2.2.17) denklemini saglayan bir gemberdir.

(b) Eger C gemberi @ noktasindan gegiyorsa, ¢ = 0 olur ve (2.2.16) denklemi;

1—2au" —2bv"' =0

halini alir ki, bu € dan gegmeyen bir dogru denklemidir.

Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

2.2.17. Teorem: Inversive doniisiimler climlesi fonksiyonlarin birlesimi islemine gore bir

grup olusturur [4].

2.2.18. ispat: Kapahlik: I ve ¥ inversive doniisiimler olsun. O zaman 2.2.7. Tanim
geregince
[=®,0®50 .09,
ve

V=P 9Preg? 0¥,

yazilabilir. Burada 1,9z, ..., ¥, ile inversiyonlar gosterilmektedir. O halde
FeW=(Prodro.op Jo(P, 0P, .,°.08)

ifadesi de inversiyonlarin birlesimidir ve boylece I'oW de bir inversive dontistimdiir.
Birlesim: Inversive doniisiimler fonksiyonlarin birlesimi seklinde tanimlandigindan
birlesimlidir.

Birim: Fonksiyonlarin birlesimi i¢in birim, #(z) =z (z€ ) doniisiimi ile verilir. Bu
bir inversive doniisiimdiir, gergekten # = #1 = £ geklinde inversiyonun birlesimi olarak
yazilabilir. Burada #1 birim ¢gembere gore tanimli bir inversiyondur.

Invers: Eger # bir inversive doniisiim ise, o zaman 2.2.7. Tanim geregince;
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& =q’:‘1-:uqb:a ...':‘qr-'"_,,!
yazilabilir, burada #1, €2,...,%, ile inversiyonlar gosterilmektedir. O halde # nin tersi

pl=plog o og ! (2.2.18)
olur. 2.2.9. Teorem geregince, inversiyonlar self-invers doniisiimlerdir, yani;
Flodlicodl=d 0P 0.0 (2.2.19)
olur. (2.2.19) ifadesi (2.2.18) de goz Oniine alinirsa;

Pl=F 0P, 0.0

elde edilir ki " ters fonksiyonu inversiyonlarim birlesimi seklinde yazilabilir. Bu
ise 7% in bir inversive doniisiim oldugunu gosterir.
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3. ikinci Boliim

3.1. iInversiyon Kavram

3.1.1. Tanmmm: E* n-boyutlu Oklid uzayimnda, € = (c1,¢z2....,¢,) € E*birnoktave » € R

belli bir say1 olsun. Buna gore, P = (p1.p2.....p, ) olmak iizere

-

¢P)=C+——
(P) T

(P —C) (3.1.1)

seklinde tamimh #: E® — {C} — E* — {C} dontstimine E™ de bir inversiyon adi verilir.

Burada € £ E® noktasina inversiyon merkezi ve v € R ye ise inversiyon yarigapi denir.

Bundan sonra € € E™ merkezli ve » € R yarigaph inversiyon €[C, r] ile gosterilecektir.
Ozel olarak € = (0,0,...,0) alinirsa,

-

T'

T

(P)

olur. Eger A = .v:—h-: - ise #(P) noktasi, 1 = i = n, i¢in

P(P)=(c)+ Ap;—¢) = (c,(1—4) + A(p.))

koordinatina sahip olur [3].

3.1.2. Lemma: Bir #:E* — {C} = E* —{C} donlisimiinin € € E* merkezli ve * € R
yarigapli bir inversiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart
le(B)—clllP-Cll=r2ve2(P)—C=A(P—-C) (3.1.2)

olacak sekilde bir A sayisinin var olmasidir [3].

3.1.3. ispat: ¢ doniisiimii, merkezi € € E* ve yarigapt * £ K olan bir inversiyon olsun.

Buna gore 3.1.1 Tanim dan

-
i

Pl =C+——(FP-C
(P)=C+ipgm(P=C)
dir. Buradan

el ,r.i
(P)-Cll=|lc+———(P-C)—C||=

olur ve dolayisiyla



.1 ,
#(P) = Cll|P=C| =r*———||P = C|| = +*

|P—C]
elde edilir. Ayrica
£(F c= - F-C
(P)~ € =15t (P =)
ve i =—"— = 0 oldugundan

#(P)—C = AP = C)

bulunur. Boylece yeter sartin ispat1 tamamlanir.

Kabul edelim ki,
le(P) —Cllllp -l =+ (3.1.3)
ve
#(P)—C=AiP-C) (3.1.4)

olacak sekilde bir A sayis1 var olsun. Tim P ve €(P) noktalar1 C den farkli olmak tizere
(3.1.4) denkleminden
P(P)=C+AP-C) (3.1.5)
yazilir. (3.1.5) ifadesi (3.1.3) de goz Oniine alinirsa;
12 = C)llIP =l =1

r2
“lP=cl?

= A

olur. Son ifade (3.1.5) de ele alinirsa,

-

®(P)=C+ S (P—C)

P —C|
elde edilir. Bu ise #(P) nin € € E™ merkezli ve r € R yarigapli bir inversiyon olmasi

demektir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

3.1.4. Tanim:
o: (a, b) = E®
t—alt)

bir egri ve €[C, ] de C merkezli ve r yarigapli bir inversiyon olsun. Buna gore

-

(ea)(t)=2(a(t))=C —(al(t) —C) (3.1.6)

NECEE

seklinde tanimli (% = «}(t) ye a(t) egrisinin inversiyonu veya inversive egrisi denir [3].
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3.1.5. Teorem: Inversiyon doniisiimii altinda agilar invaryant kalir [3].

3.1.6. Ispat: o: (a.b) = E® ve f:(c,d) — E® egrileri
a(to) = B(s0) =p
olacak sekilde segilsin. v,, w, € Tz (p) tanjant vektorlerini 6yle secelim ki;
a'(to) = v, ve f'(s0) = w,
olsun. Buna gore
{# (vy), ®. [u-'_._,j} _ {t:-_._“ u.-'_._,}
2. ()l w) Il Nyl lw, |

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. 3.1.4. Tanim dan

e

(qba CI:IEI’D:] = —m(ﬂ[fu)— C)

esitliginin her iki yaninin t ye gore tiirevi alinirsa,

-

2r¥{alty) — C.a'(to))

(@) (to) = i

o (to) - (@t =€) (3.1.7)

lle(to) — CII7

olur. Daha sonra (3.1.7) esitliginin her iki yaninin normunun karesi alinirsa,

_, 2_ = o o, 4rila(t) —C, a'(ta) ¥ |le(ta) — C|I7

R N TS B R feCee) — I
B 4r*{a(ty) — C.a'(ta) ¥

llee(to) — CII®
= | Eq’-"‘-:' ﬂj'(fﬁjl = ml ﬂ'(fujl -
elde edilir. Eger A(p) = ——— denirse,
(= a) (to)ll = A(p)lla’(to)]
= [[2.(z)ll = 1@l | (3.1.8)

olur. Benzer sekilde «(to) = (s0) = p oldugundan,
1(# 2 8) (so)ll = A(p) 115" (s0)l
= [[e.(w, )] = 2@ [w,|= [ 2.(w,)l| = 2] w, |

elde edilir. Diger yandan,
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(2 a)'(to).(# 2 B) (s0))

o 2p(s) — B (s)(Bls) — ©)
= GaGa —ci? & Ta(so)—ClI® ’

-

72 _. 2r*(B(s0) — C,B'(s0))

|,8[5[:-)——C|318 (s0) — TES R (B(s0) —C))

_ r¥{a'(te). £ (s0)} B d4ri{a(te) — C.B'(so)Ma(te) — C, a'(ts))
lee(to) — ClIPIB(=0) — CII* lla(to) — ClIFIB(s0) — CII*

L 4 (B(s0) — €. B'(s0)Ma(to) — €. a'(to) M(a(to) — €). (B(s0) —C))

lla(to) — ClIFIB(s0) —CII*

yazilir. Burada «(to) = f(s0) =p ve a'(to) = v,, f'(50) = w, ifadeleri gbz Oniine

almirsa,
((# 0 @) (o). (P = B)'(s0)) = 2 (p) v, w,)
veya
(#.(v,) 2.(w, )} = () v, w,) (3.1.10)
elde edilir. (3.1.8), (3.1.9) ve (3.1.10) ifadeleri birlikte diistiniiliirse,
(.(v,). ¢ (w,)) _ Ae)v,w,)  (v,.w,)

2. ()l Ew) - A v, IAE Iw, v, llw,]

olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

3.2. Yiizey Inversiyonlar: |

3.2.1 Tammm: x: U — E" bir lokal yiizey olsun.

-

y(uv) =2[Cr]lox(uv)=C+

| x(uu 'H:I _ 'Cl 2 (1.(1@ L’j - C:I (32 1)

ile tanimlanan y: U — E® ye x in € merkezli ve r yarigapl inversive lokal yiizeyi denir

13].

3.2.2. Lemma: E® de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin #[C,r] inversiyonu altindaki

gorlintiisii y olsun. Buna gore

. 2{x, ,x—C}
O e aa)

: 2{x,,x — C) (3.2.2)
n=i(x e e o)
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dir. Burada A{w, v) = ﬁ seklinde tanimli reel degerli bir fonksiyondur [2].

3.2.3. Ispat: (3.2.1) esitliginin her iki yaninin u ya gore kismi tiirevi alinirsa;

rix |lx—C|IF —r (x— ) (2{x,, x — C}))
Vv, =

o | —C||*
r? 2ri{x,,x —CHx— C)
=—x, :
||z —C||= © |2 —C|*
i 2x,,x—C} c
=Ax, ——————(x —
. || — C||* ( )

elde edilir. Benzer sekilde v, (it v) de hesaplanur.

3.2.4. Teorem: E® de x bir lokal ylizey ve bu yiizeyin #[C,r] inversiyonu altindaki

goriintiisii, yani inversive yiizeyi ¥ olsun. Buna gore 4 (1, v7) = ﬁ olmak iizere

-

[E_,, = A’E,,
4 F. = A°F,, (3.2.3)
Ls = 1%G,.

Burada E..F..G, ve EF.G, ile, swrastyla, x ve ¥ nin birinci esas form katsayilari

gosterilmektedir [2].

3.2.5. Ispat: v nin birinci esas form katsayilar::
E, = (v, v,h
F, = {y,¥.}
G, = (¥, ¥,)

seklindedir. (3.2.2) esitlikleri burada g6z 6niine alinirsa,

. . 2x,x —C) o 2Ux,x—C)
E_‘.'_{-.1‘;-!.1*::}_{-d(lu_th_cjjld[lu_wtl_cjj}

4ri{x ,x— CY  4r¥x,x — Cy|lx—C|*
|l x—cCll® ||l x—ClI®

= A {x a0 —

= x,,x,)
= E, = JE,

olur. Sonra,
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. . 2{x,,x —C) v 2x x—C)
F={v,vi={ilx, ——(x—0C) |4 [1‘,, - (x—O) |}
o u L l‘ u |1'_C|_ 2 |.':L'_C|_

p%

dri{x,xc —CMx,x— C)  4ri{x,,x—CHx ,x— CHlx—C|*

= x,x,)—

I —cl® I = CII?
= A {x,,x )
= F, = A’F,
olur. Son olarak,
_ . 2x ,x—C) v 2x ,x—C)
G, =Avpv,)={A|lx, ——————=(x—C) ].4 [1 - (x—=C) |}
s Bl R & . ¥ |.'}L'_C|_ X ¥ |1._C|_

dri(x,x —CY  4ri{x,x —C)|x—C|?
lx—C||® ||l — C||f

elde edilir. Buda teoremin ispatin1 tamamlar.

3.2.6. Lemma: E® de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin #[C.7] inversiyonu altindaki

goriintlisli v olsun. Buna gore

2(x—C) (2, X2, )M x — C:I)

[x—cl?

i

v, Xy, =A% [ —x, xx, + (3.2.4)

<

i

olur. Burada A{u, v) = ﬁ seklinde tanimli reel degerli bir fonksiyondur [3].

3.2.7. Ispat: (3.2.2) ifadelerinden ve (x — C) X (x — €) = 0 olmasindan,

RV ( 2{:1';“1'—5'}(_ o) | x ( 2{1‘,_,,1‘—4;"} _ C‘)
Yy RY, =4 Mj'-:; |1._C-|: X A .HL__- |1’—C|: El :I

20w 2r*{x,,x —C) y c 2ri{x ,x — C} c x
=Ax Xx, ———(x, Xx— ) —— ——(x — X,
U 1 |1'_C|6 (u :I |?_'_C|6 E :I
dr {x,,x —CHx ,x—C})
+ == Cl° (x—Cxx—-0C)
- 27 ) .
v, Xy, =Ax, Xx, — W{{x,_,, x—Chx, —Ax,x—Chx,} X (x = C) (3.2.5)
x—

bulunur. Diger yandan a, b, ¢ € B2 i¢in
axbxc=<ac>b-<ab>c
oldugu bilinmektedir. O halde bu esitlik ardisik olarak iki kez uygulanirsa,
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—{x,x —Chx, —dx, v —Clx, X (x—C)=—(x, Xx, X (x— )X (x—C)
=(x—C)x(x—C) ¥ (x,Xx,)

={((x—C) (v, Xx ) x—=C)—{(x—=C), (x —C)}(x, X x,)

={(x =), (x, Xx I x—=C)—|lx—C||*(x, % x,)

elde edilir. Bu ifadeler (3.2.5) de yerine yazilirsa,

2r

v, Xy, =A(x) x, Xx, —

v, X ¥, T=—Cl¢ Haox— Chxy, —{x,x— Cha,} X (x = C)
x —

= A(x)x, X x, —%{{[1‘ — ) (x, X x ) x—C) = ||lx =17 (x, ¥ x,)}

| 20(x—0C), (x, X x Mx—C
=y, Ky, =4 —x, Xx, + [ ) E — ,,E j
K K - u 17 | xr — Cl 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.2.8. Sonuc: E? de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin ®[C,r] inversiyonu altindaki
goriintlisli v olsun. Buna gore
20U, x—CHx—C)
U.=-U, + ~
- llx(w,v) = C|°

(3.2.6)

dir. Burada U, ve U ile, sirasiyla, x ve ¥ nin birim normal vektdr alanlar1 gosterilmektedir

13].

3.2.9. Ispat: (3.2.4) esitliginden,
o ENX—CL&;KXJHX—CUH:

AT [ —x, Mx - -
. g llx—C]I?

v, X v lI* =

4r¥{(x— ), (x, X x ) |lx = ClI7 4r%{(x— ). (x, X x )

= AF||x, X x |7+

|1'—C|1: |1’—C|1D
= A¥||x, X x|
= |y, x vl = A%||x, % x|
olur. Buna gore,
v, Xy, 1 A 2€(x = C)ix, Xx ) Nx—0C)

U, =— — = AT —x, Xx, + — =

P T Xl My Xl Ix— CIP

1 2((x = O), (x, X 2 )z = O)

=" |—x, ®x,6 + —

A7) x, X x| . ' || — C||
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—x, X x, 2{(x—C), % X %] Hx—10)
Tl Xl Ix — C|I?
_ 20U, x(u,v) — Cx(uv) —C
= Uy =-U + || 2 (w, v) — C||*

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

3.2.10. Teorem: E® de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin €[C,#] inversiyonu altindaki

goriintiisi v olsun. O halde

[K_,I_ = —AK,— 26E,,

L,=—L, —28F, (3.2.7)
L'uf_., = —AM_ — 266,
Burada, A(u, v) = ;-:: - ve d(u,v) = %{' dir. Ayrica E.,F..G., K., LM, ile x in

birinci ve ikinci esas form katsayilari, &,., L., M., ile de ¥ nin ikinci esas form katsayilar

gosterilmektedir [3].

3.2.11. ispat:

i 2{x_,x—C)

YV, = A (\‘,‘a_‘u — W (i'l.' - C:l)
i 2{x,,x—C)

y =.&[.1 _—|1'—C|: (1‘—6‘))

seklinde hesaplanan (3.2.2) esitliklerini ele alalim. Bu esitliklerden ilkinin her iki yaninin u
ya gore kismi tiirevi alinirsa,

i |lx—C||F —2{x_,x— Chx, 2ri{{x x—C)+{x_ x )} x—C)

V, =

T llx—C|I* I —C||®
{x,,x—C) 8ri{x,x— C)|lx—C|I*(x—C)
— — ., +
f=—=Cl= ~ ||z —CJ|*
rix dri{a o —Chx,  2rif{x, _,x —Cy+{x_,x. )}
=Sy = —— — = — — = —————(x—C)
T lx =) |~ ClI* llx—ClI*
8rix ,x— Cy(x—C)
|z — ClI®

olur. Buna gore
K, = (Uy )

oldugundan,
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U x—CHx—C) vix,, 4rix,
llx— C]|? Nx=C|* |lx—cC|*
2rif{la,,x— Oy + (x,x )}

K, ={-U,+

gri{x,,x —Cy¥|lx—C|*(x = C)

. x—C)+ )
lx=cl? =) =CIF '
rt dri{x,,x— CHU,,x,}  2r¥x,,x —CHU,.,x—C)
=——{x_ U+ = — =+ = .
lx=ClI= ™ lx—=C|I® |l = CII7
27 |, ||* Sri{x,,x—CY 2r3(U_x — CMx — CLx )
+—2 (U, ,x—C)— = — AU, x—C)+ — —
|z — C||* || — C| |x —C||®
8rifx_ ,x—C)* dr*(U,,x — CHx— C,x)|x —C||*
— — (U, x—C)— -
||z — C| ||x— €|
4ri(U e — Ol lI® 1603, x— CY U, x — C}
lx—ClI* llx—ClI®
e _ 2|, 1%
=K =———{x U)———"—(U,x—C)
’ lx=ClI= ™ lx—=C|I®
- ' a - e - 7 ':Ux =)
olur. Eger K.r = {-3"'.:.;:.4J U_,_.:}, E_r = | j'._,.l oA = x—C[* veo =7" _rjlf *

denirse,
K = —AK_— 28E,

elde edilir. Benzer sekilde digerleri de hesaplanir.

3.2.12. Sonug: E® de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin #[C, 7] inversiyonu altindaki

gorlintiisii ¥ olsun. Buna gore

L.E.—K.F, = —A*{L,E,— K_F,},
M.E, —K.G, = —A*{M_E, —K.G.},
M,F,—L.G.= —A*{M_F,—L,G.]J,
dir [3].

3.2.13. ispat: (3.2.3) ve (3.2.7) ifadelerinden,

L.E,— K, = (-AL — 26E)(A°E,) — (—AK, — 26E,)(4°F,)
=—2*L_E_—28A*E F .+ A®K_F, + 28A%E_F,

= LE, —K,F, = —A*{L .E, — K,F,}

elde edilir. Diger esitlikler benzer olarak gosterilebilir.
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3.2.14. Teorem: Bir M vyiizeyini #(M) yiizeyine resmeden inversiyon
#.E:—(C}—E*—{C) olsun. O zaman @, M iizerindeki egrilik gizgilerini

(M) lizerindeki egrilik cizgilerine dontstiirtir [3].

3.2.15. Ispat: M iizerinde @: (a, b) = M bir egrilik cizgisi ve M nin parametrik ifadesi
x:U c E* = M < E® olsun. a(t) = x(u(t), v(t)) yazilabilir. Teorem 2.1.49. geregince o
bir egrilik ¢izgisi oldugundan,

(LE— KF)(a())u'(£)* + (ME — KG)(a(t)Hu'()v'(t) + (MF — LG) (a(t))v'(£)* =0
yazilir. Burada E,F,G ve K,L, M ile M yiizeyinin birinci ve ikinci esas form katsayilari
gosterilmektedir. Ayrica M'=@(M)ve M nin parametrik ifadesi
vi(w,v) € E* = y(u,v) € E° olsun. (€ea)(t) = v(u(t), v(t)) ve M nin birinci ve
ikinci esas form katsayilar1 E', F', 6" ve K', L', M' olmak iizere,
(L'E'—K'FI((#2a)())u' (1) + (M'E' = K'¢)((#=a) () Ju' ()" ()

+(M'F = L6 ((20a)())v' (1) (3.2.8)
ifadesini ele alalim. 3.2.4. Teorem ve 3.2.12. Sonug geregince

(L'E'—K'F"Y(®ea)(t) = —A*(LE — KF)(a(t))

(M'E'— K'G"Y(# o a)(t) = —A*(ME —KG)(a(t))

(M'F' = L'G"Y(® o a)(t) = —23(MF — LG)(a(t))

yazilabilir. Bu esitlikler (3.2.8) ifadesinde yerine yazilirsa

(LE' = K'F)((#° @) (0w (02 + (M'E' = K'6)((# > @) (D)’ (v ()

HUF ~ L'6")((2 0 a)(D)v' (1)°

= —2*(LE — KF)(a(t))u'(t)* — 22 (x)(ME — KG) (a(t) Ju' ()v'(¢)

— 3 (MF — LG) (a () (£)*

= —2*{(LE— KF)(a(t) Ju'(£)* + (ME — KG)(a(t) ' (£)v'(¢)

+(MF = LG) (a(0)v'()°)

= —A*{0}

=2 (LE' —K'FY)(#eoa)(®))u' () + (M'E' —K'G)((#° a) () Ju' (£)v' (1)

M F L6 (20 a)(D)r' () =

elde edilir. Boylece (% = a} egrisi #(M) tlizerinde bir egrilik ¢izgisi olur. Bu ise teoremin

ispatini tamamlar.

3.2.16. Sonug: Asli yiizeylerin inversive ylizeyleri de asli ylizeylerdir [3].
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3.2.17. Ispat: M ve M' yiizeyleri
i (wv) € E* = x(wv) € EP ve v:(w,v) © E* = y(u,v) © E® parametrik denklemlere
sahip olsunlar. Eger M asli yiizey ise 2.1.43. Teorem den F = L = 0 dir. Buna gore, (3.2.3)
ve (3.2.7) esitliklerinden,

F' = A°F

= F'=0

ve

L' = —AL — 246F
=0-0

= L'=0

elde edilir. O halde M’ yiizeyi de 2.1.43. Teorem geregince bir asli yiizeydir.

3.2.18. Teorem: E® de x bir asli lokal yiizey ve bu yiizeyin ®[C,*] inversiyonu altindaki

goriintlisii v olsun. Buna gore, bu yiizeylerin asli egrilikleri arasinda asagidaki baginti
mevcuttur: A, v) = ﬁ ven(u,v) = (U, (w,v), x(u,v) — C) seklindeki reel

degerli fonsiyonlar olmak iizere,

T, % 1=171 2
H1 = —4A THR1— 31

; (3.2.9)
k: = _ﬁ-_lkf ——="

2

dir. Burada k1. k2 ile x in, k1%, k," ile de v nin asli egrilikleri gosterilmektedir [3].

3.2.19. Ispat: x bir asli lokal yiizey ise 2.1.43. Teorem geregince F =L =0 dur.

Dolayisiyla 2.1.39. Teorem den

i K i M
ki =—veka=—

E G
oldugu agiktir. 3.2.16. Sonug geregince ¥ yiizeyinin de asli ylizey oldugu soylenebilir.
O halde

ki"=—=vek, =—

olur. Burada K'.E',M'.G' ile v yiizeyinin birinci ve ikinci esas form katsayilari
gosterilmektedir. (3.2.7) esitliklerinden, & = (v {U,,x — CH/|lx— C||*

olmak tlizere
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1o
K1 = —
A°E
K24
=_.-'{_l_ - =
E AT
) 2
T, = o 1=17
=K1 = —A TH1L——=N
32

olur. Benzer sekilde (3.2.7) esitliklerinden,

1 —AM — 266
Ky = ——=
- ATG
M 2
— _3-1
= —4 —_ - —
& ?_TI
_ 2
=k, ==k, —=7
-
elde edilir.

3.2.20. Teorem: E® de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin #[C, 7] inversiyonu altindaki

goriintiisti ¥ olsun. O zaman
14 4

K'==K+—A"nH+—7 (3.2.1(})
A e T

dir. Burada K™ ve K| sirastyla, ¥ ve x in Gauss egrilikleri, H™ ve H, sirasiyla, v ve x in

ortalama egrilikleridir [3].

3.2.21. ispat: k1" ve k., ¥ nin asli egrilikleri olmak iizere Gauss egriliginin tanimindan,
K- = kl- k: ’

yazilabilir. Burada, (3.2.9) esitlikleri g6z 6niine alinirsa,

. 2 . 2
K* = (=A% = 5) (=4 ke — 1)
e e
e T 1-=11 2 2 1-17 4 2
= A THIKz T A TH1—SN T —=hA TR T
T T T
4 4

=K =i K+—3i'nH +—n
e s

elde edilir.

3.2.22. Teorem: E® de x bir lokal yiizey ve bu yiizeyin #[C, 7] inversiyonu altindaki

goriintiisti ¥ olsun. O zaman

1 2
H'=—i(1_}H—?—:n(xj (3.2.11)
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dir. Burada K© ve K, sirasiyla, v ve x in Gauss egrilikleri, H™ ve H, sirasiyla, v ve x in

ortalama egrilikleridir [3].

3.2.23. ispat: k1" ve k" ¥ nin asli egrilikleri olmak iizere ortalama egrilik tanimindan,

1
H == (k' + k") (3.2.12)

yazilabilir. (3.2.12) ifadesinde (3.2.9) esitlikleri goz Oniine alinirsa,

1/ _ 2 _ 2
H" =— [ [—;{_lki——ﬂﬂ) T [—;{_lk: — —,.TJJ)
2 ) e e

.1 2
= At = (ki + ko) — 57
2 T

2
=—AlH -
=

bulunur. Bununla teoremin ispati tamamlanir.
Buradan asagidaki sonuglar ifade edilebilir.
3.2.24. Sonug: x minimal bir lokal ylizey ve x in r yarigapli ve € merkezli inversive

ylzeyi ¥ = #€(x]) olsun. K* ve K, sirastyla, y ve x in Gauss egrilikleri, H" ve H, sirastyla,

¥ ve x in ortalama egrilikleri olmak tiizere,

()
S Ry
S T e )
2
H® = —?—:T;r(:‘a.':l.
dir.

(i) #£(x) ylizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
n(x) = (U, x(w,v)—-C)=0

olmasidir.

3.2.25. Ispat: (i) Eger x minimal ise, # = 0 dir. Boylece (3.2.10) ve (3.2.11) den

1 4 Y
K* = ——=K+—n(x)
"

A (1.:]2
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H = ——n(x
- Tgn(j')'

oldugu aciktir.
(ii) (=) x minimal iken ©(x) de minimal olsun. Bu taktirde (3.2.11) den

0=0- i,,*.r';r[xj
2
=n(x)=20
yazilir. #(x) = {U,.,x — C}) oldugundan,
(U, x(u,v)—C)=0
olur.
(=) Tersine x minimal iken (U, x(1,v) —C} = 0 olsun. Buna gore, H = 0 ve n(x) = 0
olur. O halde (3.2.11) den
H* =10

elde edilir.
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4, Uciincii Boliim
4.1. Yiizey inversiyonlar1 11

4.1.1. Teorem: E? de bir yiizey M ve bu yiizeyin ®[C,7] inversiyonu altindaki
goriintiisii M’ olsun. Buna gore, M ve M’ yiizeylerinin parametrik ifadeleri, sirasiyla,
x:(u,v) € E* = x(w,v) C E? ve y: (u,v) = E* = v(iu,v) < E? olmak iizere;

{[«'rl'l =1V, — 11{11[1' — C:I

olur. Burada {V1,V2'} ve {V1.V1], swrasiyla, y(M') ve y(M) vektdr alanlar1 uzaymm

2V x—C) 2V .x—C) .
bazlari, ayrica Y1 = ——— ve Y2 = dir.

—CI2

4.1.2. ispat: (3.2.2) ifadelerinden,

i 2{x,,x —C) i 2{x,,x —C}
v I ={Ax, ————=(x—C) Jd[x_.—“—,.[x—f:') )
) . lx=clF = C)?
4ri{x,x— CY¥  4ri{x,x — CY|x— C|*

lx—clI® lx—C||&

= 17|l )17 -
= ()P
= |y, Il = Allx,|

olur ve benzer sekilde ||y, || = Allx, || dir. Buradan,

, V., 1/ 2{x 0 — CH(x— C))
'[_.-’l' — = = - A _')_'u — = =
|1*m| ‘{ll-:,:l . |1._C|_
2 2i x — Y (x—C
x, Tl Mx—=C)
(B |l —C|?

2{Vy,x —C)

= 1/, = 7y — — A
1 1 |1_£|| & E :I
ve
v, 1 2{x,x = CH{x— C‘j)
== Alx, — : -
vl Al |x—ClI7
(2 x— C)(x —C
v, 2Errm w9

I, | llx —Cl|?



2V, x —C)
lx—CI?
elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

=1, =V, - (x—C)

4.1.3. Teorem: inversiyon, bir yiizeyin regiiler ve singiiler noktalarini invaryant
birakir.

4.1.4. ispat: E* de bir yiizey M ve bu yiizeyin #[C, 7] inversiyonu altindaki gériintiisii
M'olsun. Buna gore, M ve M' yiizeylerinin parametrik ifadeleri, sirasiyla,
x: (u,v) © E? = x(w,v) = E? ve y: (u,v) C E* = v(u,v) © B3 olmak iizere; regiiler
noktalarin  invaryanthig igin, x(uo.vo) =P noktasinda (x, X x )l =0 ise
v(ug, vo) = P(x(uo,vo)) noktasinda (v, X ¥,) lery, .y =0  oldugunu  gostermeliyiz.
Kabul edelim Ki (x, *x.) lr, .= 0 iken , (¥, X ¥,) l4¢y,..;= 0 olsun. Buna gore
(3.2.4) esitliginden,

2P =G (x, X)) D
a 1P —C|I?

(x, X x,) |'::;;..'.r;.." j}}(P —€)

olur. Elde edilen bu ifadenin her iki yani (P — C) ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

2P =G (xy, K )
1P —c|?

= (2 %X 2,) Ny P =€) = 2{P = €, (2, X ) lu, )

. Y, .
{(:}'u X i'l.',_.,jl |(:-::.-‘.-‘:._"JP - C) — | P— Cl )

= ((x, X x,) lry o P —CI=10
elde edilir. Dolayistyla (v, X ¥,) lecu, o= 040, X %0,) Iey, 0y, P — C) =0 olmalari ve
(3.2.4) den,
0= (—(r, X 5,) lgsay +0)
0= F(~(ea X 5,) I )
yazilir. Boylece 4 = (r*/||x — C||*) ifadesi her x(i,v) noktas: igin sifirdan farkli reel
degerli bir fonksiyondur. Dolayisiyla (x, % x,) |y, .. ,=0 olur. Bu ise kabuliimiizle
gelisir. Boylece (v, ¥ ¥,) lery, .= 0 bulunur.

Singiiler noktalar igin gdstermeli ki; x (1, v0) = P noktasinda (x,, X x,) Iy, =0
ise ¥(uo, o) = ®(x(uo,vo)) noktasinda da (¥, X ¥,) le(y, .., =0 dir. Buna gore (3.2.4)

den, (x, X x.) Iy, .., =0 ise

f 2{(P—C)0NP—C
(_1'.._. Y },1?] |-i:~|'-- . = ‘;Lj 'D s ( j .(q :I)
= : L L2 |F—C|'
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= (v, X v,) l&tugw) =0
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.15. Sonug¢:  Eger x(upvo) =F noktasinda  (x, Xx,) |l =0 Ve

v(u, vo) = 2 (o, vo)) noktasin da (Ve X 92) Lo gumy % 0 e
{Lr-" |'::-'5:|-'--':|_"‘ (P - C:I'} =0 iSE,

Lr_'-' |‘1-°|:L::,.‘..':,_'-= _U_;; |'::-:| 2

dur.

4.1.6. Ispat: (x, x x,) .0 = 0Ve (Vy X 3,) e, ® 0 iken

{ Lr-l' | (ugng

L(P=0) =0

ise, (3.2.6) dan

=—U

x |':1~':--‘--‘:-."

Lr.

|‘i‘“':?-':--‘--‘:-."
bulunur.

4.1.7. Sonug¢: x ve ¥ minimal lokal yiizey ve v lokal yiizeyi X in ®[C, ] inversiyonu

altindaki goriintiisii olsun. Buna gore U,, = —U,, dir.

4.1.8. Ispat: 3.2.8. Sonug geregince
20U, x—CHx—-0C)
u.=-U,+ ~
’ llx—CllI?

yazilabilir. Ayrica 3.2.24 Sonug dan X ve Y minimal olduklarindan {U,,x — C} = 0 olur.

Buradan U, = —U, elde edilir.

4.1.9. Teorem: E® de bir yiizey M ve bu yiizeyin ®[C.r] inversiyonu altindaki
goriintiisii M* olsun. Ayrica M ve M’ vyiizeylerinin parametrik ifadeleri, sirasiyla,
w(wv)c Ef = x(uv)c E¥ ve wlwv) cE*=viuv)cE® olsun. Swves”

sirastyla, M ve M’ nin sekil operatdrii matrisleri olmak iizere

st=_ils _ZyL, 4.1.2
)
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dir. Burada A(w,v) = r?/||x(w,v) — C||* ve n(wv) = (U (uv) x(u,v) —C) seklinde
reel degerli fonksiyonlardir.
4.1.10. ispat: 2.1.39. Teorem de ki Weingarten denklemlerinden, M' yiizeyinin birinci

ve ikinci esas form katsayilar1 £, F,G ve K,L, M olmak iizere

) .
—5'=ﬁ[£5 KG KF-LE (4.1.3)
EG— B2 LWiF— 16 IF—MIE

yazilabilir. (3.2.3) ve (3.2.7) esitlikleri burada g6z oniine alinirsa

LF —KG = {—AL — 26FYA*F) — {—AK — 26E}{A*G)
= ALF—-KG}+ 282 {EG —F*},

KF —LE = {—AK — 26E}{A*F} — {—AL — 28F}{A*E}
= —A¥KF - LE},

= [{—AM — 28G}{A*F)} — {—AL — 28F}{A*G)
—A3{MF — LG,

LF —ME = {—AL — 26F}{A*F} — {—AM — 26G}{A*E)
= —23{LF — ME)}+ 28A*{EG — F*},

olur. Bu ifadeler (4.1.3) de yerine yazilirsa,

B 1 —AMLF —KG} + 284 {EG — F?} —AKF—LE}
~ A*(EG —F?) [ —A{MF — LG) —ALF —ME}+ 263%*(EG — F?)
B 1 —AYLF —KG} —A*KF —LE}
~ A*(EG - F?) [—.F{MF—LG} —A3{LF — ME)
1 26A*{EG — F?} 0
T AHEG -F?) [ 0 2622(EG — F?)

_ -1 1 [LF—KG KF—LE]_EM_:[l G]
(EG—F*) IMF—-LG LF—ME 0 1

= 5'= 1715 — Sl

elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.
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4.1.11. Teorem:
(i) E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimli bir inversiyon, herhangi bir asli yiizeyin

umbilik noktalarin1 degismez birakir.

(i) E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimli bir inversiyon, herhangi bir asli yiizeyin

flat noktalarin1 umbilik noktalara doniistiirtir.

(iii) £%, 3-boyutlu Oklid uzayinda tanimli bir inversiyonun, herhangi bir yiizeyin

flat noktalarini invaryant birakmasi i¢in gerek ve yeter sart

n(x) =< U (wv)x(wv)—C=>==20
olmasidir.

4.1.12. Ispat: (i) E® de bir yiizey M ve r yarigapli C merkezli inversiyon € olsun. Eger
P £ M noktas1 bir umbilik nokta ise, #(P) € £(M) noktasinin #{M) ylizeyinin bir
umbilik noktas1 oldugunu gdstermeliyiz. M yiizeyinin P € M noktasinda sekil operatorii

matrisi S olmak lizere,

dir. Bu ifadeyi (4.1.2) de g6z oniine alirsak,
- " 2
5§ ==A(P)EI" —=n (P
o

olur. —A*(P)¢ —f—m(P) = w £ K oldugundan,
ST=wl, welR

elde edilir ki, bu da #(P) € €(M) noktasinin £ (M) yiizeyi i¢in bir umbilik nokta olmasi

demektir.
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(i) E* de bir yiizey M ve r yarigapli € merkezli inversiyon € olsun. Eger P € M noktasi
bir flat nokta ise, M yiizeyinin P € M noktasinda 5 sekil operatorii matrisi § = 0 seklinde
bir sifir doniigiimdiir. Buna gore #(M) ylizeyinin #(P) € £(M) noktasinda sekil

operatorii 5 olmak iizere, (4.1.2) den
o 2
ST = —23(x)5 — =0 ()
2

_ 2
= —23(P)0 —Sn(P)I:
o

— ey
- T:"’F()E

olur. —_%'rr(P) =1 € E oldugundan,

S*=yh, YER

elde edilir ki, bu da (P} nin umbilik nokta oldugunu gosterir.

(iii) (=) E® de bir yiizey M ve r yarigaphh € merkezli inversiyon @ olsun. Eger P € M
noktasi bir flat nokta ise, M yiizeyinin P € M noktasinda 5 sekil operatdrii matrisi 5 = 0
seklinde bir sifir doniistimdir. Kabul edelim ki # (M) yiizeyinin €(P) € € (M) noktas1 da
bir flat nokta olsun. Dolayisiyla €M) yiizeyinin sekil operatorii $° = 0 geklinde bir sifir

doniistimiidiir. Bunlar (4.1.2) de goz 6niine alinirsa,

] 2
§°==21(P)S — =n(P)i:
-2
i 2
0=—A*(P)0— =n(P)I:
2

=0= —f—:?;r[P]Ig

olur.

Burada n(P) = (U, |z, P — C} ve I birim matris oldugundan,
n(P) = (U, |z P—C)=0

={U.|,.P—-C)=0

elde edilir.
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(=) Tersine; (U, (w v),x(u, v) —C) = 0 olsun. Buna gore P € M noktasi bu yiizeyin flat
noktasi ise F € M noktasinda yiizeyin sekil operatorii 5 = O olur. (4.1.2) ifadesinde bu

bilgiler g6z oniine alinirsa
§*=—2(P)0+ 0L, =0
yazilir. Boylece flat noktalar invaryant kalir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.1.13. Sonug: X ve y minimal lokal yiizeyler olsun. Ayrica y lokal yiizeyi X in ¢[C,7]
inversiyonu altindaki goriintiisii olsun. Bu taktirde bu yiizeylerin flat noktalar1 inversiyon
doniistimii altinda invaryant kalir.

4.1.14. ispat: 3.2.24. Sonug geregince X Ve Y minimal lokal yiizey olduklarindan,
{(U,x—C)=20 olur. Bu ise 4.1.11. Teoremin son sikki geregince yiizeylerin flat

noktalarinin inversiyon altinda invaryant kalmas1 demektir. Boylece ispat tamamlanir.

4.1.15. Teorem: M bir asli ylizey ve M nin r yaricapli ve C merkezli inversive yiizeyi
M'=<@®(M) olsun. Bu yiizeylerin Christoffel sembolleri, sirasiyla, T ve T}

(i,j,k = 1,2) olmak iizere;

( - [y ws . [ALE
Ih =Th+—=, T4H=T§H ——5—.
11 11 232 11 11 2125
. L P L
IL=ri+— TI5=T5+—, 4.1.4
12 11 2‘){_ 12 12 2{{_ E j
L =T} — 4.6 I, =T+ #]

-7 ) -

dir. Burada A(w,v) =v*/|lx(w,v) — C|* reel degerli bir fonksiyon ve E.G de M

yiizeyinin birinci esas form katsayilaridir.
4.1.16. Ispat: 3.2.16 Sonug dan M' de bir asli yiizey olup 2.1.43. Teorem geregince,

F =L =0dw. Buna gore E,F,G,M' yiizeyinin birinci esas form katsayilar1 olmak

lizere, 2.1.38 Tanim geregince
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(., _E, ., —E,
= —":_J ]__'1-1 = —
Y2 26
E G.
FL =2 opr_— v 4.1.5
- ¥ E )
fr—"Cu g2 _ G
S 2B T 26
yazilir. (4.1.5) de (3.2.3) esitlikleri g6z Oniine alinirsa,

o B _PEHIPLE_E. [PLE__, [Pl
11 =~ 12 12 11 12
2E 24A°E 28 24°E 24
~ o _E.. "{-E.. L ["F]‘..‘E E..‘ [‘{_].E 2 ["{:]'..‘E
i = = - 17 = T LT 5z- Tl T oo
26 247G 20 2476 2A°G
Il —E_—A:E_[A:]E_E_[I{:]_l—-‘l _["i':]
- 12 - PER LT 2
2E 2A°E 2E 2A° 247
. _5“ _A:G —[A:];,G_ G, [A:]M_l_‘_ [A:]u
BTo6T 2236 T 26 222 TR op
G MG DNG 6 P0G, [A9)76
= 2E 2A(x)*E 2E  2A(x)*E %" 2A(x)%E
w2 _ 6 A%, D@6 G B _ s |, [0
226 24(x)26 26 2A(x)° P 2(x)°

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
4.1.17. Teorem: M bir ylizey ve M nin ryaricapli ve € merkezli inversive yiizeyi
M'=<e(M) olsun. Bu yiizeylerin  Christoffel  sembolleri,  sirasiyla,

I ve Oy (i, k = 1,2) olmak iizere;

[‘E‘:]M[EG_EF:]_[‘;‘:]FE’ e E{[";‘:]MF_[";‘:]E}

L =T} + . . L =T5 + - =

o 2A%[EG — F?] oo 2A2[EG — F?]

w1 _ oy CUPLE-DLLFY ., ., | E{X].6 - [¥],F)

Ty =Ty + 12 2 » Ty =T + 12 2 (4.1.6)
23*[EG — F?] 2A2[EG —F?]

-h,.,i,., — ]._'.-.1.-. n l::;{[")‘E':]F_ [‘{:];G} f'.-.:.-. — Fn:n N [&:]'[EG _EF:] Ll [&:]MFG

= = 2A2[EG —F? = == 2A2[EG — F?]
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dir. Burada A(w,v) =+?/|x(w,v) — C||* reel degerli bir fonksiyon ve E,F,G de M

yiizeyinin birinci esas form katsayilaridir.

4.1.18. Ispat: (3.2.3) de, sirastyla, u ve v ye gore tiirev alinirsa,

E, =[A*]E +A%E,, E,=[A*],E+A°E,

F = [A*|,F+A*F, F,=[A*],F+ A°F,

"

G, =[], G+ 4G, G, =[1"].G+ 4G,

o

olur. 2.1.38 Tanim geregince

F_ A:G{[AE]JE—AEEE}—E.FF{[;{:];.F—AEF{J}_AEF{[AE],,E—AEE,__,}
n 2A*(EG— F?) 2A*(EG — F?)
_ A{GE, — 2FF, + FE,} A*{[#’],GE — 2[#*],F* + [4*] .EF}

O 22%(EG-FT) 2A%(EG — F?)

[°].[EG — 2F°] + [#°],FE

=TL =14+ J
oo 2A%[EG — F?]

= 0 2"{ E{[ ] + A7 F } — A E{[ ]‘..'E_ ";‘:E'.r} _"FF{["'{:]::E_ ";‘:E::}

n 23%(EG — F%) 23*(EG — F?)
_ AM{2EF,— EE, + FE,}  2*{2[A(x)*],EF — [#*],E* — [1*] ,EF}

T REG-FY) 22*(EG — F?)

=T =I5+ s 1 G E}’

2A%[EG — F?]

fl o= ’{:G{["i‘:]v‘g T "FE'.:} - A:F{["F]JG T "FG::}

= 24*(EG — F*)
— "FG{["F]'}E _";‘:E'.r}_ "FF{[";‘:]JG _’{:Gu}
Eié[EG—F:]q 25*[55—#)
1 oy o SPLE - [PLF
’ . 2A*[EG — F?]
p2 o PEUFLG + 126,) — PR([P].E + 1°E,)
= 21*(EG — FY)
_AME([l,6+ 46} FF{¥].E+AE)]
21%(EG — F%) 24%(EG — F%)
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_ 2XG{[A],F + FF} - ¥G6{[#*],6 + #6,} — FF{[¥],6 + [¥*]G,]

B 24%(EG — FY)

_2MG{[],F+ A’F} AG6{[¥°],6+A°G,} AF{[¥L,6 + [¥]G,)

T 2M%(EG—F?Y) 24%*(EG — F?) 24*(EG — F?)

G{[4*],F — [#°].6)
2A*[EG — F*)

1'—“-1

-

=Th =ThH+

¥

2 12

1,6+ #6,} — 28 F{[#°],F + 'R}  A*F{[#*],G+ 1’6}
27%(EG — F?) 22*(EG — F?)

..  ACE{[A
I3, = d

_ M{EG, — 2FF, + FG,} _[F*]{EG — 2F*} + [1.FG)

SR TR

[A°],[EG — 2F?]+ [A*]FG
2A%[EG — F?)

=Th =T+

¥

esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. Dordiincii Boliim
5.1. Inversive Egriler ile lgili Uygulamalar

5.1.1. Ornek: a(t) = (cost, sint,0.1t), 0 =t = 2w parametrik denklemi ile verilen
helis egrisini gbz Oniine alalim. Verilen bu egrinin, merkezi orijinde ve yarigap1 1 birim
olan kiireye gore tanimli, inversiyon altindaki goriintiisii;

(cos t,sin t,0.1t) — (0,0,0)
l[(cos t,sin t,0.1¢) — (0,0,0)] z

(£oa)(t) = (000)+

1
= ———(cost, sin t,0.1t)
1+ 001t

dir, (Sekil 5.1.1).

|

Uy

i

AN

VoV 9.9.00A

A
)
(A

;

§l
SO,

A

N/
¢

(.

%
J
X2

l‘ .
AN

Sekil 5.1.1. Helis ve Inversive egrisi

5.1.2. Ornek: «a(t) = (2cost—cos2t, 2sint—sin2t), 0=t =27 parametrik
denklemi ile verilen kardioid egrisini ele alalim. Bu egrinin, merkezi orijinde ve yarigap1 1
birim olan kiireye gdre tanimli, inversiyon altindaki goriintiisti;

(2cos t — cos2t, 2sin t — sin2t) — (0,0)
|| (2cos t — cos2t, 2sin t — sin2t) — (0,0)])°

(®oa)(t) = (0,0)+

=————(2cost —cos2t, 25in t — sin2t)
5 —4cost

seklindedir, (Sekil 5.1.2).



Sekil 5.1.2. Kardioid ve Inversive Egrisi

=t 2

F

coSt cos tIin :'\]
!

5.1.3. Ornek: Bernoulli Lemniskati egrisi a(t) =(1_c-“:~ rE—

parametrik denklemiyle verilsin (Sekil 5.1.3). Bu egrinin, merkezi orijinde ve yarigapr 1

birim olan kiireye gore tanimli, inversiyon altindaki goriintiisii;

cos rﬂ , Cos rgiﬂq r] — (0,0)
+ sin"t 1+ sin"t/

cos rﬂ JCGS‘ 1‘51’?&1‘_ (0,0)] a
1+ sin~t 1+ sin~t

(@ a)() = (0,0)+ | =

1
= [ Ltan 1‘)
cost

olur. Bu ise bir hiperbol dir, (Sekil 5.1.4).

Sekil 5.1.3. Bernoulli Lemniskati
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Sekil 5.1.4. Inversive Bernoulli Lemniskati
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5.2.  Inversive Yiizeyler ile Ilgili Uygulamalar

Ornek 52.1. M, =x(uv)= (3cosucosh(v/3)3sinucosh(v/3),v) parametrik
denklemiyle verilen bir katenoid yiizeyi olsun. Bu yiizeyin, orijin merkezli ve birim
yarigapli, inversive ylizeyinin asagidaki 6zelliklerini hesaplayalim:

(1°) Parametrik denklemini,

(2°) Tanjant uzayinin bazlarini ve birim normal vektor alanini,

(3°) Birinci ve ikinci esas form katsayilarini,

(4°) Asli yiizey olup olmadigini,

(5%) Gauss, ortalama ve asli egriliklerini,

(6) Sekil operatoriinii,

(77) Chrisstoffel sembollerini.

Coziim: Simdi M nin 6zel olarak secilen P = x(0,0) = (3,0,0) noktasinda, yukarida
istenen Ozelliklerin hesaplamasini yapalim.
M yiizeyinin P = x(0,0) = (3,0,0) noktasinda ki tanjant uzayinin baz vektorleri,
V, = (—sinu, cosu, )
., _ (cosusinhv /3, sinusinhv /3,1)

"

2 (1+ sinhv/3)" 12

olmak tzere

V1 (P) = (0,1,0)
{L’: (P)=1(0,0,1) (5.2.1)

seklinde elde edilir.

M yiizeyinin P = (3,0,0) noktasindaki birim normal vektord,
U.(P) = (1,0,0) (5.2.2)
olur.

M yiizeyinin P = (3,0,0) noktasindaki birinci ve ikinci esas form katsayilari,

E(P)=9,F(P)=0,G6(P) =1

K(P) = —3,L(P) = 0, M(P) =% (5.2.3)

dir.
M yiizeyinin P = (3,0,0) noktasindaki Gauss, ortalama ve asli egrilikleri,
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K(P) ==, HP) =0, K(P) ==  ka(P)=—2 (5.2.4)

olur.
M yiizeyinin P = (3,0,0] noktasindaki sekil operatoriiniin matrisi,

1
- 0
s(p) =3 (5.2.8)
|::| —_—
seklinde bulunur.
M ylizeyinin P = (3,0,0) noktasindaki Christoffel sembolleri,
I4(P) =TH(P) =T (P) =TH(P) =T4(P) =TL(P) =0 (5.2.6)
dir.
Ayrica reel degerli 4,1, 1. & fonksiyonlarinin P = (3,0,0) noktasindaki degerleri;
72 12
AMu,v) = = -
|x(w,v) —Cll  |l(3cos ucosh(v/3).3sin ucosh(v/3),v) —(0,0,0)]°
1
Alu,v) = S
Scosh (uiﬁj v (5.2.7)
= A(GJ'D} = @1
n(u,v) =A{U,.P —C}
7(0,0) = {(1,0,0),(3,0,0)}
= 1(0,0) = 3, (5.2.8)
24V, x(uw,v) —C)
Yy (wv) = 5
1 |l (2, v) — C||*
2((0,1,0),(3,0,0))
11'51 E'DJ'D:I = 9
=, (0,0) = 0, (5.2.9)
2V, x(u,v) — C)
Y, (u,v) = —— 5
- |l (w, v) — C||°
2((0,0,1),(3,0,0))
Y, (0,0) = 3
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= 1,(0,0) = 0, (5.2.10)

r{U,,x(u,v) — C)

6w ) = tw ) = I
{(1,0,0),(3,0,0)}
5(00) = ( ) ( )
81

5(0,0) - 5.2.11
= = — v

6(0, 57 ( )
elde edilir.

(1%) M nin, orijin merkezli ve birim yaricapli, inversive yiizeyini M ile gdsterelim. M nin

parametrik denklemi (3.2.1) den,

1?(3cos ucosh(v/3),3sin ucosh(v/3),v) — (0,0,0)
I (3cos ucosh(v/3),3sin ucosh(v/3),v) — (0,0,0)]°

viuv) =@ [:1'[14:, u)} = (0,0,0) +

(5.2.12)

"

3cos ucosh(v/3) 3sin ucosh(v/3) v J
Scosh?(v/3) + v? 9cosh? (v/3) + v2 9cosh? (v/3) + v?

viu,v) = (

yazilir. P = x(0,0) = (3,0,0) noktasmn inversi olan noktayr (P} = @ ile gosterelim.

Buna gore

®(P) =@ =(0,00) +

((3,0,0) - (0,00)) _ (1 J

= 15 'D.IID
| [31':}1{:') - [l:::l.l{:l.ll:]:ll - 3

olur.
(2°) M yiizeyinin vektor alan1 uzayinm bazi {V; . V5 } olsun. (4.1.1) den,

{[’;1.' — Fl _ wllii"-' _ {T:I
V=V, =4y (x = C)

yazilabilir. (5.2.1), (5.2.9) ve (5.2.10) ifadelerinden,
Vi (@(P)) =1(Q) =V1(P) —91(P)(x(0,0) - C)
= (0,1,0) — 0(3,0,0)

= 17(Q) = (0,1,0)

elde edilir. Benzer olarak
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vy (@(P)) =13 (Q = V3 (P) — ¥, (P)(x(0,0) - C)
=(0,01) — 0(3,0,0)

=1, (Q) =(0,01)

bulunur.

(3°) M’ yiizeyinin birinci ve ikinci esas form katsayilari, sirasiyla, £, F,G ve K, L, M

olsun. @ = @(P) olmak iizere (3.2.3) ve (5.2.3) ifadelerinden

E(Q) = 2*(P)E(P) = ég :%

F(g)=A*(P)F(P)= é{) =0

6(Q) = #(P)G(P) =—1=—

- , . 1 2 1
K[Qj=—A(ijf—za(PjE——E(—aj—Eq——g
L(@)=—-A(P)L—-25(P)F =0

_ i . 171 2 1
.-'er(Q:I=—A[P:I_-'er—20[P:|G=—§[3J

elde edilir.

(4°) (3°) den M’ yiizeyi icin F(Q)= L(Q) =0 oldugu biliniyor. Buna gore 2.1.46.

Teorem geregince M yiizeyi bir asli yiizey olur.

(5%) M’ inversive yiizeyinin #(P) = @ noktasindaki Gauss, ortalama ve asli egrilikleri,
strastyla, K*(Q), H* (@) ve k{ (@), k3(Q) seklinde gosterilsin. Buna gore (3.2.10) dan
Gauss egriligi,

1 4 4 .

K(Q) = 3y KB + 2 A7 (B)(P)H (P) = 2 (P
- [81)[—%)—%3.91}—%.9
= K*(Q)=27

bulunur. (3.2.11) den ortalama egrilik,

H(Q) = 15 (P) = Zn()
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2

=-9.0-—3
l_

= H(Q)=—6

elde edilir. (3.2.9) dan asli egrilikler, sirasiyla,

k" (@) = ~27(P)ka(P) ~ n(P)

ve

ky (@)= —A"H(P)k2(P) —;n(P)
1

=—9(—§]—23

=k, (@)= -3

seklinde olur.

(6°) M’ yiizeyinin €(P) = @ noktasindaki sekil operatdrii matrisi 5°(@) olsun. 4.1.9

Teorem den

5°(Q) =~ (P)S(P) ~ (AL,

0
=9 l_E'S[é ‘i]

|:::| —_

3
=[5 3-[5 o
:?EIQJZ[;f —2]
elde edilir.
(7°) (5.2.7) den
1

- = ()

Huv) = 9cash®(v/3) + v?

reel degerli fonksiyonunun P = (3,0,0) noktasinda, sirastyla, (A(w, v)7), ve (A(u,v)7),

ye gore tiirevlerini hesaplanirsa,

50



(A, 2)%), = (M), = 0
ve

(A(w,v)?), = 24(w,v) [A (u, uj}
 —6cosh(v/3) — 2v
B 1 ( G 3 2 )

9cosh?(v/3) + v\ (9cosh?(v/3) + v?)*

= (A(P)?), =0

elde edilir. (4°) den M’ yiizeyi bir asli yiizey oldugundan 4.1.17. Teorem ve (5.2.6) dan

rl _ 172 _ 1 2 il
1—'11_1_‘1‘1_1_‘12_1_‘

=~:=|::I

- -

[y
I_.ll.'l
ra

bulunur. Burada I} . .k = 1,2 ile M' yiizeyinin Christoffel sembolleri gosterilmektedir.

Boylece ¢oziim tamamlanir.

Asagida M yiizeyi, (Sekil 5.2.1) ve M" invers yiizeyi, (Sekil 5.2.2) de gosterilmistir.

Sekil 5.2.1. Katenoid
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Sekil 5.2.2. Inversive Katenoid

Ornek 5.2.2. M yiizeyi,

i i u

x(u,v) =10 (cos iU+ vcos (E) cos U, Sin U+ vees (E) sin U, vEin (E))
parametrik denklemi ile verilen bir Mdbius seridi olsun. Buna gore M nin, orjin merkezli

ve birim yarigapli, invers ylizeyi

(cos U+ Vros {%) COS i, 5l U+ voas (%) sin U, v5in (%))

viwv)=

10 (1 Lt Evcas(%))

olur, [(Sekil 5.2.3) ve (Sekil 5.2.4)].
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Sekil 5.2.3. Mébius seridi

Sekil 5.2.4. Inversive Mobius seridi

Ornek 5.2.3. x(u,v) = ((8+ 5cosv)cosu,(8 + 5cos v)sinu, 5sin v)  denklemiyle
verilen M yiizeyi, tor yiizeyi olsun. Bu yiizeyin, orijin merkezli ve birim yarigapli,

inversive yiizeyi yine bir tor ylizeyidir. Inversive tor yilizeyinin denklemi,

((8+ 5cos v)cos u, (8 + S5cos v)sin u, Ssin v) — (0,0,0)

viw,v) = (0,0,0)+ -
y(wv) = ( ) (8 + 5¢cos v)cosu, (8 + 5cos v)sinu, Ssin v) — (0,0,0)||°

B [(8 + Scosvicosu (8+ Scosv)sinu Ssinv )
B 89 +80cosv = 89 +80cosv 89+ 80cosv

seklindedir, [(Sekil 5.2.5) ve (Sekil 5.2.6)].

Sekil 5.2.5. Tor yiizeyi
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Sekil 5.2.6. Inversive Tor yiizeyi

Ornek 5.2.4. x(u,v) = (2cosu, 25in w,v), u = [0,2n],v = [-10,10] denklemiyle

verilen dairesel silindirin, orijin merkezli ve birim yarigapli, inversive;

(Zcos u, 25in u,v) — (0,0,0)

viwv) =000+ -
y(wv) = ( ) [[(2cos u, 2sin w,v) — (0,0,0)]|°

[E-C-:i-gu 25in u v J
= a9 ar
4+v- 4 +v 4+ v

"

olur, [(Sekil 5.2.7) ve (Sekil 5.2.8)].
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-10

Sekil 5.2.7. Dairesel silindir

Sekil 5.2.8. Inversive dairesel silindir

D o o e W W L W O W e W W W

W O O W YO Y O " Y O O O O O O WO WO

0 N N W N O, N N O e N W
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Ornek 5.2.5. x(u,v) = (cos usin2v, sin usin2v, sin v) parametrik denklemiyle verilen
sekiz yiizeyini goz Oniine alalim. Buna gore bu yiizeyin, orijin merkezli birim yarigapli,

inversive yiizeyi

(cos usin2v, sin usin2v, sin v) — (0,0,0)

viwv)=(000)+ 7
¥ )= ) I (cos usin2v, sin usin2v, sin v) — (0,0,0)||°

(cos usin2v, sin usinv, sin v)

=viuwv)= . = .
dgin veos v + sin v

seklindedir, [(Sekil 5.2.9) ve (Sekil 5.2.10)].

Sekil 5.2.10. Inversive sekiz yiizey
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6. SONUC

3.2.20 Teorem ve 3.2.22 Teorem e bagli olarak asagidaki sonug elde edildi;
6.1. Sonuc¢: x minimal bir lokal yiizey ve x in r yarigapli ve C merkezli inversive yiizeyi
v =%(x) olsun. K* ve K, sirasiyla, y ve x in Gauss egrilikleri, 5 ve H, sirasiyla, v ve x

in ortalama egrilikleri olmak iizere,

(i)

S

K= 10" 1)
2

H'=—?—3TF(1')-

dir.

(i) #(x) yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(U, x(u,v)—C}=0
olmasidir.
3.2.4 Teorem ve 3.2.10 Teorem e baglh olarak asagidaki sonug elde edildi;

6.2. Sonug: Asli ylizeylerin inversive yiizeyleri de asli ylizeylerdir.
4.1.3 Teorem e bagl olarak asagidaki sonuglar elde edildi;
6.3. Sonug¢:  Eger  x(upvoe)=F  noktasinda  (x,Xx )l . F0 Ve

¥(uo, vo) = P (x(uo, o)) noktasin da (v X V) ey un =0 iken
{:U.x |'::~':..'.-‘:-."J EP - Cj'} = O ise,

dir.

6.4. Sonu¢: x ve v minimal lokal yiizey ve ¥ lokal yiizeyi x in @[C,r] inversiyonu

altindaki goriintiisii olsun. Buna gore U,, = —U,, dir.

4.1.13 Teorem e baglh olarak agagidaki sonug elde edildi;

6.5. Sonu¢: X ve y minimal lokal yiizeyler olsun. Ayrica y lokal yiizeyi X in @[C, 7]
inversiyonu altindaki goriintiisii olsun. Bu taktirde bu yiizeylerin flat noktalar1 inversiyon

doniisiimii altinda invaryant kalir.
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