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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MINKOWSKIi UZAYINDA HAREKETLERIN iNCELENMESi

Selcuk BAS

Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
2011, Sayfa: 374+ VIII

Bu calisma ii¢ boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde Minkowski uzayinda temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; R} 3-boyutlu Minkowski uzaymda kiiresel hareketler incelendi ve kiiresel
hareket de koordinat doniisiimleri, ortogonal matrisin karakteristik vektorleri, Cayley formiilii,
Rodrigues denklemi, Euler parametreleri arastirildi. Bunlara ilave olarak R 3-boyutlu Minkowski

uzayinda kati hareketin koordinat doniistimii, vida ekseni verildi.

Uciincii, boliimde ise calismanm orjinal kismi olarak verildi. Minkowski uzayinda Frenet-
Serret hareketi aragtirildi. Donme ekseni time-like ve space-like olan Darboux’s hareketleri ince-
lendi. Daha sonra Minkowski Uzayinda invers Darboux’s hareketi olarak adlandirilan Mannheim’s

hareketi ele alindi. Son olarakta bu hareketlerin genel hali olan Schoenflies hareketi incelendi.

Anahtar Kelimeler: Kati hareket, Minkowski uzay1, Darboux’ hareket , Mannheim hareket,

Scoenflies hareket.



SUMMARY

Master Thesis

EXAMINATION OF MOTIONS IN MINKOWSKY SPACE

Selgcuk BAS

Firat University
Institute of Science and Technology
Department of Mathematics

2011, Page: 37+ VIII

This study is consist of three chapters.
In the first chapter; the fundemental definitions and theorems in Minkowskyi space, are given.

In the second chapter; Sphrerical motions are examined in the 3-dimensional Minkowski space
R‘;’. The coordinate transformations in spherical motion, the characteristic vectors of rotation
matrix, the Cayley formula, the Rodrigues equation and Euler parameters are investigated. In
additon, the coordinate transformations and the screw axis are given for spatial motionsin the

3-dimensional Minkowski space R3.

The original parth of study is given in the thirth, fourth and fifth chapters. Frenet-Serret
motion is investigated in the Minkowski space. Time-like and space-like axis of rotation the

Darboux ’s motion are examined. Then, the so-called Minkowski Space inverse Darboux’s motion

II



is discussed in Mannheim’s motion. Finally, these motions, which are generally viewed Schoenflies

motion.

KEY WORDS: Spatial motion, Minkowsky space, Darboux’s motion, Mannheim’s motion,

Scoenflies motion.
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GIRIiS

Lorentz geometrisi, 1873 ‘Uber die soganannte Nicht-Fuklidische Geometrie’ makalesinde or-
taya ¢ikmistir. 1885 ‘Nicht-Euklidischen Rumformen’ teziyle Killing tarafindan gelistirildi. Lorentz
doniisiimlerini ilk olarak Killing tarafindan degerlendirilip ortaya kondu. Fakat doniisiimler,
Lorentz tarafindan 1904 yilinda ‘Electromagnetic phenomena in a system moving with any ve-
locity Irss than that of light’ makalesinde tanmimlandi. Rolativite teorisinde Lorentz geometrisinin
yer almasiyla ilgili tartismalar sonucunda 1978 yilinda Penrose’ nin ‘The geometry of universe’
konusunda ve G. Naber’ in ‘The geometry of Minkowski spacetime’ tek konulu calismasinda ele
alindi.

Hiperbolik uzayda hiperboloid model 1878 de Killing’ in ‘Ueber zwei Raumformen mit con-
stanter psitiver Kriimmung’ adli makalesinde ortaya cikmistir. Timelike ve spacelike acilar
Klein’ in 1871 yilindaki ‘Uber die sogenannte Nicht-Eucklidische geometrie’ makalesinde tanim-
landi. Hiperbolik yay uzunlugu elemanlar: Killing’ in 1880 yilindaki ‘Die rechnung in den Nicht-
Eucklidische Raumformen’ makalesinde goriildii. Hiperbolik dogru pargasinin Lorentz uzunlugu,
Yaglom tarafindan ‘A simple Non-Euclidean geometry and physical basis’ ¢alismasiyla tanimland.

2- boyutlu hiperbolik koordinatlar Labachevski’ nin ‘On the principles of geometry’ makalesinde
ortaya ¢ikt1. Cox ise koordinatlari, ‘Homogeneous coordinates in imaginary geometry’ makalesinde
tamimladi. Saccheri 1733 yilinda hiperbolik ii¢genin agilarimin toplaminin iki dik agidan daha fazla
oldugunu ispatladi. Kosiniis ve siniis ile ilgili kurallarina benzer formiiller, Lobachevski tarafin-
dan ¢ikarildi. Hiperbolik ve Kiiresel trigonometriler arasindaki dualligi olarak Lambert tarafindan
gelistirildi. Daha sonraki yillarda iki komsu acili dortgenler kiiresel trigonometrik formiiller, dik
agili hiperbolik altigenler igin formiiller ¢alisilmistar.

3-boyutlu Oklid uzaymda hareketler konusu detaylh bir sekilde [2,8,9,12] kaynaklarinda ince-
lenmistir. Benzer sekilde vida teorisi ve Twistler iizerine gesitli incelemeler de [14,15,21,22,23,24]
tarafindan yapilmigtir.

3-boyutlu Oklid uzaymda hareketlerin ciimlesi bir Lie grubu formunda oldugu McCarty [12]
tarafindan verilmigtir. Schutz [16] Lie gruplar ve Lie cebiri ile ilgili incelemeler yapmigtir. Hacisal-
ihoglu [10] "Yiiksek Diferensiyel Geometri" kitabinda Lie grubu ve Lie cebirinin izomorf oldugunu
ifade etmigtir. Asil [1] iistel doniigiimlerin Lie grubu oldugunu ve iistel hareketleri doktora tezinde
incelemistir. Bir Lie cebirinin Twist uzayi, bu uzaym sol invaryant vektor alanlarina izomorf
oldugu Zefran [21] tarafindan verilmigtir.

O’Neil [13] "Semi-Riemannian Geometry" adh kitabinda Semi-Riemann Geometride Lie grubu

ve Lie cebirini vermistir. Minkowski diizleminde hareketler Ergin [6] tarafindan doktora tezi



olarak incelenmistir. 3-Boyutlu Minkowsky Uzayinda Baz1 Kinematik Bagintilar Yeneroglu [20]
tarafindan doktora tezi olarak incelenmistir.

Bu calismada ise amacimz, Oklid uzaymda yok denilecek kadar az calsilan Darboux’s ,
Mannheim’ ve Scoenflies hareketlerinin Minkowski uzayinda karsiliklari incelendi. Bu amagcla
calismamiz ii¢ ana boliimden olusturulmustur.

Calismamizda ilk olarak Minkowski uzayimmda bazi temel tanim ve teoremler verildi. Ikinci
béliimde; 3-boyutlu Minkowski uzayimda kiiresel ve kat1 hareketler incelendi. Ugiincii boliimde ise;
Minkowski uzayinda time-like ve space-like donme eksenli Darboux’s hareketleri ele alinip , invers
Darboux’s hareketi olarak adlandirilan Mannheim’s hareketi incelendi. Son olarakta Darboux’s

ve Mannheim’s hareketlerinin genel hali olan Scoenflies hareketi Minkowski uzayinda incelendi.



1. Bolim

TEMEL KAVRAMLAR
1.1 Girig

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 1.1 R” iizerinde & = (x1,z2, ..., Tpn), ¥ = (y1,92, ..., Yn) olmak iizere

< ,>:R"xR"—>R
n
(&) — <& F>=-zn+ Y Ty,
i=2
ile tanimlanan doniigtim
a) Simetrik,
b) Bilineer,

c) non-dejenere (Vi € R” igin < &7, 7 >= 0= & = 0) du.

R™ iizerinde tanimlanan bu doniisiime Minkowski metrigi denir ve R} = {R", <, >} ikilisine

de n-boyutlu Minkowski uzay1 ad1 verilir [20].
Tanim 1.2 VZ € R olsun. Eger
< ¥, % ><0 ise T time-like vektor,
< &, % >>0 veya £=0 ise T space-like vektor,
<

Z,Z >=0 ise & null vektor,

denir [13].
Tanim 1.3 VZ € R} i¢in & in normu

12| = VI< &, 7 >| (1.2)

bigiminde tanimlanmr [20].

Tanim 1.4 VZ € R} icin

|7]| = —1 ise &’e birim time-like vektor,

|Z]] = 1 ise Z’e birim space-like vektor,
denir [20].

Tanmim 1.5 VZ,y € R} olsun. < &, >= 0 ise bu vektorlere Lorentz anlaminda diktirler denir.

Iki vektoriin bir birine dik olmast icin birinin time-like digerinin space-like olmasi gerekir [20].



Tanmim 1.6 R$, Minkowski uzayinda iki vektor &, olsun. & = (w1, 29, 23) ve ¥ = (y1,y2,¥3)

nin Minkowski uzayinda vektorel ¢arpima;

T X i = (3y2 — T2Y3, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) (1.3)

bigiminde tammlanir [13].

Teorem 1.7 R3, 3-boyutlu Minkowski uzay olsun. Buna gore V Z, ¢, Z € R$ igin;

i) < @x 7,2 >=—det(Z, 7, 2),

— —

i) (xY)xZ==-<Z,Z>9+ <y, 2> 7,
X 0

Yy
iii) < Xy, Z>=0ve <Z X 7,5 >=0,

- = —

Y
V) <ZXYEXY>=— < T, T >< 7
dur, [17].

<
V
=+
A\
8
<y
V
o

Teorem 1.8 R3, 3-boyutlu Minkowski uzay olsun. Buna gore V &, ¥, Z € R$ igin;
i) Z ve y space-like ise Z x ¥ bir time-like vektordiir.
ii) @ space-like ve ¥ time-like ise & X 7 space-like vektordiir.
iii) # space-like ve ¢ null vektor olmak iizere < &, ¢ >= 0 ise & x ¥ null vektor, eger
< &,y ># 0 ise T x i space-like vektordiir.
iv) # ve ¢ null vektor ise Z x ¢ space-like vektordiir.
v) Z time-like ve ¢ null vektor ise & x ¢ space-like vektordiir.

vi) & ve ¢ time-like vektor ise & x ¢ space-like vektordiir [17].

ispat.
i) & ve 7 space-like vektorler oldugundan < #,Z > >0,< 7,7 > >0 ve ||Z]]* =< &, >,

—

|711* =< #,7 > dir. Teorem 1.7 den

- = — —

<EXGEXG>= (< T,T>)?— < 8,8 >< §,7 >= (< Z,7>)? - ||Z|*||7]]

dir. Diger yandan (< Z,7 >)? < ||Z||*|7]|* oldugundan (< Z,7 >)? — || Z]|*||#]|* < 0 olur. Burada
Z ve i vektorleri lineer bagimsizdir (Eger vektorler lineer bagimh olsa idiler & x ¢ = 0 olurdu).
Dolayisiyla (< Z,7 >)% — ||Z]]* ||7]|* # 0 dir. Boylece < & x ¢, x § > <0 olup & x 7 vektorii bir
time-like vektordiir.
ii) Z space-like ve ¢ time-like vektoroldugundan < Z, & > >0, < 7,7 > <0 ve||Z|* =< Z,Z >
,— 171> =< 7,7 > dir. Teorem 1.7 den
CEXPEXGT>=(<T,7>) - <Z,T>< 7,7 >= (< Z,7>)% - |7 ||7]°

elde edilir. Buradan < & x ¢, & x ¢ >> 0 olur. O halde ¥ X ¥ space-like vektordiir.

4



iii) Z space-like ve ¢ null vektoroldugundan < Z,# > >0 ve < ¢,y >= 0 dir.Teorem 1.7 den

CEXPEXG>=(KE,T>)— <T,T><i,§>= (< T,7>)?
olur. Eger < Z,¢/ >= 0ise < £ x ¢, X ¢ >= 0 dir. O zaman ¥ x ¢ null vektordiir. Eger
< Z,y>#0ise < T X ¢, T Xy > >0 dir. Bu durumda Z x § space-like vektordiir.

iv) & ve ¢ null vektorler oldugundan < #, & >= 0 ve < ¢,y >= 0 dir. Teorem 1.7 den

— —

CEXPEXG>=(KTT>)— <T,T><i,§>= (< T,7>)?

elde edilir. Ortogonal iki null vektorii lineer bagimlh oldugundan Z x ¢ = 0 dir. O halde & x §#0
dir. Buradan < & x ¢, £ X ¥ > >0 oldugundan ¥ x g space-like bir vektordiir.

v) & time-like ve ¥ null vektor oldugundan

—

CEXPEXG>= (K TT>)— <T,T><i,§>= (< T,7>)?

dir. < Z,% ># 0 oldugundan Z x g vektorii space-likedir.

vi) & ve ¢ time-like vektor oldugundan < Z, 7 > <0 ve < ¢,y > <0 dir. Teorem 1.7 den

<EXFEXG>=(<T,7>)?— <, Z>< 7,7 >= (< Z,7>)*— 7?9

elde edilir. Diger yandan |< Z,7 >|> ||Z|| |7]| dir [3]. Boylece |< Z, 7 >|* — ||Z]|* ||#]|* >0 bulunur.

O halde Z x 3 space-like bir vektordiir.

Tanmim 1.9 R}, n-boyutlu Minkowski uzay1 olsun. R:R} — R7 lineer ve orten bir doniistim
olmak tizere VZ,y € RY icin

< R(Z), R(Y) >=< &,y > (1.4)

ise R ye RY iizerinde bir izometri ya da ortogonal déniigiim denir [4].

Tanim 1.10 v € R olmak iizere

coshu sinhu
R(u) = (1.5)
sinhuw coshwu

matrisine R? de dénme matrisi denir [6].

Sonug 1.11 G = {R(u) : u € R} olmak iizere (G, u) ikilisi bir gruptur. Bu grup SO(1,1) veya
S0O1(2) ile gosterilir [6].

Sonug 1.12 G’ nin elamanlarmin her biri bir lineer doniigiime kargilik gelir [6].



Teorem 1.13 R(u) matrisine karsilik gelen R lineer doniisiimii altinda time-like vektorler
time-like vektorlere, space-like vektorler space-like vektorlere ve null vektorler de null vektorlere

doniisiir [6].

ispat. X = (21,z) bir time-like vektor olsun. O zaman X € R? ve < X, X >= —z2 + 22<0
olur.(1.5) den

o coshu sinhu r1 x1 coshu + zosinh u
sinhu coshu To x1 sinhu 4 29 coshu

yazilir. Buradan

< R@)X,R(u)X >= — (x1 coshu + zosinhu)? + (z1 sinh u + x5 cosh u)?
= —23(cosh? u — sinh? u) + 23(cosh? u — sinh? u)
= —sc% + sc%

= <X, X ><0;

elde edilir. Bu da time-like vektorlerin time-like vektorlere doniistiigiinii gosterir. Benzer sekilde

X in space-like veya null vektor olmasi halleri de gosterilebilinir.

Tanim 1.14 Bir R matrisi RTeR = ¢ sartim sagliyorsa R matrisine Minkowski uzayinda,

ortogonal matris denir [2].

Tanim 1.15 Bir B matrisi BT = —¢Be esitligini saghyor ise bu matrise Minkowski uzayinda

anti-simetrik matris denir [13].

Tanim 1.16 3-boyutlu Minkowski uzayinda, bir eksen etrafindaki, dsnme ekseninin time-like,
space-like veya null olmasina gore ii¢ tipi vardir:

i) Eksen space-like ise ¢ € R olmak iizere

coshp sinhe 0
sinhgp coshy 0 |, —00 <@ <oo. (1.6)
0 0 1

ii) Eksen time-like ise § € R olmak tizere

1 0 0
0 cosf sinf |, 0<6<2m (1.7)

0 —sinf@ cos@



iii) Eksen null ise ¥ € R olmak iizere

1+2 2 g

2 2
P2 y2 _
> -5 v, oo < ¥ < oo. (1.8)
U - 1

[4].

T 0 & O T
N |=|x 0 71 N (1.9)
B 0 —7 0 B

dir. Burada s ve 7 sirasiyla egrinin egriligi ve torsiyonudur.

Bu caligmada incelemelerimiz eksenin time-like veya space-like olmasina gore yapilacaktir.



2.Boliim

2. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDAKI HAREKETLER

2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Kiiresel Hareket
Koordinat Donitisiimii

R$, 3-boyutlu Minkowski uzayinda F sabit ve M de hareketli iki koordinat ¢atis1 olsun. & ve i
de, sirasiyla, F' ve M de ayni bir noktanin koordinatlarini tanimlayan iki time-like veya space-like

vektor olmak tizere F' den M ye bir donme hareketi
=Ry (2.1)

seklinde tammlanmir. (2.1) ifadesindeki R Minkowski anlaminda ortogonal matristir. Donme
hareketi, determinant1 +1 esit olan ortogonal matrislerle ifade edilir. 3-boyutlu Minkowski uza-
yindaki dénmelere karsilik gelen matris gruplar1 SO(2,1) veya SO1(3) ile gosterilir [2].

(2.1) doniigiimii; F' sabit ¢atisindan M hareketli ¢atisina olan bir dénme hareketidir. Burada
bir P noktasi goz oniine alindiginda bunun ilk konumu ¢ son konumu Z dir. Boylece P noktasi
Minkowski uzayinda hareketli bir noktadir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda cismin dénme eksenine roll ekseni denir. Bu eksenin, sirasiyla,

space-like ve time-like olmasina gore matris gosterimi agagidaki gibidir:

1 0 0
Ri=10 costyp siny (2.2)
0 —sinty cosvy

cosh®y sinhy 0
Ry = | sinhvy coshy 0 (2.3)
0 0 1
geklinde olur. Cismin hem roll eksenine hem de pitch eksenine dik olan eksene yaw ekseni denir

ve sirasiyla, space-like ve time-like olmasina gore matris gosterimi agagidaki gibi olur:

1 0 0
Ry = 0 cosf sinf (2.4)

0 —sinf@ cosf

[ coshf sinhf 0
Rs = sinhf cosh® 0 (2.5)
0 0 1




Bu eksenler gekil 2.1.a ve gekil 2.1.b de gosterildi.

Roll Ekseni
Titne-like

Pitch Elczend

Pitch Ekseni Yaw Ekseri Space.hke
Time-like Spacelike . »
Taw Elczent
> Tirne-like
Roll Ekseni
Space-like
Sekil 2.1.a Sekil 2.1.b

O halde F sabit catisindan M hareketli catisina bir R donme hareketi bu eksenler tarafindan

tanimlanabilir. Eger roll ekseni space-like ise

1 0 0 coshy sinhyp 0 1 0 0
R=RsR3R1=| 0 cosf sinf sinhp coshy 0 0 costy sing |- (2.6)
0 —sinf cosf 0 0 1 0 —siny cos?

seklindedir. R nin olusturdugu dénme yiizeyi ve bu yiizeyin hareketi, sirasi ile, sekil 2.2.a ve gekil
2.2.b ile verildi.

Sekil 2.2.a Sekil 2.2.b

Eger roll ekseni time-like ise hareketin matris gosterimi;



coshf sinh6 0 1 0 0 cosht sinhvy 0
R =RsR4R2 = | sinhf coshf 0 0 cosep sing sinh¢ coshy 0
0 0 1 0 —sing cosyp 0 0 1

seklinde olur. R ’nin olugturdugu dénme yiizeyi ve hareketi gekil 2.3.a ve gekil 2.3.b ile verilir.

Sekil 2.3.a Sekil 2.3.b

Teorem 2.1.1 R}, 3-boyutlu Minkowski uzaymda bir dénme hareketi altinda konumu

degismeyen, yani sabit kalan eksenler karakteristik vektorler tarafindan verilir.

Ispat. R ve e 3-boyutlu Minkowski uzayinda sirasiyla, ortogonol ve birim matrisler, A € R

olsun. Eger R matrisi € nun A ile ¢carpimindan ibaret ise
R =X
olacagindan, sifirdan farkh Vg € R vektorii igin
R() = Aeij (2.7)

elde edilir. Boylece (2.7) denklemi, karakteristik deger polinomuna genisletilebilinir.

Simdi R nin karakteristik degerlerini inceleyelim:
Pr(A\) =det(R—Xe) =0
ifadesi acilip gerekli iglemler yapilirsa
A3 N2 (ryy — 7o — 7133) + MMy — Mayg — M3s) +1=0
olur. Burada M;;, R ortogonal matrisinin i. satir vei. siitun minorii olup M;; = ry; dir. Dolayisiyla
N+ (W +A)(r —roa—733) +1=0
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ya da
N+ DA+ A1 — 790 —133) +1) =0

olur. Burada A = —1 in bir kok oldugu aciktir. Diger kokler sirasiyla +1, hiperbolik veya kompleks
olur. Burada sadece A = —1 i¢in inceleme yapilacaktir. A = —1 kargilik gelen karakteristik vektor b
olsun. b dogrultusundaki yani v = th dogrusu tizerindeki biitiin noktalar dénme siiresince sabittir.

Bu eksen cismin donme eksenidir ve space-like veya time-like dir.

Teorem 2.1.2 (Cayley Formiilii) R, Minkowski uzaymda bir ortogonal matris bir anti-

simetrik matris tanimlar. Bunun terside dogrudur.
ispat. # ve 7 time-like veya spacelike iki vektor olsun. Dénme hareketi izometrik oldugundan
< ET>=<Y,y >

yazilabilir. Ayrica
<T—y,Z+y>=0 (2.8)

olup, boylece Z — ¥ ve Z+ ¥ vektorleri Minkowski uzayinda ortogonaldir. (2.8) ve (2.1) denklemleri

birlikte gozoniine alimip gerekli igslemler yapilirsa
B=(R-)(R+eH7! (2.9)

matrisi elde edilir. B” = —eBe oldugundan B matrisi anti-simetriktir. Dolayisiyla (2.9) ifadesi

bize Minkowski uzayinda Cayley formiiliinii verir. Diger yandan (2.9) ifedesi R i¢in ¢oziildiigiinde
R= (- B) ' (B+¢? (2.10)

elde edilir. Buradan da ispat tamamlanir.

3 x 3 tipindeki B Minkowski uzayindaki anti-simetrik matrisi iic bagimsiz elamana sahiptir,

yani
0 by —b
B=| b 0 —b (2.11)
by by O

dir. Bumatris b = (b1, b2, b3) vektoriiniin elamanlarindan olugmustur. Keyfi bir @ € R$ vektoriiniin

B matrisi ile garpimi bu vektoriin b ile vektorel carpimina esittir, yani
Bi=bxi (2.12)

dir. Boylece B anti-simetrik matrisini olusturan b vektori A = —1 e karsilik gelen karakteristik

vektordiir.
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v space-like

x 1y spaco-lteg

oy ]-’:ﬂul!‘l A-N

b spacc-like

¢ ----T%pace-like

X* time-like

Sekil 2.4

Tamm 2.1.3 (Rodrigues Denklemi) 7 ve i space-like (veya time-like) iki vektor ve b de

space-like (veya time-like) vektor ise (2.12) den
(F-9)=B@E+9=T-7)=bx T+ (2.13)

bagintis1 yazlabilir. (2.13) ifadesine Minkowski uzaymda Rodrigues denklemi ve b vektoriine de
Rodrigues vektorii denir.

Z ve ¥ space-like (veya time-like) vektorler oldugundandan # + ¢ de space-like (veya time-like)
vektor olur. Diger yandan b space-like (veya time-like) oldugundan (2.13) daki & — ¥ time-like
olur.

Z ve i space-like (veya time-like) vektorlerin b space-like (veya time-like) vektoriine dik diizlem
iizerine iz diigiimleri, sirasiyla, &* ve * time-like (veya space-like) vektorler olsun. #*+4 ¢* time-like
(space-like) oldugundan

<bZ+y >=0 (2.14)
olur. O zaman .
coshf = SbT AT >
8] 1= + g1
ifadesinden cosh® = 0 bulunur. Ayrica cosh? €@ — sinh?€@ = 1 ifadesinin her iki yamnin mutlak

degeri alinirsa

!cosh2 6 — sinh? o) = [1

olur. Buradan cosh # = 0 oldugundan sinh § = 1 bulunur. Diger yandan
e B O (2.15)
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elde edilir. ¢, ©* ve * arasindaki ag1 omak iizere sekil 2.4 den.

¢ _ |7 =i
tanh = = +—=— 2.16
2 " &+ 7l (210
olur. (2.15) ve (2.16) den
HgH :tanhg (2.17)
bulunur. O halde b vektériiniin bilegenleri
bl = tanh gsl, b2 = tanh §82, b3 = tanh §83 (2.18)

olarak elde edilir. Burada § = (s, so, s3) b yoniindeki birim space-like (time-like) vektordiir.

Tanim 2.1.4 (Euler Parametresi) (2.10) ifadesi; R ortogonal matrisi, ¢ dénme agisi, §
birim vektorii, § nin bilegenlerinden olugan anti-simetrik matris S ve B = tanh %S olmak tizere
tekrar yazilirsa

¢

¢ ¢ 2 +sinh Z.5) (2.19)

— T2 _ginh 249y 1 z
R = (cosh 5 sinh 25) (cosh 5

bigiminde elde edilir. C' = (cosh 92352 + sinh%S) denirse C' matrisini olusturan {co,c1, c2,cs3}

sabitlerine R nin Minkowski uzayindaki Euler parametresi adi verilir ve
co = cosh g, c1 = sinh gsl, co = sinh §52, c3 = sinh 233 (2.20)

olarak bulunur.
(2.19) deki garpimi agmak igin (cosh %52 — sinh 9225 )~! matrisinin inversi hesaplanir ve C ile
carpilirsa

R = (cosh? g + sinh? 2)52 + sinh ¢S 4 (cosh ¢ — 1)S? (2.21)

elde edilir. S anti-simetrik bir matris oldugundan S + S = 0 dir. Diger yandan S? = ¢(52%)7¢
simetrik bir matris oldugundan

2sinh ¢(S) = R — R’ ¢ (2.22)

bulunur. Béylece ¢ agisinin R ve S matrislerine baglh oldugu goriiliir.
2.2 Minkowski Uzayda Kat1 Hareketler
Koordinat Doéniistimleri

R3, 3-boyutlu Minkowski uzayimda, Y sabit catist ve E hareketli ¢atismda bir noktanmn time-

like (space-like) vektorleri sirasiyla # ve ¢ olsun. R? Minkowski uzaymda bir kat1 hareket

T=Rj+d (2.23)
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doniisiimiiyle tanimlanir. Burada R € R3*3 bir ortogonal matris, d e R? de bir steleme vek-

toridiir.

Harekethh Cat1

Sekil 2.5

Bir Hareketin Vida Ekseni

]Ri{’ Minkowski uzayda, bir kat1 hareket altinda sabit olan hareketli cismin noktalarini géz éniine
alalim. Bu noktalar, hareketin baglangic ve bitig aninda ayni koordinatlara sahip olsunlar. Bu

koordinatlar: ¢ ile gosterelim.O zaman (2.23) dan

veya

(2—R)i=d=¢c= (- R)"ld (2.24)

seklinde yazilabilir. R nin karakteristik degerlerinden biri A = —1 oldugundan (¢? — R) regiilerdir.
Dolayisiyla burada sabit bir nokta ve bu noktadan gecen sabit bir dogru vardir. Bu dogruya
Minkowski uzayinda vida ekseni denir.

A = 1 karakteristik kok icin (¢2 — R) singiiler olup burada sabit bir & vektorii yoktur. Sadece
sabit bir dogru vardir ve bu dogru hareketin vida eksenidir. Bu dogrunun dogrultmani b Rodrigues

vektoriidiir.

14



3.Bolim

3.MINKOWSKi UZAYINDA OZEL HAREKETLER

3.1 Minkowski Uzayinda Frenet-Serret Hareket

> Minkowski uzayinda sabit bir ¢at1 ,I' da bu catida bir egri olsun. Frenet-Serret hareketi bu
catidaki I' egrisiyle tammmlanir. I' egrisi {izerinde o4y, catis1 Qg,, ticyiizliisii ile cakigir. O zaman

Qg¢;I" min tegeti , Q,;I" 'min normali ,Q, ise I' 'nin binormalidir.

P ve p sirasiyla 3 (sabit gat1), E' (hareketli gat1) ¢atilarinda hareketli bir noktanin yer vektorleri

olmak iizere

P=Ap+d (3.1)

ile hareket tanimlamr. Burada A Minkowski uzayinda ortogonal matris ve AcAT = ¢,d € R}
diir. Hem A hemde d hareket parametresine baghdir. Hareket parametresi olarak I'" nin s yay

uzunlugunu alacagiz ve s’ye gore tiirevlerini bulacagiz.

Eger t = (t1,t2,t3) , n = (n1,n2,n3) , b = (b1, b, b3) swrasiyla Q¢, Q,), Q,” nun birim vektorleri

olmak iizere

tl n1 bl
A — t2 no b2 (32)
t3 nz bs
dir. (3.1) denkleminin tiirevini alirsak
P =Ap+d (3.3)

olur. Minkowski uzayinda Frenet-Serret formiilleri;

' =kn, ' =kt+71b, b =—7n, (3.4)

dir. Burada x ve 7 sirasiyla I' egrisinin egriligi ve torsiyonudur. (3.1) esitliginden

p=A"YP—d) (3.5)

bulunur. A=! = eATe olup (3.3) ve (3.5) esitliklerinden
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P =AAYP-d)+d (3.6)

olup , burada Q = A’A7! yada Q = A’eATe dir. Q Minkowski uzayinda anti-simerik matristir.

Simdi  matrisini bulalm .

kni Kt +7by T

A'=| kny Kty +Tby Tno
kns kts+Thbs Tngs
olmak {izere
kn1 kt1 +7b1 TNy -1 0 O t1 to t3 -1 0 O
Q= kny kta+7by Tng 0 1 0 ny Na N3 0 1 0
kng Ktz +Tby Tng 0 01 by by b3 0 01
olur. Buradan ise
0 Kkbg + Tt —kby + Tto -1 0 0
Q= | —kbz+7t3 0 —kb1 + Tt1 0 1 0
Kby — Tty Kby — Tty 0 0 01
son olarak igleminin sonucu
0 Kkbg + Tty —Kby + Tto
Q= | kby+ 7t 0 —kb1 + Tt (3.7)
—kby + Tty Kby — Tt 0

elde edilir. Dolayisiyla Minkowski uzayinda anti-simetrik matrisi bulunur. Minkowski uzayinda &

ani agisal hiz vektoriiniin ¥ sabit ¢atisindaki bilesenleri (3.7) matrisinden

Wy =bik + 117, wy =bok +1toT, w, =bsk+t3T
Yy

olarak elde edilir.
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3.2 Minkowski Uzayinda Darboux’ s Hareketi
3.2.1 Minkowski Uzayinda Time-Like Darboux’ s Hareketi

Bu boéliimde donme ekseni time-like olan Darboux’s hareketi inceleyecegiz. a sabit donme
ekseni olsun. a sabit ekseni hem X sabit ¢atisinda hemde E hareketli catisindadir. O, ve o, time-
like eksenleri baslangicda a ekseniyle cakigir. Bu harekette donme agisisi ¢ yi hareket parametresi

olarak alacagiz. Simdi dénme hareketi gozoniine alip ve dteleme kismimida eklersek

X :$+d1(¢)

Y =ycos¢ — zsin g + da(¢) (3.8)

Z =ysin¢ + zcos ¢ + d3(¢)

olur. Burada O, ve o, time-like eksenleri a eksenine paralel , fakat orjin ve diger koordinat
eksenleri keyfidir. Simdi d;(¢) fonksiyonlarini belirleyelim. (z;,v;,2;) E hareketli uzayinda iig
nokta ve (U1, Ui, Us;i, Usi) diizlemleri ¥ sabit uzayinda (i = 1,2,3) onlarin pathlari olsun. Bu
takdirde

U]_i[mi + d1(¢>] + Ugi[yi cos ¢ — z;sin ¢ + d2(¢>] + Ugi[yi sin @ + z; cos ¢ + d3(¢))] + Uy =0

yazilabilir. Bu esitlik ¢ nin biitiin degerleri ve i = 1,2, 3 icin saglanmaktadir. Biz bu denkleminin
¢oztimiinden c¢;; leri bulmustuk. Bu bize ii¢ lineer dy, da, d3 esitliklerini verir. Ayrica kabul edelim
ki |[Uy; Uz Usi| # 0 determinant: sifirdan farkh olsun.

Eger donme ekseni time-like ise

X 1 0 0 x €11 c12  C13 1
Y | =] 0 cos¢p —sing y | | co1 coo o3 cos ¢
A 0 sin d) COS gb z C31 C32 C33 sin gb

olur. Burada c;; ler sabitler. Buldugumuz son kismi diizenlersek;

X =x+cy1+ciacos¢+ ci3sing

Y = ycos¢ — zsin ¢ + ca1 + 22 coS P + co38in ¢ (3.9)
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Z =ysin ¢ + zcos ¢ + c31 + c32 cos ¢ + €33 sin @

Asagidaki koordinat doniigiimlerini yaparsak

XZX/, Y:Y/+021, ZZZ/+031

/ / /
=T —C2—C1, Y=Y —C2, 2=2 —C(32

bu doniistimleri (3.9) sisteminde yazarsak

/ / .
X' =2 —c19—c11 +c11 +ci1acos ¢+ cizsing

ve egitligi diizenlenirse

X' =12' — c12(1 — cos @) + c13sin ¢

elde edilir. Benzer olarak (3.9) in ikinci esitligini gozoniine alirsak

Y + Co1 = (y' — 622) cos ¢ — (Z, — 632) sin ¢ + c91 + co9 cos ¢ + cog sin @

ve buradan

Y’ =19/ cos ¢ — cogcos ¢ — 2 sin ¢ + 32 5in ¢ + a2 OS G + co35in @

Y= y/ cos ¢ — 2 sin ¢ + (032 + 623) sin ¢

bulunur. Son olarakta (3.9) son esitligine koordinat déniigiimiinii uygularsak

Z' 4 c31 = (Y — ca2) sing + (2" — ¢32) cos @ + 31 + 32 cos ¢ + ¢33 8in P
ve bu son egitlik diizenlenirse
Z' =y sin ¢ + 2’ cos ¢ + (c33 — c22) sin @

bulunur.

Koordinat dontigtimleri ile olusan esitlikler ile

€1 =C32+C23, €2 =C33 — C22
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esitliklerini gozoniine alirsak

X' =1a" —c12(1 — cos ¢) + c13sin ¢

Y =19y cos¢ — 2'sin g + (c2 + c23) sin ¢ (3.10)

Z' = y/Sin¢+Z,COS¢+ (633 — ng)singb

sistemi elde edilir.

Ayrica koordinat donme sistemini

Y'"=Y"cosp+ Z'sinf,Z2" = -Y'sinfs + Z' cos B

y' =y cosf+2'sinf, 2" =~y sinB+ 2 cos 3

esitliklerini (3.10) sisteminde uygularsak

Y" = (y cos ¢ — 2’ sin ¢ + e1 sin @) cos B + (y sin ¢ + 2’ cos ¢ + ey sin ¢) sin 3

elde edilir. Buradan da

Y" = (y' cos B+ 2’ sinB) cos ¢ — (—y/' sin B + 2’ cos B) sin ¢ + (e1 cos B + ez sin B) sin ¢

bulunur. Boéylece

Y" =y"cosp — 2" sin ¢ + (e1 cos B + ez sin 3) sin ¢ (3.11)

elde edilir. Diger yandan

e
tan g = ——
e
oldugundan
eosin 3 = —eq cos 3

olur. Bu son esitligi (3.11) de yerine yazarsak
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Y" =4" cosp — 2" sin¢

bulunur.

Simdi ise Z” koordinat dénmesini gozoniine alirsak
Z" = —(y' cos ¢ — 2’ sin ¢ + €1 sin @) sin B + (' sin ¢ + 2’ cos ¢ + ez sin @) cos 3

ve bu denklemi diizenlersek

Z" = (y cos B+ 2’ sin B) sin ¢ + (=’ sin B + 2’ cos B) cos ¢ — e1 sin @ sin 8 + ea sin ¢ cos

elde edilir. Buradan ise

Z" =4y sin¢ + 2" cos ¢ + (—e1 sin g sin B + ez sin d cos ) + (—eq1 sin 8 + ez cos 3) sin ¢

bulunur. Bu denklemde

(—epsinff 4+ egcosfB) = a

denirse

Z" =y"sin¢ + 2" cos ¢ + asin ¢

esitligini elde ederiz.

Bulundugumuz bu son esitlikle beraber eger donme ekseni time-like ekseni ise Darboux’s

hareketi

X =z +bsing + ¢(1 — cos¢)

Y =ycos¢p — zsin ¢ (3.12)

Z =ysin¢ + zcos ¢ + asin ¢

seklinde olur bulunur. Burada a, b, ¢ ler sabitlerdir.
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3.2.2 Minkowski Uzayinda Space-Like Darboux’ s Hareketi

Bu bolimde donme ekseni space-like olan Darboux’s hareketi inceleyecegiz. a sabit donme
ekseni olsun. a sabit ekseni hem 3 sabit catisinda hemde E hareketli ¢atisindadir. O, ve o, space-
like eksenleri baglangicda a ekseniyle ¢akigir. Bu harekette dénme agisis1 ¢ yi hareket parametresi

olarak alacagiz. Simdi donme hareketi gozoniine alip ve 6teleme kisminida eklersek

X = xcosh ¢ + ysinh ¢ + d;i(¢)

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ sin ¢ + da () (3.13)
Z =z+d3(¢)

olur. Burada O, ve o, space-like eksenleri a eksenine paralel , fakat orjin ve diger koordinat
eksenleri keyfidir. Simdi d;(¢) fonksiyonlarini belirleyelim. (x;,;,2;) E hareketli uzayinda iig
nokta ve (U1,Us;, Us;, Us;) diizlemleri ¥ sabit uzayinda (i = 1,2,3) onlarin pathlar: olsun. Bu
takdirde

Uyi[w; cosh ¢ + y; sinh ¢ + dy (¢)] + Us;[z; sinh ¢ + y; cosh ¢ sin ¢ + do(¢)] + Us;[2; + d3(4)] + Ugs = 0

yazilabilir. Bu egitlik ¢ nin biitiin degerleri ve ¢ = 1, 2, 3 icin saglanmaktadir. Biz bu denkleminin
¢oziimiinden c¢;; leri bulmugtuk. Bu bize ti¢ lineer dy, da, d3 esitliklerini verir. Ayrica kabul edelim
ki |[Uy; Uz Usi| # 0 determinant: sifirdan farkl olsun.

Eger donme ekseni space-like ise

X cosh¢ sinh¢ 0 T c11 Ci2 €13 cosh ¢
Y = sinh gb COs gb 0 Yy + C21 €22 (23 sinh gf) (3 14)
A 0 0 1 z C31 (€32 (C33 1

olur. Burada c¢;; ler sabitler. Buldugumuz son kismi diizenlersek;

X =z cosh ¢ 4+ ysinh ¢ + ¢11 cosh ¢ + ¢y sinh ¢ + 13

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ + c21 cosh ¢ + o2 sinh ¢ + co3 (3.15)

Z = z + c31 cosh ¢ + c39 sinh ¢ + ¢33
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Asgagidaki koordinat doniigiimlerini yaparsak

XZX,—i-Clg, YZY,+6237Z=Z/

/ / /
rT=T —C1,Yy=Y —C1, 2=2 —C31 —C33

bu déniimgtimleri (3.15) sisteminde yazarsak

X'+ c13 = (2’ — c11) cosh ¢ + (y' — co1) sinh ¢ + c11 cosh ¢ + c12sinh ¢ + ¢13

ve egitligi diizenlenirse

X' = 2’ cosh ¢ + ysinh ¢ + sinh ¢(co1 + c12)

elde edilir. Benzer olarak (3.15) in ikinci esitligini gozoniine alirsak

Y + Co3 = (SL‘/ — 611) sinh ¢ + (y/ — 621) cosh ¢ + co1 cosh ¢ + cog sinh ¢ + co3

ve buradan

Y’ = a'sinh ¢ + 3 cosh ¢ + (co2 — c11) sinh ¢

bulunur. Son olarakta (3.15) deki son esitligine koordinat déniigiimiinii uygularsak

7 =7 - c31 — ¢33 + c31 cosh ¢ + ¢392 sinh ¢ + ¢33

ve bu son egitlik diizenlenirse

7' =2 — ¢c31(1 — cosh ¢) + c328inh ¢

bulunur.

Koordinat doniigiimler ile olusan egitlikler ile

e1 = C12 +Co1,€2 = —C11 + C22

esgitliklerini gozoniine alirsak
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X' = 2’ cosh ¢ + 1/ sinh ¢ + ey sinh ¢

Y’ = a’sinh ¢ + 3y cosh ¢ + ez sinh ¢ (3.16)

7' = 2" — c31(1 — cosh ¢) + c32 sinh ¢

denklem sistemi elde edilir.

Ayrica koordinat dénme sistemini

X" =X'coshB+Y'sinh 3 ,Y” = X'sinh 8 + Y’ cosh 3

2" =2’ cosh B +/sinh B, y" = 2’ sinh B + 3/ cosh 3

esitliklerini (3.16) sisteminde uygularsak

X" = X'cosh B+ Y’sinh 3

X" = (2' cosh ¢ + y/sinh ¢ + e; sinh ¢) cosh S+

(2’ sinh ¢ + 1/ cosh ¢ + e5 sinh @) sinh 3

elde edilir. Buradan da

X" = (2’ cosh 8 + ¢ sinh 3) sinh ¢ + (3 cosh 3 + 2’ sinh 3) sinh ¢

+(e1 cosh B + ez sinh 3) sinh ¢

bulunur. Boéylece

X" = 2" cosh ¢ + 1" sinh ¢ + (e cosh 3 + ey sinh 3) sinh ¢ (3.17)

elde edilir. Diger yandan

tanh 8 = _a
€2

oldugundan
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eosin 3 = —eq cos 3

olur. Bu son esitligi (3.17) de yerine yazarsak

X" = 2" cosh ¢ + 1/ sinh ¢

bulunur. Simdi ise Y koordinat dénmesini gézoniine alirsak

Y"” = X’sinh B + Y’ cosh B

Y” = (2’ cosh sinh 3 + 3 sinh ¢ sinh 3 + e1 sinh ¢ sinh 3

2’ sinh ¢ cosh 3 + o cosh ¢ cosh 3 + e sinh ¢ cosh 3.

ve bu denklemi diizenlersek

Y" = (2’ cosh Bsinh 8 + 1/ sinh ¢ sinh 3 + e; sinh ¢ sinh 3

2’ sinh ¢ cosh 3 + 1/ cosh ¢ cosh 3 + e sinh ¢ cosh 3.

Y” = (2’ cosh 8 + 9/ sinh 3) sinh ¢ + (2 sinh 3 + 3 cosh 3) cosh ¢+

e1 sinh ¢ sinh 3 + ez sinh ¢ cosh S3.

elde edilir. Buradan ise

Y" = 2" sinh ¢ + " cosh ¢ + (e1 sinh 3 + ez cosh 3) sinh ¢

bulunur. Bu denklemde

e1sinh 8+ eacosh 5 =a

denirse

Y" = 2" sinh ¢ + y" cosh ¢ + asinh ¢
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esitligini elde ederiz. Buldugumuz bu son denklemle beraber dénme ekseni space-like ekseni olan

Darboux’s hareketi;

X =z cosh ¢ + ysinh ¢

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ + asinh ¢ (3.18)

Z = z+ bsinh ¢ + ¢(1 — cosh ¢)

olur. Burada a, b, ¢ ler sabitlerdir.
3.3 Minkowski Uzayinda Mannheim’s Hareketi
3.3.1 Minkowski Uzayinda Time-Like D6nme Eksenli Mannheim’s Hareketi

Bu boliimde donme ekseni time-like olan Mannheim’s hareketini incelenecek. Time-like
Mannheim’s hareketi time-like Darboux’s hareketinin inversi bulunarak elde edilir. Yani invers
time-like Darboux’s hareketine time-like-Mannheim hareketi denir.Simdi dénme ekseni time-like

olan Darboux’s hareketini yani (3.12) hareketini gozoniine alirsak

X =z +bsing + ¢(1 — cos¢)

Y =ycos¢ — zsing

Z =ysin¢ + zcos ¢ + asin ¢

bir 6nceki boliimde bulmugtuk. Simdi ise (3.12) de z,y, z ’ler ¢oziiliip , ters fonksiyonlarin zel-
liginden sirasiyla x, y, z ile X, Y, Z ’nin yerleri degistirilip sonra da ¢ agisinin yerine (—¢) yazilirsa

donme ekseni time-like olan Mannheim ’s hareketi elde edilir. Ik olarak (3.12) hareketinden

Y +2zsing
cos¢

esitligini (3.12) 'nin son egitliginde yerine yazarsak

z=—-Ysin¢+ Zcos¢ — asin ¢ cos ¢

denklemini buluruz. Buldugumuz bu son esitlikte y ile Y ve z ile Z nin degistirilip ¢ acisinin

yerinede (—¢) agist yazilirsa
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Z = ysin¢ + zcos ¢ + asin ¢ cos ¢

bulunur. Benzer olarak (3.12) ’den

Z —ysing —asing ;
cos ¢ N

esitligini (3.12) ’'nin ikinci denkleminde yerine yazarsak

y =Y cos¢p+ Zsing — asin® ¢

bulunur. Ters fonksiyonlarin 6zelliginden y ile Y ve z ile Z nin yerleri degistirilip ¢ acisinin

yerinede (—¢) yazilirsa

Y =ycos¢ — zsing — asin’® ¢

elde edilir. Buldugumuz bu esitliklerden Minkowski Uzayinda dénme ekseni time-like ekseni olan

Mannheim hareketi;

X =x+bsing — ¢(1 — cos @)

Y =ycos¢ — zsing — asin® ¢ (3.19)

Z = ysin¢ + zcos ¢ + asin ¢ cos ¢

seklinde bulunur.

3.3.2 Minkowski Uzayinda Space-Like D6nme Eksenli Mannheim’ s Hareketi

Bu boliimde donme ekseni space-like olan Mannheim’s hareketini inceleyecegiz. Space-like
Mannheim’s hareketi space-like Darboux’s hareketinin inversi bulunarak elde edilir. Yani invers
Darboux’s hareketine Mannheim hareketi denir. Simdi donme ekseni space-like olan Darboux’s

hareketini yani (3.18) hareketini gozoniine alirsak,

X =xcosh¢ + ysinh ¢

Y = zsinh ¢ + y cosh ¢ + asinh ¢
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Z =z + bsinh ¢ + ¢(1 — cosh ¢)

olur. Simdi ise (3.18) de x,y, z ’ler ¢oziiliip , ters fonksiyonlarin 6zelliginden sirasiyla z,y, z ile
X,Y, Z ’nin yerleri degistirilip sonra da ¢ agisinin yerine (—¢) yazilirsa donme ekseni time-like

olan Mannheim ’s hareketi elde edilir. Ilk olarak (3.18) hareketinden,

X —ysinhg
coshg

bu ifadeyi (3.18) 'nin ikinci denkleminde yazilirsa

Y = wsinh¢+ycosh¢+asinh¢
cosh ¢

denklemini buluruz. Bu son denklemi diizenlersek,
y =Y cosh ¢ — asinh ¢ cosh ¢ — X sinh ¢

olur. Buldugumuz bu son esitlikte y ile Y ve x ile X nin degistirilip ¢ agisinin yerinede (—¢) agisi

yazilirsa

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ + asinh ¢ cosh ¢

bulunur. Benzer olarak (3.18) ’den

Y —xsinh ¢ — asinh ¢ cosh ¢
v= cosh ¢

denklemini (3.18) ’in birinci denkleminde yazarsak

— xsinh ¢ — asinh ¢ cosh ¢ G

Y
X = h
x cosh ¢ + cosh o

nh ¢

Y sinh ¢ — z sinh? ¢ — a sinh? ¢ cosh ¢

X = h
x cosh ¢ + cosh o

buradan is

x = X cosh ¢ — Y sinh ¢ + asinh? ¢ cosh ¢

olur. Buldugumuz bu son esitlikte x ile X ve y ile Y nin degistirilip ¢ agisinin yerinede (—¢) agisi

yazilirsa,

X = zcosh ¢ + Y sinh ¢ + asinh? ¢ cosh ¢

27



elde edilir. Buldugumuz bu egitliklerden Minkowski Uzayinda dénme ekseni space-like ekseni olan

Mannheim hareketi;

X = zcosh ¢ + Y sinh ¢ + asinh? ¢ cosh ¢

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ + asinh ¢ cosh ¢ (3.20)

Z = z+ bsinh ¢ + ¢(1 — cosh ¢)

elde edilir.
3.4 Minkowski Uzayinda Schoenflies Hareketi
3.4.1 Minkowski Uzayinda Time-Like Dénme Eksenli Schoenflies Hareketi

Schoenflies hareketi Darboux’s ve Mannheim’s hareketlerinin genellegtirilmesiyle elde edilir.

Donme ekseni time-like olmak iizere Minkowski uzayinda Schoenflies hareket;

X=x+d(¢)

Y =ycos¢ — zsin g + e(9) (3.21)

Z =ysing + zcos ¢ + f(o)

olur. Burada d, e, f ii¢ keyfi fonksiyondur. Simdi Minkowski uzayinda time-like eksenli Darboux’s

hareketi (3.12) ’yi gozoniine alirsak

X =z +bsing + ¢(1 — cos¢)

Y =ycos¢ — zsing

Z =ysin¢ + zcos ¢ + asin ¢

olur. Bu harekette

r=2y=2—az2=—y,Y=2 —a,Z=-Y X=X
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koordinat doniigiimlerini uygularsak

X'=2' +bsing + c(1 — cosP)

bulunur. Simdi diger denklemlere koordinat doniigiimlerini uygularsak

7' —a=7%cos¢p—acosp+1y sing

ve bu egitligi diizenlersek

7' =2 cosp + 1y sing + a(1l — cos ¢)

olur. Son olarakta

—Y' = z/sin¢ — asin¢g — ¢y cos ¢ + asin ¢

esitliginden

Y' =4 cos¢p — 2 sin¢

bulunur. (3.12) hareketinin ¢at1 doniigiimleri sonucunda

X =z +bsing + ¢(1 — cos¢)

Y =ycos¢ — zsing

Z =zcos¢+ysing+ a(l — cos o)

(3.22)

bulunur. Simdi (3.22) hareketinin invers hareketi ; yani X ile z ve Y ile y nin rolleri degistirilirse ve

sonrada ¢ agist yerinede (—¢) yazilirsa Mannheim’s hareketi elde edilir. Simdi (3.22) hareketinde

X ile x ve Y ile y nin rolleri degistirilirse

x=X+bsing+ ¢(1 — cos ¢p)

y=Ycos¢p— Zsing
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z2=Zcosp+Ysing+ a(l— cose)

bulunur. Daha sonra (3.23) denklem sisteminden

Y+ Zsing

Y
cos ¢

esitligini , (3.23) denklem sisteminin son egitliginde yazarsak

Y+ Zsing
0s ¢

elde edilir. Bu son denklem diizenlenip ¢ agis1 yerine (—¢) yazilirsa

z2=Zcos¢+ sin ¢ + a(1 — cos @)

Z =zcos¢+ysing —a(l — cos o)

bulunur. Benzer olarak (3.23) denklem sisteminden agagidaki ifade verilebilir;

_z  Ysing  a(l—cosg)
 cos¢ cos ¢ cos ¢

Buldugumuz son esitlik (3.23) denklem sisteminin ikinci esitligine yazihp diizenlendikten sonra ¢

acist yerinede (—¢) yazilirsa

Y =ycos¢p — zsing — a(l — cos ¢) sin ¢

bulunur. Dolayisiyla Minkowski uzayinda time-like dénme eksenli Mannheim’s hareketi;

X =x+bsing — c¢(1 — cos )
Y =ycos¢ — zsing — a(l — cos @) sin ¢ (3.24)
Z =zcos¢+ysing —a(l — cos o)

elde edilir.
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3.4.2 Minkowski Uzayinda Space-Like D6nme Eksenli Schoenflies Hareketi

Schoenflies hareketi Darboux’s ve Mannheim’s hareketlerinin genellegtirilmesiyle elde edilir.

Donme ekseni space-like ise Schoenflies hareketi;

X =z cosh¢ — ysinh ¢ + d(¢)

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ + e(¢) (3.25)

Z=z+f(9)

olarak elde edilir. Burada d(¢),e(¢), f(¢) keyfi ii¢ fonksiyodur. Simdi (3.18) space-like dénme

eksenli Darboux’s hareketini gozoniine alirsak;

X =z cosh¢ + ysinh ¢

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ + asinh ¢

Z = z+ bsinh ¢ + ¢(1 — cosh ¢)

hareketinde,

=y —a,y=—a,z=2veX =Y —a,Y=-XZ=7

cat1 doniigiimlerini (3.18) space-like Darboux’s hareketine uygularsak ;

Y’ —a =1y cosh¢ — acosh ¢ — 2’ sinh ¢

Y’ =4/ cosh ¢ — acosh ¢ + a(1 — cosh ¢)

bulunur. Benzer olarak (3.18) ’in diger esitliklerine uygularsak

— X' =14/sinh ¢ — asinh ¢ — 2’ cosh ¢ + a sinh ¢

X' = 2’ cosh ¢ — ¢/ sinh ¢
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elde edilir. Son olarak da

Z' =2+ bsinh ¢ + ¢(1 — cosh @)

esitligini buluruz. (3.18) hareketinin gat1 doniisiimleri sonucunda

X =z cosh¢ — ysinh ¢

Y = zsinh ¢ + ycosh ¢ + a(1 — cosh ¢)

Z = z+ bsinh ¢ + ¢(1 — cosh ¢)

(3.26)

ifadesini elde ederiz. Simdi (3.26) hareketinin invers hareketi ; yani X ile x ve Y ile y nin rolleri

degistirilirse ve sonrada ¢ agisi yerinede (—¢) yazilirsa Mannheim’s hareketi elde edilir. Simdi

(3.26) hareketinde X ile x ve Y ile y nin rolleri degistirilirse

x = X cosh ¢ — Y sinh ¢
y = X sinh ¢ + Y cosh ¢ + a(1 — cosh ¢)

Z = z+ bsinh ¢ + ¢(1 — cosh ¢)

bulunur. Daha sonra (3.27) denklem sisteminden

_ x+Ysinho
N cosh ¢

esitligini (3.27)’ nin ikinci denkleminde yerine yazarsak

Y sinh
_ wsinh¢+Ycosh¢+a(1 — cosh ¢)
cosh ¢

olur. Bu son esitlik diizenlenip ve ¢ agsi yerinede (—¢) yazilirsa

Y = zsinh ¢ + y cosh ¢ — a cosh ¢(1 — cosh ¢)

bulunur. Benzer olarak (3.27) ’den
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vo_Y _ Xsinh¢  a(l —cosh¢)
~ cosho cosh ¢ cosh ¢

esitligini (3.27) denklem sisteminin birinci esitliginde yerine yazarsak

X =z cosh ¢ — ysinh ¢ + a(1l — cosh ¢) sinh ¢

bulunur. Son esitlikte ¢ acist yerinede (—¢) yazilirsa

X =z cosh ¢ + ysinh ¢ — a(1l — cosh ¢) sinh ¢

elde edilir. Dolayisiyla Mannheim’s hareketi

X =z cosh ¢+ ysinh ¢ — a(1l — cosh ¢) sinh ¢

Y = xsinh ¢ + y cosh ¢ — a cosh ¢(1 — cosh ¢) (3.28)

Z = z+bsinh ¢ — ¢(1 — cosh ¢)

elde edilir.
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SONUC VE ONERILER

1) Bu ¢aligma sirasinda, Minkowski ve Lorentz uzaymdaki temel kavramlar ve teoremler ince-
lendi ve bir kismi tezde verildi.

2) 3-boyutlu Minkowski uzayinda dénme ve kati hareketler incelendi. Doénme hareketi igin
Minkowski uzayinda Cayley formiilii, Rodrigues denklemi ve Fuler parametreleri ile ilgili aragtir-
malar yapildi. Kati hareketin koordinat déniisiimii ve vida ekseni verildi.

3) Donme ekseni time-like ve space-like olan Darboux ’s hareketi aragtirildi. Darboux s
hareketinin invers hareketi olan Mannheim ’s hareketi incelendi. Darboux’s ve Mannheim ’s
hareketlerinin genellegtirilmig hali Scoenflies hareketi elde edildi.

4) 3-boyutlu Minkowski uzayinda, désnme ekseninin Null olmasina gore benzer sonuglar aragtirila-
bilir.

5) 3-boyutlu Dual Minkowski uzayinda, désnme ve kat1 hareketin cebirsel ozellikleri, hareketin

kinematik ve diferensiyel geometrisi incelenebilir.
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