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OZET

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde; Riemann ve kompleks manifoldlara dayali bazi temel tanim ve
teoremler verildi.

Ikinci béliimde; Slant alt manifold ve slant yiizey kavramlari verilerek bazi slant
yiizey ornekleri incelendi.

Uciincii bolimde slant manifoldlarda Gauss ve Codazzi denklemleri ele alinarak
Varlik ve Teklik Teoremi verildi.

Dordiincii boliimde ise H-Umbilik slant alt manifoldun tanimi ve Kaehlerian slant alt

manifoldlarda skalar ikinci egrilik ve ortalama egrilik arasinda teorem ve sonug verildi.

Anahtar Kelimeler: Hemen Hemen Kompleks Manifold, Kompleks Manifold, Slant Yiizey,
H-Umbilik Slant Alt Manifold.



SUMMARY

On Slant Surfaces

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter; some fundemental definitions and theorems are given with
regard to Riemannian manifold and complex manifold.

In the second chapter; some examples of slant surfaces are examined by giving the
concepts of slant submanifold and slant surface.

In the third chapter; existance and uniqueness are given by considering Gauss and
Codazzi equations.

In the fourth chapter; the definition of H-Umbilik slant submanifold is given. Also,
theorem and corollary for inequality between scalar second curvature and mean curvature

are given.

Keywords: Almost Complex Manifold, Complex Manifold, Slant Surface, H-Umbilik Slant
Submanifold.



SEMBOLLER LiSTESI

(,) : Riemann metrigi
Ay : Weingarten Doniisiimi

Ty (P)  : M manifoldunun P € A noktasindaki tanjant uzay1

Ve : Kompleks konjugasyon
E™ : n-boyutlu Oklid Uzay
8ij . Kroniker deltasi

H : Ortalama egrilik

] : Kompleks yap1

M : Topolojik manifold

S - Atlas

|4 : Vektor uzayi

X : Topoloji

T : Skalar egrilik

x(M) : M iizerindeki vektor alanlarinin uzayi
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1. GIRIS

Verilen manifoldu, bilinen bir Riemann manifoldu igerisine daldirarak islem yapmak
bazi zamanlar daha yararli olur. Bilinen Riemann manifoldun alt manifoldu olarak bu
manifold tlizerinde tanimli geometrik yapilarda calisilir. Manifold tizerindeki bir vektore,
ortogonal bir vektor karsilik getiren bir kompleks yapinin var olmasi bir kompleks
manifoldun alt manifoldunun bulundugunu ifade eder. Bu alt manifold ise invaryant ve
anti-invaryant olarak adlandirilan iki alt manifolda ayrilir. Bu alt manifoldlar, B.Y. Chen
tarafindan slant alt manifoldlar adiyla adlandirilarak genellestirildi.

J yapist bakimindan slant alt manifoldlar bir Kaehlerian manifoldunun en basit alt

manifoldlaridir. Dolayisiyla slant alt manifoldlar Kaehlerian alt manifoldlar iizerindeki

¢alismalarinda bazi 6nemli roller oynar. Ornegin K. Kenmotsu ve D. Zhou [7] de M?(4c)

kompleks uzayda sabit egrilikli ve sifirdan farkli paralel ortalama egrilige sahip her
ylizeyin uygun slant yiizey oldugunu ispatladi, [3].
Bu calismada; slant alt manifoldlar i¢in bazi karakterizasyonlar verildi. Ayrica slant

alt manifoldlarin egrilikleri iizerine incelemeler yapildi.



2. BIRINCi BOLUM
2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

2.1.1. Tanim: Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iizerinde bir vektdér uzayr V
olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

f:AxA—>V

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

(Al). VP,Q,ReAi¢in f(P,Q)+f(Q,R)=f(P,R)

(A2). VPeA ve VaeV igin f(F’,Q)za olacak bigimde bir tek Qe A noktasi

vardir, [5].

2.1.2. Tanmm: X bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7z olsun. 7
koleksiyonu asagidaki 6nermeleri dogrularsa X {iizerinde bir topoloji adin1 alir, [5].
(T1). X,Der,

(T2). VALAet=ANA €T,
(T3). Aer, iel, UA er.

iel

(T3) 6nermesinde | bir indeks ciimlesidir.

2.1.3. Tamm: Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir 7 topolojisinden olusan (X,7)

ikilisine bir topolojik uzay denir, [5].

2.1.4. Tammm: X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f: X ->Y

fonksiyonu siirekli ve f' tersi var ve ™' de siirekli ise f e X den Y vye bir
homeomorfizim (topolojik doniisiim) denir. f bir homeomorfizm oldugu zaman X ile

Y uzaylarina da topolojik olarak denktirler veya homeomorfiktirler denir, [5].

2.1.5. Tanmm: X bir topolojik uzay olsun. Farkli iki p,qe X noktasinin X deki agik



komsuluklari, sirasiyla, U ve V olsun. U "V = olacak sekilde U ile V yi secersek
X topolojik uzayina bir Hausdorff uzaydir denir, [5].

2.1.6. Tammim: M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki dnermeler dogru ise M
ye n-boyutlu topolojik manifold (veya kisaca topolojik n-manifold) denir.

(M1). M bir Hausdorff uzaydir.

(M2). M nin her bir acik alt ciimlesi E" e veya E" in bir agik alt climlesine
homeomorfdur.

(M3). M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle Ortiilebilir, [5].

2.1.7. Tanim: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E" in bir agik alt ciimlesi

olsun. U bir v homeomorfizmi ile M nin bir W agik alt ciimlesine
wUcE">WcM
seklinde eslenebiliyor ise (y,W) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita

denir, [5].

2.1.8. Tamm: M bir topolojik n-manifold ve M nin bir agik ortiisii {U,} olsun. U,

agik ciimlelerinin ¢ indislerinin ctimlesi A olmak tizere {U,} ortisi {U,}

seklinde yazilir. E" de U, ya bir y, homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik

ciimle E" ve E" ¢

homeomorfizm

v, U, —— S ET
homeomorfizmi altinda homeomorf olan agik ciimle U olsun. Boylece ortaya ¢ikan

(v,.U,) haritalarmin  {(y,,U,)}  koleksiyonuna bir atlas (veya koordinat

ae

komsulugu sistemi) denir, [5].

2.1.9. Tamm: M bir n-boyutlu bir topolojik manifold ve S ={(U,,y,)}  de M nin

bir atlas1 olsun. Eger S atlas1 asagidaki ozellige sahip ise S ye C", r >1 sinifindandir

denir. Vo, e A igin U, NU, = & olmak lizere

by =Vaovy W (U,0Uy) Ve gy =y optiy, (U, nU)



fonksiyonlar1 C" simifindandir. Eger S atlas1 M iizerinde C" smifindan ise S ye M

tizerinde bir C" smifindan diferansiyellenebilir yap1 denir, [5].

2.1.10. Tammm: M n-boyutlu topolojik manifold ve M nin S atlasi1 C" simifindan

olsun. O zaman M ye n-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold denir, [5].

2.1.11. Tamim: V vektor uzayiyla birlesen bir afin uzay A olsun. Pe A ve VeV igin

(P,V) sirali ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir, [5].

2.1.12. Tanim: TA(P) de toplama ve skalar ile ¢carpma islemleri sirasiyla

@:TA(P)XTA(P)—>TA(P)

veya
(AVe) > A0V, =(AV),
bi¢iminde tanimlansin. Burada R ile A nin birlestigi V vektér uzayinin cismi

gosterilmektedir. Bu durumda {TA(P),®,IR{,+,.,®} altilis1 bir vektdér uzay1 olusturur.

Bu vektor uzayina A afin uzayinin P e A noktasindaki tanjant uzayi denir, [5].

2.1.13. Tanmmm: V < E" iizerindeki bir vektor alan1 operatorii
XV T, (P)
Pev

bi¢iminde bir fonksiyondur, dyle ki,

zJT, (P)>V

Pev
olacak sekilde
roX=1:V->V



doniisiimii bir 6zdeslik fonksiyonudur, [5].
2.1.14. Tanim: E" iizerindeki biitiin vektdr alanlarinin ciimlesi

;(z{XlXE”—)UTEn(P), roX =1, z: UTEH(P)—>E"} dir. X ve Y iki

PecE" PeE"

vektor alan1 olmak iizere toplama islemi
+:7(E")xx(E") > x(E")
(X,Y) = X +Y
oyleki, VP e E" i¢gin
(X+Y)(P)=X(P)+Y(P)
ve skalar ile carpma iglemi
- :C*(E"R)x x(E") > x(E")
(f,X)— fX
VP eE" i¢in
(H)(P)=F(P)X(P)

seklinde tanimlidir, [5].

2.1.15. Tanim: Yukarida tanimlanan toplama ve skalar ile carpma islemlerine gore
biitiin vektor alanlarinin ciimlesi bir vektoér uzayi olusturur. Bu vektor uzayma E"

tizerindeki vektor alanlarinin uzayi denir, [5].

2.1.16. Tamm: f:E" — R diferansiyellenebilir bir doniisiim ve V, €T_, (P) olsun. Bu

durumda V,, = PQ olmak iizere

G [1]=S(f(R+(Q-R) P +1(Q Py

reel sayisina f in vV, ye gore tiirevi denir, [5].

2.1.17. Tanmm: X e;((E”) ve f eC(E",R) olsun. VP € E" i¢in

(X(F)(P)=X,[f]

olmak iizere X [f]eC(E",R) fonksiyonuna f nin X yoniindeki tiirevi denir, [5].



2.1.18. Tanim: X,Y € Z(En) vektér alanlari  verilmis olsun. VP€E" icin
Xp = (X X ) b€ T (P) dir. Eger ¥i:E" =R, 1<i<n koordinat fonksiyonlar:1 C*

sinifindan yani y; e C* (En,]R) ise Y =(Yy,.... Vo) vektor alamt C” simifindandir denir.

Y nin X e gore kovaryant tiirevi

D, =(X, [ %o [1,])

seklinde tanimlanir, [5].

2.1.19. Tamm: Eger bir a:1 —S—>E" egrisi iizerinde Y bir C* vektdr alani ve o

tizerinde D;Y =0 ise Y vektor alanina o egrisi iizerinde bir paralel vektdr alani denir.

Eger bir a egrisi tizerinde D, T =0 ise a egrisine bir jeodezik egri denir, [5].

2.1.20. Tamm: f:E"—S" >R fonksiyonu verildiginde f nin df diferansiyeli
YW, €T, (P) igin
df (VP):VP[f]

seklinde 1-form olarak tanimlanir, [5].

2.1.21. Tanim: f:M — N , C” smifindan bir doniisiim olsun.

1. VP eM igin df, :T,M —>T, ;)N doniisiimii birebir ise f e immersiyon denir.

(
2. Birebir bir f immersiyonuna imbedding denir.

3. f birebir 6rten ve ', C” simifindan ise f ye difeomorfizmdir denir, [1].

2.1.22. Teorem: f:M — N, C” smifindan bir déniisim ve VgeM icin f(q)=p
olmak iizere df,:T,M —T N seklinde olsun. O halde F :{q eM:f(q)= p} ciimlesi

C” smifindan bir manifold ve dimF=dimM —-dimN olur. Ayrica i:F—>M

inclusion’t bir imbedding’dir, [1].

2.1.23. Tammm: M, n-boyutlu C” sinifindan bir manifold olsun. Asagidaki 6zellikleri

saglayan (0,2) tipindeki bir g tensor alanina M iizerinde bir Riemann metrik denir.



(i) g simetriktir. Yani ¥X,Y € (M) igin

g(X,Y)=g(Y,X) dir.

(ii) VpeM igin g,, T,M iizerinde pozitif tanumli non-dejenere bilineer formdur. Yani
VX, eT,M igin gp(Xp,Yp)ZO ve g(Yp,Yp):O ise Y, =0 oldugunu ifade eder. Eger

VY, eT,M iging(X,.Y,)=0ise X, =0 dur, [1].

2.1.24. Tammm: Verilen bir g Riemann metrigi ile C” sinifindan bir M manifolduna

Riemann manifold denir ve (M, g) ile gosterilir, [1].

2.1.25. Tanim:

(i) M, m=n+k boyutlu bir Riemann manifold olsun ve VpeM i¢in TM nin n-
boyutlu D, alt uzaymni g6z 6niine alalim. Ayrica VpeM igin bir U komsulugunda

C” smifindan X,,.., X, vektor alanlarinin n-lineer bagimsiz olduklarin1 kabul

n

edelim. Bu vektor alanlarinin g noktasindaki degerleri D, nin bir bazi ise D ye M
tizerinde n-boyutlu C” sinifindan bir dagilim denir ve X,,..., X, vektor alanlarina D
nin lokal bazi adi verilir. Bir X e (M) vektér alam, VpeM igin X €D, ise
X e D dir.

(i) VX,YeD igin [X,Y]eD ise D dagilmina involiitidiir denir.

(iii) D, M iizerinde C” smifindan bir dagilim ise D nin integrallenebilir oldugu
sOylenir. VpeM igin M nin p vyiigeren ve Vqe N igin T N =D, olacak sekilde n-
boyutlu bir N alt manifoldu varsa N ye p noktasit boyunca gegen D nin bir yapragi

denir, [1].

2.1.26. Tanim: C” sinifindan bir M manifoldu lizerinde

V:)((M)XZ(M)—);((M)
(X,Y)>V,Y

olacak sekilde
(i) Ve (Y+Z)=V,Y+V,Z



(i) Vi Z=V,Z+V,Z
(iii) VY = fV,Y
(iv) Vo (fY)=X(f)Y +V,Y, XY.Zey(M) feC” (M)

ozelliklerini saglayan doniisiime afin konneksiyon denir, [5].

2.1.27. Ornek: (XX, ), R" tizerinde bir koordinat sistemi olsun. X,Y e)((R”) icin

fl,g'eC” (R”) olmak lizere
n ii ~ n ii
X_izﬂ:f ox, Y_%:g x,

yazilabilir. V: Z(R")XZ(R”) —>;{(R“) doniisimi V,Y = Zn: X (gi )6% seklinde

i=1 j
tanimlansin. O zaman V nin bir konneksiyon i¢in gerekli 6zellikleri sagladigi kolayca

kanitlanabilir. R" iizerindeki bu V konneksiyonuna Oklid konneksiyonu denir, [1].

2.1.28. Tanim:

(i) vX,Y,Z e;((l\/l) igin

Xg(Y,Z):g(VXY,Z)+g(Y,VXZ)

esitligini saglayan (M,g) Riemann manifoldu iizerindeki bir V konneksiyonuna g

metrigine uygun konneksiyon denir.

(ii) X,Y e (M) olmak iizere

V,Y =V, X =[X,Y] ise C* siifindan bir M manifoldu iizerinde bir V konneksiyonu

simetriktir denir, [1].

2.1.29. Teorem (Levi-civita): Bir (M,g) Riemann manifoldu verilsin. M iizerinde
asagidaki 6zellikleri saglayan bir tek konneksiyon vardir.

(i) V simetriktir.

(ii) Vv, g ile uyumludur.

Burada (i) ve (ii) i saglayan ve (M, g) Riemann manifoldu iizerinde tek olan V



konneksiyonu Riemann konneksiyondur, [1].

2.1.30. Tanim: C” smifindan M manifoldu {izerindeki bir V konneksiyonu i¢in

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,\V,Z-V, . Z, X,Y,Zex(M)

[X.Y]
seklinde tanimlanan (1,3) tipinde bir R tensér alamina V konneksiyonunun egrilik
tensOr alani denir. Burada [X ,Y] , X,Y vektor alanlarinin Lie-bracketidir, [1].

(M,g) iizerinde V Riemann konneksiyonun egrilik tensoriiniin  Gzellikleri

asagidaki teoremle verilebilir.

2.1.31. Teorem: (M, g) Riemann manifoldu iizerinde V Riemann konneksiyonunun
R eprilik tensorii asagidaki dzellikleri saglar.

(i) R(X,Y)Z+R(Y,X)Z=0

(i) R(X,Y)Z+R(Y,Z) X+R(Z X)Y=0

(i) R(X,Y;Z,W)=R(ZW;X,Y), X,Y,ZW e x(M)

Burada R(X,Y;Z,W)=g(R(X,Y)Z,wW) dir, [6].

2.1.32. Tamm: P, (M,g) iizerinde bir diizlem kesiti olsun. P diizleminin kesit
egriligi

K(P)zR(XkYA;i’X)

seklinde tanimlanir. Burada X,Y € (M), P yi geren vektor alanlar ve
X AY =g(X,X)g(Y,Y)-g(X,Y)
dir.
K(P), M iizerindeki tim P diizlem kesitleri igin bir C sabitine esit ise M ye

sabit bir ¢ kesit egriligine sahip manifolddur denir, [6].

2.1.33. Teorem: (M,g) Riemann manifoldu sabit ¢ egrilikli ise onun egrilik tensér

alani

R(X,Y)Z=c{g(Y,Z)X-g(X,Z)Y}, X.Y,Zex(M)

9



seklindedir, [1].

2.1.34. Tammm: (M, g) Riemann manifoldu tizerinde lokal ortonormal ¢at1 {e,,...,e,}

olsun. Yani g (ei,ej ) = 0 esitligini saglasin. Burada

1 i=]j
%=V i
: {O, i #

dir. R, Teorem (2.1.31) de tanimlanan (0,4) tipinde bir tensor ise M nin Ricci tensor

alani

Ric(X,Y)= Y R(e, X:¥,8), X.Y e (M)

i=1

seklinde tanimli olup, M nin 7 skaler egriligi, Ricci tensoriintin izidir. Yani 7

r:iZ::Ric(ei,ei)

seklindedir, [7].

2.1.35. Ornek: R" iizerindeki Oklid i¢ ¢arpimi

0(X.Y)=2 g1

seklinde tanimlansin. Burada

\ ii _nii i i o (N
X_izﬂ:faxi’Y_;g i 1hg'eC (R")

dir. O halde Ornek (2.1.26) da tanimlanan Oklid konneksiyon ile V nin g e gore bir

Riemann konneksiyon oldugu kolayca gosterilebilir. R egrilik tensorii

R(X,Y)Z :ém(hi)%—évx (hi)%—i[x,v](hi)izo

ile verilir. Burada Z :Zhi % dir. Boylece R" nin herhangi bir P diizlem Kkesiti igin
X

i=1

X,Y,Z,W e x(R") olmak iizere g(R(X,Y)Z,W)=0 yani K(P)=0 elde edilir, [1].

10



2.2. Kompleks Manifoldlar

2.2.1. Tamm: V , R iizerinde bir reel vektér uzay olsun. V nin V© komplekslestirilmisi
X,Y €V olmak iizere, sartlar1 kosullar1 saglayan tim X +1iY (i = \ﬁ) lerin climlesine
denir, [8].

a) X +iY = X'+iY' olmasi igin gerek ve yeter sart X = X' ve Y =Y’ olmasidir.

b) X +iY ve X'+iY' lerin toplam1

(X +iY)+(X"+iY)=( X+ X")+i(Y +Y'),

c) a+ibeC ve X +iY nin ¢arpimi

(a+ib)(X +iY)=(aX —bY)+i(bX +aY) seklinde tanimlanur.

Dolayistyla V¢, C iizerinde bir vektdr uzayr olur. V nin X elemani ile V° nin

X +i0 elemanini tanimladigindan V <V oldugu diisiiniilebilir.
2.2.2. Tamm: Z = X +iY €V olmak iizere
Z=X-iY

ifadesine V ye gore Z nin konjugesi (eslenigi) denir, [8].

2.2.3. Tamm: V° de kompleks konjugasyon, Z — Z seklinde tanimli

Z+W =Z+W
ve 1eC igin
AZ=17

esitliklerini saglayan yani V© den V° ye konjuge lineer doniisiimii denir, [8].

22.4. Tamm: J°=-| esitligini saglayan V reel vektdr uzaymin J lineer

endomorfizmine V {izerinde bir kompleks yap1 denir, [8].

2.2.5. Tamm: V , J kompleks yapisi ile bir reel vektor uzayi olsun. V nin bir X elemani

ile 2 =a+ib kompleks sayisinin ¢arpimi
AX =(a+ib) X =aX +bJX

olarak tanimlanir. Boylece V , C {izerinde bir vektdr uzayr olarak diistiniilebilir. Agik

11



olarak V nin reel boyutu kompleks boyutunun iki kat1 olmalidir.

V , J kompleks yapisi ile bir reel vektor uzayi olsun. J,
J(X+iY)=IX +idY
seklinde tanimlanarak V nin bir komplekslestirilmisi olan V¢ nin lineer kompleks
endomorfizmine genisletilebilir. Burada J* =—1 oldugu agiktir.

Bir J kompleks yapisi ile 2n-boyutlu reel vektor uzayr V de X,,..., X, elemanlari

n

vardir ve {X,,..., X,,JX,,....,IX,}, V nin bir bazi formundadir.

Z =%(xk —idX,), Z« =%(xk +i9X, ), k=1..,n

olmak iizere {Zl, ey, Zl, vy Z_n} , V' nin bir bazi formundadir. Burada

JZ, =iz,, JZ, =-iZ, k=1..,n

olur.

V1o :{z eVv®:Jz :iz}, VAS :{z eVv®:Jz :—iz}

seklinde ise kompleks vektor uzayi

VC =V1,0 +V0,1

olacak sekilde direkt toplamidir ve V0 =V dqyr,
Herhangi bir Z eV igin

z :%(Z—iJz)%(zmz)

seklindedir. Bu esitligin birinci terimi V*° m ikincisi V' in elemanidir. Boylece
VI ={X-idX: X eV}, V*={X+iIX:X eV}

oldugu kolayca goriilebilir, [8].

2.2.6. Tamm: f:C" —>C kompleks degerli bir fonksiyon olsun. Eger f = f +if,
fonksiyonu her z™ =x" +iy™ igin

i:ﬁ ve afl :_i

aXm aym aym axm

esitliklerine Cauchy-Riemann esitlikleri denir.

f her bir Z eC" i¢in Cauchy-Riemann esitliklerini sagliyorsa f ye holomorfiktir

denir. Burada Z =(z,2,,...,2,), Z, =X +iy,, 1<k <m ve i* =-1 dir, [5].
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2.2.7. Tamm: C” simfindan bir M manifoldu itizerinde (1,1) tipindeki bir J tensor
alanina bir hemen hemen kompleks yap1 denir. Bu J tensor alani M nin her p noktasinda
Jf):—lp seklinde tanimli T )M nin bir endomorfizmidir. Burada 1, T /M nin birim

doniisiimiinii belirler.

J hemen hemen kompleks yapisi ile C* smifindan bir M manifoldu bir hemen

hemen kompleks manifod diye adlandirilir. Bir M kompleks manifoldu bir analitik

manifolddur. Buradaki analitik yapmin tamminda C" kompleks Oklid uzay ile R" reel

Oklid uzay1 yer degistirir, [1].

2.2.8. Uyari: Tanim (2.2.7) den hemen hemen kompleks manifoldun ¢ift boyutlu oldugunu

ve n-boyutlu kompleks manifoldun 2n-boyutlu reel analitik manifold oldugu gosterilir,

[1].

2.2.9. Ornek: R*", S®, CP" ve bir konneksiyon ile verilen C” smifindan bir M
manifoldunun TM teget ciimlesi hemen hemen kompleks manifoldlardir. R*" =C", S* ve

CP" ise kompleks manifoldlardir. R*" nin J hemen hemen kompleks yapisi

J(ij:i, J(i]:—i
axl ayl ayl axl

ile tamimlidir. Burada X',..., X", y,...,y", R*" iizerinde Oklid koordinatlardir, [1].

2.2.10. Tamm: Bir (M, J) kompleks manifoldu iizerinde bir Hermitian metrik
g(IX,IY)=g(X,Y), X,Y e x(M)
seklinde tanimli bir g Riemann metrigidir. Yani g Riemann metrigi ve J uyumludur.

g Hermitian metrik ile bir M hemen hemen kompleks manifolduna (ya da bir
kompleks manifolduna) bir hemen hemen Hermitian manifold (ya da Hermitian manifold)
denir ve (M, J,g) seklinde gosterilir.

Her hemen hemen kompleks manifoldun g Riemann metriginin bir hemen hemen
Hermitian metrik olduguna dikkat edilmelidir. Gergekten bir g Riemenn metrigi ile M

tizerindeki herhangi bir J hemen hemen kompleks yapist i¢in

h(X,Y)=g(X,Y)+g(IX,IY), X,Y e (M)

13



yazilarak bir h hemen hemen Hermitian metrigi elde edilir, [1].

2.2.11. Tamm: Bir (M, J,g) hemen hemen Hermitian manifoldunda M nin J hemen
hemen kompleks yapisi paralel yani

(Vi J)(Y)=0, X,Yex(M)

ise bu manifolda Kaehlerian manifoldu denir.

R*" iizerindeki Oklid metriginin yukarida tanimli J standart hemen hemen kompleks

yapisina gére Hermitian metrik oldugu ve R*" nin bir Kaehlerian manifold oldugu basitce
ispatlanir, [1].

(M,J,g) bir Kaehlerian manifold olsun. K(P), X,Y ortonormal vektorleriyle
gerilen bir P T M diizlemi igin M nin kesit egriligi olsun. P, J altinda invaryant yani
J,P=P ise K(P) holomorfik kesit egrilik olarak adlandirilir. P, J altinda invaryant ve
X, P de bir birim vektér ise {X,JX} P icin ortonormal bazdir ve
K(P)=R(X,JX,JX,X) dir. Bu H(X) olarak belirtili. K(P), M nin tim q
noktalarinda J -invaryant P T M diizlemleri i¢in sabit ise sabit holomorfik uzay olarak

adlandirtlir, [1].

Sabit holomorfik kesit egrilikli uzaylar i¢in agsagidaki karakterizasyon verilebilir:

Sabit holomorfik ¢ kesit egrilikli bir (M, J,g) Kaehlerian manifoldu bir kompleks

uzay formu diye adlandirilir ve M(c) ile belirtilir. M(c) nin R egrilik tensorii
R(X.Y)Z ={9(Y.2)X ~g(X,2)Y +g(3¥,2) )X ~g(X,Z)IY +2g (X, JY) 2}

seklinde verilir, [1].
C" ile kompleks uzayi, CP" ile kompleks projektif uzay1 ve D" ileC" de kompleks
n-boyutlu agik birim yuvari belirtiriz. Sabit holomorfik C kesit egriligine sahip basit

irtibatli tam bir Kaehlerian manifoldu ¢>0, c<0 ya da ¢=0 olmasina gore, sirasiyla,

CP", D" yada C" soylenir.
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2.3. Alt Manifoldlar

2.31. Tamm: M ve M iki C* siufindan manifold olsun. 784\ —>M scklinde C*
sinifindan bir immersiyon var ise M ye M nin bir alt manifoldu denir. w bir imbedding

ise M ye M nin daldirilmis alt manifoldu denir, [1].

Alt manifoldlarin geometrisi ¢ok Onemlidir. Bazen verilen manifoldu bilinen bir
Riemann manifolda daldirmak yararli olur. Dolayisiyla bilinen Riemann manifoldun alt
manifoldu olarak bu manifold lizerinde tanimli geometrik yapida ¢alismak daha basit olur.

Gergekten alt manifoldlarm geometrisi Diferansiyel Geometride ¢cok dnemlidir. Ornegin
R® de C” simifindan regiiler egriler R® iin bir boyutlu alt manifoldlaridir. Bunun yan1 sira
R® de C” simifindan yiizeyler onun 2 -boyutlu alt manifoldlaridir. (M,g) bir Riemann
manifold ve M —>M, C* smifindan M manifoldundan M ye C* sinifindan bir
immersiyon olsun. O halde M alt manifoldunun g* Riemann metrigi
0, (X,.Y,)=9(d,, X,.d,%,), X,Yez(M),peM
ile verilir, [1].

Bir immersiyon lokal imbedding oldugundan M nin bir M alt manifoldu iizerindeki

lokal ifadelerle ilgilendigimizde X € y(M) ve peM olmak iizere X, ve w(p) ile
dw(p)xp yi tammmlamamiz ve bu konuda M ve M manifoldlar1 iizerindeki gecisleri
ayrmamiz gerekir. Boylece M {izerinde tanmimli Riemann metrigini g ile belirtip
immersiyonu sdylemeksizin M nin M Riemann manifoldunun bir alt manifoldu
oldugunu bilmemiz gerekir. M, (M,g) Riemann manifoldunun alt manifoldu olsun. O
halde her bir peM i¢in M nin Tpm teget uzayi

TM=T,M®T,M

direkt toplamidir. Burada T,M , M nin teget uzayi ve
T,M={X,eT,M|g,(X,.Y,)=0 Y, eT,M|,

Tpm de T,M nin ortogonal bilesenidir. Tpm de Tle alt uzaymma peM de M nin

normal uzay1 denir. M iizerinde T*M = U TpL M climlesi M nin normal climlesi olarak
peM
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adlandirilir.

T*M normal ciimlesinin C* sinifindan olan kisimlarinmn uzaymn v ile belirtelim.
Boylece her N ev ;((M) de C” smufindan bir vektdr alani olur ve X € y(M) olmak
iizere g(X,N)=0 esitligini saglar.

5, (M,g) Riemann manifoldu iizerinde Riemann konneksiyon ve M, M nin bir

alt manifoldu olsun. ;((M)Lv', }((M) nin M e kisitlanmig1 olmak tizere

2(M)lu=z(M)@v

esitligini kullanarak X,Y € (M) igin VxY e Z(M) oldugundan VxY ,

VxY =V,Y +h(X,Y) (2.3.2)
seklinde ifade edilir. Burada V,Y € y(M) ve h(X,Y)ev, sirasiyla, VxY nin teget ve

normal bilesenleridir. Bu kisimdaki V,Y ve h( X,Y) terimleri, onlarm ozellikleri
geometrik olarak gosterilene kadar yalmzca notasyondurlar. Tanim (2.1.25) de verilen %
Riemann konneksiyonun o6zelliklerini kullanarak, (2.3.1) esitliginde goriinen, V
semboliinin M {izerinde Riemann konneksiyon icin gerekli ozellikleri olan sagladigi

goriilebilir. Bu durumda (2.3.1) esitliginde normal bilesene, M alt manifoldunun ikinci

temel formu denir.

Dolayisiyla h: y(M)x y(M)—v simetrik bilineer déniistimii olur. Benzer sekilde

X ex(M), Nev igin VxN e;((M)
VxN =—A,X + Dy N (2.3.2)
olarak ifade edilebilir. Burada —A X € (M) ve DyN ev, sirasiyla, VxN nin teget ve

normal bilesenleridir. V nin dzellikleri kullanilarak (2.3.2) esitliginde —A X  tegetsel
bilesen,

g(AXY)=g(X,AY)

esitligini  saglayan A :y(M)— x(M) seklinde bir lineer donisimidir ve
D:x(M)xv—v, konneksiyon i¢in verilen benzer o6zellikleri saglar. A, dénisimii

N eV normaline gére Weingarten doniisiimii ve D, vV normal climlesinde konneksiyon
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olarak adlandirilir.
(2.3.2) esitligi Y € (M) ile i¢ arpima tabi tutulup g(Y,N)=0 yani
g(ng, N)z—g<Y,§xN)
esitligi ve (2.3.1) esitligi kullanilarak
g(h(X.Y),N)=g(AX.,Y), X,Yex(M), Nev

elde edilir. Bir M Riemann manifoldunun bir M alt manifoldu icin (2.3.1) ve (2.3.2)

esitlikleri, sirasiyla, Gauss ve Weingarten formiilleri diye adlandirilir.

R ve R , sirasiyla, M ve M nin egrilik tensorleri olsunlar. O halde
X,Y,Z,W e y(M) olmak iizere, Gauss ve Weingarten formiillerini kullanarak R egrilik
tensoru
R(X,Y;ZW)=R(X,Y;ZW)+g(h(X,Z),h(Y.W))-g(h(Y,.Z),h(X,W)) (2.3.3)
seklinde elde edilir, [1].

2.3.2. Ornek: S", R™ de orijin merkezli bir birim kiire olsun. O halde i:S" —R"*

inclusion fonksiyonu bir immersiyondur. Boylece S" her bir normal uzay1 bir boyutlu olan
R™ in bir alt manifoldudur ve bu nedenle v normal ciimlesi tek bir N birim normal

vektoriiyle gerilir. N, S" iizerindeki her bir noktanin yer vektdriinii gosterir ve R™
iizerindeki V Riemann konneksiyonu Ornek (2.1.23) de tanimlanir. Her bir X e Z(S")
i¢cin

VxN =§n:x(xi)i=x

OX

i=1 i

vardir. Yani A X=-X ve D,N=0 dir. Burada N =inai, S" lzerinde yer

i-1 i
vektoridiir. Ayrica,
h(X,Y)=g(h(X.Y),N)N=g(AX,Y)N=-g(X,Y)N, X.,Yeyg(s")
dir. Boylece S" igin Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,
VxY =V,Y —g(X,Y)N
VxN =X
olur. R™ in egrilik tensérii R=0 oldugundan S" in R egrilik tensorii (2.3.3) esitliginde

17



verildigi gibi
R(X,Y;ZW)=g(Y,Z)g(XW)-9g(X,Z)g(Y.W), XY, ZW e x(s")

dir, [1].
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3. IKiNCi BOLUM
3.1. Slant Manifoldlar

3.1.1. Tamm: N, hemen hemen J kompleks yapisina ve hemen hemen g Hermitian
metrigine sahip bir M hemen hemen Hermitian manifolduna izometrik olarak daldirilmis

n -boyutlu bir Riemann manifold olsun. N ve M deki i¢ carpim (,) ile gosterilsin. N ye

teget herhangi bir X vektori i¢in

IX =PX +FX (3.1.1)
seklinde yazilir. Burada PX ve FX, JX in, sirasiyla, teget ve normal bilesenleridir.
Boylece P, TN tegetler ciimlesinin bir endomorfizmi ve F de TN {izerinde normal
degerli 1-formdur. F =0 ise N alt manifolduna kompleks alt manifold, P =0 ise total
reel alt manifold denir. Ne bir kompleks alt manifold ne de bir total reel alt manifold

olmayan N alt manifolduna uygundur denir, [1].

3.1.2. Tamim: (M,J,g) bir hemen hemen Hermitian manifold ve M, M nin bir alt
manifoldu olsun. Herbir peM ve X eT M icin JX , ve T )M teget uzay arasindaki
H(Xp) acisi, sabit bir o agisina esit ise M bir slant alt manifold olarak adlandirilir, [2].

M, (M,J,g) nin bir slant alt manifoldu ise M nin {e,....e,} lokal ortonormal
catis1 i¢in
KJei,ejN:COSa:sabit

dir, [1].

3.1.3. Ornek: Herhangi bir & >0 i¢in f :R*> - R* déniisiimii
f (u,v) = (u cosa,usinga,V, O) seklinde tanimlansm. R? nin herhangi bir p noktasinda
COSox

10

0
i 0
g - sina

1

0 0
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? lizerinde bir lokal ortonormal cat1 olsun. O halde

olur. {e,,e,}, R

(5]
“(3)

df(
=(0,0,1,0)

seklindedir. Burada |df, (ij
ou
kompleks yapisi olsun. Boylece
Jo& =(0,0,cosa,siner), Jpe, =(-1,0,0,0)

=(cosa,sina,0,0)

ve

:dep(gjuzl dir. J,, R* iin dogal hemen hemen
ov

seklinde elde edilir. Bu esitlikler, sirasiyla, e, ve e, ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,
(Jo8,,8,) =cosa, (Jee,,€)=—cose olur. Dolayistyla KJOei,ej >‘ =cosa >0

olup sabittir. Boylece R? R* {in bir slant alt manifoldu oldugunu gésterir. Dolayistyla f,
R* de « slant agist ile bir slant diizlem tanimlar.
M, m-boyutlu bir M Riemann manifoldunun n-boyutlu bir alt manifoldu olsun.

€,...6, vektorleri M ye teget ve € e, vektorleri ise M ye normal olan

n+11°"*1 ~m

{e,....6,,8,1,-.n6,} lokal ortonormal ¢atisimi segelim. 1<AB,C,.<m ve

1<i, j,k,..<n olmak iizere W,..,W",W"" . W" dual cati olarak kabul edelim. Bu

durumda

Wo =-wi=wh +w; =0

olur. Burada X € y(M) ve 1< A<m olmak iizere w*(X)=(X,e,) dir.

Vxe, :Zm:wg(x e
Cc=1

ile w/ konneksiyon formlar1 tanimlansin. Burada V, M iizerinde Rieamann

konneksiyondur.

Ayrica herhangi bir X € y(M) vektér alani i¢in bu formlar
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Vxe =T+N’

ile verilir. Burada T € y (M) tegetsel bilesen, N" e I'(Vv) normal bilesendir.

Ve = D> Ale,+> p'e, yazilirsa A= <§xei,ej> =w(X) ve u'= <§xei,er> =w! (X)
j r

elde edilir. Boylece

Ve, :JZ;:W} (X)e;+ D w(X)e,

r=n+1
ve
— n r
Ve, =D Wi (X)e;+ D w(X)e,
j=1 s=n+1

olur. Buradan w}, w; ve w; 1-formlar: M de M nin konneksiyon formlari adim alir, [1],

3.1.4. Yardima Teorem: W',..,W", W™ . W" dual ¢ati ve W, konneksiyon formlari
olmak iizere dw” diferansiyeli

dwh == wg Aw®
B

dir, [1].

3.1.5. spat: X,Y € Z(M) icin

dw” (X,Y) =X (WA(Y))=Y (WA (X))-wA([X.Y])
(WB/\WBA)(X,Y):WB(X)WBA(Y)—WB(Y)WBA(X)
yazilabilir. Boylece
ZB:(WB/\WQ)(X,Y):—ZB:(WQ/\WB)(X,Y)

(WP Awg)(X,Y)=dwh(X,Y)

B

elde edilir. Buradan

dw® == wg Aw®
B
olur. Bu da ispati tamamlar.
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Simdi ¢, nin M iizerinde egrilik 2 -form oldugunu varsayalim. Bu durumda M nin

yapt denklemleri

g (X.Y) ZKBCDW AWP (X,Y) (3.1.1)

seklindedir. Burada
K§CD = R(eA’eB’eC’eD) (3'1'2)

dir. Boylece elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) esitlikleri g6z 6niine alinirsa
#o (X,Y) ZR (€ares. .8 ) WS (X)W (Y)—w (X)]=R(X.Y &6

bulunur.

3.1.6. Yardimc1 Teorem: ¢, M iizerinde egrilik 2-form ve W, konneksiyon formlar

olmak lizere
_ A C A
= Z We AWg + ¢
C

dir, [1].

3.1.7. ispat:

X Ye;g(l\/l) igin

ZW AW (XY )+ (X,Y)=;W§(X)w§ (Y)—;WQ(Y)WE(X)Jr R(X,Y e, €)

yazilir. Diger taraftan (e, e, ) =sabit oldugundan Y (e.,e,) =0 elde edilir. Bu ifadeler son

esitlikte g6z oniine alinirsa,

D WS AW (X,Y)+5 (XY )=—(Vyen Vit )+ (Vi€ Vi ) +R(X,Y 0,,8;)
C

=—(V,V, e, =V, V,e,e5) =YW (X)+ Xwg (Y)
+R(X,Y,e,.85)
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;wé‘/\wg(X,Y)+¢§(X,Y):—<R(X,Y)eA+V arBs ) =YW (X )+ Xwi (¥)

[X.Y
+R(X,Y,e,.€;)
= Xw (Y)=Ywg (X)—wg ([X,Y])
=dw, (X,Y)

bulunur. Boylece

dwg =D WS Awg + ¢

C

yazilir. Burada

Kgeo + Kipe =0

dir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi bu formlar1 M alt manifolduna sinirlayalim. Bu durumda w" =0 elde edilir.

Bu ise

O=dw =-> w AW

oldugunu verir. {Nl ..... N,}, normaller i¢in lokal cati olsun. O halde €,,,...&,, M ye

normal oldugundan V7 eI'(v) i¢in
77 = Z(U’ Na> Na
olur. Boylece herhangi bir 77 € I'(Vv) igin

n=>Y(ne)e, n+l<r<m

dir. Burada €,.,,....€,, M ye normaldir. h: z(M)x (M) —T(v) ikinci temel formu igin
h(e.e;)eT(v) dir ve sonug olarak

h(e.e;)=> e,

olur. Buradan

h(e.e;)=h;

bulunur. Ayrica

Zj:hi;Wj (X)=Z<h(ei,ej),er><x,ej>

]
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]

Zj:hﬁwj (X)=<h[ewz<x1e,->e,-j,er>=<h(X,ei),er>=<ei,A9rx> (3.1.3)

bulunur. Burada A, Weingarten doniistimiidiir. V, M iizerinde bir konneksiyon olmak
lizere D,e, eI'(V) igin

Vxe, =—A X +Dye,

olur. Dolayisyla (e, D,e, ) =0 dir. Boylece

Zj:hi;Wj (x)=<ei"°\e,x>—<en Dxer>=—<ei,§xer>

=(Vxe,e )-X(e.6)=(Vxe,e ) =w (X) (3.1.4)
bulunur. Bu da

J

oldugunu gosterir. Burada hi=hy esitligi saglandigindan h simetriktir. Ayrica

Weingarten doniisiimiiniin simetrik oldugu g6z oOniine alinirak (3.1.3), (3.1.4) ve (3.1.5)

den
vvi'(X)=<Aarei,X>

elde edilir.

3.1.8. Yardimer Teorem: X,Y,ZW € 7(M), &7 eT(v) olmak iizere, sirasiyla,
R(X,Y;ZW)=R(X,Y;ZW)+(h(X,Z),h(Y,W))=(h(X,W),h(Y,Z))
[R(x.Y)Z] =(Vxh)(¥.2)~(V+h)(X.2)
R®(X,Y:&,m)=R(X,Y:&,m)+([ A, A, ](X).Y)

dir. Burada

(Vxh)(X.Y)=Dy (h(Y,Z))=h(V,Y,Z)-h(Y,V,Z)

ve [R(X,Y)Z] , R(X,Y)Z nin normal bilesenidir, [1].

3.1.9. Tamm: Bir M Riemann manifoldunun, bir M alt manifoldunun h ikinci temel

24



formu paralel ise, yani Vh=0ise, M alt manifolduna paralel alt manifold denir, [1].

R*™, standart metrik ile 2m-boyutlu Oklid uzay: belirtilir. (Rzm,J), C™ kompleks

sayl uzayma analitik olarak kompleks izometrik ise R®™ iizerindeki bir J hemen hemen

kompleks yapisi, standart diizlemsel Kaehlerian metrigi ile uyumludur denir. J, ve

J I, R*™ uyumlu hemen hemen kompleks yapilari, sirasiyla,

I (B By 0y) = (b1, B8

I (e apn, by, by ) = (-2, 8y, =8y, Ay 4, 0, by, By, b))

seklinde tanimlanir, [1].

3.1.10. Ornek: M, C* de bir kompleks yiizey olsun. Bu durumda O<a§% olacak

sekilde herhangi bir « sabiti i¢in M, a slant agisi ile (]R“,Ja) da bir slant yiizeydir.

Burada R* {izerinde uyumlu hemen hemen kompleks yap1 olan J,
J,(a,b,c,d)=(cosa)(—c,—d,a,b)+(sina)(-b,a,d,—)

seklinde tanimlanir.

Bu nedenle bir Kahlerian manifoldunda kompleks alt manifoldlar minimaldir. Bu

ornek C? de smirli pek ¢ok uygun slant minimal yiizeylerin var oldugunu gosterir.

Dolayisiyla
J,(ab,c,d)=(cosa)d,(ab,c,d)+(sina)d,(ab,c,d)

yazilabilir. Boylece J, m C? iizerinde bir hemen hemen kompleks yapi oldugunu
gbstermeyi basitlestirir.

C? de non-minimal uygun slant yiizeyler i¢in asagidaki drnegi verebiliriz.

3.1.11. Ornek: Herhangi bir pozitif bir k sabiti i¢in f:R* >R* donisimi
f (u,v)=(u,kcosv,v,ksinv)

seklinde tanimlansin. Bu durumda herhangi bir p=(a,b) € R* noktas igin
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1 0

g - 0 —ksinb
P10 1
0 kecosb

elde edilir. R? iizerindeki bir {e,e,} lokal ortonormal bazi

o 3] (2]

Plou ), Plov),
olmak tlzere
df (aj
ou

o )
ou

seklinde hesaplanir. Diger taraftan

3.8, =(0,0,1,0)

— Jk?sin?b+k? cos?b+1 =k +1

)

- (0,—kcosv,0,kcosv)

)H k?+1

-1

df(
=(1,0,0,0) ve e,=

i

€ =

2|2

ve
1 .
Je, = (-1,—kcosv,0,—ksinv)

Jk?+1

oldugundan

1

k? +

1
k?+1

(Joe.e,) = (0+0+1+0)=

[

ve
-1
k2 +

<‘J0e21e1>=

7

bulunur. Boylece

‘<Joei,ej>‘= L icizj<2

olur.

e, =J,8 seklinde secilirse f nin COS_l[ ] slant agisiyla bir slant yiizey

1
vk +1
tanimladig1 sonucu cikarilir. Ayrica bu ylizeyin flat ve non-minimal oldugu kolayca

ispatlanir.
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3.1.12. Ornek: a:(a,b)—>R? a(s)=(g(s),h(s)) seklinde tammli R? de birim hizl
bir egri ve k herhangi bir pozitif say1 olsun. Ayrica f :Rx(a,b) — R* fonksiyonu
f (u,s)=(—kssinu,g(s),kscosu,h(s))

seklinde tanimlansin. Bu durumda f ye R* de non-minimal, diizlemsel, uygun slant

yiizeydir denir, [1].

3.2. P ve F Operatérlerinin Ozellikleri

f:N —>M, n-boyutlu bir Riemann manifoldundan hemen hemen bir Hermitian

manifolduna izometrik bir immersion olsun. P ve F, sirasiyla, (3.1.1) esitliginde tanimli

teget ciimle lizerindeki endomorfizm ve normal degerli 1-form olsunlar. M hemen hemen
Hermitian oldugundan X,Y € y(N) igin

<PX,Y> :—<X,PY>

elde edilir. Boylece Q=P? yazildiginda Q, x(N) nin simetrik (self-adjoint) bir
endomorfizmi olur. Bu nedenle N nin herbir T N teget uzay1

TN=D!@®..®D"

seklinde Q nin eigen uzaylarmin ortogonal bir direkt toplamidir. P skew-simetrik ve
J?=-1 oldugundan Q nin her bir 4 eigen degerleri [-1,0] arahiindadir. Ayrica 4 #0
ise D! es eigen uzaylari ¢ift boyutludur ve P endomorfizmi altinda invaryanttir. Yani
P(D)i() =D} dir. Bunun yani sira her bir 4 # -1 igin dim F(Dl): dimD, ve i=1,...k(x)
icin F (D;) normal alt uzaylar birbirlerine diktirler. Buradan

dimM >2dimN —dim g,

olur. Burada g, , —1 eigen degerine karsilik gelen Q nun eigen uzayini belirtir.

X,Y € x(N) igin VQ nun

(V4Q)Y =V, (QY)-Q(V,Y)

seklindeki tanim1 gz Oniine alinarak asagidaki Y. Teorem verilebilir, [1]:
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3.2.1. Yardimc1 Teorem: N, bir M hemen hemen Hermitian manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. Bu durumda Q simetrik endomorfizmi paralel yani VQ =0 olmasi igin
gerek ve yeter sart

(i) Q nm her bir 4 eigen degeri N iizerinde sabittir,

(i) Her bir D' dagilimi tam olarak integrallenebilirdir,

(iii) N, N;x..xN, seklinde ayrisimlarimin Riemann garpimudir, [1].

3.2.2.ispat: Q, TN teget ciimlesinin self adjoint bir endomorfizmi oldugundan
A <A, £...< A, seklinde n -siirekli fonksiyon vardir. Oyleki i=1,...,n olmak iizere 4, her
bir pe N noktasinda Q nin eigen degerleridir. €,...,€,, Q nin eigen vektorleriyle verilen
lokal ortonormal bir ¢at1 olsun. Q, VX,Y € ;((N) icin paralel yani

VxQY =Q(VyY)

seklinde ise

V,Qe =Q(Vye)

elde edilir.

X (4)e+AV,&=Q(V &)

ifadesi € ile i¢ carpima tabi tutuldugunda

X (4)+{AVye.e)=(Q(V«e).6)

olur. vX e (N) igin

X(4)+A4(Vye.6)=(Vye,Qe)=4(V,e.€)

yani X (4 )=0 olur. Buda A nin bir sabit oldugunu gosterir.

(ii) ve (iii) deki durumlar igin 4,...,4,, Q nin ayn eigen degerlerini belirtsin. Her

bir i=1,...,k i¢in Di, A eigen degerine karsilik gelen Q nin eigen uzaylar ile verilen

dagilim olsun. Bu durumda herhangi iki X,Y € D' vektor alanlari i¢in
QX)=A4X, Q(Y)=AY

ya da

V,QY =Q(V,Y) ve V,QX =Q(V, X)
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olur. Buradan

Y, (AY)-9, (AX)=Q([X.Y])

yazilir. Bylece [X,Y]e D' igin

AXY]=Q([X.Y])

elde edilir. Dolayistyla D' tam olarak integrallenebilirdir. Benzer sekilde v,Y eD!

oldugu da gosterilebilir. Boylece D' nin her bir N' maksimal integrallenebilir alt

manifoldu N de total geodeziktir. Sonug olarak N =N, x...x N, dir.
Karsit olarak; 1<i<k, X,Y e y(N) veYe D' olsun. Béylece

QY =¥ Ve ¥, (QV) =V, (AY) = X (A)Y + 47, =0+Q(V,)
olur. Yani (V,Q)Y =0 dir. Buda Q nun paralel olmas1 demektir.

Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

3.2.3. Yardimc1 Teorem: N, bir M hemen hemen Hermitian manifoldunun bir alt

manifoldu olsun. VP =0 olmas i¢in gerek ve yeter sart N, N;x..xN, lokal Riemann

carpimidir. Burada her bir N, ya bir kompleks alt manifold ya total reel alt manifold ya da

M nin Kaehlerian slant alt manifoldudur, [1].

3.2.4. Ispat: P paralel ise Q da paraleldir. Boylece Y. Teorem (2.3.2) yi uygulayarak N
nin A eigen degerlerine karsilik gelen D' dagilimlarinin N, yapraklarmin N, x..x N,
lokal Riemann garpimi oldugu gériiliir. 4, =0 ise X € y(N) olmak iizere QX =0 olmasi
PX =0 olmast demektir. Bu durumda N total reel alt manifold olur. A4 =-1 ise
P:x(N;)—> x(N;), P?=—1 esitligini saglayan bir doniisiimdiir. Yani P, N; iizerinde
hemen hemen kompleks yapidir ve bu N, nin hemen hemen kompleks manifold oldugunu
ifade eder.

A #0,~1 ise D', P endomorfizmi altinda invaryant ve herhangi X,Y e D' igin
(PX,PY)=-2(X,Y) oldugundan |PX| :\/—7,|X| dir. Boylece 6( X ) Wirtinger agis1 0
ve —1 den farkli bir sabit olan

cosO(X) =4
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esitligini saglar. Boylece N, bir uygun slant alt manifold olur. A #0 oldugunu kabul edip
P =P}, yazalim. Bu durumda P, de higbir sey degismez fakat TN, nin endomorfizmi N
de total geodezik alt manifold lizerinde hemen hemen kompleks yapidan tanimlanir.
Herhangi bir X,Y e z(N,) igin (ViR)Y =(V,P)Y =0 elde ederiz. Bu N, nin kompleks
bir manifold olup olmadigini gosterir. Dolayisiyla N, tanimdan M nin bir Kaehlerian

slant alt manifoldudur denir.

3.2.5. Onerme: N bir M hemen hemen Hermitian manifoldunun indirgenemez bir alt
manifoldu olsun. N, ne bir kompleks ne de total reel degil ise N nin bir Kaehlerian slant
alt manifold olmasi igin gerek ve yeter sart P endomorfizminin paralel yani VP =0
olmasidir, [1].

Simdi bir hemen hemen Hermitian manifoldunda yiizeyler igin asagidaki Teorem

verilebilir:

3.2.6. Teorem: N bir M hemen hemen Hermitian manifoldunda bir yiizey olsun. O

halde asagidaki ti¢ durum denktir.
(i) N, M de ne total reel ne de kompleks manifold degildir ve VP =0 yani P
paraleldir,

(ii) N bir Kachlerian slant yiizeydir,

(iii) N bir uygun slant yiizeydir, [1].

3.2.7. ispat: Her bir uygun slant alt manifold ¢ift boyutlu oldugundan Y. Teorem (3.2.4),
P endomorfizmi paralel ise N nin ya bir Kahlerian yiizey ya bir total reel yiizey ya da bir

Kaehlerian slant ylizey oldugunu ifade eder. Boylece N ne total reel ne de kompleks degil

ise (i) ve (ii) deki durumlar Tamm (3.1.1) ile denktir.
(ii) nin (iii) t ifade ettigi agiktir. $imdi (iii) tin (ii) yi ifade ettigini gosterelim.
N, @ slant acistile M de bir uygun slant yiizey olsun.

Pe, =(cos6)e,, Pe,=—(cosd)e

seklinde olan N ye teget {e,,e,} ortonormal atisim segersek
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Ve = (X )e +wE (X,
ve
Ve, —u (X )e, + v (X)e,
yazilir. Bu ise
(V,P)e, =0 ve (V,P)e, =0
oldugunu ifade eder. Boylece P paralel, yani VP =0 dir ve bu N nin bir Kaehlerian slant
yiizey oldugunu verir.
Bu ispati tamamlar.

Bir Kaehlerian manifoldunun alt manifoldlar1 i¢in asagidaki genel Y. Teoremi

verebiliriz.

3.2.8. Yardimer Teorem: N, bir M Kaehlerian manifoldunun bir alt manifoldu olsun. O
halde

(i) X,Y ez(N) vektorleri igin

(Vi P)Y =th(X,Y )+ A, X

dir. Buradan VP =0 olmast igin gerek ve yeter sart X,Y € y(N) olmak iizere

V FY = th(X,Y)=h(X,PY)

olmasidir

(i) &el(v)ve X e y(N) olmak iizere VF =0 olmas i¢in gerek ve yeter sart
A X =—APX

olmasidir. Oyleki

Ih(X,Y)=th(X,Y)+ fh(X,Y)

dir. Burada th(X,Y) ve fh(X,Y), Jnh(X,Y) nin, sirasiyla, teget ve normal bilesenleridir,
[1].

3.2.9. Ispat: M bir Kaehlerian oldugundan J paraleldir. Bu nedenle X,Y e 7(N) igin

0=VxJY —JVxY =Vx (PY +FY)-J(V,Y +h(X.Y))
=V, PY +h(X,PY)= A, X + D, FY =P (V,Y)~F(V,Y)-th(X,Y)—fa(X,Y)

dir. Burada teget ve normal bilesenleri esitleyerek

31



(ViP)Y =th(X,Y)+A, X ve (V,F)Y=th(X,Y)=h(X,PY) esitlikleri elde edilir.
Boylece P nin paralel olmast igin gerek ve yeter sart X,Y,Z € y(N) olmak iizere
(th(X,Y)+A,X,Z)=0
olmasidir. Bu ise
(A X.Z)=—(th(X.Y),Z) =(A,Y.2)
seklinde olur. Ayrica VF =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(th(X,Y)=h(X,PY),&)=0< (h(X,PY),&)=(th(X,Y),&)=—(A.Y,X)

)

& (h(PY,X),&)==(A.Y,X) < (APY, X)=—(A.Y,X)

& -APY =AY
S

olmasidir.

3.2.10. Uyarr: Bir Kaehlerian manifoldu olan N, ya bir total reel ya da bir kompleks alt
manifoldu ise VP =VF =0 olur, [1].

3.2.11. Sonu¢: N bir M Kaehlerian manifoldunda bir yiizey olsun. Bu durumda N nin

slant olmasi i¢in gerek ve yeter sart X,Y € ;(( N ) olmak iizere

Ay X =AY
olmasidr.
N, C? kompleks say1 uzayinda @ slant acisi ile bir slant yiizey olsun. N Yye teget birim

vektor alan1 e, olmak lizere

e, =(secd)Pe,, e, =(cscO)Fe, e, =(csc)Fe,

yazilabilir. Bdylece e =—(sec@)Pe, olur ve e, e, € y(N) ve e,,e, eI'(V) olacak sekilde
e,e,,e;,e, bir ortonormal ¢at1 olur. hi; = <h(ei,ej ),er>, I, j=1,2; r =3,4 oldugundan R
ve R®, C? de N nin, sirasiyla, Gauss ve normal egriligini belirtmek iizere

R=hEh, (1) +hih, — ()

R® =M, +hohy, —hihy —hyhy,

seklinde elde edilir, [1].

3.2.12. Teorem: N, C? de bir slant yiizey ise R =RP dir, [1].
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3.2.13. ispat: N, C? de bir slant yiizey olsun. Sonug (3.2.11) den

X,Y € y(N) igin

Ay X =AY

dir. €,¢,,6,,€e, Teorem (3.2.6) daki gibi ortonormal bir ¢at1 olsun. Bu durumda

h, =(h(e.e,).e;)=(h(e.e,).(cscO)Fe ) =(csco)(h(e,.e,), Fe,) :(csc9)<AFelel,e2>
:(csc¢9)<AFele2,e1> =(csc¢9)<AFeze1,e1> =(cscO)(h(e,.e,), Fe,)=(h(e.e).e)=h

olur. Benzer sekilde hd, = h!, oldugu ispatlanabilir. Bdylece R = R® oldugu elde edilir.
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4. UCUNCU BOLUM

4.1. Slant Manifoldlar I¢in Varhk ve Teklik Teoremi

Mm(4c), 4c sabit holomorfik ikinci egrilikli basit irtibath tam Kaehlerian m -
manifoldu olsun. M (4c) nin R egrilik tensérii X,Y,Z, M (4c) ye teget olmak iizere
ﬁ(f,\?)z=c{<V,Z>Y—<Y,Z>\7+<JV,Z> <Y,Z>J\?+2<Y,JV>JZ} (4.1.1)
ile verilir.

f:M —>Mm(4c), bir n-Riemann manifoldundan Mm(4c) ye bir izometrik

immersiyon olsun. h ve A, sirasiyla, f nin ikinci temel formunu ve Weingarten

dontsimini belirtsin. Yine V ve v de, sirasiyla, M ve M nin Levi-Civita
konneksiyonlar1 olsun.

X,Y e y(M) ve £eI'(v) igin h ikinci temel formu ve A Weingarten doniisiimii
arasinda
(AX,Y)=(h(X,Y),&) (4.1.2)

seklinde bir baglant1 vardir. Immersiyonun H ortalama egrilik vektorii

:—trh_ Zh (4.1.3)

dir. Burada {e,,...,e,} , M iizerinde lokal bir ortonormal gatidur.

M nin egrilik tensériinii R ve D normal konneksiyonun egrilik tensériinii R®

ile gosterelim. O halde X,Y,Z,W € y(M) ve &7 eT'(v) olmak iizere

R(X,Y;ZW)=R(X,Y;Z,W)+(h(X,Z),h(Y,W))=(h(X,W),h(Y,Z)), (4.1.4)
RP(X,Y;&,7)=R(X,Y;&7) <[ A7](X),Y>. (4.1.5)
seklindedir.

h ikinci temel formu icin TM @T*M iizerindeki konneksiyona goére h 1n Vh

kovaryant tiirevi

(Vxh)(Y,2)=Dy (h(Y.2))-h(V,Y,Z)-h(Y,V,2) (4.1.6)
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seklinde ve Codazzi denklemi de
(R(X.Y)Z) =(Vxh)(Y,2)~(Vvh)(X.2) (4.1.7)

seklinde verilir. Burada (R(X,Y)Z) . R(X.Y)Z nin normal bilesenidir.
Alt manifoldun tegetler ciimlesi iizerinde bir Q endomorfizmi i¢in VQ

(VxQ)Y =V, (QY)-Q(V,Y) (4.1.8)

olarak ifade edilir.

Simdi M, M" (4c) de @-slant oldugunu varsayalim. Bu durumda
P? =—(cos®0)1, (4.1.9)
(PX,Y)+(X,PY)=0,
(Vi P)Y =th(X,Y)+ A, X, (4.1.10)
Dy (FY)—F (V,Y)=fh(X,Y)=h(X,PY) (4.1.12)
olur. Burada | birim déniisiimdiir. Basitge her bir X € (M) igin

X* =1 Fx (4.1.12)
sin@

yazariz. M lzerinde TM -degerli simetrik « bilineer formu
a(X,Y)=th(X,Y) (4.1.13)
dir. Buradan

1
(X,Y)=——Fa(X,Y
a( ) sing a( )

olur. Boylece

Ja(X,Y)=Pa(X,Y)+Fa(X,Y)=Ja(X,Y)=Pa(X,Y)+(sin0)a" (X,Y) (4.1.14)
bulunur.

In(X,Y)=th(X,Y)+fh(X,Y)

oldugundan

IN(X,Y)=a(X,Y)+4 (X,Y) (4.1.15)
yazilir. Burada f, M fizerinde TM -degerli simetrik ve bilineerdir. (4.1.12), (4.1.14)
ve (4.1.15) esitliklerinden
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3*h(X,Y)=-h(X,Y)=Jda(X,Y)+1p

—h(X,Y):Pa(X,Y)+(sin6?)a*(X,Y)+$JF,B(X,Y)
=Pa(X,Y)+(sin@)a’ (X,Y)—(csc8) B(X,Y)—(csc8)I (PB(X.Y))

—h(X,Y)=Pa(X,Y)+(sind)a"(X,Y)—(cscd)B(X,Y)
~(es00)P*A(X.Y)~(esc0)(F (PA(X.Y)))

=Pa(X Y+ (sin0)a (XY)-( x5 ]p(x.Y)

)~ (P(X V)]

~Pa(X,Y)+(sind)a (X.¥)- 2252 5(xv)~(pA(x.Y))
~h(X.Y)=Pa(X,Y)=(sin0) A(X.Y)+(sin6)a’ (X.Y)~(PB(X.Y)) (4.1.16)

elde edilir. Boylece

Pa(X,Y)=(sind)B(X,Y)

ifadesi (4.1.16) da géz oniine alinirsa

—h(X,Y)=(sin@)a" (X,Y)-(PB(X.Y)) (4.1.17)
olur. Buradan
B(X,Y)=(cscO)Pa(X,Y)=PB(X,Y)
oldugu (4.1.17) de yerine yazilirsa

h(X,Y)=(PB(X.Y)) =(sin@)a (X,Y)=—(cscO)a" (X.Y)

(cscO)P?ar(X,Y)=—(csco)(cos’ 0)ar(X,Y)

bulunur. Bunun sonucu olarak

h(X,Y)=—(csc0)a*(X,Y)=—(csc6’){ﬁ(Ja(X,Y)—Pa(X,Y))}

h(X,Y)=csc? O Par(X,Y)-Ja(X,Y)]

olur. .(4.1.10) esitligiden.

(ViP)Y =th(X,Y)+ A, X =a(X,Y)+A X

elde edilir. Boylece

(VkP)Y.Z)=(a(X,Y).Z)—(a(X,Z),Y) (4.1.18)

bulunur.

0+0 ile M’ (40) de n-boyutlu bir @-slant alt manifold i¢in (4.1.1), (4.1.7),
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(4.1.8), (4.1.10) ve (4.1.18) esitlikleri M (4c) de M nin Gauss ve Codazzi
denklemleri, sirasiyla,
R(X,Y;Z W) =c{(Y,Z) (X W)~ (X,Z)(Y.W)+(PY,Z){PX,W)
—(PX,Z)(PY,W)+2(X,PY)(PZ,W)}
+csc? 0{{ar (X, W), a(Y,Z))~(a(X,Z),a(Y,W))}

(Vea)(Y.Z)+cse? 0{Pa(X,a(Y,Z))+a(X,Pa(Y,Z))}
+(sin” @)c{(X,PY)Z +(X,PZ)Y}

=(Vya)(X,Z)+csc? 0{Pa(Y,a(X,2))+a(Y,Pa(X,2))}
+(sin”@)c{(Y,PX)Z +(Y,PZ) X}

elde edilir.

4.1.1. Teorem (Varlik Teoremi): 96[0,%} ve M, <,> i¢ carpimui ile basit irtibatl

Riemann n-manifold olsun. TM tegetler climlesinin bir P endomorfizmine sahip
oldugunu ve M iizerinde TM degerli « simetrik bilineer formunun var oldugunu
kabul edelim. Bu durumda X,Y,Z,W eTM i¢in

P? =—(cos’ 0)1 (4.1.19)
(PX,Y)+(X,PY)=0 (4.1.20)
(ViP)Y.Z)=(a(X.,Y),Z)- <a( Z)Y) (4.1.21)
R(X,Y;ZW)=csc?0{(a(XW),a(Y,Z))~(a(X,Z),a(Y,W))}+

c{(X, Z < ><Y W) +(PX,W){PY,Z) (4.1.22)

W) (Y >
—(PX,Z)(PY,W)+2(X,PY)(PZ,W)}

(Vea)(Y.Z)=csc’ 0{Pa(X,a(Y,Z))+a(X,Pa(Y,2))}

(4.1.23)
+(sin® 0)c{(X,PY)Z +(X,PZ)Y}
total simetrik oldugu elde edilir. O halde M den, ikinci temel formu
h(X,Y)=csc? O(Pa(X,Y)-Ja(X,Y)) (4.1.24)

seklinde verilen M" (4C) ye bir @-slant izometrik immersiyon vardir, [3].
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4.1.2. Teorem (Teklik Teoremi): x},x*:M —>M " (4c), h' ve h? ikinci temel formlari

ile irtibath bir M n-Riemann manifoldundan M" (4c) kompleks uzay formuna iki -
slant izometrik immersion olsun. Bu takdirde M ye teget tim X,Y,Z vektor alanlari
icin

(M (x,Y),3,2)=(n*(x.Y),3,.2)

ise X' = go x? olacak sekilde M (4c) nin bir ¢ izometrigi vardir, [1].
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5. DORDUNCU BOLUM

5.1. H-umbilik Slant Alt Manifoldlar

M, 4c sabit holomorfik ikinci egrilikli M (4c) kompleks bir uzay formunun n-

boyutlu uygun @-slant alt manifoldu ise n ¢ifttir. Burada n=2m olsun. Bir

€y €y €y € kanonik ortonormal ¢atisi

e, =(secd)Pe,,....e,, =(secO)Pe,, ,

e, =(cscO)Fe,,...e, - =(csco)Fey, (5.1.1)

olacak sekilde secilsin. Burada 6 slant acidir.

te. =—(sind)e, i=1..,2m

oldugunu varsayalim. Bu varsayimin dogru oldugunu ispatlamak icin

Je. =J|[(cscO)Fe |=(csc8)d[Je —Pe]=(csc 49)[—ei —J((cos 9)ei+l)]
=—(csc)e —(cotd)Je,, =—(cscO)e, —(cotd)Pe,,, —(cotd)(sin H)e(m)*

=—(csc)e —(cotd)Pe,,, —(cos 9)e(

i+1)°

esitligini géz Oniine alalim. Boylece
te. =—(cscd)e, —(cotd)Pe,,
ve

fe. =—(cos H)e(m)*
dir. Yani

cos’d 1 :

te. =—(cscO)e, —(cotd)(—cosh)e = —-——|& =—(sinf)e,

- =—(esc0)e~(cor0)(-coso)e, <[ 20 Lo ——(smo)e

olur. Buradan
te. =—(sind)e,
elde edilir. Bu ise

—(cos G)e(iﬂ)* = fe.

seklinde bulunur. Burada i =2 j —1yazildiginda

e, =—(cosO)e,

i)
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olur. Ayrica dogrudan hesaplamalarla

fe(zj)* =(cos e)e(

elde edilir. M ye teget herhangi bir X vektor alani igin

Vxe, =_Zn:vxfii(x)ej+_zn:vvii*(x k. (5.1.2)

2j-1)"" Pe,; =—(cosd)e,;, j=1..,m

Vxe. =iwii(x)ej+iwii*(x)er, i,j=1..n (5.1.3)
j=1 j=1

bulunur. O halde w! :—Wij yazilabilir. (5.1.2) esitligi, sirasiyla, e; ve e. ile i¢ carpima
tabi tutulursa

<§xei,ej>:wij (X)

ve

<§xei,ej*>:wi"* (X)

olur. Buradan

w! (X)=<§xei,ej>: X <ei,ej>—<ei,§xej>=—<§xej,ei>:—w.j (X)

—Sw =-w
elde edilir. Benzer sekilde W) =-w/" oldugu gbriiliir. (4.1.3) esitligi e, ile i¢ garpima tabi
tutuldugunda

(Vxe, e} =w! (X)~(e,, Vxe,) =—w]

bulunur. Buradan

w) =

esitligi elde edilir. Ayrica

w=>"hiw, hi =<h(ei,ek),ej*> (5.1.4)
k=1

olur. Burada w',...,w", e,...,&, nin dual gatisidir.

5.1.1. Yardimc1 Teorem: M bir Kaehlerian n-manifoldun n-boyutlu uygun bir & -slant

alt manifoldu olsun. O halde uygun bir ¢atiya gore herhangi bir i, j =1,...,m igin
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(2i-1)" (2j-1)" _ 2j 2i
Woja™ —Waisy _COte(WZi—l_WZj—l)’

Wgzji_l) ng l) _COtQ( W22|J ll)
Wi~ = cot @ (wil WZZ‘j‘l),

2i-1 2j1 2i)’
ng'_l) w2 _cotH( sy _W((z;)l)*)’

e _cote( 2‘)"1 W(f;l))
w2 g2y _cote( 2] —ngzj‘l)*),
W —wi = cotowi —uft ).
U —wg —cote( 2w )

(2i-1)

Wi, — i =cot«9(w((22i")2* —W(Z"l,),*)

5.1.2. Yardimc1 Teorem: M, bir Mm(4c) kompleks uzay formunun n-boyutlu uygun
bir alt manifoldu olsun. O halde M (4c) nin R egrilik tensdrii M e teget herhangi
X,Y,Z vektor alanlari i¢in

(R(X.Y)Z) =&{(3V,Z)FX ~(IX,Z)FY +2(X,JY) FZ

saglanir. Burada ( (X.Y) Z) ﬁ( X,Y)Z nin normal bilesenidir, [1].

5.1.3. Tanmm: Bir Kaehlerian manifoldunun n-boyutlu bir M alt manifoldunun H -
umbilik diye adlandirilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart onun h ikinci temel formu e,,...,€,

lokal ortonormal ¢atisina gore baz1 A ve g uygun fonksiyonlar olmak {izere
h(e.e)=4e., h(e,e,)=..=h(e,e,)=re.

h(el,ej)=iej*, h(ej,ek):o, j=k ve jk=2,..,n

olmasidir. Burada €.y €., sirastyla, Fe,,...,Fe, lerin dogrultularinda birim vektorlerdir,

[1].
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5.1.4. Tamm: =0 ile bir H -umbilik slant alt manifold basit¢e silindirik slant manifold

diye adlandirilir, [1].

5.1.5. Yardimer Teorem: Bir M Kagehlerian n -manifoldunun her n -boyutlu H -umbilik

uygun slant alt manifoldlar1 Kaehlerian slanttir, [1].

5.1.6. Ispat: H -umbilik alt manifoldlarin tanimindan ve bir Kaehlerian manifoldun uygun

slant M alt manifoldunun bir Kaehlerian slant olmasi i¢in gerek ve yeter sart A, M nin
sekil operatorii, X,Y, M ye teget olmak tizere A.,Y = A, X esitliginin var olmasidir. Bu

sarttan yararlanarak ispat yapilir.

5.2. H -Umbilik Slant Alt Manifoldlarin Siniflandirmasi

T

5.2.1. Tamm: Bir (N,g) Riemann manifoldu, bir 96[0’_j ve TN tegetler ciimlesi
2

tizerinde asagidaki aksiyomlar: saglayan P endomorfizmi var ise bir slant uzay formu diye
adlandirilir.

1) X,Y, N ¢ teget olmak iizere
VP =0, Pzz—(cosze)l

ve

g(PX,Y)+g(X,PY)=0

olur.

2) N sabit slant ikinci egriligine sahip yani X =0 olmak tizere X, PX ile gerilen slant 2-

diizlemin K (X,PY) slant kesit egriligi X e TN vektoriiniin se¢iminden bagimsizdur, [1].
Acik olarak (M , g,J) bir kompleks uzay formu ise bir Kaehlerian manifoldunun bir

M Kaehlerian slant alt manifoldu bir slant uzay formu olur. Burada J =(sec@)P dir.

Bu kismin amaci asagidaki siniflandirma teoremini ispatlamaktir.

5.2.2. Teorem: M, n>2 olmak uzere Mn(4c) tam basit irtibath kompleks uzay
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formunun n -boyutlu bir H -umbilik uygun slant alt manifoldu olsun. O halde asagidaki ii¢
durumdan biri saglanir.

1) M diizlemseldir ve C" kompleks Oklid n-uzayinda bir slant n-diizlemin agik bir
parcasi olarak daldirilmis olur.

2) M diizlemseldir ve C" de silindirik bir slant alt manifold olarak daldirilmistir.

3) ¢<0 igin M, 4ccos® @ sabit slant ikinci egrilikli bir slant uzay formudur ve M ,

A =2u=%2J~csin@ ile Tamm (5.1.3) i saglayan CH"(4c) kompleks hiperbolik

n -uzayinda bir H -umbilik alt manifold olarak daldirilmis olur, [1].

5.2.3. ispat: M, bir Mn(4c) nin H -umbilik uygun slant alt manifoldu ise M nin ikinci

temel formu, baz1 uygun e,,...,e_,€

.,€ . lokal ortonormal ¢atisina gére bazi uygun A4

ve pu fonksiyonlari i¢in

h(e.e)=1e., h(e,e,)=..=h(e,e )=pre.,

h(e.e)=2e., h(e;e)=0, j#k, jk=2..n (5.2.1)

seklinde verilir. Y. Teorem (5.1.5) den M nin bir Kaehlerian slant oldugu soylenir. (5.1.4)
ve (5.2.1) esitlikleri kullanilarak

wo=Aw, W =w =t 2<j<n,

* (5.2.2)
Wi =0, 2< j=k<n.
ve
W= hw
k=1
oldugundan

* ﬂ,g(el,,el*):ﬂvv k=1
" —g(h(e,e),e. )=
h1k g( (el ek) el ) 19 (ekﬂel*):()’ k:2,3,...

elde edilir. Boylece

Ae., k=1
h(eved) = e, k=23

=w =AW
olur.
Y. Teorem (5.1.1) ve (5.2.2) den
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w2 =W — (1 + ) cotow,

1

W =W, —ucotowr, k=2,

W) . =W +pcotow™ ™, k>2, (5.2.3)
2" 2 j H

W =W —pucotow’, j>3,

e N
*

wh=w!, j,1>3

bulunur. A=x=0 ise M total geodezik @-slant alt manifolddur. c=0 ile M (4c)
kompleks uzay formunun tek bir total geodezik alt manifolduyla kompleks alt manifold ya
da total reel alt manifold olur. Fakat M uygundur yani ne kompleks ne de total reel degilse
c=0 dir.

Simdi M total geodezik olmasmn. X =¢,, Y =Z =€, olmak iizere
(R(X.Y)Z) =(Vxh)(Y.2)~(Vvh)(X.2)

dir. Codazzi denklemi ve (5.1.1), (5.2.1-3) ve Y. Teorem (5.1.2) den

eu=(A-2u)W(s,), (5.2.4)
e, =3uw, (e,)—(A+ ) ucot&+3csin 6cos b, (5.2.5)
uw! (e,)=0, j=3..,n (5.2.6)
olur.

(ﬁ(x,\()z)L =c{(JY,Z)FX —(IX,Z)FY +2(X,JY ) FZ}
esitligini kullanarak

— 1

(R(el,ez)ez) =c{(Je,.e,)Fe,—(Je, e,)Fe, +2(e,, Je,) Fe, |

(Je,,e,)=(Pe,,e,) =(—cosbe, e,)=0
(Je,e,)=(Pe,e,)=(cosbe,,e,)=cosb

ve

(Je,,e ) =—cos6

— 1
(R(el, ez)ez) =c{0—cosdFe, —2cosOFe,} =—3ccos OFe,
=-3csindcosde,.

elde edilir. Diger taraftan
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(D,h)(e,.6,)~(D, h) (e, e,) =D, h(e,.e,)-2n(V,e,.€,)-D, h(e,e,)

+h(Ve2e1,e2)+ h(el,VEZez)

olur. Burada

V.8, —ZW e =W; (e )e +W. (e )e,+...
V.6 = ZW e =W (e,)e +wW (e,)e, +..
V.8 —Zw e =W, (e,)e +W. (e,)e, +...
dir.

W =0=h(Ve,e)=w (e) e,

h(V.ee )=Wf(ez)ﬂef
(e5,0,) - St )

ve

D, 1€, = uD,e, +&(u)e, = uy Wi (e, )e;+ud wl (e, +&(u)e,
i1 =

0,8, =D, (1), =3 (8)e + 30 (e e ()
oldugundan
(D h)(ez,e )-(D.,h)(e,.e,) =D, we, —2w; (e,) e, — D, ree,

) ) M. +ZW , Jue,. =—3csingcosbe,. (5.2.7)

olur. Son esitligin e, ile i¢ ¢arpimu alindiginda

(D, 1e, €)= 1w (e,)

<Deuuef ’el*> =&, (u)

elde edilir. Burada

e (1) — pw. (&, )+ pwf (&, )+ 1w (e,) =

= e, (1) = (w2 (&) =—p(f (&,) — (A +ps) cotow' (e, )

dir. (5.2.7) esitliginin e,. ile i¢ carpimi alindiginda
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(D,se.,) e, (u)

<Delyel*,e2* > = uw? (&)= pw; (&) — p(A+ p)cotd

ve

1w (&) —p(A+ p)cot&—2uw; (e ) u—e,u=-3csin@coso
= e,u=3uw, (& )—u(A+pu)cotd+3csindcosd

bulunur. j >3 olmak iizere (5.2.7) esitligi e;” ile i¢ carpima tabi tutuldugunda

<Delye1* e > = <ygwl‘; (e,)e +ﬂkzn_l:W1k: (e)e. +e(u)e. e, > = uw) ()

<Dez,ue2* e, > = uw’. (e,)

olur. Diger taraftan

pw () =2(0)— pw) (e,)+ uw)(e,)=0

= 1w (&) + W (e,)— u* cotow’ (e,)— pw? (e,) =0

= uw) (e)=0

bulunur. Boylece

(D, ue, e, ) =0

elde edilir. Benzer sekilde j>3 i¢in X =e, {Y,Z}={e,e;} olmak iizere Codazzi

denklemi, (5.2.1), (5.2.2) esitlikleri ve Y. Teorem (5.1.1) ile Y.Teorem (5.1.2) kullanilarak

e i = puw; (e, )+2csindcos o (5.2.8)
) (e)=0 (5.2.9)
w2t (&) =(1-2u)W (&,)=(1—2u)W (&), k=3 (5.2.10)

bulunur. (5.2.5) esitligindeki deger (5.2.8) esitliginde yerine yazildiginda
3uw; (&) —(A+ ) pcot@+3csin@cosd = uw; (e, )+2csin&cos
= 2uw; (&) =(A+ 1) pcotd—csinfcoso (5.2.11)

elde edilir.

j>1icin X =Z=e, Y =¢,;, olmak iizere Codazzi denklemi ve (5.1.1), (5.2.1-3)

esitlikleri ve Y. Teorem (5.1.2) kullanilarak

el,u:(l—Z,u)ij’leZH, (5.2.12)
&4 =(A—2u)W 7 (e), (5.2.13)
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(A=2u)W (&) =(A—2u)W (e,;) =0, k#2,2j-12], (5.2.14)

(A=2u)W' () =(A—2u) pcot O(e)) (5.2.15)
j>1 i¢in X =e,,, Y=¢,Z=¢, olmak iizere Codazzi denklemi ve (5.1.1),

(5.2.1-3) esitlikleri ve Y. Teorem (5.1.2) kullanilarak

(A=2u)w' (e,;,) =csin@cos O+ u’ cot (5.2.16)

bulunur. (5.2.15) esitligindeki deger (5.2.16) esitliginde yerine yazildiginda

(2u—A)ucotd =csincos+ i’ cot O

= (2u° — Ap— p1* ) cot & = csin O cos 0

— p’ —Au=csin’

= (u-A)u=csin*6 (5.2.17)

elde edilir. (5.2.11) esitligi cot@ ile bolindiigiinde

2uw; (e )tan @ =(A+ ) p—csin® @

bulunur. Bu durumda (5.2.17) esitligi kullanildiginda

2 W, (el)tan 0= (l+,u),u—(,u—l),u = Ap+ g — 1P+ Au=2u (5.2.18)
= uw;, (&) =Aucotd
olur.
Diger yandan j>3 i¢in X =e,, Y =Z =¢; olmak iizere Codazzi denklemi ve

(5.1.1), (5.2.1-3) esitlikleri ve Y. Teorem (5.1.2) kullanilarak

e,u=0 (5.2.19)
W} (e))=uw! (e;), j=3 (5.2.20)
uw (e,)=0, k=3 (5.2.21)
3w (e,) = v (e;) (5.2.22)

bulunur. (5.2.19) ve (5.2.9) esitliklerinden W (e )=-2csinfcosé elde ederiz. Boylece
(5.2.18) esitligi goz oniline alindiginda

Au=-2csin’ @

elde edilir. Bu esitlik (5.2.17) esitligi ile birlikte diisiiniildiigiinde

A ==2(p—=2A) u=—Ap+2Apu—24° =0= 24 + Au=0= p(A-24)=0 (5.2.23)
bulunur.
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Sonug olarak slant alt manifold tizerindeki her bir noktada ya =0 yada A=2u
olur.

Uygun slant alt manifold tizerindeki bazi noktalarda =0 ise (5.2.17) esitligi c=0
olur. Ayrica bu durumda (5.2.17) ve (5.2.23) esitliklerinden, benzer sekilde =0 olur.
Boylece (2) deki durum elde edilir.

A=2u ve u#0 ise (5.2.17) esitligi £<0 ve x=+J—csin® oldugunu ifade eder.
Boylece M nin R egrilik tensorii
R(X,Y;Z,W)=ccos® 0{(X,W)(Y,Z)—(X,Z)(Y,W)}

(5.2.24)
+c{(PX,W)(PY,Z)—(PX,Z)(PY,W)+2(X,PY)(PZ,W)}
esitligini saglar.

Bu durumda M, 4ccos’@ slant ikinci egrilikli bir slant uzay formudur. Sonug

olarak (3) deki durum elde edilir.

5.3. Kaehlerian slant alt manifoldlarda genel esitsizlikler

5.3.1. Teorem: ce{-1,0,1} olmak iizere y:M — Mn(4c) tam basit irtibath Mn(4c)

kompleks uzay formunda n -boyutlu bir Kaehlerian @ -slant alt manifold olsun. O halde

2
2 22(n+2)r_n+2 1, 300s°0
n*(n-1) n n-1

elde edilir. Burada H? ortalama egriligin karesi ve 7,

f:ZKij

i<j
seklinde tamimli skalar kesit egrilikdir. K, bir e;,...,€, lokal ortonormal catisi i¢in € ve

e, ile gerilen 2-diizlemin kesit egriligidir, [1].

5.3.2. ispat: M, Mn(4c) nin kompleks bir alt manifoldu ise @ =0 dir ve M bir minimal

alt manifolddur. Boylece yukaridaki esitsizlik durumunda esitlik durumu saglanarak
n(n+2)c . . : .
7 < — olarak indirgenmesi i¢in gerek ve yeter sart M nin total geodezik kompleks

alt manifold olmasidir.
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Simdi M nin €=0 ile M (4C) nin Kaehlerian &-slant alt manifoldu oldugunu
varsayalim. O halde sekil operatoriin X,Y e TM igin
ALY =A X (5.3.1)
esitligini saglar.

Ortalama egrilik fonksiyonunun tanimindan

N2 L
n’H? =z(z(h;j) +22h}jhf<k] (5.3.2)
i i i<k

dir. (4.2.4) deki Gauss denkleminden

2r=n"H>- ) (h}k)zjt(n(n—l)JFBncos2 0)c (5.3.3)

i,j.k=1

yazilabilir. Burada hi, :<h(ej,ek),ei*> dir. Boylece (5.3.1), (5.3.2) ve (5.3.3) esitlikleri

kullanilarak

r:%(n(n—1)+3ncos2 o)c+y > hihy —> (b} )2 -3 (hy, )2 (5.3.4)
i<k i#] i<j<k

elde edilir.

m= (n+ 2) olsun. Bu durumda (5.3.2), (5.3.3) ve (5.3.4) den

(n-1)

n?H2—m(2z-n(n-1)c-3ncos’ 0) = Zi“(h}j ) (L 2m);(h;j )" (+3ncos? 6)c
+6mi<zj<:k(h}k)2 —2(m—1)zi:jz<k:h}jh;k
=3(h, ) +6mi<j<k(h}k ) #m-) % ;(h}j —h )
+(1+2m—(n—2)(m—1));(h}j)2—2(m—1);hi‘ih}j
=6m 3% (1) +(m-1) 3% 33(1) -1 )
- 5 (1 ~(n-1)(m-1)n; )

n’H?-m(2z-n(n-1)c—3ncos’ #) >0 (5.3.5)

bulunur.

Bu ise ispat1 tamamlar.
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5.3.3. Teorem: M, 6=0 ile Mn(4c) nin n-boyutlu bir @-slant alt manifoldu olsun. O

halde
> or _(n(n—1)+3ncosz 0)c
~n(n-1) n(n-1)

bir P e M noktasinda esitlik durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart P nin total

(5.3.6)

umbilik nokta olmasidir.

5.3.4. Ispat: P, M nin bir noktasi olsun. P e M noktasinda T,M teget uzay1 ve T,'M
normal uzay igin, sirasiyla, {e,,...,e } ve {€.,,...e,} ortonormal bazlarin segelim. Burada

€., ortalama egrilik vektori dogrultusunda ve €,..,e., A., sekil operatoriini

kosegenlestirir.
O halde
la, 0 0 . . . O]
0O ao 0 . . . O
0 0 a4 . . . O
A= . ) .. ) (5.3.7)
00 0 . . . a

hi, th_o k+2<r<n

elde edilir. Gauss denkleminden

n2||H||2:21+Zn:( Zk: Z( ”) ~(n(n-1)+3ncos’@)c (5.3.8)
i roke2i

olur. Diger yandan

Z(ai—aj) =(n-1) n af 2> aa, (5.3.9)

i<] =

dir. Boylece yukaridaki esitlikten

n2||H||2:27+EZn:aj Za +2Za a, <nYa’ (5.3.10)
= NE! =

olur. (5.3.7) ve (5.3.9) birlikte diisiiniildiigiinde
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n(n-1)|H| > 27+ Zn: Zk:(hijf)z—(n(n—1)+3ncos2 0)c (5.3.11)

r=k+2i,j-1
bulunur. Bu ise teoremdeki (5.3.6) esitsizligini ifade eder. (5.3.6) nin esitlik durumu bir
PeM noktasinda saglaniyorsa (5.3.9) ve (5.3.11) dan A =0 (r=k+2,..,n) ve
a, =...=a, elde edilir.

Sonug olarak P total umbilik noktadir. Burada tersinin ispati agiktir.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Buradan asagidaki sonug verilebilir:
5.3.5. Sonu¢: M, @=#0 acist ile M" (4c) nin 2-boyutlu bir @-slant yiizey olsun. Bu
durumda bir P € M noktasinda
|H[" >z —(1+3cos* 0)c (5.3.12)

esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart P nin total umbilik nokta olmasidir.

51



6. KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

Alohali.LR., H., 2005, Geometry of Slant Submanifolds, King Saud
University, Saudi Arabia.

Chen, B., Y., Tazawa, Y., 2000, Slant submanifolds of complex projective
and complex hyperbolic spaces. Glasgow Math. J., Printed in the United
Kingdom.

Chen, B., Y., 2002, Classification of flat slant surfaces in complex Euclidean
plane, J. Math. Soc. Japan.

Erman, S., 2009, Kompleks Uzay Formlarinda Holomorfik Helisler, Yiiksek
Lisans Tezi, Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Hacisalihoglu, H., H., 1998, “Diferensiyel Geometri”, Ankara Universitesi,
Ankara.

Hacisalihoglu, H., H., 2003, “Diferensiyel Geometri”, Hacisalihoglu Yaymcilik,
Ankara.

Kenmtsu, K., Zhou, D., 2000, The classification of the surfaces with
parallel mean curvature vector in two dimensional complex space forms,
Amer. J. Math., 122, 295-317.

Yano, K., Kon, M., 1984, Structures on Manifolds, World Scientific
Publishing.



OZGECMIS

1988 yilinda Elazig'da dogmusum. ilk, orta ve lise dgrenimimi Elazig'da tamam-
ladim. 2005 yilinda Firat Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiine
girdim ve 2009 yilinda Matematik Béliimiinden mezun oldum. Ayni y1l Firat Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisii Matematik Anabilim dalinda tezli yiiksek lisansa basladim. 2011
yilinda Ahi Evran Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiine arastirma
gorevlisi olarak atandim. Halen arastirma gorevlisi olarak ¢alismaktayim.



