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OZET
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

2007, Sayfa: 38

Bu tez iki boliim halinde diizenlenmistir.

Birinci boliimde, daha sonraki boliimde kullanilacak temel tanmimlar ve teoremler
verildi.

Ikinci boliimde ilk olarak, k1ks —m(k1 + ko) = 1 esitligine sahip yiizeylerin bir ailesinin
insa edilmesi durumu verildi. Daha sonra ise (k; —m)(ky —m) = [? esitligine sahip space-
like yiizeyler ile (k; — m)(ka — m) = —I? esitligine sahip time-like yiizeyler arasmdaki
Biicklund doniisiimii verildi. Bundan baska (k1 —m) (k2 —m) = —I? esitligine sahip space-

like yiizeyler iizerindeki Bicklund dontigtimii verildi.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-uzay, Space-like Yiizey, Lax Cifti, Sh-Laplace

Denklemi, Biacklund donitigiimii
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SPACE-LIKE SURFACES ON 3-DIMENSIONAL MINKOWSKI SPACE
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This thesis consists of two chapters.

In the first chapter some fundamental definitions and theorems are given which will
be used in the later chapter.

In the two chapter, Construction of a family of space-like surfaces with
k1ka — m(ky + ko) = 1. Later, Bécklund transformation between space-like surfaces with
(k1 — m)(ka — m) = 12 and space-like surfaces with (k1 — m)(ka — m) = —I? are given.

Furthermore, Biicklund transformation on space-like surfaces with (k1 —m) (ko —m) = —I?

is given.

Key Words: Minkowski 3-Space, Space-like Surfaces, Lax Pair, Sh—Laplace

Equation, Bécklund Transformation



BiRiINCi BOLUM
1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1. M, R? uzayinin bir alt kiimesi olsun. M nin her bir P noktas i¢in P nin
R3 de bir A komsulugu ve R? nin bir U acik alt kiimesinden R3 uzayima bir ¢ fonksiyonu
asagidaki iki snermeyi dogrulayacak bicimde bulunabiliyorsa, M ye R3 uzayinda bir yiizey

denir [13].
1. ¢ : U — R3 fonksiyonu diferensiyellenebilir ve regiiler bir fonksiyondur.

2. p(u)=MnNAdrve p:U — pU) fonksiyonu homeomorfizimdir.
Tamim 1.1.2. En az 2-nci smmiftan
T =7 (u,v) (1.1.1)

vektorel fonksiyonu ile gosterilen yiizeyin bir P(u,v) diizgiin noktasmdaki 7 (u, v) normal
birim vektoriiniin birinci mertebeden kismi tiirev vektorleri, 7 ye dik olduklarindan, P
deki teget diizleme paralel vektorlerdir. O halde bunlari, koordinat cizgilerinin 2, 7,

teget vektorlerinin lineer birlesimi seklinde yazabiliriz.

— — — — — —
My =0A11 T4 T 012y, Ny =021 Ty +0a22T 4 (1.1.2)

Bunlan sirasi ile @, @, vektorleri ile carpar ve I. ve II. temel formun katsayilar: goz

oniine alimirsa

H%w;y = FM —GL, H?as=FL—-EM (1.1.3)
H?ay1 = FN—-GM, H?ay» =FM—EN
veya
Ny, = % (FM —GL)Z,+ (FL— EM) 7] (1.1.4)
Ty = % (FN — GM) T + (FM — EN) T



seklinde elde edilen formiillere Weingarten Formiilleri adi verilir [18].

Tanim 1.1.3. Koordinat ¢izgilerinin yiizey iizerinde olusturduklar1 sistem dik ise,

F =0 dir. ve (1.1.4) formiilleri

T = —(

M N

seklinde yazilabilir.
Eger, ek olarak koordinat cizgileri yiizey tizerinde M = 0 6zdesligini saglayabilecek
sekilde segilirse (1.1.5) formiillerinde

Ql=

T = (1.1.6)

f’n—£
_E7

oldugu go6z oniine alinirsa

— — Y — —— Y
Ny+rx,=0, ny,+7xv=20

(1.1.7)

seklinde elde edilen bu son formiillere Olin-Rodrigues Formiilleri ad1 verilir [18].

Tanim 1.1.4. En az 2-nci smiftan

T =7 (u,v)

vektorel fonksiyonu ile gosterilen yiizeyin diizgiin bir P(u,v) noktasinda, yer vektoriiniin

ikinci mertebeden

— — =
T uuy T uvy T ov

kismi tiirev vektorleri, lineer olarak bagimsiz ', «',, m vektorlerinin lineer terkibi olarak

yazilabilirler:

— — — —
Tww = THZu+TH T+
— — — —
Tuw = Dig@u+T3,7, +am (1.1.8)
— — — —
Top = F%za:u—i—I‘%Qa:U—i—agn



Elde edilen (1.1.8) formiillerine Gauss formiilleri adi verilir. I‘fj katsayilarida 2-inci

tiirden Christoffel sembolleri adim alirlar [18].

(1.1.8) deki her ii¢ esitligi skalar olarak 7 ile carptigimizda,

— — — — — —
L=n.2Cuy, M=mn.2y, N=mn.x,,

oldugu da g6z dniine alinirsa

elde edilir.
Ayrica

- —
F=2,2,

oldugundan, burada sirasiyla u ve v ye gore kismi tiirev alinirsa;

Fi, = ToTuut TuTuw= ToTuu+ %Ev
Fy = ZpTuw+ZTuTw=TuTo+ %Gu
veya
ToTwu = Fyu %Ev
TuTw = Fo- 30
yazilabilir.

Buna gore, (1.1.8) denklemlerinin, skalar olarak, @, ve 2, ile

da, (1.1.9) goz oniine alimirsa,

1

(1.1.9)

carpimlar: sonucunda

1
ETh + FTYy = gEg  FIY + G = Fy - 5B,
1 1
ET}; + FTly = 5By FTi+ Gl = 5Gu, (1.1.10)
1 1
BT+ FT3 = F,—5Gu FT3+ G5, =G,



bulunur.

Buradan
2HT} GE, + FE, - 2FF,, 2H’T% =2EF, - EE, - FE,,
2HT}, = GE,-FG,, 2H*?,=EG, - FE,, (1.1.11)

2HTY, = 2GF,—-GG,— FG,, 2HT% =EGy + FGy —2FFy
elde edilir.
Boylece asagidaki teorem ispatlanmig olur:

Teorem 1.1.1. En az 2-nci smiftan bir yiizeyin diizgiin bir noktasinda hesaplanan
Gauss formiillerinin Ffj katsayilari, sadece birinci temel formun katsayilarina ve bunlarin
birinci mertebeden kismi tiirevlerine baghdir [18].

Yiizeyin koordinat c¢izgileri bir dik sistem olusturduklarinda, F' = 0 6zdegligi goz 6niine

alinirsa (1.1.8) formiillerini (1.1.10) yardimiyla

— EBu, By

Ty = ﬁxu—ﬁxv—i—Lﬁ
E G

T = ﬁ?u+2—g?v+Mﬁ (1.1.12)
G G

T = —ﬁ?ﬁﬁ?ﬁNﬁ

seklinde yazabiliriz.

Tanim 1.1.5. Koordinat ¢izgilerinin birbirlerini dik kestikleri (1.1.12) formiillerinde,

bunlarin teget birim vektorlerini

— —
?: Ty ?: Xy
VE' VG
ile gosterelim. Buradan
— Ev—*> L N — Gu—*> M N
Ty = ——2t5 4+ =W L=t +—7;
u B + En7 v Y + /—En)
= E M = G N
e = LE 4T =t —T (1.1.12)



yazilabilir.

Eger f 1-nci siniftan skalar ya da vektorel bir fonksiyon olmak iizere

Ju o
1=—"—=; fo= 1.1.13
=08 27 (11
aliirsa ve
_ M
g=-(8VE)2, g=(0VG), t=1 (1.1.14)
esitlikleri kullanilirsa, (1.1.6) formiilleri yardimiyla, (1.1.12) formiillerini
— —
T = ?1 =gt* +7“ﬁ, T1o = 72 =gt* —i—tﬁ,
— —
?21 = tf = —g? + tﬁ, ?22 =ty = —57 —%—Fﬁ (1.1.15)
seklinde yazabiliriz.
Buradan
?12 - ?21 = g?l +§?2 (1.1.16)
olur.
Benzer diisiince ile hareket edersek Weingarten formiillerinden
— — * — — i —_>0<>
(l‘lAl‘g)l:nl:—Tt—tt, (l‘lAl‘g)Q:nQ:—tt—Tt (1.1.17)

elde edilir.

Elde edilen (1.1.14) ve (1.1.16) formiillerine Darboux-Ribaucour Formiilleri ad1 verilir
[18].

Tanim 1.1.6. Gauss formiillerinin bir P(u,v) diizgiin noktasinda uygulandig: yiizey

eger 3-iincii siniftan ise, aynm noktada yer vektoriiniin



ozdesliklerini gergeklegtirmesi gerekir. O halde (1.1.8) formiillerini kullanacak olursak
M T o+ 127, + N7y = T Zu+1%5%7, + M7),
elde edilir.
Bu 6zdesliklerde, Ffj ler yerine (1.1.11) formiilleri ile elde edilen degerler yerine yazilarak

ve kismi tiirevler alinarak, yeniden Gauss ve Weingarten Formiillerinden yararlanilirsa, her

iki ozdeglikten

Al?u + AQ?U + Agﬁ =

ol <

Bl?u + BQ?’U + 337 =

biciminde birer vektorel denklem cikarilir.

Boylece

Aj=0, Bj=0, j=12,3

denklemlerinin gerceklesmesi gerekir. Bu denklemleri actigimizda o, @, ve 7 nin

katsayilar: sifira egitlenirse, sirasi ile,

LN — M?

Fw = (Tig)u— (T11)v + Tioly — T51 T3,
LN — M?
Eeogm = (F)o — (TF2)u + D1y T5, + THTS, =TT, — (IF2)%, (1.1.18)

L,—M, = LI'l,+M(@[% —-T})-NI3,

ve
LN — M?
Gm = ([3)u — (Tip)o + 1115 + Tol'3) — T5ls — (1),
LN — M?
F EG — F2 (F32)o — (T32)u + T1aTTy — T, (1.1.19)

M,—N, = LT}, +M[T% —T},)— N2,

denklemleri elde edilir.



Bu iki grup formiiliin sonuglarina Mainardi-Codazzi Formiilleri ad1 verilir [18].

Eger yiizey tizerinde F' = 0 ise (1.1.18) formiilleri (1.1.12) yardimu ile

E, B, E, G
Ly+ 5gM = 3ZN = My+ 2L+ 22 M,
Go, G, . _ G
Nu— 5l — oM = Mv+ Sp M+ 5EN (1.1.20)

bigiminde yazilabilir.

Eger yiizey tizerinde M = 0 ise

E, E,

Ly 56N = o5l
Gy Gy
Nu— 5L = 5&N (1.1.21)

olur. (1.1.6), (1.1.12) ve (1.1.13) formiilleri yardimu ile (1.1.21) formiillerinden

no= g(r—7

T = g(r — F)
formiilleri elde edilir.
Eger yiizey sifir uzunlukta egrilere (minimal egrilere) oranlanirsa yiizey iizerinde 6zdes
olarak £ = 0, G = 0 olacagindan (1.1.11) formiilleri
Fh:(lg|F)u, 22—(lg|F) F11—F21—1112—F%2:O
esitliklerini verir ve (1.1.8) formiilleride
Twu=Ug | F)u@y+L7, Tw=Mn, Tw=(Ig|F)T,+Nn
seklini alir.

Mainardi-Codazzi Formiilleri ise

Ly— M, =-M(g|F)y, M,—N,=M(g|F),



olur ve buradan

elde edilir [18].

Tamim 1.1.7. ¢(u,v : \), SU(2) degerli bir fonksiyon olsun. Oyleki (u,v) € Q C R?

ve A € C ozdeger parametresi olarak bilinir. Lax denklemleri

¢y = Ug
¢y = Vo (1.1.22)

seklinde tamimlanir dyleki U(u,v : A) ve V(u,v : A) SU(2) degerli bir fonksiyonlar olup
(1.1.22) deki denklemlerin tutarhlik sarti olan

Uy—Vy+UV =VU =0 (1.1.23)

denklemini saglarlar. Burada U ve V Lax Cifti diye adlandirilir [13].
Tanim 1.1.8. Gauss ve Ortalama egrilikleri arasinda iligki olan yiizeylere Weingarten
yiizeyleri ad1 verilir [13].

Tanim 1.1.9. U = U(z,t) olmak iizere

AU = sinU

AU = sinha
denklemlerine sirasiyla, Sine-Laplace ve Sinh-Laplace Denklemleri adi verilir [16].
1.2. Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 1.2.1. V bir reel vektor uzay: olsun.

(,Yy:VxV >R

doniisiimii, Va,b € R ve Yu,v,w € V igin



1. (u,v) = (v,u)

2. (au + bv,w) = a(u, w) + b{v, w)

(u, av + bw) = alu,v) + blu, w)
ozelliklerine sahip ise, (, )doniigiimiine V' vektor uzay: iizerinde bir simetrik bilineer

form denir [17].

Tanim 1.2.2. V bir n boyutlu reel vektoér uzay1 ve V iizerinde simetrik bilineer form

(,)y:VxV >R

olsun. Vv € V icin (£,v) = 0 olacak sekilde bir £ # 0 € V vektorii mevcut ise (, )
simetrik bilineer formuna V iizerinde dejenere simetrik bilineer form denir. Aksi taktirde
(, ) simetrik bilineer formuna nondejeneredir denir. Buradan (, ) simetrik bilineer formun

nondejenere olmasi igin gerek ve yeter sart Vv € V icin

(u,v) =0=>u=0
olmasidir. Bir V reel vektor uzayi iizerindeki simetrik bilineer form, V uzaymnin altuzay:

iizerine dejenere veya nondejenere bir bilineer form indirger [9].

Tamim 1.2.3. (, ), V vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form olsun. Bu

simetrik bilineer form ii¢ degisik durum altinda incelenebilir:
1. Definit Durum: Eger,

(a) Yv € V, v # 0 igin (v,v) )0 ise (, ) simetrik bilineer formuna pozitif definit,

(b) Yv € V, v # 0 i¢in (v,v) (0 ise (, ) simetrik bilineer formuna negatif definit

denir.
2. Semi-Definit Durum: Eger,

(a) Yv € V i¢in (v,v) > 0ise (, ) simetrik bilineer formuna pozitif semi-definit,

(b) Yv € V i¢in (v,v) < 0ise (, ) simetrik bilineer formuna negatif semi-definit

denir.



3. Nondejenere Durum:

Eger, Yw € V icin (v,w) = 0 iken v = 0 ise (,) simetrik bilineer formuna

nondejenere simetrik bilineer form denir [17].

Tanim 1.2.4. Bir V vektor uzay: ve

(,):VxV =R

simetrik bilineer form olsun. W C V olmak iizere

(,):WxW-—=R

negatif definit olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt vektér uzaymin boyutuna (, )

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir [17].

Tanim 1.2.5. V bir reel vektor uzay1 ve V iizerinde nondejenere simetrik bilineer
form (,) olsun. Bu durumda (, ) ye bir skalar carpma veya semi-Oklidyen metrik; V

vektor uzayma da semi-Oklidyen uzay denir [9].

Tanim 1.2.6. V bir semi-Oklidyen uzay olsun. v € V' olmak iizere
i) (v,v))0 veya v = 0 ise v ye space-like vektor,
ii) (v,v) (0 ise v ye time-like vektor,

ili) (v,v) =0 ve v # 0 ise v ye null (light-like) vektor denir [9].
Tanim 1.2.7. M bir C* - manifold olmak iizere,
() = x(M) x x(M) — C*(M,R)

seklinde tanimli simetrik, bilineer, nondejenere fonksiyona M iizerinde metrik tensor denir.

Bu metrik tensoriin indeksine M manifoldunun indeksi denir ve v ile gosterilir [17].

Tanim 1.2.8. n—boyutlu reel vektor uzay:r R™ ve her )—(2, Y € R" igin,

-1, 2=1 ise
6,‘2{

1, 2<i<n ise

10



olmak iizere

seklinde taniml

(,) :R"xR" >R

fonksiyonuna Minkowski i¢ ¢carpimi denir. Bu fonksiyon ile birlegsen R™ vektor uzayina da

n—boyutlu standart Minkowski uzay1 veya kisaca Minkowski uzay1 denir ve

Ln(lvn - 1) = (R", <7 >)

veya kisaca RY ile gosterilir [3].

Tamim 1.2.9. R} n—boyutlu Minkowski uzaymda bir vektér w olsun. w nin normu

il

wl| =/ |(w, W)l

seklinde tanimlamr [11].

Tanim 1.2.10. X,Y € x(R}) vektor alanlari verilmis olsun. Vp € RT i¢in
X, = (z1,22, ..., Tp) [p€ Tp(RY) dir. Y = (y1, 92, ..., yn) vektor alam icin

koordinat fonksiyonlar1 C*°— siifindan iseler, Y vektor alanina C°°— sinifindandir denir.

Bu durumda, Y nin X e gore Kovaryant tiirevi

VxY = X[yl = (Vi X) = (X[ya], X[ya], s X [y])

— (Y1, X), (Y2, X), ooy (Vig, X))

seklinde tanimlanir. Burada V ya Y vektor alanimin X vektor alam yoniindeki Minkowski

anlaminda Kovaryant tiirevi denir [1].

Teorem 1.2.1. R} n—boyutlu Minkowski uzaymda X,Y,Z ve W C°°— smifindan

vektor alanlar: olsun. Bu taktirde,

11



i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ

i) Vxiw(Y) = VxY + VY

i) VyxY = [(p)VxY, f € C®(R},R),p € R}
V) Vx(fY) = fUxY + X(f)Y

dir [2].

Teorem 1.2.2. n—boyutlu Minkowski uzay1r ve RT {izerinde tamimli vektor
alanlarinin ciimlesi x (R}) ve V da Minkowski anlaminda Kovaryant tiirev olsun. O zaman
VX,Y € x(RY}) vektor alanlar1 C*°— smifindan olmak tizere

i) VxYV - VyX = [X,Y]

i) Vi, (Y, 2)) = (VY. 2) | +(Y, VxZ) |y

dir [1].

Tanim 1.2.11. n—boyutlu Minkowski uzayr ve R} iizerinde tamiml vektor
alanlarinin ciimlesi x (RY) ve V da Minkowski anlaminda Kovaryant tiirev olsun. X,Y, Z ve
w
C*°— smifindan vektor alanlari olmak tizere

) Vx(Y+2)=VxY +VxZ

ii) Vxqw(Y) = VxY + VY

i) V)x Y = f(p)VxY, f € C®(RY,R), p € RY

iv) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

v) VxY - Vy X = [X,Y]

vi) x,((Y, 2)) = (VxY, Z) [, H(Y,VxZ) |p

esitliklerini saglayan Kovaryant tiireve Levi-Civita Konneksiyonu denir [17].

Sonug 1.2.1. V bir Levi-Civita Konneksiyonu ve x(RY) de Minkowski uzayinda vektor

alanlar1 ciimlesi olmak tizere, VX, V,W € x(RY) i¢in

2AVYW, X) = V(W,X)+W(X,V)—X(V,W)
—(V,[W, X]) + (W, [X,V]) + (X, [V, W])

dir. Bu egitlige Koszul Formiilii denir [17].

12



Tanim 1.2.12. R} de bir Minkowski altmanifold M olsun. Eger boyM = (n — 1) ise

M ye R} nin Minkowski hiperyiizeyi denir.

Burada M time-like altmanifold ise M ye time-like hiperyiizey; M space-like
altmanifold ise M ye space-like hiperyiizey denir.

Ayrica M time-like bir hiperyiizey ve 1 bu hiperyiizeyin bir birim normali ise

(nym) =1

dir, yani 7 space-like birim normal vektor alanmidir.

Benzer sekilde M space-like bir hiperyiizey ve 1 bu hiperyiizeyin birim normali ise

dir, yani n time-like birim normal vektor alamdir [12].

Tamim 1.2.13. R} bir n—boyutlu Minkowski manifoldu ve R} in m—boyutlu bir
Minkowski altmanifoldu M olsun. RYT ve M tizerindeki Levi-Civita Konneksiyonlari,

sirasiyla, V ve V olmak iizere genellestirilmis Gauss Denklemi;

VxY =VxY +h(X,Y) (1.2.1)

seklinde tanimlanir, burada h, M nin R} deki II.Temel formudur [17].

X herhangi bir vektor alani ve & de normal vektor alani olmak iizere Weingarten

formiilii

VxY = —A:X + Ve (1.2.2)

seklinde verilir. Buradaki Ag, { ye gore M nin sekil operatoriidiir. V<t ise M nin normal
demeti tizerinde metrik konneksiyondur.

(1.2.1) ve (1.2.2) esitliklerinden

(VxY,€) = (h(X,Y),8) (1.2.3)

ve
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(VxY,€) = (AcX,Y) (1.2.4)

olur. (1.2.3) ve (1.2.4) esitliklerinden

(M(X,Y),§) = (AeX,Y) (1.2.5)

dir.

X+t (M) nin ortonormal baz vektor alan {51,52,...,§n_m} olsun. R (X,Y),

j=1,...,n —m fonksiyonlar1 C*°— siifindan diferensiyellenebilir olmak iizere,
WX, Y) =) W(X,Y) (1.2.6)
j=1

seklinde yazilabilir. (1.2.3) ve (1.2.5) esitlikleri (1.2.6) da goz oniine alinirsa,

MXY) = <VXY=§j>fj (1.2.7)
j=1

3

veya

i
3

hX,Y)

(Ag, X, Y)¢; (1.2.8)
1

<.
Il

elde edilir [7].

Tamim 1.2.14. R} de bir Minkowski hiperytizeyi M olsun. M nin normal vektor alani

&, M iizerinde Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere

S x(M) — x(M)
X = 5(X) =-Vx¢

seklinde tanimli S doniigiimiine M nin Sekil operatorii veya Weingarten doniigiimii denir

10].

14



iKiNci BOLUM

2. SPACE-LIKE YUZEYLER
2.1. Giris

Cao ve Tian [5] calismasinda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda, k; ve ks asli egrilikler ve

m de keyfi sabit olmak iizere sh-Laplace ¢oziimleri ile

kiky —m(k1 4+ k2) =1

esitligine sahip space-like yiizeylerin bir ailesi insa etti.

Soliton teori bakis agist ile, 3-boyutlu uzayda bir yiizey i¢cin Gauss-Weingarten formiilii,
Gauss-Codazzi denklemlerinin bir Lax ciftidir [8].

Ayrica Weingarten yiizeyleri icin Gauss-Codazzi denklemleri [19] ve [20] de elde edilmistir.

Yani k; ve ko asli egrilikleri icin

f(klka) =0

bagintisina sahip olan yiizeyler i¢in Gauss-Codazzi denklemlerini elde etmiglerdir.
Bundan dolayi, Gauss-Codazzi denklemlerinin bir ¢oziimii ile Gauss-Weingarten
formiilii ¢oziilerek, k; ve ko asli egrilikleri igin f(k1,k2) = 0 bagmtisina sahip bir

Weingarten yiizeyi inga edilebilir. Fakat pratikte,

f(ki,k2) =0

keyfi fonksiyonu igin Gauss-Codazzi denklemi non-lineer bir denklemdir ve genel olarak
bu denklemi ¢ozmek kolay degildir. Gauss-Codazzi denkleminin bir ¢oziimii verilse bile
biri hala Gauss-Codazzi formiiliiniin teorik olarak ¢ézmiiniin karsisindadir. M2 Minkowski
3-uzayda sabit negatif egrilikli space-like yiizeyler igin (k1ke2 = 1) Gauss-Codazzi denklemi
sh — Laplace denklemidir. [8] sh — Laplace denkleminin ¢ooziimii ile Hu [15], M3 de sabit
negatif egrilikli space-like yiizeylerin bir ailesini insa etmistir.

Ayrica Cao ve Tian [5] de, ilk olarak m keyfi bir sabit olmak iizere

15



kiko — m(kl + k‘g) =1

esitligine sahip Weingarten space-like yiizeyler igin Gauss-Codazzi denkleminin hala
sh — Laplace denklemi oldugunu igaret etmistir. Buradan Gauss-Weingarten formiiliiniin

¢ozlimii ile

kiko — m(kzl + /{72) =1

esitligine sahip space-like yiizeylerin bir ailesi bulunmustur. Bu yiizeylerin bir
genellestirilmesi [15] de elde edilmistir. Bu ¢alismada ise hi¢ bir umbilik nokta icermeyen
yiizeyleri tartigtik.

Daha sonra space-like yiizeyler iizerindeki Bicklund doniigiimleri yine Cao ve Tian
tarafindan [5] de incelenmistir. ilk olarak (k; — m)(ks —m) = I? esitligine sahip olan bir
space-like yiizey ele alinarak bu yiizeyin I. ve II. temel formlar ile ilgili yardimc: tereomler
verildi. Ele alinan bu space-like yiizey yardimi ile bir bagska (k3 — m)(ka — m) = —I?
esitligine sahip olan bir time-like yiizey elde edildi. Yani (k3 —m)(k2 — m) = I? esitligine
sahip olan bir space-like yiizey ile (k; — m)(ka —m) = —I? esitligine sahip olan bir time-
like yiizey arasmdaki Biicklund déniigiimii verildi. Bundan baska (k1 — m) (kg —m) = —I?

esitligine sahip olan space-like yiizeyler iizerindeki Béicklund doniigiimii verildi.
2.2. kike — m(k1 + ko) = 1 Esitligine Sahip Space-like Yiizeyler

S yiizeyi

kiko — m(kl + k‘g) =1

esitligine sahip space-like bir yiizey olsun. Yani

(ki —m) (ko —m) =12, (P-m?=1)

sartin1 saglayan bir yiizey olsun.
e1,eo asli dogrultulardaki tanjant vektor alanlar1 ve e3 de normal vektor alani
(el = €3 = —e3 = 1) olmak tizere S yiizeyi zerindeki bir Lorentzian ortonormal ¢at1 alam

{r : e1,ea,e3} olsun.
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O zaman hareket denklemleri

dr = wieq + waes (2.2.1)
ve
3
de; = Zwijej i=1,2,3 (2.2.2)
i=1
seklindedir. Burada
w2 = —w21
w1z = W31
w23 = W32

dir.

Ik olarak S yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarmm, sirasiyla

I = a%du® + b?dv?

ve

IT = kya?du® + kob*dv®  a,b)0

seklinde oldugunu kabul edelim. O zaman

wy, = adu

wy = bdv

w1z = w31 = —kijadu

wo3 = ws3g = —kobdv

Wiy = —W9 = —a—bvdu + %“dv

elde ederiz. Buradan Codazzi denklemleri
(kl — kg) ay + kh}a =0

17



ve

(kiz — k‘l) by + koub=0

seklinde olur. Ayrica

(ki —m) (ko —m) =12, (P-m?=1)

oldugundan
Isinh § —m cosh §

ki—m=1
L-m [ cosh § —msinh

ve
[ cosh § —msinh

ko —m=1
2o lsinh%—mcosh%

kabul edebiliriz. O zaman Codazzi denklemleri kullanilarak

a:lcosh% —msinh%

ve

b:lsinh% —mcosh%

olacak gekilde u ve v parametrelerini segebiliriz. Dolayisiyla

wy = <l cosh % — msinh %) du
wy = <l sinh % — m cosh %) dv
w1y = W31 = sinh %du (2.2.3)
W23 = W32 = cosh %dv
« o
Wiy = —Wg = —%du + %dv

elde edilir.

(2.2.3) denklemi goz oniine alimirsa (2.2.2) denklemini

e1 0 — % a, sinh e1
) = 5 0 0 )
es sinh % 0 0 e3

(2.2.4)
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el 0 50 0 el

e2 = —50y 0 cosh § €9

es3 0 cosh § 0 es3
seklinde yazabiliriz.

Gauss denklemi

Oy + Oy = sinh o (2.2.5)

seklinde sh — Laplace denklemidir. (2.2.4) denklemi (2.2.5) denkleminin bir Lax ¢iftidir.

(2.2.5) ile verilen sh — Laplace denklemi

1
—9anh~—1 [ _
o= 2sinh < sinh (Au + ,uv)) (22.6)

seklinde coziimlere sahiptir. Burada A ve p sabitlerdir.
Ayrica
M4 =1, N0, Au+ uw(0

olmak iizere (2.2.6) denkleminden

1

e
inh—- =————— 2.2.7
) sinh (Au + pw) ( )
ve
h (A
cosh & — _cosh (u + ) (2.2.8)
2 sinh (A\u + po)
elde ederiz.
(2.2.4) ile verilen Lax Ciftinin ilk kismin
€1y = —psinh gez + sinh g63
2 2
eon = ,usinh%el (2.2.9)
e
e3, = sinh 561

seklinde yazabiliriz. Buradan
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a = —ez+pes

b = Xep — uesy +e3 (2.2.10)
c = Aep+ pes —es
olmak iizere (2.2.9) denklemi
a, = 0
e
b, = Asinh Eb (2.2.11)
¢, = —Asinh %c

seklinde olur. (2.2.11) denkleminin integrali alinirsa

a = ap(v)
b = —bo(v)coth 2 (2.2.12)
¢ = —co(v)tanh Au _2F i

elde ederiz. Burada ag(v), bp(v) ve ¢o(v), v nin vektor degerli fonksiyonlaridir.
(2.2.12) denklemini (2.2.4) ile verilen Lax Ciftinin ikinci kisminda yerine yazacak

olursak birtakim hesaplamalar ile

ag(v) = —%bo(v)—F%CO(U)
bo(v) = —ao(v) (2.2.13)
co(v) = ao(v)

elde ederiz. (2.2.13) denkleminin genel ¢oziimleri

ap(v) = ¢1coshv+ cysinho
bo(v) = —cysinhv —cacoshv + c3 (2.2.14)
co(v) = crsinhv+ eacoshv + c3

olur. Burada c1, ¢z ve c3 keyfi sabit vektorlerdir. (2.2.12) ve (2.2.14) denklemlerinden
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olmak {izere

GO(O) =
bo(0) = —c2+c3 (2.2.15)
00(0) = (2 + C3

elde ederiz.

(2.2.10) denklemini gz oniine alacak olursak

ap(0) = —e3 + ped
bo(0) = e — e + €l (2.2.16)
c0(0) = e+ ped — el

yazabiliriz. Burada{e?, eg, eg}, M?3 iin bir Lorentzian ortonormal bazidir.

(2.2.10) denkleminden (2.2.4) ile verilen Lax Ciftinin

(coshv — psinhv)ed

1 1
= —cothée) — ———(sinhv — shov)ed —
e1 coth &ey \si 5(sm v — pcoshv)es Nsinh €

1
F el + ?(coshv — psinhv — pcoth &(sinhv — pcoshw))ed  (2.2.17)

" Asinh¢

€y =

1
—i—? (sinhv — pcoshv — pcoth €(coshv — psinhv)ed
genel coziimlerini elde ederiz. Burada & = \u + pv dir.
(2.2.1) denklemini ¢ozecek olursak
' !
dr = +(lsinh 3~ m cosh §)dveg (2.2.18)
elde edilir. Buradan
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Ty = (1 cosh% — msinh %)duel (2.2.19)

yazilir. (2.2.7), (2.2.8) ve (2.2.17) denklemleri kullanilarak (2.2.19) denkleminden

— 1 m 0
ro= ro(v) + (U — coth &) + m)@d
1 . . 0
+F(sinh§<’u coshv — sinhv) + m(sinhv — pcoshwv) coth§)ey  (2.2.20)
1 : : 0
+V(sinh§(’u sinh v — coshv) + m(coshv — psinh v) coth €)e;

elde ederiz. Burada ro(v), v nin vektor degerli bir fonksiyonudur. Ayrica (2.2.18) den

Ty = (l sinh% — m cosh %) es (2.2.21)

elde edilir.
Ayrica (2.2.7), (2.2.8) ve (2.2.17) denklemleri kullamlarak (2.2.21) denkleminden

lp o mp

ro(v) + el + V(Sinhv — pcoshv)ed + %(coshv — psinhv)el (2.2.22)

elde edilir. Bu nedenle

l m
ro(v) = Loed — T8¢

YU coshv — psinhv)e — %(sinhv — pcoshv)el (2.2.23)

olur. (2.2.20) ve (2.2.23) denklemleri kullanilarak (2.2.1) denkleminin

0

1
r = (lu— —coth&+ €1

L
A Asinh &

—i—(—%(coshv — psinhv) — (sinhv — pcoshwv)

M sinh &

+%(sinhv — pcoshv) coth €)ed + (—%(sinhv — prcoshv)

1 . m .
T o g coshy — psinhv) 4 S (coshv = prsinhv) coth ey (22.24)

genel coziimlerini elde ederiz.

Genelligi kaybetmeksizin, M3 {in bir Lorentzian bazini
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0 ~0 ~ 1 1
(9,69, 89) = (8, 3 () — ped), 1(e8 — pe) (2.2.25)

seklinde secebiliriz. O zaman M3 de

kiko — m(kl + k‘g) =1

esitligine sahip space-like yiizeylerin bir ailesini agagidaki sekilde elde ederiz [6]:

z1(u,v) = lu — %coth()\u + o) + m
Sxm = x2(u,v) = —/\Shfﬁ?j\?biw) — mucoshy 4 moginh v coth(Au + pv) - (2.2.26)
x3(u,v) = —/\Siéﬁ?)s\giw) - m"sj\nh” + ¢ cosh v coth(Au + )

Burada A\? + %2 =1 ve [2 — m? =1 dir.

Eger | = 1 ve m = 0 alinirsa, Sy o yiizeyi Sy space-like yiizeyine doniisiir. Bu ise [8] de
verilmigtir.

MAPLE yazihmi kullanlarak [,m, A ve p parametrelerinin belirli degerleri igin Sy ,
yiizeyinin grafigi cizilebilir.

Ornegin I =2, m =1, A =1 ve u = 0 i¢in S1,1 in grafigi sekil 2.2.1 de goriilebilir.

—
m

—
[

m

1
m

L.
=

L
| T N S T Y Y I I I |

L
Ly

32 9 (A R -

sekil 2.2.1
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S

Eger l=v2,m=1,A=pu= 72 almirsa S5 , in grafigi ise sekil 2.2.2 deki gibi olur.
2 b

sekil 2.2.2
23. (ki — m)(kp — m) = [? Egitligine Sahip Space-like Yiizeyler ile
(k1 — m)(ks — m) = —I? Esitligine Sahip Time-like Yiizeyler Arasindaki

Biécklund Déniistimii

S, (k1 —m)(ka —m) = 2, (m?—12) # 0 esitligine sahip bir space-like yiizey olsun. ey, es

asli dogrultudaki tanjant vektor alanlari ve e3 normal vektor alam (e = e = —e3 = 1)

olmak iizere {r : e1, ez, e3} bir ortonormal Lorentzian gat1 alam olsun. O zaman hareket

denklemleri

dr = wier + woes

3
dei = Zwijej 1= 1,2,3
J=1
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seklindedir. Burada

wi2 = —wW21
w13 = W31
w23 = W32

dir.

Ik olarak S yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlarmin, sirasiyla

I = a%du® + b?dv?

ve

IT = kyadu® + kob?dv?

seklinde oldugunu kabul edelim. O zaman

wy = adu

wey = bdv

w3 = w31 = —kiadu

we3z = w3z = —kobdv

wiy = —W9 = —a—bvdu + %udv

elde ederiz. Buradan Codazzi denklemleri
(k‘l — k‘g) ay + kip,a=0

ve

(kZQ — k‘l) by + koub=0

seklinde olur. Codazzi denklemlerinden

i lcosh %
1— M =1—
sinh %
ve
. sinh %
2 — M =
cosh %
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olur ve

e «
a = sinh — ve b = cosh —

olacak sekilde u ve v parametrelerini secebiliriz. Dolayisiyla

w1 = sinh %du

wg = cosh %dv
Wiy = —wo = —%du + %dv (2.3.1)
w1y = ws; = —(lcosh % 4+ msinh %)du
wog = wsy = —(I sinh% 4+ mcosh %)dv

olur. Gauss denklemi ise

Quu + Qpp = (M? + 1) sinh a + 2ml cosh a (2.3.2)
seklindedir. (Codazzi denklemleride (2.3.2) ye 6zdestir.

O halde asagidaki yardimer teoremleri verebiliriz [5].

Yardimci Teorem 2.3.1. S, (k1 —m) (ks —m) = 12, (m? —[?) # 0 esitligine sahip bir

space-like yiizey olsun. O zaman S yiizeyi,

I = sinh? %du2 + cosh? %va

birinci temel form ve

(07

1l = sinh%(lcosh 5

+ msinh %)du2 + cosh % (I sinh % + mcosh %)dv2

ikinci temel form olmak iizere (u, v) koordinatina sahip grafik ile gizilebilir. Burada a(u,v),

Oy, + Qy = (m2 + 12) sinh o + 2ml cosh «

denklemini gercekler.
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Yardimc: Teorem 2.3.2. Eger a(u,v)

Oy, + Qpy = (m2 + 12) sinh o + 2ml cosh o

denklemine 6zdes ise 7 (7 # 0) bir adi sabittir. O zaman o iizerinde

1 /
= cosh 7(a,+av,) = cos %(l cosh %+m sinh %)—sinh T sin %(l sinh %+m cosh %) (2.3.3)

ve
1 , I I
—cosh7(a,, — @) = —sin g(l sinh & + m cosh g) — sinh 7 cos g(l cosh = + msinh g)
2 2 2 2 2 2
(2.3.4)
denklemleri tam olarak integrallenebilirdir. Ayrica o (u, v)
o, + o, = (m? —1?)sina’ (2.3.5)

denklemini saglar.

Ispat: (2.3.3) ve (2.3.4) den

/ ’

1 /
B cosh7(a, + ) = —% sin %(l cosh % + msinh %)

I

—1—% cos %(lsinh% + m cosh %)

—% sinh 7 cos %(lsinh% + mcosh %)

/

—% sinh 7 sin %(Zcosh% + msinh %)

ve

/ ’

1 /
B cosh7(a,, — aw) = —% Ccos %(l sinh % + m cosh %)
o . a

—— sin %(lcosh% + msinh%)

-l—% sinh 7 sin %(lcosh% + msinh %)

/

—% sinh 7 cos %(lsinh% + m cosh %)

olur. Buradan
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!

1 ! I 1 !
3 cosh? 7(av,, — yy + Quu + Q) = 5 cosh 7(a,, — ay)[— sin %(l cosh % + msinh %)

/

— sinh 7 cos %(l sinh % + m cosh %)]

1 : ’
+§ cosh 7 (o, + ay)[cos %(l sinh % + m cosh %)

— sinh 7 sin %(lcosh% +msinh%) (2.3.6)

elde edilir. (2.3.3) ve (2.3.4) ifadeleri (2.3.6) da yerine yazilirsa

/

0y — Qg + Oy + iy = (M2 + 12) sinh a 4 2ml cosh

elde ederiz.
au,v) (2.3.2), (2.3.3) ve (2.3.4) esitliklerini sagladigindan tam olarak integrallenebilirdir.

(2.3.3) ve (2.3.4) esitlikleri gz oniine alinirsa

! I

1 /
B cosh (o, + aw) = —% sin %(l cosh % + msinh %)

’

a a, .« a
—1—7 Ccos ?(lsmh 5 + m cosh 5)

/ /

—% sinh 7 cos %(lsinh% + m cosh %)

!

—% sinh 7 sin %(l cosh% + msinh %)

ve

1 : / ’
5 cosh (e, — aw) = —% cos %(l sinh % + m cosh %)
—% sin %(lcosh % + msinh %)

! !

+% sinh 7 sin %(lcoshg + msinh %)

/

—% sinh 7 cos %(lsinh% + m cosh %)
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olur. Buradan

’

1 ’ !/ 1 !
— cosh? 7(ay, + @) = 5 cosh 7(a, + ay)[— sin %(l cosh % + msinh %)

/

— sinh 7 cos %(Z sinh % + m cosh %)]

!

1 / o e’ «
+§ cosh7(a,, — ay)[— cos ?(lsmh 5 + m cosh 5)

/

+ sinh 7 sin %(Zcosh% + msinh%)] (2.3.7)

elde edilir. (2.3.3) ve (2.3.4) ifadeleri (2.3.7) de goz 6nne alinirsa

! !

o, + o, = (m? —1?)sinh o/

bulunur.
Bu yiizden (2.3.3) ve (2.3.4) ifadeleri (2.3.2) ve (2.3.5) esitlikleri arasindaki Bécklund
Dontistimiinii verir.

a(u,v), (2.3.3) ve (2.3.4) denklemlerinin bir ¢oziimii olmak iizere

! !

Q i Q@
= S — ‘ln_
e cos —-e1 + sin —-ep
et = —sin a—/e + cos 1Ie
- 2! 22
eg = cosh7el + sinhres
seklinde olur.
Ayrica S niin
2_ 72
r omS—1 cosh7 N m .
r :m2+l2r+m2+12(l6_me )+m(1—81ﬂh7’)63 (238)

seklinde taniml bir yiizey oldugunu kabul edelim.

Buradan agagidaki teoremi verebiliriz [5].
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Teorem 2.3.1. eg, s’ yiizeyinin bir normal vektor alanidir.

Ispat: (2.3.1) ifadesi goz oniine almirsa

dr = sinh %duel + cosh %dveg,
1 1
de = [5(04“ — ) du + 5(% + ay)dv]et
—[cos g(l cosh = + msinh g)du + sin g(l sinh = + m cosh g)dv]eg(2.3.9)
2 2 2 2 2 2
1, 1,
det = —[i(au — ay)du + §(av + ay,)dvle

’ !

+][sin Oé(l COSh% + msinh %)du — cos %(l sinh % + m cosh %)dv]eg

ve

des = —(l cosh % + msinh %)duel —( sinh% + m cosh %)dveg (2.3.10)

elde edilir. Dolayisiyla

2 _ ]2 2 _ ]2 / !

:2—4_#(17“6; = :2—_7_# cosh 7(—sin % sinh %du + cos % cosh %dv)
%deeé = m%%—lQ cosh? T[%(O&; — ay)du + %(a; + vy dv]
%[COS %I(l cosh % + msinh %)du
+sin %/(l sinh % + m cosh g)dv]
_—Tngojhl; dete; = ORI C(:LB 18521'1 b7 [sin %I(l cosh % + msinh %)du
— CoS %/(l sinh % + m cosh %)dv]
Trl(lmg—f:rlglﬂ eseq = m(l _:;;1}_:_?2 cosh T [sin %(Z cosh % + msinh %)du

!

a, .« a
— CoS E(l sinh 5 + m cosh E)dv]

bulunur.

Burada (2.3.3) ve (2.3.4) kullamlarak basit bir hesaplama ile
dr’e;) =0
elde edilir, yani eé, s’ yiizeyinin normal vektor alanidir.
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Ayrica e;? = 1 oldugundan S’ bir timelike yiizeydir.

Yardime: Teorem 2.3.3. S’ yiizeyinin L. temel formu I,

/ m? — 2 o o
I = —_— S — 31 —_— 2 2
o l2)2[(lcos 5 + msin 5 )du
—(Isin —O; — M COS —O; )2dv? (2.3.11)

seklindedir [5].

Yardimc: Teorem 2.3.4. S’ yiizeyinin II. temel formu 17,

, 2 o l2 ! / I
Ir = :2—_H2[sin %(lcos% + msin %)duQ
—i—cosa—(lsing — m cos ﬁ)alv2 (2.3.12)

2 2 2

seklindedir [5].
Teorem 2.3.2. S yiizeyinin asli egrilikleri olan kll ve k:'2,
(k) —m)(ky —m) = ~1
denklemini saglar [5].

Ispat: Yardime: Teorem 2.3.3. ve 2.3.4. birlikte goz 6niine alinirsa,

L (m? +1?)sin &
1 - / /
(Icos & +msin %)

ve ,
¥ (m?+ 1) cos &
2 = — 7 7
(Isin —mcos %)
oldugundan

(ky —m)(ky —m) = —1*

elde ederiz. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

O halde (k1 — m)(ka — m) = [? esitligine sahip bilinen bir space-like yiizeyden,
(k1 — m)(ko — m) = —I? esitligine sahip bir time-like yiizeyler ailesini insa etmek icin

sadece tam olarak integrallenebilir (2.3.3) ve (2.3.4) denklemlerini ¢oziilmesi gerekir.
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Tersine, S" niin (k; — m)(ky — m) = —I2 (m?® — 12< 0) denklemini saglayan ve asli
egrilikleri, sirasiyla, ky, ky olan, I ve IL. temel formlar1 da sirasiyla (2.3.11) ve (2.3.12)
ile verilen bir time-like yiizey oldugunu kabul edelim. S iizerinde, 6,17 6,2 asli dogrultudaki
tanjant vektor alanlari ve e; normal vektor alam (e = —e = e = 1) olmak iizere

A / / ! . . .
{r e, e, 63} bir ortonormal Lorentzian ¢ati1 alani olsun. O zaman hareket denklemleri

’ o o
d'f’ :w1€1+7U2€2

3
! ro .
dei — E ’LUUGJ 1= 1,2,3
=1

seklindedir. Burada

' m2—l2(l 0/+ . O/)d
wy = ——————(lcos— 4+ msin—)du

! m2 + 12 2 2

/ \/m2—l2(l o a/)d
w, = ——e=————(lsin— —mecos—)dv

2 m2 + 12 2 2
fw,12 = wl21 = —%du+%dv

’ / .
wyg = —wg; =Vm2—12sin Edu
’ / (0%
Wy3 = w3y =\ m?—1%cos Edv

dir ve a'(u,v), (2.3.5) denklemini saglar.

a(u,v), (2.3.3) ve (2.3.4) denklemlerinin bir ¢6ziimii olacak sekilde

' [sinh § +mcoshg , lcoshg +msinh§g |
e = e e
2 — 12 1T 2 — 12 2
' lcoshg +msinh g ,  Isinh§ +mcosh$ |
[ = 61 - 62
m2 _ 2 m2 _ 2
’ ’ . ’
e = cosh7e L —sinhrey

yazilabilir.

Ayrica S nin




seklinde taniml bir yiizey oldugunu kabul edelim.

S yiizeyi igin agagidaki teoremleri verebiliriz [5].

Teorem 2.3.3. e3, S yiizeyinin bir normal vektor alamidir.  Ayrica €2 = —1
oldugundan S bir space-like yiizeydir.
Teorem 2.3.3. S yiizeyinin asli egrilikleri olan k; ve ko,
(ky —m)(ky —m) = I?
denklemini saglar.
O halde (ki — m)(k2 — m) = —I? denklemini saglayan time-like yiizeyler ile

(k1—m)(ka—m) = [*?denklemini saglayan space-like yiizeyler arasinda Backlund doniistimii

elde edilir.

Ornek 2.3.1. S space-like yiizeyi icin m? — %> 0 olmak {izere

l
r= (ﬁ sinh \/m? — v, Tri B cosh V/m? — [?v) (2.3.13)

u
m2 —12 "m2

seklinde olsun. 6 = v/m?2 — [2v olmak iizere

e1 = (0,1,0)
ez = (cosh®,0,sinh6)

e3 = (—sinh6,0,—cosh®)

olur.

S yiizeyinin L. ve II. temel formlari, sirasiyla,

l2

2
o 2 m 2
I= ™ ™

ve

IT = mdv?

bulunur.

S yiizeyinin k1 ve ko asli egrilikleri, sirasiyla,
k1=0
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ve

k‘g:m——

olur ve bundan dolay1

(ky — m)(kg —m) = 12

- " o 1 1o m .
elde edilir. Burada sinh 2=~ Ve cosh 2= T dir.

Ayrica (2.3.3) ve (2.3.4) ifadeleri

1 : ’
3 coshta, = —yv/m?—[2sinh7sin %

I

1 /
EcoshTozu = —\/mQ—ZQSin%

denklemlerine indirgenir. Dolayisiyla ¢ bir sabit olmak {izere

/

2 _J2 :

« me —1 sinh 7

tan — = e¥ w=— u— vVm?2—-12v+ec
4 cosh cosh T

yazabiliriz.

Bundan bagka

/ I

sin— = sechw cos = = — tanhw
2 2
o . a .

e = cosel + sin Ze = (sec hw cosh 6, — tanh w, sec hw sinh 6)

1 . Ol, Oél .
er = —singe + cos > €2 = (tanh w cosh 0, — sec hw, — tanh w sinh 6)

ve
2 _ g2
/ m* —1 cosht 1 m .
roo= m2+l2r—m2+l2(le—m6 )+m2+l2(1—smh7)63

~ msinh7sinh#  cosh 7 cosh6
= m2 + [2 m2 + 2
IvVm?2 — 2 cosh 7
mE 2 mE 2
msinh7coshf  cosh7sinh6
m? + 2 m? + 2

(Isechw + mtanh w),

(=l tanh w + msec hw),

(Isechw 4+ mtanh w)) (2.3.14)

elde edilir.

Burada (2.3.13) ile verilen, (k; — m)(ks — m) = [? denklemini saglayan space-like bir
yiizeyden (k1 —m)(ka—m) = —I% denklemini gercekleyen, (2.3.14) deki time-like yiizeylerin

bir ailesini (¢ ve 7 ya bagh olan) elde etmis olduk [5].
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2.4. (k; —m)(ky — m) = —I1? Esitligine Sahip Space-like Yiizeyler Uzerindeki

Bécklund Doéniisiimii

S, (k1 — m)(ka — m) = —I2, esitligine sahip bir space-like yiizey olsun.

e1, ey asli

dogrultudaki tanjant vektor alanlari ve e3 normal vektor alani (e = e3 = —e3 = 1) olmak

iizere {r : e1, ez, €3} bir ortonormal Lorentzian ¢ati alani olsun. O zaman

Qs — Olpy = (m2 — 12) sin o — 2ml cos o

olmak {izere

et
w1 = COS Edu
.
weg = sin Edv
a e
w12 = —W21 = 71}6[’0 + Tudu
w1y = w3 = —(lsin%—i—mcos%)du
w3 = Wiy = —(lcosg—msing)dv
2 2
olacak sekilde u ve v parametrelerini secebiliriz.
1 : ’ ’
B sinh 7(ay,, — ) = —sin %(lcos % —msin %) — cosh 7 cos %(l sin % +m cos

ve

’ /

1 /
5 sinh 7(av, + @) = cos g(lsing + m cos %) + cosh 7 sin %(lcos x_ msin%

2 2 2

denklemleri (2.3.15) denklemi ile

/ l 2 2 . ’
Ay — Qyy = —(M” +17) sina
denklemi arasindaki Béacklund doniistimiinii verir.

o (u,v) (2.3.16) ve (2.3.17) denklemlerinin bir ¢oziimii olmak iizere

/ !

& gin®
e = cos—ej1 +sin—ep
2 2
’ !
e~ = —sin—e; +cos—e2
2 2
’ . 1
es = coshres+sinhte
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3) (23.16)

) (2.3.17)

(2.3.18)



seklinde olur.
S’ niin
/ sinh 7
r=r— ————5
m2 + [2

(le +met) + m2L+l2(1 — cosh7)es

seklinde tanimlh bir yiizey oldugunu kabul edersek agagidaki teoremleri verebiliriz [5].

Teorem 2.4.1. e;), S’ yiizeyinin bir normal vektor alamdir. Ayrica e;? = —1
oldugundan S bir space-like yiizeydir.
Teorem 2.4.2. S yiizeyinin asli egrilikleri olan kll ve k/Q,
(ky —m)(ky —m) = 1
denklemini saglar.
Bu ise (k1 — m)(ks — m) = —I? denklemini saglayan space-like yiizeyler iizerindeki

Bicklund Dontigtimiinii verir.
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