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Bu tez dort bolimden olusmaktadr.

Birinci bélimde; temel tamim ve teoremler verilmisgtir.

Ikinci boliimde; genellestirilmis fark dizi uzaylan ve istatistiksel yakinsaklikla ilgili
temel ozellikler verilmistir.

Ugiincii bolimde; X herhangi bir dizi uzay1 olmak tzere A”(X )= {x =(x,):A"x, e X }
dizi uzay: tammlanmstir ve baz1 topolojik 6zellikleri incelenmuigtir.

Dérdiincii boliimde; AT -istatistiksel yakinsaklik, A7 -istatistiksel Cauchy dizisi ve
Kuvvetli A':,, -Cesaro toplanabilir dizilerin uzay: tanimlanmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Fark dizi uzayi, Istatistiksel yakinsaklik.
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SUMMARY

Ph. D Thesis

ON THE STATISTICAL CONVERGENCE OF GENERALIZED DIFFERENCE
SEQUENCE SPACES

Mahmut ISIK

Firat University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

2002, Page : 33

,,,,, This thesis consists of four chapter. : . B
In the first chapter we give the fundamental deﬁmtlons and theorems.
In the second chapter we give properties of generalized difference sequence spaces
and statistical convergence.

In the third chapter we define the sequence spaces, A”(X )= {x =(x,):A"x, e X },
(me N), where X is any sequence space and properties of A”(X') are examined.

In the fourth chapter A7 -statistical Convergence, A7 -Statistical Cauchy Sequence and
strongly A’fp -Cesaro Summable Sequence Spaces are examined.

Key words : Difference Sequence Spaces, Statistical Convergence.
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SIMGELER

: Dogal sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: C tizerinde tamiml biitiin diziler uzay:

: Kompleks terimli sinirli diziler uzayi

: Kompleks terimli yakinsak diziler uzayi

: Kompleks terimli sifir dizileri uzay:

: K ’min dogal yogunlugu

- Istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi

: Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin uzay1
: Hemen hemen her k i¢in

. A7 -istatistiksel yakmsak dizilerin uzayt

v

:Kuvvetli AT Cesaro toplanabilir dizilerin uzay:



1.BOLTM

1.1. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamm 1.1.1. X # ¢ bir cimle ve X kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+:XxX>X, KxX->X

fonksiyonlan agagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X ciimlesine X cismi iizerinde bir vektor

(lineer) uzay adi verilir. VA, ue K ve Vx,y,ze X igin

(L) x+y=y+x

L2) (x+y)+z=x+(y+z)

(L3) x+86=x olacak gekilde bir 8 € X vardr.

(L4) Herbir xe X iginx+(~x)= 6 olacak sekilde bir (- x)e X vardur.
(L5) 1lx=x

(L6) Alx+y)=Ax+Ay

@7 (A+ph=ir+

L8)  A(wx)=(4p)

[Maddox, 1970].

Tanim 1.1.2. (X,d) bir metrik uzay ve x = (x, ) X *de bir dizi olsun. Eger V& >0 igin

Vn > n, oldugunda
d(xn,s) <&

olacak sekilde bir se X varsa (x,) dizisi X de yakinsaktir denir ve x, s veya

lim x, = s yazilir [Bayraktar, 1994].

n—»xo

Tanmm 1.1.3. X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.



[ x>

x>

donisimi agagidaki sartlan sagliyorsa bu déniigime bir norm ve (X ,“ . “) ikilisine de

bir normlu uzay denir. Vx,y € X icin

o1 20

MN2) [x|=0e=x=0

(N3)  ox|=lafld| (a skaler)

CON S N R

(N3) Sarti |ox|=la|’|x| (a skaler) seklinde olursa bu takdirde X bir p-

normlu uzay olur [Kreyszig, 1978].

Tanm 1.1.4. Bir (X ,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu metrik
uzaya tam metrik uzay denir [Musayev ve Alp, 2000].

Tamm 1.1.5. Bir (X, Il ) normlu uzay tam ise yani bu uzayda alman her Cauchy dizisi

bu uzayin bir noktasina yakinsiyorsa bu normlu uzaya Banach uzayi denir [Maddox,
19701

Tamm 1.1.6. X bir dizi uzayi olsun. X bir Banach uzay1 ve
7, x—=>C, tk(x)= x, (k=12,..)

doniigimi stirekli ise X e bir BK uzay1 denir [Goes ve Goes, 1970].

Tamm 1.1.7. (X,d) bir metrik uzay ve M c X olsun. M *nin noktalan ile M * nin

yigilma noktalarindan olusan ciimleye A ’nin kapamsi denir ve M ile gosterilir
[Bayraktar, 1994].



Teorem 1.1.1. A/’ nin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart
M=M

olmasidir [Bayraktar, 1994].

Tamm 1.1.8. (X,]-]).(v,]-|) birer normlu uzay ve T:X —¥ lineer bir doniisim

olsun. T doniigimd normu koruyorsa, yani xeX igin [Tx|=|x| oluyorsa T
doniisiimiine lineer izometri denir.

Boyle bir dénigimiin birebir olacag: agiktir. Eger bu doniigiim orten ise T ’ye
lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu uzaylan izomorfik uzaylar adini
alir [Kantorovich ve Akilov, 1982].

Tanum 1.1.9. X normlu bir uzay olsun. X iizerinde sinirli tiim lineer fonksiyonellerin

ciimlesi

normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X ’in siirekli dual uzay1 denir ve X' ile

gosterilir [Kreyszig, 1978].

Tamm 1.1.10. X ve Y topolojik uzaylar olsunlar f:X —Y donisimi birebir ve

orten, f suarekli, ™ de sirekli ise f’e X ’den Y ’ye bir homeomorfizmdir denir.

f:X—>7Y bir homeomorfizm ise f ve f~ de agik cimleleri korudugundan X ve Y
uzaylan topolojik olarak denk uzaylardir [Maddox, 1970].

Tamm 1.1.11. Bir X vektor uzaymn bir Y alt kiimesi verilsin. Eger y,,y, €Y
oldugunda
M={yeY: y=24y, +(1-A)y,,0<2<l}cY

oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir [Musayev ve Alp, 2000].



Tamm 1.1.12. X c w bir dizi uzay1 olsun. x=(x,)e X ve y= (v,)€ X olmak azere
xy= (x,‘ X yk) € X oluyorsa, yani X noktasal garpma islemine gore kapali ise X ’e bir dizi
cebiri denir [Kampthan ve Gupta, 1981].

Tamm 1.1.13. (X ,d) bir metrik uzay ve S < X olsun. S=X iseS ’ye X *de yogundur
denir [Maddox, 1970].

Tanm 1.1.14. S < X olsun. Eger S, agik climle igermiyorsa S ’ye X ’de higbir yerde
yogun degildir denir [Maddox, 1970].

Tamm 1.1.15. (X ,d) bir metrik uzay olsun. Eger X sayilabilir yogun bir alt cimleye
sahip ise X ’e ayrilabilir uzay denir [Maddox, 1970].

Tanmm 1.1.16. X bir topolojik uzay ve S < X olsun. S, higbir yerde yogun olmayan
cumlelerin sayilabilir birlesimi olarak ifade edilebiliyorsa S ’ye birinci kategoriden
ciimle denir.

S birinci kategoriden degil ise yani higbir yerde yogun olmayan ciimlelerin sayilabilir
birlesimi olarak ifade edilmiyorsa ikinci kategoridendir denir [Maddox, 1970].

Tanim 1.1.17. X lineer uzay ve |- ,||-|, bu uzay iizerinde iki norm olsun. Her x € X
igin

el sphsoel o o

olacak sekilde pozitif a, b sayilar varsa ||-| ve ||-|, normlarina denk norm denir

[Bayraktar, 1994].



2. BOLUM

2.1. FARK DIZILERI VE iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde [Et ve Colak, 1995] tarafindan tammlanan A™(c, ), A" (c), A*(1,) dizi
uzaylarimin Dbilinen ozellikleri ve [Et ve Esi, 2000] tarafindan tanimlanan
A™(c,), A7(c), A™(1.,) dizi uzaylarinin bilinen birkag topolojik 6zellikleri verilecektir.

Kompleks terimli tim dizilerin uzayi w ile gosterilecektir. w,x=(x,) ve

y= (yk) ve a bir skaler olmak iizere

x+y=(‘xk+yk)

ax:(axk)

seklinde tamimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. Bu ¢alismada sik sik
kullanacagimiz.

L ={x=(x,): supjx, | < o}

sinirl1,

c={x=(x,): li!r‘nxk mevcut }
yakinsak ve

¢ ={x=(x): }ci_r)rixk =0}
stfir dizileri uzay1

L. = supf|

normu ile birer Banach uzayidir. Fark dizileri kavramu ilk olarak H.Kizmaz tarafindan

tanimland1. 1981 yilinda Kizmaz



Ax= (xk - xk+l)

olmak tizere

L(8)=1x=(x):Axel}
dd)=tr=(x): Arec}

o)=tr=(x) Arec}
dizi uzaylanim tamimladi ve bu uzaylarin
= bl + A

normu ile birer BK uzay: oldugunu gosterdi. Daha sonra Colak, 1989 yilinda
v = (v, ) kompleks sayilarin sifirdan farkl bir dizisi

(A%)= 0% = veatenr)
ve X herhangi bir dizi uzay1 olmak {izere
Av(x)= {x = (x,‘): Ax e X}
dizi uzaymn birkag topolojik 6zelligini inceledriiﬁcirilﬁorlarak Etve Co{a}(
meN, Nx=(x), Ar=(x,-x.)
Az, = Az, )= (0", - A x,,,)
o 1y(’f’)xkﬁ
pry i
olmak iizere

IQ(A'")= {x =(x,): A"xe lw}

c(A’”)= {x =(x,): A"xe c}



co( "’)= {x =(x,): A'xe co}

dizi uzaylan tammladilar ve bu uzaylanin

SRYIEE]

normu ile bir BK uzay1 oldugunu gésterdiler.
v=(v,) sifirdan farkl: bir kompleks terimli herhangi bir dizi olmak iizere
yukandaki uzaylar Et ve Esi tarafindan

A™(l)= {xz(xk): A’:xelw}
A"(c)= {x:(xk): Alxe c}

Arley)= {x :(‘xk): Ajxe co}
dizi uzaylarina genellestirildi. Burada me N,

Ax= (ka/c)

Ax, = (ka/c - vk+1xk+l)

m —fAam-1 m—1
Alx, = (Av X, — A7 'xk+l)

ve

A, = i(——l)ﬁ(ﬂvkww — — = e

i=0
dir.
X , Il ,c veya ¢, uzaylanindan birini gbstermek izere A7 (X¥) ’in bilinen baz

ozelliklerini asagida verecegiz.

Teorem 2.1.1.

A1), Ar(c), An(c,) dizi uzaylan

mn
Alx .

b= b+



normu ile bir BK uzayidir [Et ve Esi, 2000].

Teorem 2.1.2.

1) A"(c), A"(c, ) dizi uzaylan A"(L, ) ’in kapah bir alt uzayidir.
ii)  A"(c) ve A"(c,) aynlabilir uzaylardir.

iiiy  A"(c), A™(c,) ve A"(l,) dizi uzaylan bir dizi cebiri degildir.

Teorem 2.1.3.

xeAn(l,) = sup kx| <o

Tamm 2.1.1.

X bir dizi uzay1 olsun.

X"‘:{x:(xk):;(akxkkoo VxeX}

cimlesine X ’in « duali denir ve X ile gosterilirr X cY ise Y* c X“

Xc( “)a = X" oldugu agiktir. Efer X =X ise X ’ebir a uzayi denir.

Ozel olarak bir @ uzayr K6the uzayi ve perfekt uzay olarak adlandirihr

fK&n‘lptan ve Gupta, 1981]. S S o B

Teorem 2.1.4,

U, ={a ~(@): SHlari]< oo}

ve
U,= {a = (ak): supk"”lakvk[< oo}
k

olsun.



D (@) =) =) =u,
i) () =) = ()" =u,

dir [ Et ve Esi, 2000].
Senuc 2.1.1.
A1), A"(c) ve A™(c,) uzaylan perfekt degildirler.

Teorem 2.1.5.
D Ale)es)
e Je ae )
A0,) = &70)
ve bu kapsama kesindir.

i) Ale)cale )ean()

ve bu kapsamalar kesindir.

Teorem 2.1.6.
u=(u,) ve v=(v,) sifirdan farkls herhangi iki dizi olsun.

i) supk”|y;'x,| <o ise A7()c AZ(L,)
&

1)  Eger k’”’vfﬁr 1, (k—>w) ise A"(c)c A™(c)

iii)  Eger k”"v,: lx,,’ -0, (k—>w) ise A"(c,)cA(c,)
dir.

Istatistiksel yakinsaklik tanimi ilk defa Fast tarafindan 1951 yilinda verildi..
Schoenberg, 1959 *da istatistiksel yakinsaklig bir toplanabilme metodu olarak inceledi
ve istatistiksel yakinsakligin birkag temel 6zelligini ifade etti.

Hem Fast hem de Schoenberg siurh istatistiksel yakinsak bir dizinin Cesaro
toplanabilir oldugunu gosterdiler. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik [Salat, 1980],
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(Fndy, 1985], [Fridy and Orhan, 1993], [Savas ve Nuray, 1993] , [Basarr, 1995],
[Mursaleen, 20001 ve [Et, 2000] tarafindan ¢alisilda.

Tamm 2.1.2. Pozitif tamsayilardan olugan bir K ctimlesinin dogal yogunlugu
5(K)=1lim l] fe<n:kek}| seklinde tammlamr. Burada |{k<nmkeK}
n—=>x n

ifadesi X 'min »n ’den bilyilk olmayan elemanlarinin sayisim g6stermektedir [Fridy,
1985].

Eger §(K ) =0 ise K ciimlesine sifir yogunluklu ciimle denir.
Eger bir x=(x,) dizisinin terimleri bir p 6zelligini sifir yogunluklu bir ciimle
disinda biitiin & ’lar igin saghyorsa, (x,) dizisi p o6zelligini hemen hemen her k igin

saghyor denir ve h.hk. ile gosterilir. Sifir yogunluklu ciimle tammindan yaralanarak
istatistiksel yakinsak dizi tamimi asagidaki gibi verilebilir.

Tamm 2.1.3. x=(x,) kompleks terimli bir dizi olsun. Eger V& >0 igin
nml|{/c5n:[xk —Lze}l=0
noop

olacak sekilde bir L say1si varsa yani h.h.k. igin

=r<e — e

ise x=(x,) dizisi L sayisina istatistiksel yakmsaktir denir ve st—limx, =L veya

st
x, = L seklinde gosterilir [Fridy, 1985].
Tamm 2.1.4. £>0 olsun h.h.k. igin
1xk - xN‘ <g

olacak sekilde N = N(g) sayisi varsa yani;
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li:n%l {kSn:lxk—xNIZf:}}:O

ise x=(x,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [Fridy, 1985].

Tamm 2.1.5. xew ve pe R olsun. Eger

olacak sekilde bir L eC sayis1 varsa x dizisi L ’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir

denir. Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin uzay1 w, ile gosterilecek ve

w, ={x=(xk):%i}xk - L’ -0, enazbirL,p>0ven—>oo}

k=1

seklinde ifade edilecektir [Maddox,1970].

Teorem 2.1.7. st-limx, =a , st—limy, =b ve ¢ bir reel say1 olsun. Bu takdirde
i) st—lim(x, + y,)=a+b
i) st—limex, =ca

dir [Fast, 1951].

m, ile sinirh istatistiksel yakinsak tiim reel dizilerin climlesini, 7 ile reel terimli
sinirlt tiim dizilerin uzaymm, S, ile reel terimli tim istatistiksel yakinsak dizilerin

ctimlesini, S ile reel terimli tiim dizilerin cimlesini gosterelim.
Teorem 2.1.8. m,,m dizi uzaymnin kapal bir alt lineer uzayidir [Salat, 1981].
Teorem 2.1.9. m,,m’de higbir yerde yogun degildir [Salat, 1981].

Teorem 2.1.10.
1) S,,S “de yogundur.



i)

iii)

12

S,,S ’de birinci kategoridendir.
S —8,, S ’de ikinci kategoridendir [Salat, 1981].



3.BOLUM

3.1. GENELLESTIRILMIiS FARK DiZi UZAYLARI

Bu bolimde X herhangi bir dizi uzayr olmak tzere A”(X) in baz topolojik

ozellikleri incelenecektir.

Tanum 3.1.1. X herhangi bir dizi uzay1 v=(v,), Vke N igin v, #0 olacak sekilde

herhangi kompleks terimli dizi
m {m
A’:x = Z(_ 1)‘( . }’kﬁxkn
=0 1
olmak tizere A”(X) dizi uzaym
AN(X)= {xe w: A’f,’xeX}

seklinde tammlayacagz.

Teorem 3.1.1. X bir vektor uzay1 ise A"(X) *de bir vektor uzayidir.
ispat: x,yeA™(X) ve o bir skaler olsun. Kompleks veya reel terimli tim dizilerin
uzayr w bir vektor uzayr ve A”(X)c woldugundan x,ye A"(X) ve a@eK igin -

x+yeA"(X) ve axe A"(X) oldugunu gostermek yeterlidir.
i) x,y € A"(X) olsun. Bu takdirde A"x,, A"y, e X dir. X bir lineer uzay oldugundan
Ax, +Xy eX

dir. A" lineer bir operator oldugundan

Alx, + Ay, = A7 ('xk + .Vk) eX
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dir. Buradan x+y € A"(X) elde edilir.
ii) xe A"(X) ise A"x, € X dir. X lineer uzay oldugundan @A”x, € X olup ax e A"(X)
dir.

Teorem 3.1.2. X,|-| ile normlu uzay ise A7 (x) *de

bl = b+ Jaete] G.LL)

normu ile normlu uzaydir.

An(x) =0

Ispat: N) |4, =:Zl]x,.vi1+

oldugu agikardur.

M)l =0= T+

()]0

olsun. Bu takdirde x, =x, =...=x,=0 ve VkeN i¢in

XV, — X vV, + + (_1 X vV, —
O (343 1 k+1"k+1 7 0t ) m k+m” k+m
k—l lQlIl

R R S

7

ise [m)xml V,.; =0 ’dir. Buradan Vke N igin v, #0 oldugundan x,,, =0 elde edilir.
m

Boyle devam edilirse Vke N i¢in x, =0 olur ki buradan x=86 elde edilir. Tersine

xed ise x| ,, =0 dr.

Ny e, =D

i=1

Len

5 w( )

]

=x«1(§|x o)
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=fafjac]
N sl = Dkt fantes )]
Siz::[x,.vi|+ V:"“

=, + I,

Teorem 3.13. (X,|-|) bir Banach uzay: olsun. Bu takdirde A"(X) *de (3.1.1)* deki

norm ile bir Banach uzayidir.
Ispat. x° = (xf,x;,...)e A™(X) olmak izere (x‘ ), A"(X) *de bir Cauchy dizisi olsun.

Bu durumda s, ¢ — o igin

x*—x “A, -0
dir. O halde

"(rp)-anlx )] o0, (st w)

m
x° —x'uA =Z;x;’ - x|+
v i=]

olur. Boylece (x},xf,...) ,ism) ve (A’f,’ (x;),A’;' (x,f),) sirastyla C ve X *de Cauchy
dizisidir. C ve X tam olduklarindan bu diziler sirasiyla C ve X ’de yakinsaktir. C ’de
x>x, (ism)veX *de Ai(x')»> (s> o) olsun. — -

s S
—vk‘Z(-lr'(“m_’ ljyi_,,, (3.12)

i=1

olmak iizere y, = A”x, diyelimBurada yi.m = y2.m =...= Yo = 0 olarak alimmgtir Eger
xe DA (X ) ise (yeteri kadar bityiik k ’lar igin 6rnegin k >2m igin), (3.1.2) saglanacak

sekilde bir tek y = y, € X vardir. (Biz bu galigmada ()=1 olarak kabul ediyoruz)
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Burada DA”‘,(X):{x:(xk):xeA’:(X),xl=x2=...=x =0} ’dir.  Diger taraftan

m

xe A"(X) ise ' =(x\)e DA"(X) olmak tzere

X

|x, k<m ise
X, k>m ise

olarak yazilabilir. O halde
& (x)=(anlst), anlz)....)

dizisi X de A"(x) e yakinsar. Buradan s —  igin
o, >0

dir. Boylece A™(X) Banach uzayidir.

Teorem 3.14. (X, |-|) normu ile bir BK uzay1 ise A7(X) de (3.1.1) *deki norm ile bir

BK uzayidir.
Ispat: X Banach uzay: ise A” (X ) de Teorem (3.1.3) ’den dolay: bir Banach uzayidir.

Simdi Vke N ve n— w0 igin

-l o0

olsun. Bu takdirde £ <m igin
‘x;‘ - xk‘—> 0, (n—>x)
ve Vke N igin

A’(’,(x,’; —xk)H -0, (n — )

buradan V£ € N igin
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|x,'j —xk‘—> 0, (n>w)

elde edilir. Bu nedenle A”(X) bir BK uzaydr.
Simdi de farzedelimki X </ ve (X , “ . “) bir Banach uzay olsun.

D operat6rimi

D:A"(X) - A"(X)

x> Dx=y= (0 ..... 0,xm+1,xm+2,...)
seklinde tantmlayalim. D lineer operatordiir. Gergekten de x, y € A*(X) igin

1) D(x+y)=(0,0, ...,xm+1+ym+,,xm+2+ym+2,...)
=(0,0,...,.7c,,,+1 > X ,...)+(0,0,...,y,,,+1 s Ymsn ,)
= Dx+ Dy

ii) D(ox)=(0,0,..., 0%, ,0%,.; ,--)
=oz(0,0,...,xm+1 > Xopan ,)
=aDx

Diger taraftan

[l < K,

olacak sekilde K >0 bulundugundan D sinurlidur.
Simdi D[A’;’ (x )]: D A"(X) olarak alalim.
Bu uzay A"(X) un bir alt uzay: olup D A"(X) iizerindeki norm

., =[2G

seklinde tamimlidir. Simdi de

A" DA(X)—> X

Arx=y=(Anx,)
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seklinde tamimlayalim. A” lineer homeomorfizmdir. A7, *nin lineer oldugu agiktir.

1) A" operatori birebirdir. x , y € DA™(x) ve A"(x)= A"(y) olsun. Bu takdirde

AT ('xk - }’k) = Z(_ 1)1 (:n )('xk+ivk+i - yk+ivk+i)
i=0

= ((,)n)(xkvk ~ViVi )"‘ .ot (_ I)m(:: )(kavkm _yk+mvk+m)
=0

olur. x,ye D(A’: (x)) oldugundan ilk m terim sifirdir. Buradan

(— 1)’” (z )(xk+mvk+m -y k+mvk+m) = O
buradan da x,, V,.,, = Vi.mVirm DOYlece Vk € N igin x, = y, yani x =y elde edilir.

2) A"(x) ortendir. Gergekten, Vye A"(x) igin y, = A"x, olacak sekilde en az bir

xe D(A’ﬁ (x )) vardir. Gergekten;

5 =i Sy,

i=]

3) A"(x) sirhdir. Gergekten,

)
s AL

I 4]
“ k)

A

=1

dir. Buise A”(x) *nin strl oldugunu gosterir.
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4) (A’: )_l sinirhi oldugunu gosterelim

k-m

Vo=t 20 () (550)

=]

olmak tizere

(T x > DAn(x)

s> x =y,
seklinde tamimlanir. Buradan da

.,

o W

(az)

“A"v' (A';’ )_1 5,

TRTH

=1

oldugundan sirhidir. Buradan X ile DA"(X) uzaylan denk topolojik uzaylardr.
Bundan bagka

|} =,

|

oldugundan A7 , (A”’ )_1 operatorieri normu korurlar.

v

ve

(an)*

=M

Teorem 3.1.5. X c ¥ ise A"(X)c A™(Y) dir. Eger X Y kesinise A7 (X)cA™(Y) de
kesindir.

ispat: x € A"(X) olsun. Bu takdirde A”(x,)e X c ¥ oldugundan A7(x,)eY ’dir. Bu

kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin X =c¢, ¥ =/, olsun ve



20

x=(1,0,1,0,..), v=(,1,1,..)

segelim. Boylece

Arx, = (=127 olup xe A"(1, ) A"(c) *dir.

Teorem 3.1.6. X bir dizi cebiri olsa bile A”(X) ’in dizi cebiri olmast gerekmez.
fspat: c,”m bir dizi cebiri oldugu bilinmektedir. x=(k), y={("")vev=(1,1,1,..)

segilirse x , y € A"(c,) oldugu halde x.y ¢ A"(c,) *dur.

Sonu¢ 3.1.1. m,ne N olmak izere n<m ise A(X)c A(X) *dir.

Teorem 3.1.7. X bir vektor uzayt ve A< X olsun. Eger 4 konveks ise A’:(A) ’da
konvekstir.

ispat: x,yeA"(4) olsun. Bu takdirde ATx,ATye A °dir. A" lineer oldufundan
0<A<1 igin

AN x+(1-A)A"y = A"(Ax+(1-A)p)

dir. A konveks oldugundan (xlA’f,’x +(1-a)A y)e 4 ve boylece (Ax+(1-A)y)e A™(4)
dir. Bu da ispati1 tamamlar.

Teorem 3.1.8. m pozitif bir tamsay1 olsun.

i) AM(U; A") = U:=x °(4,)
i) (), 4)=MA(4)

[Et, 2000].
Teorem 3.1.9. X bir Banach uzay1 ve 4c X kapal olsun. Bu takdirde, A"(4) ’da
A"(X) *de kapalidir.
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ispat: 4c X oldugundan A"(4)c A"(X) ’dir. Simdi A" (A) =A" (2) oldugunu

gosterelim. x e A"(4) olsun, bu takdirde (n — o)

x" = x“ -0
olacak sekilde A"(4) *da bir (x") dizisi vardir. Buradan A7(4) *da (n — w)

|

dir. Boylece A’da (n — )

(x:)—)(xk)“Av —0

m

2

=1

X — x,.[ + “A’f(x,f)— A™(x, Xl -0

dir. Buradan A™(x)e 4 *dir. Buise x & Aﬁ(Z) olmasim gerektinr.
Tersine xe A7 (Z) olsun. Buradan A (x)ez ’dir. A kapalh oldufundan
A=A dw. Buradan A"(x)e 4 ’dir. Diger taraftan A"(4)c A”(4) *dir. Buradan da

x € A"(A) elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.1.10. X aynlabilir bir cimle ise A™(X) *de ayrilabilir.
Ispat: X ayrilabilir olsun. Bu takdirde A= X olacak ekilde X ’in sayilabilir bir 4 alt
ciimlesi vardir. 4= X oldugundan A"(4)= A'I,'(Z)= A™(X) dir.

84— 4, f(x)=Ax,

seklinde tamimlanan fonksiyon birebir ve rtendir. 4 sayilabilir oldugundan A (A) ’da

sayilabilirdir. Boylece A”(X) *da ayrilabilir.

Teorem 3.1.11. X bir Banach uzay1 ve 4 c X olsun.



i)

iii)
dir.

Ispat:
1)

ii)

iii)

dir. Buda (Z) = ¢ olmas: ile geligir. Buradan
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A4, X *de higbir yerde yogun degil ise A"(4) *da A"(X) *de higbir yerde
yogun degildir.

A4, X ’de yogun ise 0 zaman A”(4) *da A"(X) *de yogundur.

Ay (w)=w

A, X ’de higbir yerde yogun olmayan ciimle olsun fakat A™(4), A™(X ) ’de
yogun olsun. Bu takdirde (Z)= ¢ olur. Fakat A"(4)% ¢ *dir. Bu takdirde 4

higbir agtk ciimle icermez. Fakat B(a)c A"(A) *dir. Burada Bla), @ merkezli r

yar ¢apl agik yuvardir. Buradan
ae Bla)c A™(4)=A" (:4-)

dir. Bu ise A"(a)e A olmasim gerektirir. O halde B(A’,’,’ (A))n A# ¢ ’dir. Diger
taraftan

BlA(4A)~Ac4

K;(4)=p *dir.

A, X ’de yogun olsun. Bu takdirde 4= X *dir. Teorem (3.1.5) goz oniine alinursa
A™(4)=A"(X) oldugu gorilir.

Tamm geregi, A" (w)c w *dir. Tersine x € w olsun.

86)- 30| s

oldugu g6z 6niine alinrsa x € A (w) elde edilir.



4. BOLUM

4.1. A"- ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bolimde v=(v,) (Vke N igin v, # 0 olma sartim kaldiracag1z) herhangi
bir dizi olmak fzere A7 -istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli AT Cesaro toplanabilme

kavramini tanimlayacak ve bu kavramlar arasindaki iligkiyi vermeye ¢alisacagiz.

Tanmm 4.1.1. xew olsun

lim L {ksn:(A';'x,,—L[z g}|=o
n pn
olacak sekilde kompleks bir L sayisi varsa x dizisi L sayisina A’ -istatistiksel yakinsaktir
denir. Tam A" -istatistiksel yakinsak dizilerin cumlesini A"(S) ile gosterecegiz.
x € A*(S) olmasi durumunda da x, — L(A’(’, (S)) yazacafiz. Efer m=0 ise bu uzayi S,

ile gosterecegiz.

Teorem 4.1.1. A"(S) bir vektor uzaydir,
ispat: Teorem (2.1.7) ve Teorem (3.1.1) goz 6niine alinirsa ispat kolayca gorilir.

 Tamm4.1.2. xew ve Ve>0 olsun. Ege}m

liml {kSn: Aox, — N)xy lZe'}l:O

7 n

olacak sekilde N = N(g) sayis1 varsa x dizisine AT -istatistiksel Cauchy dizisi denir. Ik

olarak A" istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi ile daha 6nceden verilen dizi uzaylan

arasindaki iligkileri inceleyelim.

Tamm 4.1.3. xew ve peR" olsun.
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I R
lgn;;lAvxk -1f =0

olacak sekilde bir L € C varsa x dizisi L ’ye kuvvetli A’,’,’p -Cesaro toplanabilirdir denir.

Kuvvetli A7 -Cesaro toplanabilir dizilerin uzay: A’;’(wp) ile gosterilir ve

A':(w,,)={x=(xk):;11-i

Al x, —Llp —0, enazbir L, p>0ven—>oo}
k=1

seklinde gosterilir. xe A™(w,) olmast halinde x, — L(A7(w,)) seklinde yazanz. Eger

m=0 ve v=(1],...) ise A’;‘(wp) uzayl w, ile ayni uzaydir.

Teorem 4.1.2. Vke N igin v, #0 olsun. A7 (wp) dizi uzay1 1< p < o igin

I, = Shonlrsu{ L5 acaf )7

=1

normu ile bir BK uzay1 0 < p <1

P

m
Avxk

b, = Dbl +sup >

normu ile tam p-normlu uzaydir.
Ispat: Teorem (3.1.2) *den elde edilir.

A"'v(wp) uzerinde yukandaki teoremde bahsedilen normdan farklhi bir normu

agagidaki gibi tammlayabiliriz. & €[2”,2™") olsun. A” (w p) uzayi

1
A’:’xkr]p p=1

I, - glx,v,.l+51:p(2-rz

normu ile tam normlu bir BK uzayidir.
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m
Alx,

M, = Sl +51:p[2"zk:

p) O<pxl

normu ile de tam p-normlu bir uzaydir.

Sonuc 4.1.1: MA‘ ve || ,, ormlart denk normlardir.

Asapdaki teoremde goriilecegi gibi A”(S) dizi uzay1 daha dnceden tanimlanan

tim istatistiksel yakinsak dizilerin uzaymndan farklidir. Bu durumda A™(S) dizi uzayinin

incelenmesi olduk¢a anlamlidir.

Teorem 4.1.3.

i) A"(c)c A"(S) ve bu kapsama kesindir.

ii) A"(S) ile A"(/,) dizi uzaylanmin ortak elemanlan vardir ancak birbirini
kapsamazlar.

iii) A7(S) ile 1, dizi uzaylanmin ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

iv) Sile A"(S) dizi uzaylarimin ortak elemanlari vardir ancak birbirini kapsamazlar.

v) S ile A"(c) dizi uzaylanmn ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

vi) Sile A"(c,) dizi uzaylarnmn ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

vii) Sile A7 (Im) dizi uzaylanimn ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

viiiy S, ile A"(S) dizi uzaylanmn ortak elemanlan vardir ancak S,, A"(S) yi
kapsamaz.

ix) S, ile A"(S) dizi uzaylarimn ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

x) S, ile A7 (lw) dizi uzaylannin ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

xi) S, ile A"(c) dizi uzaylaninin ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

xii) S, ile A"(c) dizi uzaylannin ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

xiii) S, ile /, dizi uzaylannn ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.

Xiv)

S, ile A"(c,) dizi uzaylarimn ortak elemanlan vardir ancak birbirini kapsamazlar.
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xv) S, ile A"(c,) dizi uzaylanmn ortak elemanlar vardir ancak birbirini kapsamazlar.

xvi) A"(S) ile A"(S) dizi uzaylanmin ortak elemanlan vardir ancak birbirini
kapsamazlar.
xvii) A”(S) ile A™(,) dizi uzaylanmn ortak elemanlan vardir ancak birbirini

kapsamazlar.
Ispat:

1) c < § oldugundan Teorem (3.1.5) goz Oniine alinirsa
ay(c)c &3(S)

elde edilir. Simdi kapsamanin kesin oldugunu gosterelim.

- =172,...
A’ka={ﬁ > k=n" n=12, (4.1.1)

0 , k#n?

dizisi g6z 6niine alimirsa A7x € S fakat A7 x ¢ ¢ oldugu gorilar. Safir dizisi
asagidaki dizi uzaylarimin her birine ait oldugundan x =0 segilirse Vk e N igin
v,.x, =0 olur, ve bu dizi asagidaki uzaylarin her birinin elemamdir. Dolayisiyla
bahsedilen dizi uzaylarinin ortak elemanlar vardir.

i) (4.1.1) *de tammlanan diziyi goz oniine alabm. Bu dizi A*(S) "nin elemamdur.

Fakat A"’v(lw) un elemam degildir. Tersine x=(1,0,1,0,...) ve v=(1,1,1,...)

 almirsa
Aoz =(-1f "2

olup, xeA"(l,) fakat xg¢ A"(S) dir.
iii)  xdizisi (4.1.4) *deki gibi olsun.
v =(v, ) dizisi de

0 k=n’ 1ise
= ? 412
Ve {] , k=zn® ise ( )



iv)

vii)
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seklinde segelim. x ¢ [ fakat x e A™(S) *dir.

Tersine

1, k=r? i
xk={ k=n" lse 4.13)

0 , k#n® ise
seklinde tammlansin ve v=(1,1,1,...) olsun.

()= (12

olur. xel, fakat x ¢ A"(S) *dir.
x=(LLL...) dizisi istatistiksel yakinsaktir. Yani x € S *dir. v=(1,0,1,0,...)

tanimlanirsa

vx=(1,0,1,0,...) olup
Ax = (=12

olur. Boylece x ¢ A™(S) dir.

Tersine x = (k) segelim. Bu takdirde x¢ S dir. v=(1,1,1,...) alursa vx = (k)
olur. A"x =0 olup bu dizi istatistiksel yakmsaktir. Yani x € A"(S) *dir.

xf,(}:,l 1, ) vemy:—;(flr, 0,1,0, ) almirsa x€ S olup vx= (1,0217,9,7,f,),

Arx = (=121 olup x ¢ A"(c) dir.

Tersine x = (Ic) segilirse x¢ S ’dir. v= (1 1,1, ) alinirsa vx = (k) olur.
Nx=0

oldugundan x e A”(c) *dir.

(v) *deki diziler g6z 6niine alinarak ispat yapilabilir.

{JE k=n® ise
x, =

414
0 ,kzn® fise @19

dizisini tanimlayalim ve v= (1 ,1,1,...) seklinde segilitse xe S ama x ¢ A"((,)

olur.



X1)

xii)

Xiii)

xvii)
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Tersine x = (k) ve v=(1,L1,...) secilirse x¢ S fakat x e A™(1,) olur.

x= (k) ve v= (1,1,1,...) alimirsa x ¢ S, fakat x  A"(S) *dir.

x= (k), v=(1,1,1,...) secilirse x¢ S, fakat x  A"(S) "dir. Tersine
x=(1,0,1,0,...), v=(0,1,01,...) almursa xS, fakat x & A"(S) dir.

x dizisi (4.1.4) *deki gibi v=(1,1,1,...) segersek x e S, fakat x ¢ A”(L_) olur.
Tersine x=(k), v=(k) aliursa x¢ S, fakat x< A"((_) olur.

x dizisi (4.1.4) deki gibi ve v= (1,1,1,...) alimirsa xe S, fakat x ¢ A"(c) *dir.
Tersine x=(k) ve v={1,1,1,...) almursa x¢ S, fakat x e A"{(c) olur.

(xi) *deki diziler alinirsa ispati kolayca yapilabilir.

x dizisi (4.1.4) *deki gibi ve v dizisini de (4.1.2) *deki gibi alirsak v.x =0 olup
istatistiksel yakinsaktir. Tersine x=(1,0,1,0,...), v=(11...) almisa xel,
fakat x ¢ S, “dir.

(xi) *deki diziler alinirsa ispat1 kolayca yapilabilir.

(xi) *deki diziler alinirsa ispati1 kolayca yapilabilir.

x= (k”‘”) , V= (k‘z) alimrsa x ¢ A*(S) fakat x e A"(S) *dir. Tersine x = (k"‘ ),
v= (k) alimirsa

A (x,)= (- 1)"m!
)= e e, -

elde edilir. x € A™(S) fakat x ¢ A*(S) *dir.
x=(km), v=(&) almrsa
A= (1) [om+ e+ 2)]
vx, = (k") ve A"(k™)=0
elde edilir. Buna gore x e A"(S) fakat x¢ A"({,) “dir. Tersine x=(1,0,10,...),

v= (1 ,1,1,..) secilirse x ¢ A™(S) fakat x e A"([) oldugu goriliir.
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Teorem 4.1.4. 0< p <o olsun.

D x> LA, ) ise x > L&1(S)

i) x> IAn(L)) ve x, > L(AT(S)) ise x, > L{An(w,))
i)  ANS)AAT(L )= An(w, )~ Ar(,) “dir.

Ispat:

i) xeA; (w p) ve &£ >0 olsun. Bu takdirde

1 & m r 1 &im r 1 &im r
;;Avxk—Ll == élAvxk—L) +— %lAvxk—Ll
lA”,’xk —LJ 25 1A’;’xk —L\<£
1 Sam P
2; ;IAVXI‘ L(
iA’:xk-LIZE

Zl{ kSn:-l—IA’:xk—L}Ze}g”
n n

yazilabilir. # — 0 igin x € A"(S) elde edilir.
i1) xeA"(l,) ve xe A"(S) olsun.

M ="A’,’,’x"+L diyelim. £>0 olsun, N, sayisim Vr> N, igin

r,l -1

{ k<n:|Anx, - L] -g_-)%} ‘s d

2M?

1

Ax, —L]z(g)" } diyelim. Bu

olacak sekilde segelim ve L, ={ k<n:

takdirde »> N, igin
m p 1
AVx, —L] = —(Z
R\ kel,

<—1- ad )M”+lnE
n\2M°* n 2

1&
>

A7, - L +§ A", —L]")
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CIESYEY

&
4+ —
2

olur. Buradan x, — L{A"(w )) elde edilir.

iii) (i) ve (il) *den ispat1 kolayca yapilabilir.

Teorem 4.1.5. x, A7 -istatistiksel yakinsak bir diz ise x, A" -istatistiksel Cauchy
dizisidir.

ispat: x A”-istatistiksel yakinsak bir dizi ve £> 0 olsun. Bu takdirde h.h k. igin

.A’ka—[,l<§

dir. N sayisim h.h.k. igin

Nixy —L I <§ olacak sekilde segelim.

Bu takdirde h.h.k. i¢in

Nox, — Kx, |= Nx,—L+L-KX)x, ‘

<|ax, - L|+| Kx, - L |

IA
o NN

+

N | &

elde edilir. Buradan x dizisi A" -istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 4.1.6. y, A" -istatistiksel yakinsak bir dizi ve x de h.h.k. igin ATx, = ATy,
olacak sekilde bir dizi olsun. Bu takdirde x, A’ -istatistiksel yakmsaktir.
Ispat: hhk igin A”x, = A"y, ve y, > L(A"; (s )) olsun &> 0 olmak tizere her bir

ne N igin

{k < n:]A”v’xk - le 8}; {k <niAx, # Amvyk}

u{kSn:‘A"’,’yk—L'S€}
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yazlabilir. y, - L{A7(S)) oldugundan esitsizligin ikinci tarafindaki ikinci ifade sabit
sayida eleman igerir. Bunu g = g(¢) ile gosterelim. Her iki tarafi n *ye béler ve n— o

i¢in limit alirsak
li'fnn‘ll {kSn:l Aix, —L 128}1

Sligln“l {ksn:lA':‘xk;tA':‘yk{ }‘+h£n%

elde ederiz. Son ifade de A”x, = A"y, oldugundan x, —> L{A"(s)) elde edilir.

Teorem 4.1.7. A”(m,) , A"(m) uzaymn kapalt bir alt uzayidir.
Ispat: Teorem (2.1.8), Teorem (3.1.1) ve Teorem (3.1.9) *dan elde edilir.

Teorem 4.1.8. A7 (mo) , A (m) ’de higbir yerde yogun degildir.
Ispat: Salat, keyfi E lineer normlu uzaymin £ *den farklt keyfi her kapal alt uzayinin £
’de higbir yerde yogun olmadigimi gostermistir. Teorem (4.1.6) *dan

& (my) < &7 (m)
dir. Yukanidaki sonuca gore A”(m, )= A"(m) oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin

x= {(— ’1’)‘*}va {t,1,...) secelim. Bu takdirde —— B —
x e A"(m) fakat x ¢ A"(m,)

dir. Gergekten x= {(— IY }, v= (1,1, . ) ise 0 zaman
Kofx) ={(-1f 27
dir.

Sonug 4.1.2. m, ile D(A"(m, )) denk topolojik uzaylardr.
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