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OZET

GALILEI UZAYINDA EGRILER VE YUZEYLER

Bu tez galismasinda ilk olarak diferensiyel geometrinin énemli bir arastirma alani olan
egriler ve ylizeyler konusu hakkinda yapilan temel ¢aligsmalar kisaca agiklandi. Daha sonra
Oklit uzay1 ve Galilei uzaym temel kavramlar1 ve tez ¢alismasina 1sik tutacak diger kavramlar
verildi. Ardindan 3-boyutlu Galilei uzayinda egriler konusu detaylica verildi. Son béliimde ise
3-boyutlu Galilei uzayinda ylizeyler konusu detaylica verildi. Son olarak baz1 yiizey ¢esitlerinin
Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanarak, bu egrilikler cinsinden ele alinan yiizeyler igin

yapilan bazi siniflandirmalar verildi.



SUMMARY

CURVES AND SURFACES IN GALILEI SPACE

In this thesis, firstly the fundamental definitions on curves and surfaces which are an important
research area of differential geometry are briefly explained. Later, the basic definitions of
Euclidean space and Galilei space and other notions which will shed light on the study of thesis
are given. Then the curves in 3-dimensional Galilei space are given in detail. Finally, the theme
of surfaces in 3-dimensional Galilei space are given in detail. Moreover, by calculating Gauss

and mean curvatures of some types surfaces, several classifications in literatiire for these are

provided.
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1.BOLUM
1. GIRIS

Diferensiyel Geometri alaninda egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi her zaman
aragtirmacilar i¢in 6nemli bir ¢alisma alani olugturmustur. Egri ve ylizey kavrami geometrinin
dogusundan bugiine kadar Oklit uzayinda ve ardindan Oklitsel olmayan bir ¢ok uzayda
diferansiyel ve integral hesabin metodlar: ele alinarak bir ¢ok bilim insam tarafindan detaylica
incelenmigtir. Oklit ve Oklitsel olmayan uzaylarda egriler ve yiizeylerin diferensiyel
geometrisinin ¢alisilmasi uzun bir gegmise sahiptir. Oklit uzayinn klasik icerigi bazi diger
geometrilere doniistiirtilebilen sonuglarin bir kaynagidir. Bu alanda ele alinan ve bir gok

arastirmaciya 151k tutan gok kiymetli temel calismalar bulunmaktadir [ 1-7].

Egri kavraminin incelenmeye bagladig: ilk anlardan bugiine kadar bir ¢ok arastirmaci ilk
olarak bir egri lizerinde tanimlanan Frenet {igylizliilerini incelemiglerdir. Frenet elemanlar
olarak adlandirilan x(s),t(s),T(s),N(s),B(s) ifadeleri kullanilarak egriler i¢in bir ¢ok
karakterizasyon elde edilmigtir. Caligilan uzaya gore bu Frenet elemanlart bir takim
farklihiklarla karsimiza ¢ikmaktadirlar. Bu konuda da bir gok ¢alismaya ulasmak miimkiindiir
[8-11].

Genel baki agisiin 6zelde diisiiniilmesi ile diferensiyel geometride egriler konusunda
yazilmig birgok kitap ve yapilmis bir ¢ok makale bulunmaktadir. Egri kavraminin bir ¢ok
uzayda ele alinmasi ile birlikte kiymetli caligmalar ortaya ¢ikmaktadir. Geometride 6zellikle
helisler ve Bertrand egri kavrami da ¢ok 6zel bir yere sahiptir [12,13].

Egri kavraminin daha genel bir yapis1 olan yiizeyler de bir ¢ok arastirmac tarafindan ele
alinarak detaylica incelenmistir. Egri kavramina gére daha genis bir ¢alisma alam olusturan
ylizey kavraminin birgok uzayda birgok ¢esidi bulunmaktadir. Ornek verilecek olursa dogrusal
ylizeyler, 6teleme ylizeyleri, donel yiizeyler, degiskenlerine ayrilabilir yiizeyler ilk olarak Oklit
uzaymda ele almmis ve ardindan farkli uzaylarda galigma alam olusturmuslardir, Farkli

uzaylarda bu konularda yapilan baglica ¢aligmalardan bazilari [14-17] seklindedir.

Son zamanlarda Oklitsel olmayan yeni geometriler birgok aragtirmaci igin yeni bir caligma
alani olugturmaktadir. Yeni geometriler tanimlamanin bir yolu Cayley-Klein uzay1 aracilig1 ile
olur. Bu uzaylar kuadrikler ve diizlemlerin bir dizisinden olugan P, (R) projektif uzaymin bir
alt climlesine (ideal figiir) sahip olan projektif uzaylar olarak tammlanir. P,(R) projektif

uzaymin ideal figiiriinti defismez birakan izdiigellikleri bir Cayley-Klein uzaymn hareketler



grubu denilen izdiiselliklerin altgrubunu tammlar. Ideal figiir yardimu ile metriksel kavramlar

da tammlanabilir. Bunlar hareketler grubunun degismezleridir.

3-boyutlu P;(R) projektif uzayinda eliptik, hiperbolik, Oklitsel, Minkowski, basit ve duble
izotropik, Galilei, pseudo-Galilei, quasi-eliptik, quasi-hiberbolik gibi Cayley-Klein uzayinin
cesitli tipleri tanimlanabilir. Bu uzaylarda egriler ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi [25] de
detaylica verilmistir. Ayrica 4-boyutlu Galilei uzay klasik Newton mekanigi ile iligkili olup ilk
koordinat zaman1 temsil ederken diger koordinatlar uzay koordinatlarim ifade etmektedirler.

Bu nedenle Fizik alaninda bu uzayin uygulamalar: oldukga genistir.

Ozellikle Galilei uzayr egriler ve yiizeyler konusunda calisan veya calisacak olan
aragtirmacilar igin ilgi odag haline gelmektedir. Bu alanda yapilan ¢aligmalar i¢in de [18- 23,
26] kaynaklarina bakilabilir.

Bu tez calismasi esnasinda ilk olarak Oklit ve Galilei uzaylarinda egriler ve ylizeylerle ilgili
temel kitap ve makaleler aragtirilarak incelendi. Ardindan bu kaynaklarda bulunan temel
kavramlar calismanin ikinci kisminda verildi. Daha sonra Galilei uzayinda ele alinan egriler
konusunda detaylica incelemeler yapilarak, Frenet elemanlari, helisler ve bertrand egri
kavramlari ele alind1. Son olarak da Galilei uzaymnda daha onceden ¢alisilan dénel ylizeyler,

oteleme ylizeyleri ve degigkenlerine ayrilabilir yiizey kavramlari verildi.



2. BOLUM
2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. OKlit Uzaymm Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. Bir K cismi tizerinde bir vektor uzay1 V ve A da bostan farkli bir ctimle olsun.
Asagidaki ifadeleri gergekleyen bir f: A x A — V fonksiyonu mevecut ise bu A climlesine V

vektor uzayi ile birlestirilmis olan bir afin uzay adi verilir [11].
A,) VP,Q.R € A i¢in f(P,R) = f(P,Q) + f(Q,R) dir.

A,) VP €A ve Va € Vigin f(P, Q) = a olacak sekilde yalmz ve bir Q €4 noktasi

mevcuttur.

Tanim 2.1.2. Reel bir afin uzay 4 ve bir vektdr uzay1 da V olsun. Bu afin uzay ile birlesen V

de tanimli iglem (i¢ ¢arpim)

<,>:VxV—R

(X,y) —< X,y >= Z?:l XV {X = (Xl, ---an)

Y = (V1,1 ¥n)
seklinde tanimlamrsa bu i¢ ¢arpim (OKlit ig ¢arpimi) yardim ile A afin uzaymnda iki nokta
arasindaki uzaklik, iki vektor arasindaki ag1 gibi 6l¢iiye dayali ifadelerden bahsedilebilir. Bu

durumda A afin uzayi, bu ig carpim ile birlikte da yeni bir isim olarak Oklit uzay ismini alir

[11].

Tanmm 2.1.3. d, E™ x E® kartezyen ¢arpimindan R ye tanimli

(u,v) — d(u,v) =l uv |I= J Z?=1(ui — vj)?

fonksiyonuna ve d(u, v) reel sayisina sirastyla E® n-boyutlu standart Oklit uzaynda uzaklik

fonksiyonu ile Oklit metrigi ad1 verilir [11].

Tanim 2.1.4. n-boyutlu E® standart Oklit uzayim goz 6niine alalim. V¥x,y,z € E™ igin Xyz

seklindeki aginimn 61(,:1‘151'1; cosf = E: IIIS;TZ seklinde verilen esitligi yardinu ile hesaplanan 6

reel sayisidir [11].



Tanim 2.1.5. E® n-buyutlu Oklit uzaymnda bir U a¢ik alt ciimlesini géz oniine alirsak
f+ U — IR seklinde verilen f fonksiyonuna, k-yinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var

ve siirekli iseler, C¥ sinifindan diferensiyellenebilirdir denilir [11].

Tanm 2.1.6. X bir ctimle olsun. X nin alt ctimlelerinin bir koleksiyonu T olmak tizere eger T,
asafida verilen sartlar1 ger¢ekliyorsa verilen ciimle iizerinde bir topoloji adini alir, Ayrica

(X, T) ikilisine de bir topolojik uzay adi verilir [11].
Ti: X0€eT
TZ : HerAi,Az ET iSB Al nAz ST

Ts: T da alinan herhangi sayida elamanlarin birlesimi yine de T ya aittir.

Tanmm 2.1.7. iki topolojik uzay X ve Y olsun. Bu iki uzay arasinda f : X — Y seklinde bir f
fonksiyonu tanimlayalim. Eger f fonksiyonu stirekli, ayrica tersi olan ™ tersi mevcut ve terside

de stirekli ise topolojik dontistim (homeomorfizm) adim alir [11].

Tamm 2.1.8. X bir topolojik uzay olsun. Eger bu topolojik uzaym farkli P ve Q noktalar1
i¢in, bu uzayda P ve Q noktalarini kapsayan iki agik Ap ve Aq gibi alt ciimleleri ApNAq= @ olacak

sekilde bulunabiliyorsa bu X topolojik uzaymna da Hausdorff uzay denir [11].

Tamm 2.1.9. Bir topolojik uzay M olsun. Bu M topolojik uzay1 i¢in asagida verilen ifadeler

saglaniyor ise M topolojik uzayina n-boyutlu topolojik manifold adi verilir [11].
Mi) M topolojik uzay1 bir hausdorff uzayidir.

M) M topolojik uzayimn agik alt ciimlelerinin her biri E® Oklit uzayma veya E™ nin

herhangi alt (agik) climlesine homeomorftur.
Ms) M topolojik uzay: sayilabilir acik ciimleler ile 6rtiilebilir olmalidir.
Tanim 2.1.10. Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. Eger
X: M — U,e Ty(p)

seklinde tanimlanan bire-bir 6rten bir y fonksiyonu varsa bu fonksiyona vektor alant denir.

Burada y(M) ye de M iizerindeki vektor alanlarinin uzay: denir [11].

a



Tanim 2.1.11. Bir C* manifold olarak M yi géz 6niine alalim. Bu M manifoldu tizerinde X (M)
vektdr alanlarimin uzayini ele alirsak X (M) X X (M) den X (M) e tammli

D(X,Y) = DyY
seklinde tanimli D fonksiyonu i¢in,
1) DgxygyZ = fDxZ +gDyZ, VX,Y,Z € X (M), Vf,g € C*(M,R)
2) Dy (fY) = fDyY + (Xf)Y, VX, Y e X(M), VfeC”(M,R)

ifadeleri gergekleniyorsa bu D fonksiyonuna M manifoldu iizerinde tamimli bir afin

konneksiyon ve Dy ifadesine de X e gore tanimli kovaryant tlirev operatérii ads verilir [11].

Tanim 2.1.12. Bir Riemann manifoldu M ve D de , M Riemann manifoldu tizerinde tanimli bir

afin konneksiyon olsun. Eger,
1) D konneksiyonu € smifindandur.

2) M Riemann manifoldunun bir A bolgesi tizerinde C* simfindan olan her X,Y €

X (M) igin
DyY — DyX = [X,Y]
dir.
3) Bir M Riemann manifoldunun A bélgesi iizerinde € *sinifindan olan her X, ¥, Z € X' (M)
vep € Aicin

Xpol<Y,Z > =<DyY,Z > |,+<Y,DxZ > |,

dir; dzellikleri saglaniyorsa D konneksiyonuna M Riemann manifoldu {izerinde tamimli bir
Riemann konneksiyonu ve Dy ifadesine de X e gére Riemann anlaminda kovaryant tiirev

operatoril adi verilir [11].

Tamm 2.1.13. n-boyutlu E® Oklit uzayinda bir hiperytizey M olsun. M nin sekil operatorii de
S olsun. D, n-boyutlu Oklit uzay1 E® de Riemann konneksiyonu olmak tizere VX,Y € X (M)

icin

DyY = DyY+< S(X),Y >N



seklinde tanimli D ye M hiperyiizeyi iizerinde tanimli Gauss anlaminda kovaryant tiirev ve

yukarida verilen esitlige de Gauss denklemi ad1 verilir [11].

Tanm 2.1.14. M, R® uzaymmn bir alt climlesi olsun. M ciimlesinin her bir p noktas: igin, R3
de p nin bir A komsulugu ve R* deki bir U agik alt kiimesinden, R? e tamiml1 bir ¢ fonksiyonu
asagida verilen iki ifadeyi saglayacak sekilde elde edilebiliyorsa, bu M alt climlesine ye R de
bir ylizey adi verilir [11].

1) @ :U — RS3 seklinde diferensiyellenebilir, regiiler bir ¢ fonksiyonu vardir.
2) @(U) =M n A olacak sekilde bir ¢ : U — ¢@(U) homeomorfizmi mevcuttur.

Tanm 2.1.15. a(ay, @y, as), B(By, B2, B3) € R3 olsun. a ve B vektorlerinin x vektérel

carpimi

xt RExR3 —-R3

e, e e3
(¢, B) —maxB=|% az asg
Br B2 B3

seklinde hesaplanir [11]. Burada e;, i = 1,2,3 ifadeleri R® uzayimn standart baz vektérleridir.

Tanim 2.1.16. Bir V reel vektdr uzayini géz 6niine alalim. V reel vektor uzay iizerinde bir ig
¢arpim islemi diye asagidaki aksiyomlar: verilen <,>:V x V — R doniigiimiine (reel degerli

fonksiyona) denir ve bu islemin degeri u, v € V olmak fizere < u,v > seklinde gésterilir [11].

1) <u,v>=<wvu>, Yu,veVl dir. (Simetri sarti)

2) aug+buy, v>=a<u,v>+b< uy,v>

<u,avi+bv,> = a<uv >+b <u,v, > (Bilineerlik sartr)

) <yu>= 0 ,VueV ve <uu>= 0 © u= 0. (Pozitif tammhlik
sartt)

Tamm 2.1.17. Bir V reel vektor uzayini goz 6niine alalim. V iizerinde belli bir i¢ ¢arpim islemi

tanimlanabilirse bu V vektor uzayina tanimlanan i¢ carpim ile birliktei¢ ¢arpim uzay ad1 verilir

[11].

Tanmm 2.1.18. Bir V reel vektor uzayini géz 6ntine alalim. Bu vektdr uzayinda ele alinan

u € V vektorii icin elde edilen



Hull =v<u,u>
ifadesine u € V' vektoriiniin normu (veya uzunlugu) denir [11].

Tanmm 2.1.19. R nin bir ] acik alt aralidini gz 6niine alalim. /dan R ye tanimli

diferensiyellenebilir
a t I -

t — a(t) = (ay(t), .., a,(t))

seklindeki « fonksiyonuna E™ de bir egri denir. Yani bir egri I araligindaki noktalarn a
fonksiyonu altinda E™ deki goriintiilerinin geometrik yeridir. [ c R aralifina parametre

aralift ve t € I degiskenine @ nin parametresi (degiskeni) denir [11].

Tanm 2.1.20. Bir r egrisini (I, @) koordinat komgulugu ile ele alahm. Vse [ igin eZer
le’(s)]| = 1ise bu r egrisi verilen (I, ) koordinat komsuluguna gére bir birim izl egri
adim alir. [11].

Tanm 2.1.21. EYN uzaymda a:I — E™ egrisi verilsin. Eger her tel i¢in a'(t) # 0 ise a

egrisine bu uzayda regtler egri denir [11].

Tanmm 2.1.22. a:] — R™ egrisi iistiindeki X vektor alanin bilesenlerinin her biri diizgiin

fonksiyonlar ise X vektor alani diizgiin vektor alanidir denir [11].

Tamm 2.1.23. v,w € X (R") olsun.p € R" igin (DyW)p) = DyimyW

esitligiyle tammli D,,w vektor alanina w nin v yéniindeki kovaryant tlirevi denir [11].

Tanm 2.1.24. E3 uzaymda a: I — R? seklinde bir birim hizli eFriyi g6z 6niine alalim.
T(s) =a'(s)

esitligi ile elde edilen T(s) vektoriine, verilen « egrisinin a(s) noktasinda tanimli birim teget

vektor alam denir [11].

Tamm 2.1.25. E3uzayinda a: | — R® seklinde bir birim hizli egriyi goz 6niine alalim.

_ @
N(s)= @]



esitligi ile elde edilen N(s) vektoriine o egrisinin a(s) noktasinda tanimli asli normal vektor

alani (birim dik vektor alani) denir [11].
Tamm 2.1.26. E3uzayinda a: I — R? seklinde bir birim hizli egriyi géz oniine alalim.
B(s) =T(s)xN(s)

esitligi ile elde edilen B(s) vektdriine de verilen @ egrisinin a(s) noktasinda tanimli binormal

vektér alant adi verilir.,

Ayrica {T(s), N(s), B(s)} tgliistine de verilen @ egrisinin a(s) noktasinda tanimli Frenet

{icytizliisti denir [11].

Tanmm 2.1.27. OKlit uzayinda ele alinan bir @ egrisinin a(s) noktasindaki Frenet tigyiizliisii

{T(s),N(s), B(s)} olsun. Burada a(s) noktasinda, sirasiyla,

SpAT (), N(s)}, Sp {N(s), B(s)} ve Sp{B(s), T(s)}

ile birlegen afin alt uzaylara oskiilator, normal ve rektifiyan diizlem ad verilir [11].

Tanmm 2.1.28. M bir ylizey olsun. M iizerinde tanimli birim normal vektér alani N olsun. M

ytizeyinin her p noktasinda
Sp: (M) > T,(M) ,  S,(vp) = -D, N

seklinde tanimlanan S fonksiyonuna, M ylizeyinin sekil operatérii denir. Burada bu sekil

operatoril ylizeyin N birim normal vektor alanma baghdir [11].
Tamm 2.1.29. R? de bir yiizey M olsun. M nin her bir p noktasma
L:T,(M) X T,(M) =R Ip(vp,wp) = < vy, Wy >

seklinde bir I, foksiyonunu karsilik getiren | fonksiyonuna, M yiizeyi tizerinde tanimli birinci

temel form denir. Ayrica
Iy T,(M) XT,(M) =R, IL(vy,w,) =<S(w,),w, >

seklinde tanimli /I fonksiyonuna da , M yiizeyi tizerinde tanimli ikinci temel form adi verilir.

[11].



Tanim 2.1.30. 3-boyutlu Oklit uzaymda verilen bir M yiizeyinin parametrik denklemi

r(x, y) = (a(x,y),b(x,¥),c(x,y))

seklinde olsun. Bu esitlikte verilen g, b, ¢ (diferensiyellenebilir) fonksiyonlarina M yiizeyinin
koordinat fonksiyonlar1 denir. Bu durumda yukarida denklemi verilen M yiizeyinin birinci ve

ikinci temel formun katsayilari sirasiyla,
E=<n,1>, F=<mn,n >, G=<mn,1 >,
L=<n,,Z>, M =<r1y,,Z >, N =< Tyy, Z >,

esitlikleri ile hesaplanir. Burada M yiizeyinin birim normal vektorii

e X1,

[ X 13

esitligi ile elde edilir. Verilen bu M yiizeyi i¢in Gauss ve ortalama egrilikleri de sirasiyla

i = EN+GL-2FM _ LN-M2
T 2(EG-F?) ' T 7 EG-FZ

formiilleri ile hesaplanir [11].
Tamm 2.1.31. E3 uzayinda bir ylizey M olsun. Eger M yiizeyinin bir p noktasinda
<S(w)v>=10

esitligini saglayan sifirdan farkli bir v, vektorii varsa bu v, vektoriine bir asimtotik vektor denir

[11].

Tamm 2.1.32. E® uzaymda bir M yiizeyini ve regiiler bir @ : I — M egrisini gz dniine alalim.
Bu « efrisinin her t € I noktasindaki a'(t) ile hesaplanan hiz vektorii, a(t) noktasinda M
ylizeyinin bir asimtotik vektoriine karsilik geliyor ise a egrisi de verilen bu M yiizeyi iginde

bir asimtotik egri adim alir [11].

Sonug 2.1.1. M yiizeyi iginde regiiler bir egri B ve Z de M yiizeyinin birim dik vektor alani

olsun. B egrisinin bir asimtotik egri olmast igin < B",ZoB >= 0 olmas: gerek ve yeterdir. [1 1].

Tanm 2.1.33. R3 uzaynda bir M yiizeyini ve a: I — M seklinde a egrisini géz 6niine

alalim. Z vekt6r alan da bu M ytizeyinin birim dik vektor alam olsun. Eger burada a'vektor



alani, Zoa vektor alaninin lineer birlesimi olarak yazilabiliyor ise a : I — M egrisine, bu M

yiizeyi igerisinde bir jeodezik egri ad1 verilir [11].
2.2, Galilei Uzaymda Temel Kavramlar

Galieo geometri Oklit disi geometrilerden bir tanesidir. 3-boyutlu G, Galilei uzayr bir
kompleks projektif uzaymnm; 1,1, € f gibi iki ideal noktayi, bu ideal noktalarin {izerinde

bulundugu 1 reel ideal dogrusunu ve bu ideal dogruyu kapsayan w reel ideal diizlemine sahip

olan bir geklidir. Bu uzaym nokta, dogru ve diizlemleri asagidaki sekilde (Sekil 2.2.1)
belirtilebilir. Ayrica Galilei geometri, (0,0,+,+) projektif isaretine sahip olan reel Cayley -

Klein geometrilerinin 6zel bir halidir.

Afin Diizlem w

fdeal

Diizlem

Ideal Nokta

Sekil 2.1 Galilei uzayinda nokta, dogru ve diizlem

G3 Galilei uzayinda hareketler grubu matris formunda

X a 1 0 0 X
y} = [b] -+ Ed cosQ sinqo] [y]
5 c e —sing cospllz

seklinde verilebilir. Bu esitlikten goriildiigii gibi 6telemeler, x-ekseni etrafinda donmeler ve

x-ekseni etrafinda affine sharing dontistimleri Gz Galilei uzayimn izometrilerini olusturur.
Belirtilen bu hareket boyunca G3 Galilei uzayinda bulunan dogrular dort gruba ayrilabilir. Bu
dort dogru grubu asagidaki sekilde belirtilir:

1) Izotropik olmayan reel dogrular.

2) Izotropik reel dogrular.

10



3) Izotropik ve reel olmayan dogrular.

4) f ideal dogrusu

Izotropik olmayan reel dogrular, ideal dogru olan f dogrusunu kesmeyen dogrulardir.
Izotropik reel dogrular w diizleminde buiunmayaﬁ dogrulardir ve bu dogrular f ideal dogrusunu
keserler. Non-izotropik reel olmayan dogrular, f ideal dorusunun digindaki w nin diger biitlin

dogrularidir.

Simdi asagida Galilei geometrinin bazi onemli temel kavramlarim verelim. Daha detayli

bilgiler i¢in bu temel kavramlarin alindig1 [8,9,10,21,23] kaynaklarma bakilabilir.

Tamm 2.2.1: R? reel afin diizlem ve X (x4, %;) ve Y (4, y,) bu diizlemde iki vektor olsun. Bu

diizlem tizerinde

_ (xy1, x1 # 0veyay; # Oise
(X, ¥)e = {xzyz, x; =0vey, =0ise

seklinde tanimlanan i¢ carpima Galilei i¢ garpimi adi verilir, Bu i¢ carpim ile R? reel afin
diizlemi birlikte diistiniiliirse (R2, (X, Y);) ikilisine Galilei diizlemi denir ve bu diizlem kisaca

Gz ile gosterilir. Bu diizleme izotropik diizlem adi da verilir.

Tanim 2.2.2: G, Galilei diizleminde P(py,p;) ve Q(q4,q;) gibi iki nokta géz 6niine alalim.
Bu iki nokta arasindaki uzaklik

lg: —p1il,  p1# qqise
dep, ={ .
( @ lq2 — p2l, P1 = 41 18€

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.3: R3, 3-boyutlu reel afin uzay ve X (x4, X5, x3) ve Y (y1, ¥2, ¥3) bu diizlemde iki

vektor olsun. Bu uzayda

X,Y)e = { X1Y1, x; * 0 veyay, # 0 ise
PE T Xy + X33, x; =0vey, =0ise

seklinde tanimlanan i¢ carpima R3 de Galilei i¢ carpimu adi verilir. Bu i¢ ¢arpim ile R3 reel

afin uzayr birlikte dtstiniilirse (R3, (X,Y);) ikilisine Galilei uzay1 denir ve bu uzay kisaca

Gs ile gosterilir.

11



Tanum 2.2.4: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de bir X (x,y,z) vektriinii goz oniine alalim. Eger
ele alinan bu X (x, y,z) vektorii igin x=0 oluyorsa bu X (x, y,z) vektdril izotropik vektor

adin1 alir. Yani G; de A(0,y,z) formundaki vektdrler izotropik vektorlerdir.

Tamm 2.2.4: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de bir X (x,y,z) vektbriinii goz éniine alalim. Eger
ele alinan bu X (x, y,z) vektorti icin x # 0 oluyorsa bu X (x, y,z) vektoriine izotropik
olmayan vektor ad1 verilir. Yani G; de A(x # 0,y,z) formundaki vektorler izotropik olmayan
vektorlerdir.

Tanm 2.2.5: 3-boyutlu Galilei uzayr Gy de X (x,,z) bir izotropik vektdr olsun. Bu X(0,1,2)

vektorii igin egger ” +z° =1 ise bu X(0,3,z) vektoriine birim izotropik vektsr denir.

Tamm 2.2.6: 3-boyutlu Galilei uzayr G; de X (x, y,z) bir izotropik olmayan vektor olsun.
Bu X (x,y,z) vektorii igin x = 1 ise, yani bu vektér X (1, y,z) formunda ise birim izotropik
olmayan vektor adini alir. Yani 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de biitiin birim izotropik olmayan

vektorler X (1,y,z) seklinde ifade edilir.

Tanim 2.2.7: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de P(p4,p2,p3) ve Q(q4, 92, q3) gibi iki nokta gz

Oniine alalim. Bu iki nokta arasindaki uzaklik

(P Q)"{ |Q1_P1|: p1 ¥ qy ise
’ V@2 —p2)2+ (g3 —p3)% P11 = qyise

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.2.8: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de X (x, ¥ z) vektoriiniin normu;

9 X ; x#0
W=1m7 . smo

seklinde tanimlanir. Yani bir X(0,y,z) izotropik vektériiniin normu ||X|| = /¥2% + z2, bir
X(x # 0,y,2) izotropik olmayan vekt6riin normu ||X|| = x seklindedir.

Tanm 2.2.9: 3-boyutlu Galilei uzayr G; de X(xq,x,,%3) ve Y(y1,¥2,¥5) gibi iki vektori

gdz ontine alalim. Bu iki vekt&riin vektorel carpimlari
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0 e e
X1 Xy X3|, x; # 0veyay; # 0ise
_JVi Y2 Y3
&g = €1 € €3
0 x; %3, x =0vey, =0ise
0 v ¥y

seklinde tanmimlanir. Burada {e4, e;, 3} uzayin standart baz vektorleridir.

Tanm 2.2.10: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de diizlemler Oklitsel ve izotropik diizlemler olmak

{izere iki ayr1 gruba ayrilir. Bu diizlemlerden x = sabit denklemini saglayan diizlemlere

Oklitsel diizlem, x # sabit denklemini saglayan diizlemlere de izotropik diizlem adi verilir.

A&
Oklidyen Diizlem (x=0)

Tzotropik Diiclem (x¥0) Vektarler Izotropik
Vektorler Izotropik Degil Veltirler X70,y,7) formundadsr
Vektorler X7, v,0) formundadir. . - ¥
Izotropik Diizlem (x¥0)
Vektorler Izotropik Degil
X Vektorler X7y, 0) formundadic.

Sekil 2.2 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de diizlemler

Tanmm 2.2.11: 3-boyutlu Galilei vzayr G, de a:IcR — Gz diferensiyellenebilir fonksiyonu

verilsin. a(I)c=G5 noktalar kiimesine Galilei uzaymda bir egri ad1 verilir. Burada s € I i¢in

a:IcR - G3

s = a(s) = (x(s),(s), z(s))

olmak {izere X,¥,2z:1 = R diferensiyellebilir  fonksiyonlarma a egrisinin koordinat
fonksiyonlar: adi verilir.

Tanmim 2.2.12: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de

a:IcR —» G3

s = a(s) = (x(s),y(s), 2(s))

13



egrisini goz dniine alalm. a’(s) = (x"(s),y'(s), z'(s)) vektoriine a egrisinin teget vektorii adi
verilir.

Tanm 2.2.13: 3-boyutlu Galilei uzayin G, de verilen bir a:/cR — G5 egrisinin teget vektorii

izotropik olmayan bir vektor ise (yani x’(s) # 0 ise ) bu « egrisine admissible (uygun —kabul

edilebilir) egri ad1 verilir.

Tanim 2.2.14: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de

a:IcR - G5

s = a(s) = (x(s),y(s),2(s))

egrisini goz 6niine alalim. Vs € I i¢in ||a’(s)|| = 1 ise a egrisine birim hizl edri, s ye de yay

parametresi adi verilir.

Dolayisiyla ,

a(s) = (0,7(s), 2(s)) iken

a'(s) = (0,v'(s),2'(s)) olup ||a’'(s)|| = J[y'(s)]z + [2'(s)]? = 1 ise @ egrisi birim
hizl egridir.

a(s) = (s,y(s),z(s)) iken
a'(s) = (Ly'(s),z'(s)) vella'()ll =1,
oldugundan « egrisi yine birim hizl egridir.

Tamm 2.2.15: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de U S R? bir agik ciimle ve :U = G, bir

immersiyon olsun. Bu immersiyon yardimu ile elde edilen r(U) noktalar ciimlesine G, de bir

ylizey ad1 verilir ve kisaca r ile gosterilir.

Tanim 2.2.16: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de bir r yilizeyini g6z oniine alalim. Eger bu yiizeyin

her noktasindaki teget diizlemi izotropik ise, bu r ylizeyi admissible (uygun —kabul edilebilir)

ylizey olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.17: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de U € R? bir agik ciimle olmak tizere bir r yiizeyi

rU- G3
wv) = rw,v) = (x(w,v),y(,v),2(u, v))
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dontigtimii ile verilsin. Burada »  fonksiyonuna ylizeyin parametrizasyonu, x,Y,z

fonksiyonlarina da ytizeyin koordinat fonksiyonlar: adi verilir. Yukaridaki déniisiimden elde

L8

edilen r, = oo

ar i . s 3 & = v s % . .
ver, = kismi tlirevlerine, bu ylizeyin teget diizleminin baz vektorleri denir.

Sonu¢ 2.2.1: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de bir r yiizeyinin admissible (uygun —kabul

edilebilir) ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart r;,ve 1, kismi tlirevlerinin en az birinin sifirdan

farkli olmasidir.

Tanim 2.2.18: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de iki degiskenli reel degerli z = z(x, y)

fonksiyonunu gtz 6niine alirsak, bu fonksiyonun grafigine karsilik gelen ve

r(x,y) = (x,y,2(x,y))

parametrizasyonuna sahip olan ylizeye Monge yiizeyi ad1 verilir.

Tanm 2.2.19: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de U S R? bir agik ciimle olmak iizere parametrik
denklemi

M:U - Gy
(ug, up) = r(ug,up) = (1 (g, up), 12 (Ug, uz), 13(Us, Uy))

ile verilen bir M ylizeyini gz ontine alalim. Yukarida ele alinan 1, 1 < k < 3, U iizerinde

tamimli reel degerli ve diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. Burada kismi tiirevler
(M) = 01/ 0u; ve  (Tdup, = 071 /0u;0u;, 1Sk <3 ve 1<4i,j <2

seklinde gosterilebilir. Dolayisiyla yukaridaki sonu¢ su sekilde verilebilir. Verilen bir M

yiizeyin admissible bir yiizey olmas i¢in gerek ve yeter sart (71),, # 0, i = 1,2 olmasidur.

Tanmm 2.2.20: 3-boyutlu Galilei uzayr G; de f ve g reel degerli iki fonksiyon olmak iizere

z(x,y) = f(x) + g(y) fonksiyonunu géz 6niine alirsak, bu fonksiyonun grafigine karsilik

gelen ve

r(x,y) = 0,y f(x) + g())

parametrizasyonuna sahip olan ylizeye bir Gteleme yiizeyi adi verilir.
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Tanm 2.2.21: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de fve g reel degerli iki fonksiyon olmak tizere
z(x,y) = f(x)g(y) fonksiyonunu gz éniine alirsak, bu fonksiyonun grafigine karsilik gelen

ve

r(x,y) =y f)g())

parametrizasyonuna sahip olan yiizeye homotetiksel ylizey veya degiskenlerine ayrilabilir

(factorable) ylizey adi verilir [6].
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3. BOLUM
3. GALILEI UZAYINDA EGRILER
3.1. Galilei Uzayinda Egriler i¢in Frenet Formiilleri

Tammm 3.1.1: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de

a:IcR - Gy

s = a(s) = (x(s),¥(s), z(s))

egrisini gbz &niine alalim. Bu a egrisinin egrilik ve burulmas: sirasiyla,

<(s) = V [y”(ﬁil’l,z(:) I[;” ()17
ve
() = det(a'(s),a"(s),a"'(s))
lla’ (s)115K2(s)
seklinde tanimlanir.

Tanmm 3.1.2: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de

a:IcR = G3
s = a(s) = (s,¥(5),2(s))

birim hizli egrisini g6z dniine alalim. Bu & egrisinin egrilik ve burulmas: sirasiyla,

k(s) = lla" ()l = Y [y"()]2 + [2" ()]

ve
det(a'(s),a"(s),a"'(s))
7(s) = >
K2(s)
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.1.3: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de
a:IcR - G,

s = a(s) = (s,y(s),z(s))

birim hizli admissible egrisini géz dniine alalim. O zaman

T(s) =a'(s) = (1,y'(s),2'(s))
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a”(s) _

yll(s) ZH(S)

N(s) = ) (O,W,‘m)
_ z"'(s) y"(s)
B =0~ )

seklinde tamimli T(s), N(s), B(s) vektorlerine @ egrisinin Frenet vektorleri adi verilir. Bu
vektorler « efrisinin sirasi ile, teget, normal ve binormal vektérleri olarak adlandirilir.

« egrisinin Frenet vektdrlerinin tiirevleri olan

T'(s) = k(s)N(s)

N'(s) = ©(s)B(s)

B'(s) = —t(s)N(s)
formiillerine Frenet formiilleri adi verilir.

Ayrica bir & egrisi verildiginde bu egri i¢in hesaplanan x(s), 7(s), T(s), N(s), B(s)
ifadelerine bu egrinin Frenet elemanlar adi da verilir [23].

Ornek 3.1.1: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de

a:IcR - Gg
s = a(s) = (s, coss, sins)

egrisini gbz Oniine alalim.

Verilen egrinin parametrik gésterimi a(s) = (s, coss, sins) oldugundan buradan s e gore tiirev
alinirsa

a’'(s) = (1, —sins, coss)

olup
lla'(s)ll =1
dir. O halde verilen « egrisi birim hizli egridir. Tanim 3.1.3 g6z 6niine almirsa
T(s) = a'(s) = (1, —sins, coss)
bulunur. Bu son esitlikten tekrar s e gore tiirev alinirsa
a''(s) = (0,—coss, —sins)

elde edilir. Tanim 3.1.2 den
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Kk(s) = la” ()l = +/(—coss)? + (—sins)2=1

oldugundan

C(”(S)
K(s)

N(s) = = (0, —coss, —sins)

elde edilir. Ayrica

B(s)= (0, —%,3;(—2?) = (0, sins, —coss)

bulunur. Verilen a egrisinin burulmasi ise

_ det(a’(s),a"(s), " (s)) _
- K2(s) N

7(s) 1

olarak hesaplanir. Dolayisiyla verilen a egrisinin k(s),7(s),T(s), N(s), B(s) Frenet

elamanlar1 bulunmus olur.

3.2. Galilei Uzayinda Helisler
Tanim 3.2.1: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de

a:IcR - Gg

seklinde bir a egrisini gdz oniine alalim. k ve T da bu & egrisinin sirasiyla egrilik ve burulmasi

olsun. Eger bu « egrisi i¢in k ve T sabit iseler verilen bu egri dairesel helis olarak adlandirilir
[12].

Tanmm 3.2.2: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de

a:IcR = G;

seklinde bir a egrisini gbz éniine alalim. k ve T da bu « egrisinin sirasiyla egrilik ve burulmasi

olsun. Eger bu a egrisi igin

K k!
— = sabit
T

ise bu egri genel helis olarak adlandirilir [12].
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3-boyutlu Galilei uzay1 G, de bir ¢ok arastirmact helisler iizerine caligmalar

yapmiglardir, Ulkemizde bu alanda ilk ¢aligmalardan biri olan [12] de arastirmacilarin elde

ettikleri sonugclardan bazilar asagidaki verilebilir.

Teorem 3.2.1: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de biregri @ olsun. @ egrisinin {T'(s), N(s), B(s)}

Frenet ¢atisina uygun olarak bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

VTVTVTT m— KVTT = 3K,VTN

I

olmasidir. Burada K = % — 72 olarak alinmustir

Sonug 3.2.1: 3-boyutlu Galilei uzay: G; de bir egri @ olsun. a egrisinin {T'(s), N(s), B(s)}

Frenet atisina uygun olarak bir dairesel helis olmasi igin gerek ve yeter sart
VTVTVTT == _TZVTT
olmasidir.

Teorem 3.2.2: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de bir egri @ olsun. @ egrisinin {T'(s), N(s), B(s)}

Frenet gatisina uygun olarak bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart

VTVTVTT = KVTT = 3AT,VTN

n
olmasidir. Burada K = Fx— —1lveld = E olarak alinmigtar.

Teorem 3.2.3: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de biregri @ olsun. a egrisinin {T(s), N(s), B(s)}

Frenet gatisina uygun olarak bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart

VyVrVeT — KV B = 3k'VpN

"

olmasidir. Burada K = KT + k7 olarak alinmugtir,
Teorem 3.2.4: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de biregri @ olsun. @ erisinin {T(s), N(s),B(s)}
Frenet catisina uygun olarak bir genel helis olmasi igin gerek ve yeter sart

VeVVeT — KV B = 347"V, N

I

olmasidir. Burada K = — KT t+rTved= f olarak almmustir,

Sonug¢ 3.2.2: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de bir efri @ olsun. @ erisinin {T'(s), N(s), B(s)}
Frenet ¢atisina uygun olarak bir dairesel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
VTVTVTT = KTVTB

olmasidir.
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3.3. Galilei Uzayinda Bertrand Egriler

3-boyutlu Galilei uzayr G, de bir ¢ok aragtirmaci egriler tizerine ¢aligirken &zel bir ¢alisma

alam olarak Bertrand egriler iizerine de calismalar yapmislardir. Ulkemizde bu uzayda
Bertrand Egriler lizerine ilk galismalardan biri olan [13] de arastirmacilarin elde ettikleri

sonuglardan bazilar1 asagidaki verilebilir.

Tanmm 3.3.1: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de a ve @ her sEI ve §€]igin

K (s) # 0, (5) # 0 7,(s) # 0,7,(s) # 0 egriliklerine sahip iki egri olsun. {T,, Ny, B} ve
{T,,N,,B,} sirasiyla @ ve @ egrilerinin uygun noktalardaki Frenet tigytizliisii olsun. Eger

{N,,N,} lineer bagimsiz yani @ ve @ egrilerinin s €I ve § €] noktalarindaki normal

vektorleri paralel ise o zaman (@, &) egri ¢ifti G; de Bertrand egri ¢ifti olarak adlandirilir [13].

Burada @ egrisi @ egrisinin Bertrand egrisi olarak ta adlandirilir. Yukaridaki tanim gz dniine
almirsa 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de (a, &) Bertrand egri ¢ifti igin

a(s) = a(s) +u(s) N(s)
esitligi yazilabilir. Burada (5(s)) = u(s) olacak sekilde § = 5(s) dir.

Teorem 3.3.1: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de (a, @) bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu
durumda

a(s) = a(s) +u(s) Ny (s)
esitliginde verilen u(s) fonksiyonu sabit bir fonksiyon olur [13].

Teorem 3.3.2: 3-boyutlu Galilei uzayr G; de ave & iki egri olsun. Bu iki egrinin Bertrand

efri ¢ifti olmasi igin gerek ve yeter sart @ efrisinin sabit burulmali bir egri olmasidir, yani
T, (s)=sabit olmasidir [13].
Teorem 3.3.3: 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de (@, &) bir Bertrand egri ¢ifti olsun. Bu iki

egrinin uygun noktalardaki torsiyonlari garpimi, 7,(s).7,(s) = sabit dir. Yani G, de Schell’s
teoremi gegerlidir [13].

Tamm 3.3.2: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de a bir egri olsun. Eger bu a egrisinin asli normal

vektorii bir bagka egrinin binormal vektorii ise o zaman bu egri G; de bir Mannheim egri olarak
adlandirilir [13].
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Teorem 3.3.3-4: 3-boyutlu Galilei uzayt G, de « bir efri olsun. @ egrisinin bir Mannheim

efri olmast igin gerek ve yeter sart bu efrinin K, ve T, egrilikleri arasinda bazi ¢ sabitleri i¢in

K, = cT?, esitliginin saglanmasidir [13].
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4, BOLUM
4. GALILEI UZAYINDA YUZEYLER

4.1. Temel Formlar ve Egrilikler

3-boyutlu Galilei uzay1 G, de U S R? bir agik ciimle olmak {izere parametrik denklemi

rlU- Gg
(ug, uz) = r(ug, up) = (1 (U, up), 2 (U, up), r3(uy, uz))

seklinde verilen bir M ylizeyini g6z 6niine alalim.
Verilen bu M ylizeyi i¢in birinci temel formunun katsayilari

9:= (Mup  hij = (12)y, (12w + (13)y (13)uyy 1,7 = 1,2 (4.1.1)
seklinde hesaplanir.

M ylizeyinin normal vektr alam hesaplanirken kullanilan W fonksiyonunu

W= (s 0oy = (2 (D) + (s 2D, = ) ()0
seklinde tanimlayalim. Dolayisiyla M yiizeyi i¢in elde edilen birim normal vektor alam

N =20, (75, (M, = (D, 1)y (), () = (oduy (rdy)  (412)
seklinde olur. Burada N.N = 1 oldugu agiktur,

M yiizeyinin ikinci temel formu ise

II = Lyydu? + Lypdugduy + Lyydu? 4.1.3)

olarak ifade edilir. Burada

Ly = (0100, Tugey T)ugu) = (001, (0 )y (1)) ) Nogy £0 - (414)
olduguna dikkat edilmelidir.

Yukarida verilen M ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla

Ly1Llaz—Lqp? 95 L11-2g192 Liz+gi L
K = - 2z H=91tu ;sz 12+97 Laz 4.15)
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formiilleri ile hesaplanir [21].

Burada hatirlatmak gerekir ki, 3-boyutlu Galilei uzayr G; de verilen bir M yiizeyinin
minimal bir ylizey olmas1 i¢in ortalama egriliginin sifira 6zdeg olmasi gerek ve yeterdir. Benzer
sekilde; 3-boyutlu Galilei uzay1r G; de bir M yiizeyinin flat olmast igin ise Gauss egriliginin
sifira 6zdes olmas1 gerek ve yeterdir [21].

4.2, Galilei Uzaymnda Dénel Yiizeyler
3-boyutlu Galilei uzay:r G; de dénme hareketi
X=x
¥y = ycost + zsint
Z = ysint + zcost

seklinde tanimlanir. Yukaridaki sekilde verilen denklemler aslinda x-eksenine gore bir dénme
ifade etmektedir.

Her noktasmdaki teget vektorii izotropik olan (izotropik olmayan) egrilere izotropik
(izotropik olmayan) egri ad1 verilir.

Parametrik denklemi
(f(w), gw), 0)
ile verilen bir izotropik olmayan egrinin (dayanak egrisi) x-ekseni etrafinda dénmesi ile
r(u,v) = (fw),g@w)cosv, g(w)sinv)
ylizeyi elde edilir.
Eger dayanak egrisi
(f(w), 0, g(w)
seklide secilirse ve x-ekseni etrafinda bu egri dondiiriiliirse
r(u,v) = (f(w), g(w)sinv, g(u)cosv)
ylizeyi elde edilir.

Yukarida elde edilen bu iki yiizey 3-boyutlu Galilei uzayr G, de donel yiizey olarak

adlandiilir. Bu tlir ylizeyler yapisal anlamda Galilei uzayina benzer olan pseudo-Galilei

uzayinda egrilikleri sabit olacak sekilde [24] de detaylica incelenmistir.
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4.3. Galilei Uzaymda Oteleme Yiizeyleri

3-boyutlu Galilei uzay1 G, def ve g reel degerli iki fonksiyon olmak tizere z(x,y) = f(x) +
g(v) fonksiyonunu ele alirsak, bu fonksiyonun grafigine karsilik gelen

r(xy) = (xy f(x) + g()

seklinde bir 6teleme ylizeyini g6z dniine alalim.

Boyle bir oteleme yiizeyi lokal olarak iki egrinin toplami geklinde yazilabilen bir
yiizeydir. Eger a(x) = (x,0, f (x)) ve B(y) = (0,y, g(y)) seklinde alinirsa yukarida belirtilen
oteleme ylizeyi r(x,y) = a(x) + B(y) seklinde yazilabilir. Bu ise bir teleme yiizeyinin iki
egrinin toplami olarak yazilabilecegini ve geometrik olarak bir egrinin diger bir egri boyunca

dtelemesinden olustugunu ifade eder.

Bu caligmada ise [21] de g6z 6niline alinan iki diizlem egrisinin 6telenmesi ile elde

edilen 6teleme yiizeylerini inceleyecegiz.

3-boyutlu Galilei uzayr G; de iki tip dteleme ylizeyi vardir. Bu ytizeyler asagidaki sekilde

verilebilir.

1.Tip : Teget vektorii izotropik olmayan bir edri ile bir izotropik egrinin Gtelenmesi ile elde

edilen Gteleme ylizeyi.
2.Tip : Iki izotropik olmayan egrinin 6telenmesi ile elde edilen Steleme yiizeyi.

3-boyutlu Galilei uzayr G, de 1.Tip bir dteleme yiizeyi  z(x,y) = f(x) + g(v)

fonksiyonu ele alinirsa, bu fonksiyonun grafigine karsilik gelen

r(x,y) = (xy f(x) + g)) (4.3.1)

parametrik gdsterimine sahip bir yiizeydir. Boyle bir 7(x, y) yiizeyini gbz 6niine alalim. Bir
oteleme egrisi y = 0 diizleminde bulunan ve izotropik olmayan a(x) = (x,0, f(x)) egrisidir.
Bir digeri ise x = 0 diizleminde bulunan ve izotropik olan B(y) = (0,v,g(y)) egrisidir.
(4.1.5) formillerinden birincisi kullanilirsa (4.3.1) ile verilen r(x, y) dteleme ylizeyinin Gauss

epriligi
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PO Co )
A+ (0D

seklinde hesaplanir, Burada ' ile fonksiyonlarm uygun degiskenlerine gore adi tlirevler
gosterilmektedir. Oklitsel durumunun aksine K fonksiyonundaki x ve y degiskenleri ayrilabilir

oldugundan K fonksiyonunun sabit olmast i¢in gerek ve yeter sart

£ (x) = sabit # 0 ve m(gg—g;m? = sabit # 0 43.2)
veya
g"»mn
f”(x) = ( veya W =0 (433)

olmasidir. 11k olarak (4.3.2) ifadesi gz 6niine alinirsa

9" )
1+ @A

+ arctang’(y) = Ay + B, ABER

adi diferansiyel denkleminin ¢6ztimii g(y) iken
f(x) =ax®*+bx+c, a,b,cER

elde ederiz.

Bger B oteleme egrisi (h(w))? + (k(w))? = 1 iken B(u) = (0, h(u), k(u)) olacak sekilde

u yay uzunlugu ile tekrar parametrelendirilirse Gauss egriligi

K = f”(x)k”(u)

seklinde hesaplamir ve bu adi diferansiyel denklem ¢&ziiliirse
k(u) = 2 Au? + Bu +C, (4.3.4)

ve

h(u) =222 [T (Au+ B)? + - arcsin(Au + B) + C; (4.3.5)

elde edilir. Burada A, B, C, C; € R dir.
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Bu elde edilen yiizey, Steleme egri ailelerinden biri olan parabollerden (Galilei geometrideki

parabolik ¢emberler) olugan 6zel bir Steleme ylizeyidir.
Ikinci olarak (4.3.3) ifadesi gz 6niine alinirsa
z(x,y) =ax+ b+ g(y)
veya
zZ(x,y) =f(x)+cy+d
silindiriksel yiizeyi elde edilir. Yani yiizeyi olusturan egrilerden en az biri dogrudur.

Bu elde edilen sonuglar ile agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.1: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de, eger S bir sabit Gauss egrilikli 1.Tip 6teleme

yiizeyiise o zaman S, f(x) = ax? + bx + ¢, a,b,c € R, k(u), h(u) ile verilen 6zel bir yiizeye
(K #0) veya izotropik olan ya da olmayan dogrultmanlara sahip silindiriksel (K = 0) bir
yiizeye esdegerdir [21].

(4.1.5) formiillerinden ikincisi kullamlirsa (4.3.1) ile verilen r(x,y) oteleme ylizeyinin

ortalama egriligi

. 9" ()
- 3
21+ (g')3)2

seklinde hesaplanir.

Teorem 4.3.2: 3-boyutlu Galilei uzayinda, eger S bir sabit ortalama egrilikli (H = sabit # 0)

1.Tip dteleme ylizeyi ise o zaman S,

1
z(x,y) = f(x) - Eﬁ\/l — (2Hy +c1)? + ¢y, 61,65 = Sabit

seklinde bir yliizeye egdegerdir [21].

. 8
Ispat: h'(y) = 2H(1 + h2(y))z, H = sabit adi diferansiyel denklemi A(y) = g'(y) alinarak

¢oziillirse

2Hy + ¢4

h(y) = )
) Jl — (2Hx 4+ ¢,)? “

ER
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elde edilir.

Bu ¢éziimden sunu soyleyebiliriz ki Oklit uzayindaki durumun aksine bu yiizey regle yiizey
degildir.

Burada 8rnek olarak f(x) = sinx alimrsa sabit ortalama egrilikli 1.Tip bir Gteleme ylizeyi

elde edilir.

Teorem 4.3.3: 3-boyutlu Galilei uzayr G, de eger S bir sifir ortalama egrilikli (H = 0) 1.Tip

dteleme ylizeyi ise 0 zaman S,
z(x,y) =f(x) +ay + b, a,b €R
seklinde izotropik dogrultmana sahip (bu ylizden K = 0) bir silindirik ytizeye esdegerdir [21].

Diger bir degisle elde edilen yiizey, (0,1, a) sabit izotropik dogrultuya sahip dogrultmanli bir
regle ylizey olur.

Bu teorem Galilei uzayinda minimal yiizeyleri tanimlayan asagidaki teoremle aym anlamu

tagimaktadir.

Teorem 4.3.4: [23] G3 de minimal yiizeyler tepe noktalari ideal dogru tizerinde bulunan koniler

ile C tipinden regle yiizeylerdir. Bu minimal yiizeyler ideal dogruya sahip biitlin kanonik regle
ylizeylerdir.

Simdi de 3-boyutlu Galilei uzay1 G, de

r(u,v) = (w+v,gW), fW)

seklinde iki izotropik olmayan egrinin Gtelenmesi ile elde edilen 2. Tip bir 6teleme yiizeyini goz
oniine alalim. Bu yiizey biri y = 0 izotropik diizleminde bulunan a(u) = (u, 0, f (w)), digeri
ise z = 0 izotropik diizleminde bulunan S(y) = (0,y,g(v)) egrilerinin &telenmesi ile elde

edilmistir. (4.1.5) formiilleri kullanilirsa yukarida verilen 2.Tip Gteleme ylizeyinin Gauss ve

ortalama egriligi

i
K=o f "Wf"wg' w)g" ()

ve
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. 1
T 2w

[f" g’ @) + f'wg" @]

seklinde hesaplanir, burada W? = [f'(w)]? + [¢' (v)]? dir. Ayrica tiirevler uygun degiskenlere

gore alinmustir.

Burada Gauss egriliginin sifira esit olmasi igin gerek ve yeter sart f"'(u) = 0 veya
g"(v) =0 olmasidir. Bu durumda f(u)=au+b veya g(v)=cv+d, a,b,c,d €ER
olmalidir, Bu yiizden elde edilen 2.Tip 6teleme ylizeyi izotropik olmayan dogrultmana sahip

silindirik bir yiizey olur.

Eger elde dilen bu yiizey igin hesaplanan Gauss egriligi sabit ise

1 ' ! "
K=oz f Wf" g ®g" @)

esitligi goz dniine alinir ve u ve v ye gdre uygun tiirevler kullanilirsa

oK W?e'(u) + 4e?(u)

a = h(U) We =0
ve

oK ( W2h'(v) + 4h*(v) _ i

g o We -

elde dilir, burada e(u) = f'(w)f"(w) ve h(v) = g'(v)g" (v) dir. Bu esitliklerin birlikte sifira
esit olmasi igin gerek ve yeter sart e(u) = 0 veya h(v) = 0 olmasidir. Bu yiizden hem f(u) =
au+b, a,b €R hemde g(v) =cv+d, c,d € R olur. Her iki durumda da 6teleme egrileri

izotropik olmayan dogrulardir.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.5: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de, eger S bir sabit Gauss egrilikli 2.Tip dteleme
yiizeyi ise 0 zaman S izotropik olmayan dogrultmana sahip (bu ylizden K = 0) bir silindirik
ylizeye esdegerdir [21].

Simdi de 2.Tip dteleme ylizeyinin

1

"=

[f"wg’ () + f'(wg" )]
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ortalama egriligini géz niine alalim. Burada H = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart

f"(u)g’(v) e f’(u)g”(v) =0

olmasidir, yani

1w g"®)
I C)

dir. Buise

Frow__ g _
O IIC)

olacak sekilde bir ¢ € R sabitinin mevcut oldugunu gosterir.

Eger c = 0 ise o zaman

f"w)=0,g"(w) =0
olur ve bu izotropik diizlemi {iretir.

Eger ¢ #+ 0 ise o zaman

1 1
flw) =Eew+cl, g(v) =—Ee‘“’+c2, c,cqy,C; ER
olur ve 2.Tip oteleme ylizeyi
1 1
r(u,v) = (u+v, —Ee‘“’ +c; ,-C-e“" +cy)
seklinde elde edilir. Bu elde ettigimiz yiizeyi 4 = u + v, ¥ = — % e~ + ¢, alarak yeniden
parametrelendirirsek
r(@,v) = (@,v,—-e"v+d),dE€R

ylzeyini elde ederiz. Bu ylizey sabit olmayan dogrultulu izotropik dogrultmanlara sahip bir

regle ylizeydir. Bu yiizden Teorem 4.3.4. asagidaki teorem ile ayn1 anlami tasimaktadir.

Teorem 4.3.6: 3-boyutlu Galilei uzay1 G; de, eger S bir sifir ortalama egrilikli (H = 0) 2.Tip

Gteleme ylizeyi ise 0 zaman S, izotropik dogrultmana sahip silindirik olmayan bir regle yiizeye
esdegerdir [21].
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Son olarak 2.Tip 6teleme yiizeyinin

H = 5 [ ()g' ) + F () g ()]

ortalama egriliginin sifirdan farkli bir sabit olmasi halini inceleyelim. Bu esitlikten u ya gére

ve ardindan v ye gore tlirev alinirsa
f”fgl +fl|"gf — 6Wf,f”H,
(f”fg” + ngH)W - 6Hf.l’fffglg”

elde edilir. Buradan "' (u) # 0 ve g" (v) # 0 olmak tizere

()L
o= (7+57) (7 o

bulunur. Bu son esitlikten u ya gore tiirev alinirsa

(£ [ e () — o
1)Uz @) \f" (7 L +L“
(fI* " (g)?

veya

f”l ! 1 1 3 _ fu
(f”) J (7@ =

elde edilir. Simdi bu son esitlikten v ya gore tiirev almirsave f''(u) # 0ve g"’(v) # 0

(J " )

elde ederiz bu ise
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olmas1 demektir ki bu bir ¢eligkidir. Bu yiizden f"(u) = 0ve g"(v) = 0 olmaldir. Eger
f"(u) = 0 alimirsa /(1) = a, a € R olur. O zaman g fonksiyonu

3
ag" () = 2H(a* + (g'(v))?)?
adi diferensiyel denklemini saglar. Burada h(v) = g'(v) alinirsa

2aHv +c¢
h(v) = ; c ER,
J1—(QaHv + ¢)?

bulunur ve bu son esitlikten integral alinirsa

1
R —— —_ 2
g 2aHJ1 (2aHv +¢c)2+¢;, cc €ER
elde edilir.

Elde edilen bu 2.Tip &teleme yiizeyi B(v) = (v, g(v),0) egrisi boyunca Stelenen izotropik
olmayan dogrultmanlara sahip silindirik yiizeylerin ( [26] deki C tipinden regle ylizeyler) 6zel

bir sinifi formundadir. Simdi asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.7: 3-boyutlu Galilei uzayt G, de, eger S bir sabit ortalama egrilikli (H # 0)

2.Tip oteleme yiizeyi ise o zaman S,

r(u, v)—(u+v——J1 (2aHv +c)?+d , au+b) a,b,c,d €R

seklinde bir silindirik ylizeye esdegerdir, yani

—(z—b)+——\/1 4a2H?(y — d)?
dir [21].

4.4. Galilei Uzaymda Degiskenlerine Ayrilabilir Yiizeyler

3-boyutlu Galilei uzayr G, de fve g reel degerli iki fonksiyon olmak tizere

z(x,y) = f(x)g(y) fonksiyonunu ele alirsak, bu fonksiyonun grafigine karsilik gelen

r(x,y) =y, fx)g®)
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seklinde bir factorable (degiskenlerine ayrilabilir) ylizeyi gz oniine alalm. Galilei uzayinda
Factorable yiizey kavrami [6] da detaylica incelenmistir. Bu ¢alismadan bazi bilgileri agagidaki

sekilde verebiliriz.

3-boyutlu Galilei uzay1r G, de lokal olarak degiskenlerine ayrilabilir ylizey

T (g, U)=( Ug, Uz, fi (1) fo(U2)), (44.1)
r(ug, Uz)=(Us, f1(u) f3(s) ,us), (44.2)
yada
r(uz, us)=( f2(U2)f3(u3) , Uz, ) (44.3)

seklinde verilebilir. Yukarida verilen f; fonksiyonlar1 tim i € {1,2,3} i¢in ele alinan
diferensiyellenebilir tek degiskenli fonksiyonlardir. (4.4.1), (4.4.2) ve (4.4.3) esitlikleri ile
ifade edilen yiizeyler, sirasiyla, birinci, ikinci ve Ugiincii tip degiskenlerine ayrilabilir ytizey

olarak isimlendirilir [6].

Teorem 4.4.1: G; Galilei uzayinda sifir Gauss egrilikli bir M? degiskenlerine ayrlabilir
yiizeyini goz oniine alalim. Burada bu M? yiizeyi eger, birinci tip bir degigkenlerine ayrilabilir

yiizey (ikinci tip / tiglineti tip ) ise bu M? yiizeyi igin agagidaki ifadelerden biri gergeklenir.
(a) f1 ve f, fonksiyonlarmdan en az biri ( f3, f3 /f2, f3) sabit bir fonksiyon olmalidir,

(b) fi(u) = y;eP™ geklindedir, ayrica 8, y;eR\{0},i € {1,2} (i€ {1,3} /i € {2,3}

olmalidir,

1
(© fi(w) = [(1 = ap)&u; + A;]**%  seklindedir, ayrica a; # 0, 1, a;eRve q;a; =1,
& R\{0}ve A; eR, i € {1,2}dir ( i € {1,3} /i € {2,3}) olmalidir.

Bu teoremin terside dogrudur. Yani yukaridaki ii¢ sarti saglayan saglayan ve

degiskenlerine ayrilabilir bir yilizey aym zamanda sifir Gauss egriligine sahiptir denilir [6].

Teorem 4.4.2: M?, G5 Galilei uzay1 G3 de  bir degiskenlerine ayrilabilir yiizey olsun. Bu

verilen M? yiizeyinin minimal olmas: i¢in gerek ve yeter sart:

(a) birinci tip bir M2ylizeyi i¢in lineer bir f, fonksiyondur,
(b) ikinci tip bir M? ylizeyi igin lineer bir f; fonksiyondur.
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() tiglineti tip bir M2 yiizeyi igin asagidaki ii¢ ifadeden biri gegerlidir:
(c.i) f; ve f3 fonksiyonlarindan en az biri sabittir.

(e.ii) f;(u;) = y;eP¥ olmalidir, ayrica burada §;, v; € R—{0},i € {2, 3} diir.
1

(cdii) f;(w;) = [(1 — @) &y + 4,]7% olmalidir, buradaa; # 1,a; ER vea, + a5 =
2, §§€R—-{0}ved; €R, i €{2,3)},

sartlarindan birinin saglamasidir [6].

Teorem 4.4.3: 3- boyutlu Galilei uzay1 Gz de bir ylizey gz 6ntine alindifinda, bu yiizey
gz sabit # 0 esitligini saglayan birinci ve ikinci tip bir degiskenlerine ayrilabilir yiizey

olamaz [6].
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5. BOLUM

5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez caligmasinda ilk olarak diferensiyel geometrinin 6nemli bir aragtirma alani olan
egriler ve ylizeyler konusu hakkinda yapilan temel ¢aligmalar kisaca agiklanmistir. Ardindan
Oklit uzay1 ve Galilei uzayim temel kavramlar1 ve tez caligmasina 1sik tutacak diger kavramlar
ele alinmig ve 2.B6liim altinda bu ifadeler verilmistir. Daha sonra 3-boyutlu Galilei uzayimnda
egriler konusu detaylica incelenerek, bazi arastirmacilar tarafindan Frenet elemanlari, helisler
ve bertrand egri kavramlari ile ilgili elde edilen karakterizasyonlar agiklanmigtir, Calismanin
bir diger bélimiinde ise 3-boyutlu Galilei uzayinda yiizeyler konusu ele alinmig, Steleme
ylizeyleri, donel yiizeyler ve degiskenlerine ayrilabilir yiizeyler ilk olarak tanim olarak verilmis
ve ardindan bu ylizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanarak, egriliklerin sabit veya

sifir olmasi durumlarina gore arastirmacilarin elde ettigi bazi siniflandirmalar verilmistir.

Egri ve yiizey kavrami geometrinin dogusundan bugiine kadar Oklit uzayinda ve
ardindan Oklitsel olmayan bir cok uzayda diferansiyel ve integral hesabin metodlari ele alinarak
bir ¢ok bilim insan1 tarafindan detaylica incelenmistir. Bu ¢calismada Oklitsel olmayan bir uzay
olan 3-boyutlu Galilei uzaynda ¢alisilan egriler ve ylizeyler incelenmis ve ardindan diger
Oklitsel olmayan uzaylarda bu caligmalar yardimi ile ne gibi simflandirmalar yapilabilecegi

konusunda fikirler ortaya ¢ikmuistir.

3-boyutlu P3(R) projektif uzayinda eliptik, hiperbolik, Oklitsel, Minkowski, basit ve duble
izotropik, Galilei, pseudo-Galilei, quasi-eliptik, quasi-hiberbolik gibi Cayley-Klein uzayimin
cesitli tipleri tanimlanmis olup, bu uzaylarda egriler ve ylizeylerin diferensiyel geometrisi bir
cok aragtirmaci tarafindan detaylica verilmistir. Ancak bu uzaylarda hentiz egriler ve ylizeylerle
ilgili ¢alisiimaya muhtag bir ¢ok alanin oldugu asikardir. Ayrica 4-boyutlu Galilei uzay: klasik
Newton mekanigi ile iligkili olup ilk koordinat zaman1 temsil ederken diger koordinatlar uzay
koordinatlarini ifade etmektedirler. Bu nedenle Fizik alaninda bu uzayin uygulamalari oldukga
genistir. Bu yapilan tartigmalar 1s181nda bir ¢ok arastirmaci bu konularda ¢alisabilecek bir ¢ok
problem bulacaktir ve ¢oziilmeyi bekleyen bir ¢ok problemin oldugu da bir biiyiik gergektir.
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